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Àííîòàöèÿ

Ìîíèòîðèíã êâàçèñòàòè÷åñêèõ ìèêðîóñêîðåíèé ïîñëåäíèõ ÊÀ ñåðèè Ôî-
òîí âûïîëíÿëñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà ïî èçìåðåíèÿì áîðòîâûõ äàò-
÷èêîâ, ïîëó÷åííûì íà íåêîòîðîì îòðåçêå âðåìåíè, ñòðîèëàñü ðåêîíñòðóêöèÿ
âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ÊÀ íà ýòîì îòðåçêå. Çàòåì âäîëü íàéäåííîãî äâè-
æåíèÿ ìèêðîóñêîðåíèå â çàäàííîé òî÷êå áîðòà ðàññ÷èòûâàëîñü ïî èçâåñòíîé
ôîðìóëå â ôóíêöèè âðåìåíè. Ðåêîíñòðóêöèÿ äâèæåíèÿ ñòðîèëàñü ìåòîäîì
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåøåíèé óðàâíåíèé âðàùàòåëüíîãî
äâèæåíèÿ ñïóòíèêà. Îòðåçêè âðåìåíè, íà êîòîðûõ ýòè óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿëè
àäåêâàòíóþ ðåêîíñòðóêöèþ, èìåëè äëèíó îò îäíîãî äî ïÿòè îðáèòàëüíûõ
âèòêîâ. Ýòà äëèíà âîçðàñòàëà âìåñòå ñ ìîäóëåì óãëîâîé ñêîðîñòè ñïóòíèêà.
×òîáû ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå î ìèêðîóñêîðåíèÿõ è äâèæåíèè ñïóòíèêà â
òå÷åíèå âñåãî ïîëåòà, äâèæåíèå ðåêîíñòðóèðîâàëîñü íà íåñêîëüêèõ äåñÿòêàõ
òàêèõ îòðåçêîâ. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîäèêà ðåêîíñòðóêöèè äâè-
æåíèÿ, ïðèãîäíàÿ äëÿ îòðåçêà ïðîèçâîëüíîé äëèíû. Ìåòîäèêà ïîñòðîåíà íà
îñíîâå ôèëüòðà Êàëìàíà. Ïðåäâàðèòåëüíî îïèñàí íîâûé âàðèàíò ìåòîäèêè
ðåêîíñòðóêöèè íåóïðàâëÿåìîãî âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ïî ìàã-
íèòíûì èçìåðåíèÿì ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, êîòîðûé ñóùåñòâåí-
íî èñïîëüçîâàí ïðè ïîñòðîåíèè ôèëüòðà Êàëìàíà. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû
ñðàâíåíèÿ îáåèõ ìåòîäèê íà äàííûõ, ïîëó÷åííûõ â ïîëåòå Ôîòîíà-Ì3.

V.A.Pankratov, V.V.Sazonov. Reconstruction of spacecraft atti-

tude motion by Kalman �ltering. Monitoring of quasi-steady accelerations
onboard last spacecraft of the Foton series was realized in the following way. First,
we reconstructed a real spacecraft attitude motion in a time interval of interest
by measurements of onboard sensors. Then we calculated an acceleration at a
given point of the spacecraft body along the found motion by the well-known
formula. The attitude motion was reconstructed by the least squares method and
represented by a solution of spacecraft motion equations. The time intervals, on
which the equations allowed an adequate reconstruction, had a length from 1 to
5 orbit revolutions. The length was increased together with the module of space-
craft angular rate. To obtain the acceleration picture during the whole �ight, we
carried out the reconstruction in several tens such overlapped intervals. In this
paper we reconstruct the motion in intervals of an arbitrary length using Kalman
�ltering. This technique is based on the new variant of realization of the least
squares method for reconstruction of the spacecraft attitude motion by onboard
measurements of the Eatrh magnetic �eld. We compare the results obtained by
these two techniques in processing the data of the Foton M-3 �ight.



1. Ââåäåíèå. Ðàñ÷åò êâàçèñòàòè÷åñêèõ ìèêðîóñêîðåíèé íà ïîñëåäíèõ
÷åòûðåõ ñïóòíèêàõ ñåðèè Ôîòîí (1997 � 2007 ãã.) ïðîâîäèëñÿ ïî åäèíîé ñõå-
ìå, êîòîðàÿ ñîâåðøåíñòâîâàëàñü îò ýêñïåäèöèè ê ýêñïåäèöèè è îïèñàíà â [1
� 12]. Ñóùåñòâåííóþ ÷àñòü ýòîé ñõåìû ñîñòàâëÿåò ìåòîäèêà ðåêîíñòðóêöèè
ôàêòè÷åñêîãî âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêà. Â ìåòîäèêå óäà÷íûì îá-
ðàçîì ñî÷åòàþòñÿ äâà îáñòîÿòåëüñòâà. Âî-ïåðâûõ, îíà îñíîâàíà íà ïîëíûõ
óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà. Âî-âòîðûõ, êâàçèñòàòè÷åñêèå ìèêðîóñêîðå-
íèÿ íà áîðòó íåóïðàâëÿåìîãî íèçêîîðáèòàëüíîãî èñêóññòâåííîãî ñïóòíèêà
Çåìëè îïèñûâàþòñÿ ïðîñòîé ôîðìóëîé, ðàñ÷åòû ïî êîòîðîé òðåáóþò çíà-
íèÿ òîëüêî äâèæåíèÿ ñïóòíèêà. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè íàäî çíàòü åãî
ðàäèóñ-âåêòîð, îðèåíòàöèþ, ñêîðîñòü, óãëîâóþ ñêîðîñòü è óãëîâîå óñêîðåíèå.
Ïîëíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïîçâîëÿþò íàõîäèòü âñå ïåðå÷èñëåííûå âåëè-
÷èíû. Êðîìå òîãî, îíè ïîçâîëÿþò ðåêîíñòðóèðîâàòü (âîññòàíîâèòü) ôàêòè-
÷åñêîå äâèæåíèå ñïóòíèêà ïî êîñâåííûì èçìåðåíèÿì. Âðàùàòåëüíîå äâèæå-
íèå Ôîòîíîâ áûëî ðåêîíñòðóèðîâàíî ïî èçìåðåíèÿì ìàãíèòîìåòðîâ [2, 5, 9],
äàò÷èêîâ óãëîâîé ñêîðîñòè [1, 6, 10] è àêñåëåðîìåòðîâ [1, 4, 8, 10, 12].

Ïðè ðàñ÷åòå ìèêðîóñêîðåíèé ñíà÷àëà ïî èçìåðåíèÿì áîðòîâûõ äàò÷è-
êîâ, ïîëó÷åííûì íà ïðåäñòàâëÿþùåì èíòåðåñ îòðåçêå âðåìåíè, ñòðîèëàñü
ðåêîíñòðóêöèÿ ðåàëüíîãî âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêà íà ýòîì îòðåç-
êå. Çàòåì âäîëü íàéäåííîãî äâèæåíèÿ âû÷èñëÿëèñü 13 ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé,
ïîçâîëÿâøèõ íàéòè ìèêðîóñêîðåíèå â ëþáîé òî÷êå áîðòà â ôóíêöèè âðå-
ìåíè. Ðåêîíñòðóêöèÿ äâèæåíèÿ ñòðîèëàñü ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.
Îòðåçêè âðåìåíè, íà êîòîðûõ èñïîëüçóåìûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïîçâîëÿëè
àäåêâàòíóþ ðåêîíñòðóêöèþ, èìåëè äëèíó îò îäíîãî äî ïÿòè îðáèòàëüíûõ
âèòêîâ. Ýòà äëèíà âîçðàñòàëà âìåñòå ñ ìîäóëåì óãëîâîé ñêîðîñòè ñïóòíèêà.
×òîáû íàéòè ìèêðîóñêîðåíèÿ â òå÷åíèå âñåãî ïîëåòà, äâèæåíèå ñïóòíèêà ðå-
êîíñòðóèðîâàëîñü íà íåñêîëüêèõ äåñÿòêàõ òàêèõ îòðåçêîâ, ïðè÷åì ñîñåäíèå
îòðåçêè èìåëè ïåðåêðûòèå 10 ìèí. Äëÿ Ôîòîí-Ì3 ïîëó÷åííûå ðåçóëüòà-
òû îïèñàíû â [11]. Ðåêîíñòðóêöèÿ äâèæåíèÿ ýòîãî ñïóòíèêà â òå÷åíèå 11
ñóòîê íåóïðàâëÿåìîãî ïîëåòà áûëà âûïîëíåíà ïî èçìåðåíèÿì ìàãíèòíîãî
ïîëÿ Çåìëè (ÌÏÇ) è ïðåäñòàâëåíà 57 îòðåçêàìè. Íà ïåðåñå÷åíèÿõ îòðåçêîâ
ðåçóëüòàòû ðåêîíñòðóêöèè äîñòàòî÷íî òî÷íî ñîâïàëè, è ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ
âû÷èñëèòåëüíûõ ïðèåìîâ áûëî îáåñïå÷åíî èõ ãëàäêîå ñîïðÿæåíèå.

Íåñêîëüêî ìåíåå òî÷íàÿ ìåòîäèêà ðåêîíñòðóêöèè äâèæåíèÿ, íî ïðèãîä-
íàÿ äëÿ îòðåçêà ïðîèçâîëüíîé äëèíû, ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà íà îñíîâå ôèëü-
òðà Êàëìàíà [13, 14]. Ïðèìåíåíèå ýòîãî ôèëüòðà äëÿ ðåêîíñòðóêöèè âðàùà-
òåëüíîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ïî èçìåðåíèÿì ÌÏÇ îïèñàíî â áîëüøîì ÷èñëå
ðàáîò, â îñíîâíîì, çàðóáåæíûõ àâòîðîâ. Â [15] òàêàÿ ðåêîíñòðóêöèÿ áûëà
èñïîëüçîâàíà äëÿ ðàñ÷åòà êâàçèñòàòè÷åñêèõ ìèêðîóñêîðåíèé â óïðàâëÿåìîì
äâèæåíèè ñïóòíèêà. Íèæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ôèëüòðà Êàëìàíà
äëÿ ðåêîíñòðóêöèè íåóïðàâëÿåìîãî âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ Ôî-
òîí íà ïðîäîëæèòåëüíûõ îòðåçêàõ âðåìåíè. Ïðåäâàðèòåëüíî îïèñàí íîâûé
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âàðèàíò ìåòîäèêè ðåêîíñòðóêöèè íåóïðàâëÿåìîãî âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ
ñïóòíèêà ïî ìàãíèòíûì èçìåðåíèÿì ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ïðèâî-
äÿòñÿ ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ îáåèõ ìåòîäèê íà äàííûõ, ïîëó÷åííûõ â ïîëåòå
Ôîòîíà-Ì3.

2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêà,

èñïîëüçóåìàÿ ïðè îáðàáîòêå ìàãíèòíûõ èçìåðåíèé. Äëÿ îïèñàíèÿ
äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ââåäåì ÷åòûðå ïðàâûå äåêàðòîâû ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Ñèñòåìà Ox1x2x3 îáðàçîâàíà ãëàâíûìè öåíòðàëüíûìè îñÿìè èíåðöèè
ñïóòíèêà. Òî÷êà O � åãî öåíòð ìàññ. Ïðè îòñóòñòâèè ñïåöèàëüíûõ óêàçà-
íèé êîìïîíåíòû âåêòîðîâ è êîîðäèíàòû òî÷åê óêàçûâàþòñÿ â ýòîé ñèñòåìå.

CY1Y2Y3 � ãðèíâè÷ñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. Òî÷êà C � öåíòð Çåìëè, ïëîñ-
êîñòü CY1Y2 ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ ýêâàòîðà, ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóîñü CY1
ïåðåñåêàåò ãðèíâè÷ñêèé ìåðèäèàí, îñü CY3 íàïðàâëåíà ê Ñåâåðíîìó ïîëþñó.

ÑZ1Z2Z3 � êâàçèèíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. Îñü ÑZ2 íàïðàâëå-
íà âäîëü âåêòîðà êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêà,
îñü ÑZ3 ëåæèò â ïëîñêîñòè CY1Y2 è íàïðàâëåíà â âîñõîäÿùèé óçåë îðáè-
òû. Ïëîñêîñòü CZ1Z3 ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ îñêóëèðóþùåé îðáèòû ñïóòíè-
êà. Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà óãëîâîé ñêîðîñòè ñèñòåìû CZ1Z2Z3 íå ïðåâûøàåò
íåñêîëüêèõ ãðàäóñîâ â ñóòêè.

Ìàòðèöû ïåðåõîäà îò ñèñòåìû Ox1x2x3 ê ñèñòåìàì CY1Y2Y3 è CZ1Z2Z3
îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ‖ gij ‖ 3

i,j=1 è ‖ bij ‖ 3
i,j=1 . Çäåñü gij è bij � êîñèíóñû

óãëîâ, êîòîðûå îñü Oxj îáðàçóåò ñ îñÿìè CYi è CZi. Ïðèìåì ñëåäóþùèå
ñïîñîáû ïàðàìåòðèçàöèè ýòèõ ìàòðèö.

Ïîëîæåíèå ñèñòåìû Ox1x2x3 îòíîñèòåëüíî ãðèíâè÷ñêîé ñèñòåìû êîîð-
äèíàò áóäåì çàäàâàòü íîðìèðîâàííûì êâàòåðíèîíîì Q = (Q0, Q1, Q2, Q3),
Q2

0 + Q2
1 + Q2

2 + Q2
3 = 1. Ýëåìåíòû ìàòðèöû ‖ gij ‖ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîìïî-

íåíòû Q ñ ïîìîùüþ ôîðìóë

g11 = Q2
0 + Q2

1 −Q2
2 −Q2

3,
g12 = 2(Q1Q2 −Q0Q3),
g13 = 2(Q1Q3 + Q0Q2),

g21 = 2(Q2Q1 + Q0Q3),
g22 = Q2

0 + Q2
2 −Q2

1 + Q2
3,

g23 = 2(Q2Q3 −Q0Q1),

g31 = 2(Q3Q1 −Q0Q2),
g32 = 2(Q3Q2 + Q0Q1),
g33 = Q2

0 + Q2
3 −Q2

1 + Q2
2.

Êâàòåðíèîííûé âèä ôîðìóë ïåðåõîäà

(0, Y1, Y2, Y3) = Q ◦ (0, x1, x2, x3) ◦Q−1.

Ïîëîæåíèå ñèñòåìû Ox1x2x3 îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû ÑZ1Z2Z3 áóäåì çàäà-
âàòü óãëàìè γ, δ è β, êîòîðûå ââåäåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñèñòåìà ÑZ1Z2Z3
ìîæåò áûòü ïåðåâåäåíà â ñèñòåìó Ox1x2x3 òðåìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïîâî-
ðîòàìè: 1) íà óãîë δ + π/2 âîêðóã îñè OZ2, 2) íà óãîë β âîêðóã íîâîé îñè
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OZ3, 3) íà óãîë γ âîêðóã íîâîé îñè OZ1, ñîâïàäàþùåé ñ îñüþ Ox1. Ýëåìåíòû
ìàòðèöû ‖ bij ‖ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýòè óãëû ñ ïîìîùüþ ôîðìóë

b11 = − sin δ cos β,
b12 = cos δ sin γ + sin δ sin β cos γ,
b13 = cos δ cos γ − sin δ sin β sin γ,

b21 = sin β,
b22 = cos β cos γ,
b23 = − cos β sin γ,

b31 = − cos δ cos β,
b32 = − sin δ sin γ + cos δ sin β cos γ,
b33 = − sin δ cos γ − cos δ sin β sin γ.

Óãëû γ, δ è β èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ãðàôè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âðàùàòåëü-
íîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêà � ýòî äâèæåíèå óäîáíî èëëþñòðèðîâàòü ãðàôèêàìè
çàâèñèìîñòè óêàçàííûõ óãëîâ îò âðåìåíè. Êâàòåðíèîí Q âõîäèò â ôàçîâûé
âåêòîð âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêà.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ñîñòîÿò èç äâóõ ïîäñèñòåì. Îäíà ïîäñè-
ñòåìà îïèñûâàåò äâèæåíèå öåíòðà ìàññ ñïóòíèêà, äðóãàÿ � åãî âðàùàòåëüíîå
äâèæåíèå. Ïîäñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ çàïèñàíà â ãðèí-
âè÷ñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ ó÷åòîì íåöåíòðàëüíîñòè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ
Çåìëè è ñîïðîòèâëåíèÿ àòìîñôåðû [4, 5]. Íåöåíòðàëüíîñòü ïîëÿ ó÷èòûâàåò-
ñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà (16,16) âêëþ÷èòåëüíî â ðàçëîæåíèè ãðà-
âèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà Çåìëè â ðÿä ïî øàðîâûì ôóíêöèÿì. Àòìîñôåðà
ñ÷èòàåòñÿ âðàùàþùåéñÿ âìåñòå ñ Çåìëåé, åå ïëîòíîñòü ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñî-
ãëàñíî ìîäåëè ÃÎÑÒ Ð 25645.166-2004. Ïàðàìåòðû àòìîñôåðû è áàëëèñòè-
÷åñêèé êîýôôèöèåíò ñïóòíèêà ñ÷èòàþòñÿ íåèçìåííûìè íà âñåì èíòåðâàëå
èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

Ïîäñèñòåìà óðàâíåíèé âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ îáðàçîâàíà äèíàìè÷å-
ñêèìè óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà äëÿ êîìïîíåíò óãëîâîé ñêîðîñòè ñïóòíèêà è êè-
íåìàòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè äëÿ êîìïîíåíò êâàòåðíèîíà Q. Â óðàâíåíèÿõ
Ýéëåðà ó÷èòûâàþòñÿ ãðàâèòàöèîííûé è âîññòàíàâëèâàþùèé àýðîäèíàìè÷å-
ñêèé ìîìåíòû, à òàêæå ãèðîñòàòè÷åñêèé ìîìåíò âíóòðåííèõ óñòðîéñòâ ñïóò-
íèêà (âåíòèëÿòîðîâ, ðîòîðîâ è ò. ï.). Ïîäñèñòåìà óðàâíåíèé âðàùàòåëüíîãî
äâèæåíèÿ èìååò âèä

ω̇1 = µ(ω2ω3 − νx2x3) + k1 ,

ω̇2 =
1− λ

1 + λµ
(ω1ω3 − νx1x3) +

λk2

1 + λµ
, (1)

ω̇3 = −(1− λ + λµ)(ω1ω2 − νx1x2) + λk3 ,

2Q̇0 = −Q1Ω1 −Q2Ω2 −Q3Ω3 ,

2Q̇1 = Q0Ω1 + Q2Ω3 −Q3Ω2 ,
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2Q̇2 = Q0Ω2 + Q3Ω1 −Q1Ω3 ,

2Q̇3 = Q0Ω3 + Q1Ω2 −Q2Ω1 ,

λ =
I1

I3
, µ =

I2 − I3

I1
, ν =

3µe

|r|5
, κ = Eρa

√
v2

1 + v2
2 + v2

3 ,

k1 = κ(v2p3 − v3p2) + q2ω3 − q3ω2,

k2 = κ(v3p1 − v1p3) + q3ω1 − q1ω3,

k3 = κ(v1p2 − v2p1) + q1ω2 − q2ω1,

Ω1 = ω1 − ωeg31 , Ω2 = ω2 − ωeg32 , Ω3 = ω3 − ωeg33 .

Çäåñü ωi, xi è vi � êîìïîíåíòû âåêòîðà àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè ñïóòíè-
êà, ãåîöåíòðè÷åñêîãî ðàäèóñà-âåêòîðà òî÷êè O è ñêîðîñòè ýòîé òî÷êè îòíî-
ñèòåëüíî ãðèíâè÷ñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, Ii � ìîìåíòû èíåðöèè ñïóòíèêà
îòíîñèòåëüíî îñåé Oxi, pi � ïàðàìåòðû àýðîäèíàìè÷åñêîãî ìîìåíòà, qi � îò-
íåñåííûå ê I1 êîìïîíåíòû ãèðîñòàòè÷åñêîãî ìîìåíòà âíóòðåííèõ óñòðîéñòâ
ñïóòíèêà, ωe � óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ Çåìëè, E � ìàñøòàáèðóþùèé
ìíîæèòåëü. Ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé (1) åäèíèöàìè èçìå-
ðåíèÿ âðåìåíè è äëèíû ñëóæàò 1000 ñ è 1000 êì, åäèíèöû èçìåðåíèÿ äðóãèõ
âåëè÷èí: [vi] = êì/ñ, [ωi] = [qi] = 10−3ñ−1, [pi] = ñì/êã, [ρa] = êã/ì3, E = 1010.

Íèæå èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü êèíåìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â âèäå

2Q̇0 = −
3∑

i=1

QiΩi , 2Q̇i = Q0Ωi +
3∑

j,k=1

eijkQjΩk (i = 1, 2, 3), (2)

ãäå eijk � ñèìâîë Ëåâè-×èâèòû (ðàâåí 1, åñëè i, j è k � ÷åòíàÿ ïåðåñòàíîâêà
÷èñåë 1, 2 è 3, ðàâåí −1 äëÿ íå÷åòíîé ïåðåñòàíîâêè, ðàâåí 0 â îñòàëüíûõ
ñëó÷àÿõ). Ïåðåìåííûå Qi çàâèñèìû � ñâÿçàíû óñëîâèåì íîðìèðîâêè êâà-
òåðíèîíà Q. Åñëè ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, òî â
ñèëó ñâîéñòâ óðàâíåíèé (2) îíî âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî,
óñëîâèå íîðìèðîâêè äîñòàòî÷íî îáåñïå÷èòü òîëüêî â íà÷àëüíûé ìîìåíò.

Ïàðàìåòðû λ è µ â óðàâíåíèÿõ (1) ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè. Äëÿ Ôîòîíà-
Ì3 λ = 0.255, µ = 0.1. Ïàðàìåòðû pi è qi ñ÷èòàþòñÿ íåèçìåííûìè íà êàæäîì
èíòåðâàëå îáðàáîòêè äàííûõ èçìåðåíèé (ñì. íèæå), íî èõ çíà÷åíèÿ îïðå-
äåëÿþòñÿ â ðåçóëüòàòå ýòîé îáðàáîòêè íàðÿäó ñ íåèçâåñòíûìè íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè äâèæåíèÿ, ò. å. pi è qi ñëóæàò ïàðàìåòðàìè ñîãëàñîâàíèÿ.

3. Ðåêîíñòðóêöèÿ íåóïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ ìåòîäîì íàèìåíü-

øèõ êâàäðàòîâ. Ìåòîäèêó ðåêîíñòðóêöèè íåóïðàâëÿåìîãî âðàùàòåëüíîãî
äâèæåíèÿ íèçêîîðáèòàëüíîãî ñïóòíèêà ïî ìàãíèòíûì èçìåðåíèÿì îïèøåì
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íà ïðèìåðå Ôîòîíà-M3. Íà áîðòó ýòîãî ñïóòíèêà íàõîäèëèñü ÷åòûðå òðåõ-
êîìïîíåíòíûõ ìàãíèòîìåòðà, âõîäÿùèõ â ñîñòàâ àïïàðàòóðû DIMAC [9]. Àï-
ïàðàòóðà ïðåäíàçíà÷àëàñü äëÿ èçìåðåíèÿ ìèêðîóñêîðåíèé íà áîðòó ñïóòíè-
êà. Îñíîâíûìè åå äàò÷èêàìè áûëè àêñåëåðîìåòðû. Ìàãíèòíûå èçìåðåíèÿ
ïðîâîäèëèñü äëÿ ðåêîíñòðóêöèè âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ñ öåëüþ
ïðîâåðêè ïîêàçàíèé àêñåëåðîìåòðîâ ðàñ÷åòíûì ïóòåì [7, 8].

Ìàãíèòíûå èçìåðåíèÿ âûïîëíÿëèñü â òå÷åíèå âñåãî ïîëåòà. Èçìåðåíèÿ
ðàçíûõ ìàãíèòîìåòðîâ îöèôðîâûâàëèñü íà åäèíûå ìîìåíòû âðåìåíè, ïðî-
ìåæóòêè ìåæäó êîòîðûìè âàðüèðîâàëèñü â ïðåäåëàõ îò 1 äî 12 ñ, à â ñðåäíåì
ñîñòàâëÿëè îêîëî 5 ñ. Äëÿ ðåêîíñòðóêöèè äâèæåíèÿ áðàëèñü ñïëîøíûå ðÿäû
ýòèõ èçìåðåíèé, îõâàòûâàþùèå èíòåðâàëû âðåìåíè äëèíîé îò 2 äî 8 ÷àñîâ.
Âûáðàííûå äàííûå ïðåäñòàâëÿëè ñîáîé ñîâîêóïíîñòü ÷èñåë

tn , h
(n)
1 , h

(n)
2 , h

(n)
3 (n = 0, 1, . . . , N) , (3)

ãäå h
(n)
i (i = 1, 2, 3) èçìåðåííûå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà íàïðÿæåííî-

ñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ìîìåíò tn , t0 < t1 < . . . < tN . Ïîëàãàåì, ÷òî ýòè
êîìïîíåíòû ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííûõ ñìåùåíèé, à òàêæå ìàëûõ îøèáîê
èçìåðåíèé è êîîðäèíàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñîâïàäàþò ñ êîìïîíåíòàìè íà-
ïðÿæåííîñòè ÌÏÇ â ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox1x2x3.

Ñëåäóÿ ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, àïïðîêñèìàöèåé ôàêòè÷åñêîãî
äâèæåíèÿ ñïóòíèêà íà îòðåçêå t0 ≤ t ≤ tN áóäåì ñ÷èòàòü ðåøåíèå ñèñòå-
ìû (1), äîñòàâëÿþùåå ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó

Φ =
3∑

i=1

{
N∑

n=0

[
h

(n)
i − ĥi(tn)

]2
− (N + 1)∆2

i

}
, (4)

∆i =
1

N + 1

N∑
n=0

[
h

(n)
i − ĥi(tn)

]
, ĥi(t) =

3∑
j=1

Hj(t)gji(t).

Çäåñü ∆i � îöåíêè ïîñòîÿííûõ ñìåùåíèé â èçìåðåíèÿõ, Hi(t) � ðàñ÷åòíûå
çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò íàïðÿæåííîñòè ÌÏÇ â ãðèíâè÷ñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò â
ìîìåíò âðåìåíè t. Ôóíêöèè Hi(t) ñòðîÿòñÿ âäîëü èçâåñòíîé îðáèòû ñïóòíèêà
ñ èñïîëüçîâàíèåì àíàëèòè÷åñêîé ìîäåëè ÌÏÇ IGRF2005.

Ôóíêöèîíàë (4) ïîëó÷åí ïðåîáðàçîâàíèåì ôóíêöèîíàëà ìåòîäà íàèìåíü-
øèõ êâàäðàòîâ, âîçíèêàþùåãî ïðè óðàâíèâàíèè ñîîòíîøåíèé h

(n)
i ≈ ĥi(tn)+

∆i (i = 1, 2, 3; n = 0, 1, . . . , N) [2, 5]. Ìèíèìèçàöèÿ Φ âûïîëíÿåòñÿ ïî íà÷àëü-
íûì óñëîâèÿì ðåøåíèÿ ωi(t0), Qj(t0) è ïàðàìåòðàì ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
pi, qi (i = 1, 2, 3; j = 0, 1, 2, 3) ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ íîðìèðîâêè

Q2
0(t0) + Q2

1(t0) + Q2
2(t0) + Q2

3(t0) = 1 . (5)
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Äëÿ ïðîñòîòû ïèñüìà âñå óòî÷íÿåìûå âåëè÷èíû îáúåäèíèì â îäèí âåêòîð z ∈
R13. Â ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ Φ = Φ(z), z∗ = argmin Φ(z) � èñêîìàÿ îöåíêà
âåêòîðà z. Ïîèñê z∗ ïðîâîäèòñÿ â íåñêîëüêî ýòàïîâ ðàçíûìè ìåòîäàìè. Åãî
îïèñàíèå íà÷íåì ñ çàêëþ÷èòåëüíîãî ýòàïà, íà êîòîðîì ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä
Ãàóññà � Íüþòîíà [16].

Íà êàæäîé èòåðàöèè ýòîãî ìåòîäà ïîïðàâêè ∆Qj(t0) ê èìåþùèìñÿ çíà-
÷åíèÿ Qj(t0) èùóòñÿ â âèäå (ñð. óðàâíåíèÿ (2))

∆Q0(t0) = −1

2

3∑
i=1

Qi(t0)θi , (6)

∆Qi(t0) =
1

2

[
Q0(t0)θi +

3∑
j,k=1

eijkQj(t0)θk

]
(i = 1, 2, 3).

Ïàðàìåòðû θi ñóòü êîìïîíåíòû âåêòîðà áåñêîíå÷íî ìàëîãî ïîâîðîòà, çàäà-
þùåãî èçìåíåíèå îðèåíòàöèè ñïóòíèêà â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ Q(t0). Ýòè
ïàðàìåòðû è ïîïðàâêè ∆ωi(t0), ∆pi, ∆qi íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû íîðìàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ ìàòðèöåé ‖ Cij ‖12

i,j=1 è ïðàâîé ÷àñòüþ ‖ Di ‖12
i=1:

Cij =
N∑

n=0

3∑
k=1

Aki(tn)Akj(tn)−
1

N + 1

3∑
k=1

BkiBkj ,

Di =
N∑

n=0

3∑
k=1

[
h

(n)
k − ĥk(tn)

]
Aki(tn)−

1

N + 1

3∑
k=1

∆kBki ,

Aki(t) =
3∑

l,m=1

eklmĥl(t)
∂ϕm(t)

∂Pi
, Bki =

N∑
n=0

Aki(tn)

(k = 1, 2, 3; i, j = 1, 2, . . . 12).

Çäåñü P1, P2, . . . P12 � îáîçíà÷åíèÿ âåëè÷èí θ1, θ2, θ3, ω1(t0), ω2(t0), ω3(t0),
p1, p2, p3, q1, q2, q3 â óêàçàííîì ïîðÿäêå, ∂ϕm(t)/∂Pi � ïñåâäîïðîèçâîäíûå,
ñëóæàùèå äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ èñòèííûõ ïðîèçâîäíûõ

∂Q0(t)

∂Pj
= −1

2

3∑
l=1

Ql(t)
∂ϕl(t)

∂Pj
,

∂Qi(t)

∂Pj
=

1

2

[
Q0(t)

∂ϕi(t)

∂Pj
+

3∑
l,m=1

eilmQl(t)
∂ϕm(t)

∂Pj

]
,

∂gik(t)

∂Pj
=

3∑
l,m=1

eklmgil(t)
∂ϕm(t)

∂Pj
(i, k = 1, 2, 3; j = 1, . . . 12) .
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Ïñåâäîïðîèçâîäíàÿ � ýòî íå ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè
ïî êàêîìó-òî ïàðàìåòðó. Çàïèñü åå â âèäå ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé èñïîëüçóåòñÿ
ëèøü äëÿ óäîáñòâà. Òàêóþ çàïèñü ñëåäóåò âîñïðèíèìàòü êàê åäèíûé ñèìâîë
ñ äâóìÿ èíäåêñàìè. Ïñåâäîïðîèçâîäíàÿ � ýòî âåêòîð, ÿâëÿþùèéñÿ àíàëîãîì
óãëîâîé ñêîðîñòè. Â êèíåìàòèêå òâåðäîãî òåëà óãëîâàÿ ñêîðîñòü ñëóæèò äëÿ
ðàñ÷åòà ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè, à ïñåâäîïðîèçâîäíàÿ � äëÿ ðàñ÷åòà ïðî-
èçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðó (ñð. âûïèñàííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ∂Qi/∂Pj c óðàâíå-
íèÿìè (2) è ôîðìóëàìè (6)). Â îáîçíà÷åíèè ∂ϕm/∂Pj èíäåêñ m óêàçûâàåò
âåêòîðíóþ êîìïîíåíòó, èíäåêñ j � íîìåð ïàðàìåòðà, ïî êîòîðîìó âûïîë-
íÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå. Çíà÷åíèÿ ïñåâäîïðîèçâîäíûõ îïðåäåëÿþòñÿ â
ïðîöåññå èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé

d

dt

∂ϕi

∂Pj
=

3∑
k,l=1

eikl
∂ϕk

∂Pj
ωl +

∂ωi

∂Pj
(i = 1, 2, 3; j = 1, . . . 12)

ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèÿìè (1) è óðàâíåíèÿìè â âàðèàöèÿõ äëÿ ∂ωi/∂Pj . Ïî-
ñëåäíèå ïîëó÷àþòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî Pj ïåðâûõ òðåõ óðàâíåíèé (1),
ïðè÷åì ïðîèçâîäíûå ∂gik/∂Pj âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ∂ϕi/∂Pj ñ ïîìîùüþ ïðèâå-
äåííûõ âûøå ôîðìóë. Íåíóëåâûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ∂ϕi/∂Pj è ∂ωi/∂Pj

èìåþò âèä
∂ϕi

∂θi

∣∣∣∣
t=t0

=
∂ωi

∂ωi(t0)

∣∣∣∣
t=t0

= 1 (i = 1, 2, 3) .

Ïðèáàâëåíèå íàéäåííûõ ïîïðàâîê ∆Qj(t0) ê èìåþùèìñÿ çíà÷åíèÿì
Qj(t0) íàðóøàåò óñëîâèå (5), ïîýòîìó íîâûé êâàòåðíèîí îðèåíòàöèè íîðìè-
ðóåòñÿ. Âíåñåííûå íîðìèðîâêîé èçìåíåíèÿ óòî÷íåííûõ êîìïîíåíò êâàòåð-
íèîíà ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíàìè âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ∆Qj(t0).

Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé (1) è óêàçàííûõ âûøå óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ
âûïîëíÿåòñÿ îäíèì èç ìåòîäîâ Äîðìàíà-Ïðèíñà 8-ãî ïîðÿäêà. Ýòî � ìåòîä
òèïà Ðóíãå � Êóòòû, ðåàëèçîâàííûé â ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðå DOP853 [17].
Ìåòîä è ïðîãðàììà ïîçâîëÿþò ñòðîèòü ïîëèíîì, èíòåðïîëèðóþùèé âû÷èñ-
ëÿåìîå ðåøåíèå âíóòðè øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ. Ýòîò ïîëèíîì èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèîíàëà (4), ìàòðèöû ‖ Cij ‖ è ïðàâîé ÷àñòè ‖ Di ‖ ñè-
ñòåìû íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ è óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ âûïîëíÿåòñÿ ñ îïòèìàëüíûì äîñòàòî÷íî áîëü-
øèì øàãîì, âåëè÷èíà êîòîðîãî âûáèðàåòñÿ ïî êðèòåðèþ ëîêàëüíîé òî÷íîñòè
èíòåãðèðîâàíèÿ. Íàëè÷èå èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà è âîçðîñøåå áûñòðî-
äåéñòâèå ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþòåðîâ ïîçâîëèëè îñóùåñòâëÿòü ñîâìåñòíóþ
îáðàáîòêó âñåõ ñîáðàííûõ äàííûõ èçìåðåíèé, íå ïðîâîäÿ èõ ïðåäâàðèòåëü-
íóþ îáðàáîòêó. Ýòî � îäíî èç îòëè÷èé îïèñûâàåìîé ìåòîäèêè îò ìåòîäèê,
èñïîëüçîâàííûõ â [2, 5, 9]. Äðóãîå îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè êîì-
ïîíåíò êâàòåðíèîíà Q â êà÷åñòâå êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèé
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äâèæåíèÿ ñïóòíèêà è â ñïîñîáå óòî÷íåíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé ýòèõ ïåðåìåí-
íûõ ïðè ðåàëèçàöèè ìåòîäà Ãàóññà � Íüþòîíà. Â [2, 5, 9] êèíåìàòè÷åñêèìè
ïåðåìåííûìè ñëóæèëè âåëè÷èíû g1i, g2i (i = 1, 2, 3), íà÷àëüíûå óñëîâèÿ êî-
òîðûõ ïàðàìåòðèçîâàëèñü òðåìÿ óãëàìè òî÷íî òàê æå, êàê âåëè÷èíû a1i, a2i

ïàðàìåòðèçóþòñÿ óãëàìè γ, δ è β.
Âåðíåìñÿ ê îïèñàíèþ ìåòîäèêè. Òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè èçìåðåíèé (3)

è îöåíêè z∗ áóäåì õàðàêòåðèçîâàòü, ñëåäóÿ ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ,
ñîîòâåòñòâóþùèìè ñòàíäàðòíûìè îòêëîíåíèÿìè. Ïîñëåäíèå âû÷èñëÿþòñÿ â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îøèáêè â èçìåðåíèÿõ íåêîððåëèðîâàíû è èìåþò îäè-
íàêîâûå äèñïåðñèè, ñðåäíèå çíà÷åíèÿ îøèáîê â èçìåðåíèÿõ îäíîé è òîé æå
âåêòîðíîé êîìïîíåíòû íàïðÿæåííîñòè ÌÏÇ ðàâíû. Òàêîé ïîäõîä âûáðàí èç
ñîîáðàæåíèé óäîáñòâà è âèäà ôóíêöèîíàëà (4). Ïðè ñäåëàííûõ äîïóùåíèÿõ
z∗ � ñëó÷àéíûé âåêòîð, êîòîðûé èìååò ïðèáëèçèòåëüíî íîðìàëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì, ðàâíûì èñòèííîìó çíà÷åíèþ z. Âñëåäñòâèå
óñëîâèÿ (5) ýòî ðàñïðåäåëåíèå � íåñîáñòâåííîå, ò. å. èìååò âûðîæäåííóþ
êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó. ×òîáû èçáåæàòü âûðîæäåíèÿ è ñäåëàòü õàðàê-
òåðèçàöèþ îøèáîê áîëåå íàãëÿäíîé, îøèáêè ∆Qj(t0) â çàäàíèè êîìïîíåíò
Qj(t0) âåêòîðà z∗ ïðåäñòàâèì â âèäå (6), ãäå òåïåðü θi îáðàçóþò ñëó÷àéíûé
âåêòîð áåñêîíå÷íî ìàëîãî ïîâîðîòà. Âåëè÷èíû θi èìåþò íóëåâûå ìàòåìàòè-
÷åñêèå îæèäàíèÿ è âìåñòå ñ îøèáêàìè îñòàëüíûõ êîìïîíåíò z∗ îïèñûâàþòñÿ
êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé

Kz = σ2C−1 =‖ Kij ‖12
i,j=1 , σ2 =

Φ(z∗)

3N − 12
.

Çäåñü σ2 � îöåíêà äèñïåðñèè îøèáîê â èçìåðåíèÿõ (3), C � ìàòðèöà ‖ Cij ‖,
âû÷èñëåííàÿ â òî÷êå z∗. Òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè èçìåðåíèé áóäåì õàðàêòå-
ðèçîâàòü ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì σ, òî÷íîñòü îöåíêè z∗ � ñòàíäàðòíûìè
îòêëîíåíèÿìè

√
Kii (i = 1, 2, . . . 12). Ñòàíäàðòíûå îòêëîíåíèÿ âåëè÷èí θi,

ωi(t0), pi è qi áóäåì îáîçíà÷àòü σθi, σωi, σpi, σqi .
×òîáû îáåñïå÷èòü íàäåæíóþ ñõîäèìîñòü îïèñàííîãî ïðîöåññà, íàäî ïðå-

äóñìîòðåòü âîçìîæíîñòü åãî ðåãóëÿðèçàöèè è èìåòü äîñòàòî÷íî òî÷íîå íà-
÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå òî÷êè z∗. Ðåãóëÿðèçàöèÿ ñâîäèëàñü ê ïðåäâàðèòåëüíî-
ìó èñïîëüçîâàíèþ ìåòîäà Ëåâåíáåðãà � Ìàðêâàðäòà [16] ïåðåä ïåðåõîäîì ê
ìåòîäó Ãàóññà � Íüþòîíà. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìåòîä Ëåâåíáåðãà � Ìàð-
êâàðäòà ïëàâíî òðàíñôîðìèðîâàëñÿ â ìåòîä Ãàóññà � Íüþòîíà, íî èíîãäà
ïî îêîí÷àíèè åãî ðàáîòû ìåòîä Ãàóññà � Íüþòîíà ðàñõîäèëñÿ. Â òàêîì ñëó-
÷àå â êà÷åñòâå z∗ ïðèíèìàëñÿ ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé ìåòîäîì Ëåâåíáåðãà �
Ìàðêâàðäòà; îí âïîëíå îáåñïå÷èâàë òðåáóåìóþ òî÷íîñòü ðåêîíñòðóêöèè.

Ïîèñê íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ òî÷êè z∗ âûïîëíÿëñÿ òàê. Ïåðåä ìèíè-
ìèçàöèåé ôóíêöèîíàëà (4) ïî 12 ïàðàìåòðàì, âûïîëíÿëàñü åãî ìèíèìèçàöèÿ
ïî 9 ïàðàìåòðàì ïðè q1 = q2 = q3 = 0. Îíà âûïîëíÿëàñü ñíà÷àëà ìåòîäîì

10



ñëó÷àéíîãî ïîèñêà, çàòåì ìåòîäîì Ëåâåíáåðãà � Ìàðêâàðäòà è, íàêîíåö, ìå-
òîäîì Ãàóññà � Íüþòîíà. Â ðÿäå ñëó÷àåâ äàæå ïðèìåíåíèå òàêîé ðåäóöèðî-
âàííîé ìîäåëè äâèæåíèÿ � ñèñòåìû (1) ïðè q1 = q2 = q3 = 0 � îáåñïå÷èâàëî
äîñòàòî÷íî âûñîêóþ òî÷íîñòü ðåêîíñòðóêöèè äâèæåíèÿ ñïóòíèêà.

Íà÷àëüíàÿ òî÷êà äëÿ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà (4) ïî 9 ïàðàìåòðàì
íàõîäèëàñü ïîñðåäñòâîì ìèíèìèçàöèè óêîðî÷åííîãî ôóíêöèîíàëà, êîòîðûé
çàäàâàëñÿ òåìè æå ôîðìóëàìè (4), íî ïðè óìåíüøåííîì â íåñêîëüêî ðàç
çíà÷åíèè N è ñïåöèàëüíîì âûáîðå íà÷àëüíûõ óñëîâèé äâèæåíèÿ è ïàðàìåò-
ðîâ óðàâíåíèé (1). Ñîêðàùåííûé îòðåçîê äàííûõ èìåë äëèíó 15 � 30 ìèí.
Â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ïðèíèìàëîñü pi = qi = 0 (i = 1, 2, 3). Íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ äëÿ êâàòåðíèîíà çàäàâàëèñü â âèäå

Q0(t0) =

√
S

2
cos φ , Qi(t0) =

1√
2S

[
(ai + bi) sin φ +

( 3∑
k,j=1

eijkakbj

)
cos φ

]
,

ai = h
(0)
i

( 3∑
j=1

[
h

(0)
j

]2
)−1/2

, bi = Hi(t0)

( 3∑
j=1

H2
j (t0)

)−1/2

(i = 1, 2, 3),

S = 1 + a1b1 + a2b2 + a3b3 .

Çäåñü φ � ïàðàìåòð. Âûïèñàííûå ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷åíû ïðè ñëåäóþùèõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ. Îðò e, èìåþùèé â ñèñòåìàõ êîîðäèíàò Ox1x2x3 è CY1Y2Y3
êîìïîíåíòû ai è bi ñîîòâåòñòâåííî, â ýòèõ ñèñòåìàõ ôèêñèðîâàí. Â ñèñòåìå
CY1Y2Y3 îí íàïðàâëåí ïî ðàñ÷åòíîìó âåêòîðó íàïðÿæåííîñòè ÌÏÇ, à â ñè-
ñòåìå Ox1x2x3 � ïî èçìåðåííîìó âåêòîðó. Ïîâîðîò ñïóòíèêà âîêðóã ýòîãî
îðòà ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì è çàäàåòñÿ óãëîì φ. Óêîðî÷åííûé ôóíêöèî-
íàë ðàññìàòðèâàëñÿ â ôóíêöèè ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ: φ è ωi(t0) (i = 1, 2, 3).
Äëÿ åãî ìèíèìèçàöèè ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿþòñÿ ñëó÷àéíûé ïåðåáîð â
ïàðàëëåëåïèïåäå {0 ≤ φ ≤ π, ω′

i ≤ ωi(t0) ≤ ω′′
i } (ω′

i è ω′′
i çàäàíû), ñëó÷àéíûé

ïîèñê è ìåòîä Ëåâåíáåðãà � Ìàðêâàðäòà.
4. Ïðèìåðû ðåêîíñòðóêöèè íåóïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ Ôîòîíà-

Ì3 ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1, 2 (áîëåå ïîäðîá-
íûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ òîé æå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, íî
äðóãèì ïðîãðàììíûì îáåñïå÷åíèåì, ïðåäñòàâëåíû â [9, 11]). Ðåêîíñòðóêöèÿ
âûïîëíåíà íà äâóõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè. Èíòåðâàë íà ðèñ. 1 ïðèõîäèòñÿ íà
ñåðåäèíó ïîëåòà, èíòåðâàë íà ðèñ. 2 � íà åãî êîíåö. Ðèñ. 1à è 2à èëëþñòðèðó-
þò äâèæåíèå ñïóòíèêà îòíîñèòåëüíî êâàçèèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
CZ1Z2Z3, ðèñ. 1á è 2á õàðàêòåðèçóþò òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè äàííûõ èçìå-
ðåíèé. Ãðàôèêè íà ðèñóíêàõ ïîñòðîåíû íà îòðåçêàõ t0 ≤ t ≤ tN , â ïîäïèñÿõ
ê ðèñóíêàì óêàçàíû íà÷àëüíûå òî÷êè èíòåðâàëîâ t0, çíà÷åíèÿ N è îöåíêè
ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ σ îøèáîê â èçìåðåíèÿõ.
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Êàæäàÿ ñòðàíèöà ðèñóíêîâ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàçáèâàåòñÿ íà äâå
÷àñòè � ëåâóþ è ïðàâóþ. Íà ðèñ. 1à è 2à â ëåâûõ ÷àñòÿõ ïðèâåäåíû ãðà-
ôèêè çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè óãëîâ γ, δ è β, à òàêæå ãðàôèê ðàçíîñòè
∆γ(t) = γ(t) − c0 − c1(t − t0), ãäå c0 + c1(t − t0) � ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìà-
öèÿ ôóíêöèè γ(t), ïîñòðîåííàÿ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Â ïðàâûõ
÷àñòÿõ ýòèõ ðèñóíêîâ ïîìåùåíû ãðàôèêè êîìïîíåíò óãëîâîé ñêîðîñòè ωi(t)
â íàéäåííûõ ðåøåíèÿõ óðàâíåíèé (1).

Â ëåâûõ ÷àñòÿõ ðèñ. 1á è 2á ïðèâåäåíû ãðàôèêè ôóíêöèé ĥi(t) (ñì. (4)) è
ëîìàíûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè (tn, h

(n)
i −∆i), n = 0, 1, . . . , N . Êàæäàÿ ëî-

ìàíàÿ è ãðàôèê àïïðîêñèìèðóþùåé åå ôóíêöèè ĥi(t) èçîáðàæåíû â åäèíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ëîìàíûå è àïïðîêñèìèðóþùèå èõ ãðàôèêè ïðàêòè÷å-
ñêè ñîâïàäàþò, ïîýòîìó â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ðèñ. 1á è 2á ïðèâåäåíû ëîìàíûå,
ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè (tn, h

(n)
i − ĥi(tn)−∆i), n = 0, 1, . . . , N .

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè íàéäåííûõ ðåêîíñòðóê-
öèé. Â ðåøåíèè íà ðèñ. 1

p1 = −0.046, p2 = 0.010, p3 = 0.0016,
q1 = 0.704, q2 = 0.240 q3 = −0.126.

Ñòàíäàðòíûå îòêëîíåíèÿ îöåíîê íà÷àëüíûõ óñëîâèé è óòî÷íÿåìûõ ïàðàìåò-
ðîâ ñîñòàâëÿþò

σθ1 = 0.0041, σθ2 = 0.0069, σθ3 = 0.0059, σω1 = 0.0023,
σω2 = 0.0014, σω3 = 0.0016, σp1 = 0.0019, σp2 = 0.00052,
σp3 = 0.00018, σq1 = 0.0050, σq2 = 0.0016, σq3 = 0.0017.

Â ðåøåíèè íà ðèñ. 2

p1 = −0.014, p2 = −0.030, p3 = −0.021,
q1 = 0.152, q2 = 0.309 q3 = −0.241,

σθ1 = 0.0028, σθ2 = 0.0020, σθ3 = 0.0056, σω1 = 0.0016,
σω2 = 0.0011, σω3 = 0.0006, σp1 = 0.00034, σp2 = 0.00013,
σp3 = 0.00013, σq1 = 0.0034, σq2 = 0.0047, σq3 = 0.0045.

Ñòàíäàðòíûå îòêëîíåíèÿ σθi çäåñü âûðàæåíû â ðàäèàíàõ, ñòàíäàðòíûå îò-
êëîíåíèÿ îñòàëüíûõ âåëè÷èí � â åäèíèöàõ, â êîòîðûõ èíòåãðèðóþñÿ óðàâ-
íåíèÿ (1), â ÷àñòíîñòè, [σωi] = 10−3ñ−1.

Îöåíêè ïàðàìåòðîâ qi â ðåøåíèè íà ðèñ. 2 âûãëÿäÿò íåïðàâäîïîäîáíî
áîëüøèìè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå ðåøåíèå ïîñòðîåíî äëÿ
ïðîäîëæèòåëüíîãî îòðåçêà âðåìåíè, íà êîòîðîì íà÷èíàåò ñêàçûâàòüñÿ íåàäå-
êâàòíîñòü ìîäåëè. Åñëè äëèíó tN − t0 îòðåçêà óìåíüøèòü, òî îöåíêè ïàðà-
ìåòðîâ qi óìåíüøàòñÿ.
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×òîáû ïîëó÷èòü áîëåå ñîäåðæàòåëüíóþ îöåíêó òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ
äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ñ ïîìîùüþ îïèñàííîé ìåòîäèêè, áûëà ïðîâåäåíà îáðà-
áîòêà èçìåðåíèé íà 11 ïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëàõ âðåìåíè, îõâàòûâàþùèõ
16.7 ÷. Êàæäûé èíòåðâàë èìåë äëèíó ïðèìåðíî 6200 ñ. Ñìåæíûå èíòåðâà-
ëû èìåëè ïåðåñå÷åíèå îêîëî 800 ñ. Íà÷àëüíûå òî÷êè èíòåðâàëîâ ïðèâåäåíû
â òàáëèöå. Ðåêîíñòðóêöèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà íà âñåõ ýòèõ èíòåðâàëàõ (11
ðåøåíèé óðàâíåíèé (1)) ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 3. Â ëåâîé ÷àñòè ðèñóíêà ïðè-
âåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè óãëîâ γ, δ è β, â ñðåäíåé è ïðàâîé
÷àñòÿõ ðèñóíêà ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè êîìïîíåíò óã-
ëîâîé ñêîðîñòè è êâàòåðíèîíà îðèåíòàöèè. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, íà ñòûêàõ
èíòåðâàëîâ ðàçíûå ðåøåíèÿ íåñêîëüêî îòëè÷àþòñÿ, íî â öåëîì ðåêîíñòðóê-
öèÿ âûãëÿäèò ïëàâíîé. Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè íà ýòèõ èíòåðâàëàõ ïðè-
âåäåíû â òàáëèöå.

Â [11] ïðèâåäåíà àíàëîãè÷íàÿ ðåêîíñòðóêöèÿ âñåãî íåóïðàâëÿåìîãî ïî-
ëåòà Ôîòîíà Ì-3. Òàì èñïîëüçîâàëèñü áîëåå ñëîæíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:
äîïîëíèòåëüíî ó÷èòûâàëñÿ äåéñòâóþùèé íà ñïóòíèê ìàãíèòíûé ìîìåíò, ïà-
ðàìåòðû êîòîðîãî óòî÷íÿëèñü, ïîýòîìó ñòûêîâêà ñìåæíûõ ðåøåíèé ïîëó-
÷èëàñü áîëåå òî÷íîé. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî è èíòåðâàëû âðåìåíè, íà êîòî-
ðûõ âûïîëíÿëàñü ðåêîíñòðóêöèÿ â [11], áûëè äëèííåå � â îñíîâíîì 2 ÷ 3
îðáèòàëüíûõ âèòêà. Èñïîëüçîâàíèå áîëåå ïðîñòîé ìîäåëè â äàííîé ðàáîòå
îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî íèæå ýòà ìîäåëü ïðèìåíÿåòñÿ â ôèëüòðå Êàëìàíà. Â
ýòîì ñëó÷àå öåëåñîîáðàçíî óìåíüøèòü ÷èñëî óòî÷íÿåìûõ ïàðàìåòðîâ çà ñ÷åò
íåêîòîðîãî îãðóáëåíèÿ ìîäåëè.

5. Ôèëüòð Êàëìàíà. Äèñêðåòíûé ôèëüòð Êàëìàíà â äîñòàòî÷íî îá-
ùåì âèäå ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì [13, 14, 17]. Ðàññìîòðèì ìå-
õàíè÷åñêóþ ñèñòåìó, íåêîòîðûå ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ êîòîðîé èçìåðÿþòñÿ â
äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü äâèæåíèÿ ñèñòåìû
è ïðîöåññà èçìåðåíèé ïðèìåì ëèíåéíîé è ïðåäñòàâèì â âèäå

xn = Anxn−1 + ηn, yn = Bnxn + ξn (n = 1, 2, . . .). (7)

Çäåñü xn � ôàçîâûé âåêòîð ñèñòåìû, yn � âåêòîð èçìåðåíèé, ξn � âåêòîð
ñëó÷àéíûõ îøèáîê èçìåðåíèé, ηn � âåêòîð ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé ñèñòåìû.
Ðàçìåðíîñòü âåêòîðîâ xn, ηn è ïîðÿäîê êâàäðàòíûõ ìàòðèö An ñ÷èòàåì íå
çàâèñÿùèìè îò n, ðàçìåðíîñòè è ðàçìåðû îñòàëüíûõ âåêòîðîâ ìàòðèö ïîëà-
ãàåì ñîãëàñîâàííûìè äîëæíûì îáðàçîì. Ïîëàãàåì òàêæå, ÷òî âñå ìàòðèöû
èìåþò ïîëíûé ðàíã. Â ÷àñòíîñòè, âñå ìàòðèöû An � íåâûðîæäåííûå. Ïîëà-
ãàåì äàëåå, ÷òî âåêòîðû ξm è ηn íåêîððåëèðîâàíû ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ m
è n, âåêòîðû ξm è ξn, à òàêæå ηm è ηn, íåêîððåëèðîâàíû ïðè ëþáûõ m 6= n.
Ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è êîâàðèàöèîííûå ìàòðèöû ýòèõ âåêòîðîâ îïðå-
äåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

Mξn = 0, Mηn = 0, Mξnξ
T
n = Kn, Mηnη

T
n = Ln,
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ãäå Kn è Ln � ñèììåòðè÷íûå, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ìàòðèöû. Çàäà÷à
ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïî äàííûì èçìåðåíèé y1, y2, . . ., yn íàéòè îöåíêó x̂n

âåêòîðà xn è êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó Pn îøèáêè xn − x̂n.
Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ââåäåííûå âûøå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξn è

ηn èìåþò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Òîãäà ôàçîâûé âåêòîð xn è åãî îöåí-
êà x̂n òàêæå áóäóò íîðìàëüíûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, è ðåøåíèå ïî-
ñòàâëåííîé çàäà÷è îá îöåíèâàíèè äâèæåíèÿ ñèñòåìû ìîæíî ñâåñòè ê çà-
äà÷å íàõîæäåíèÿ óñëîâíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ p(xn|Yn). Çäåñü Yn =
{y1, y2, . . . , yn}. Â ýòîì ñëó÷àå x̂n = M(xn|Yn), Pn = M

[
(xn−x̂n)(xn−x̂n)

T
∣∣Yn

]
.

Âûâîä ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ðàñ÷åòà âåëè÷èí xn è Pn ìîæíî
îñóùåñòâèòü ïîñðåäñòâîì ôîðìàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé óñëîâíûõ ïëîòíîñòåé
âåðîÿòíîñòåé [18]. Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà p(xn, Yn) ≡ p(xn, Yn−1, yn) èìååì

p(xn|Yn) =
p(xn, Yn)

p(Yn)
=

p(xn, Yn−1, yn)

p(xn, Yn−1)
· p(xn, Yn−1)

p(Yn−1)
· p(Yn−1)

p(Yn)
=

= p(yn|xn, Yn−1)p(xn|Yn−1)
p(Yn−1)

p(Yn)
= p(yn|xn)p(xn|Yn−1)

p(Yn−1)

p(Yn)
.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â ýòîé öåïî÷êå ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ p(yn|xn, Yn−1) =
p(yn|xn), ñïðàâåäëèâîãî â ñèëó âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (7).

Â ñèëó ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ (7) p(xn|xn−1, Yn−1) = p(xn|xn−1), ïîýòîìó

p(xn, xn−1|Yn−1) = p(xn|xn−1, Yn−1)p(xn−1|Yn−1) = p(xn|xn−1)p(xn−1|Yn−1) ,

è, ñëåäîâàòåëüíî,

p(xn|Yn−1) =

∫
p(xn, xn−1|Yn−1) dxn−1 =

∫
p(xn|xn−1)p(xn−1|Yn−1) dxn−1 .

Çäåñü èíòåãðèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî âñåìó ôàçîâîìó ïðîñòðàíñòâó ñèñòå-
ìû.

Â ñèëó íîðìàëüíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (çäåñü è íèæå
íåñóùåñòâåííûå ìíîæèòåëè îïóñêàåì)

p(xn|xn−1) ∼ exp
[
−1

2
(xn − Anxn−1)

TL−1
n (xn − Anxn−1)

]
,

p(xn−1|Yn−1) ∼ exp
[
−1

2
(xn−1 − x̂n−1)

TP−1
n−1(xn−1 − x̂n−1)

]
.

Ïîñðåäñòâîì íåñëîæíûõ, íî äîâîëüíî ãðîìîçäêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîäûíòå-
ãðàëüíîå âûðàæåíèå â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

p(xn|xn−1)p(xn−1|Yn−1) ∼ exp
[
−1

2
(xn − Anx̂n−1)

TP ′−1
n (xn − Anx̂n−1)−
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−1

2
(xn−1 − x◦n−1)

T (P−1
n−1 + AT

nL−1
n An)(xn−1 − x◦n−1)

]
,

P ′
n = AnPn−1A

T
n + Ln , x◦n−1 = (P−1

n−1 + AT
nL−1

n An)
−1(P−1

n−1x̂n−1 + AT
nL−1

n xn) .

Âû÷èñëèâ âûïèñàííûé èíòåãðàë, ïîëó÷èì

p(xn|Yn−1) ∼ exp
[
−1

2
(xn − Anx̂n−1)

TP ′−1
n (xn − Anx̂n−1)

]
.

Ñîãëàñíî âòîðîìó ñîîòíîøåíèþ (7) è ïðèíÿòûì äîïóùåíèÿì

p(yn|xn) ∼ exp
[
−1

2
(yn −Bnxn)

TK−1
n (yn −Bnxn)

]
.

Ïåðåìíîæèâ ïðàâûå ÷àñòè äâóõ ïîñëåäíèõ ôîðìóë, ïîëó÷èì ïîñëå ïðåîáðà-
çîâàíèé

p(xn|Yn) ∼ exp
[
−1

2
(xn − x̂n)

TP−1
n (xn − x̂n)

]
.

Çäåñü
x̂n = Anx̂n−1 + P ′

nBT
n S−1

n (yn −BnAnx̂n−1) , (8)

Pn = P ′
n − P ′

nBT
n S−1

n BnP
′

n , Sn = Kn + BnP
′

nBT
n .

Ñîîòíîøåíèÿ (8) çàäàþò ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà âåëè÷èí x̂n

è Pn. Îòûñêàíèå âåëè÷èí x̂0 è P0 � îòäåëüíàÿ çàäà÷à. Ïîëàãàåì, ÷òî îíà
ðåøåíà. Â ðÿäå ñëó÷àåâ âåëè÷èíû x̂0 è P0 ìîæíî âûáèðàòü äîñòàòî÷íî ïðî-
èçâîëüíî; ñ óâåëè÷åíèåì n ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû (8) íà÷èíàþò äàâàòü ïðà-
âèëüíûå çíà÷åíèÿ x̂n è Pn.

Êàê ñëåäóåò èç âûâîäà ôîðìóë (8), âåêòîð x′n = Anx̂n−1 � íåñìåùåííàÿ
îöåíêà âåêòîðà xn ïî èçìåðåíèÿì Yn−1, P ′

n � êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà ýòîé
îöåíêè.

Ñîîòíîøåíèÿ (8) ïîçâîëÿþò íàõîäèòü îöåíêó ôàçîâîãî âåêòîðà ñèñòå-
ìû ïî ìåðå ïîñòóïëåíèÿ èçìåðåíèé. Îáû÷íî èõ ïðèìåíÿþò â ñëó÷àå, êîãäà
dim yn < dim xn. Åñëè âûïîëíåíî îáðàòíîå íåðàâåíñòâî è dim yn çàâèñèò îò
n, òî âñëåäñòâèå íåîáõîäèìîñòè îáðàùàòü ìàòðèöó Sn ïîðÿäêà dim yn ôîð-
ìóëû (8) ñëåäóåò ïðåîáðàçîâàòü ê áîëåå óäîáíîìó âèäó. Íà ïðîìåæóòî÷íîì
ýòàïå âûâîäà ôîðìóë (8) âîçíèêàþò ñîîòíîøåíèÿ

x̂n = x′n + PnB
T
n K−1

n (yn −Bnx
′
n), P−1

n = P ′ −1
n + BT

n K−1
n Bn , (9)

P ′ −1
n = Zn − ZnQ

−1
n Zn , Zn = (A−1

n )TP −1
n−1A

−1
n , Qn = L−1

n + Zn .

Ôèëüòð íà èõ îñíîâå îïåðèðóåò ñ ìàòðèöàìè P −1
n , P ′ −1

n , A−1
n , K−1

n , L−1
n . Îáðà-

ùàþòñÿ òîëüêî ìàòðèöû An, Qn è P−1
n (åñëè íàäî íàéòè Pn) ïîðÿäêà dim xn.

Ìàòðèöû K−1
n , L−1

n ìîæíî ñ÷èòàòü èñõîäíûìè âìåñòî Kn, Ln.
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Â çàäà÷àõ îáðàáîòêè ìàãíèòíûõ èçìåðåíèé íà ñïóòíèêàõ Çåìëè ìàòðèöà
An áëèçêà ê åäèíè÷íîé, à Ln ñóùåñòâåííî ìåíüøå Pn−1. Ñ ó÷åòîì ïîñëåä-
íåãî óñëîâèÿ Q−1

n ≈ Ln è P ′ −1
n = Zn − ZnLnZn. Ðàññìîòðèì ïîñëåäíþþ

ôîðìóëó â ñëó÷àå, êîãäà Ln = σ2
ηE, ση � ïîëîæèòåëüíûé ñêàëÿð, E � åäè-

íè÷íàÿ ìàòðèöà (òàêîå ïðåäïîëîæåíèå îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî åäèíèöû
èçìåðåíèÿ êîìïîíåíò ôàçîâîãî âåêòîðà âûáðàíû ïîäõîäÿùèì îáðàçîì). Òî-
ãäà P ′ −1

n = Zn−σ2
ηZ

2
n. Åñëè a è α � ñîáñòâåííûå âåêòîð è ÷èñëî ìàòðèöû Zn

(α 6= 0), òî a è α− α2σ2
η � ñîáñòâåííûå âåêòîð è ÷èñëî ìàòðèöû P ′ −1

n . Ìàò-
ðèöû P ′ −1

n è Zn èìåþò îäèíàêîâûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû, à èõ ñîáñòâåííûå
÷èñëà â ñëó÷àå ασ2

η � 1 áëèçêè. Â òàêîé ñèòóàöèè ìîæíî âçÿòü P ′ −1
n = χZn

ïðè ïîäõîäÿùåì χ ∈ (0, 1), χ ≈ 1.
Âûïèñàííûå âûøå ñîîòíîøåíèÿ îòíîñÿòñÿ ê ëèíåéíîìó ñëó÷àþ. Ïåðåé-

äåì òåïåðü ê íåëèíåéíîé ñèñòåìå. Ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü åå äâèæåíèÿ è
ïðîöåññà èçìåðåíèé ïðèìåì â âèäå

xn = Fn(xn−1) + ηn, yn = Gn(xn) + ξn (n = 1, 2, . . .). (10)

Â âûïèñàííûõ ñîîòíîøåíèÿõ Fn(x) è Gn(x) � ãëàäêèå ôóíêöèè, ìàòðèöû
ßêîáè êîòîðûõ èìåþò ïîëíûé ðàíã; âåêòîðû xn, yn, ξn è ηn èìåþò ïðåæ-
íèé ñìûñë, ïðè÷åì îøèáêè ξn è ηn èìåþò óêàçàííûå âûøå ïåðâûå è âòîðûå
ìîìåíòû.

Ðàññìîòðèì ïîëó÷åíèå îöåíêè âåêòîðà xn ïî èçìåðåíèÿì y1, y2, . . ., yn.
Ýòó îöåíêó è åå êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó ïî-ïðåæíåìó áóäåì îáîçíà÷àòü
x̂n è Pn. Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå íàõîäèòü èñêîìûå âåëè-
÷èíû ïîëó÷àþòñÿ ýâðèñòè÷åñêîé ìîäèôèêàöèåé ñîîòíîøåíèé (9). À èìåííî,
îöåíêà x̂n â (9) ìèíèìèçèðóåò ïî xn âûðàæåíèå

(xn − x′n)
TP ′ −1

n (xn − x′n) + (yn −Bnxn)
TK−1

n (yn −Bnxn) .

Èíûìè ñëîâàìè, ýòà îöåíêà ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.
Âòîðîå ñëàãàåìîå â âûïèñàííîì âûðàæåíèè îòâå÷àåò çà îøèáêè èçìåðåíèé,
ïåðâîå ñëàãàåìîå ó÷èòûâàåò àïðèîðíóþ èíôîðìàöèþ î çíà÷åíèè xn. Ïî àíà-
ëîãèè è ñ ó÷åòîì ìàëîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â ìîäåëè (10) îöåíêó âåêòîðà
xn â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè áóäåì èñêàòü èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèè

f1(xn) = (xn − x′n)
TP ′ −1

n (xn − x′n) + [yn −Gn(xn)]
TK−1

n [yn −Gn(xn)] ,

ãäå òåïåðü

x′n = Fn(x̂n−1) , P ′
n = AnPn−1A

T
n + Ln , An =

∂Fn(x̂n−1)

∂x
.

Îïèñàííûé ïåðåõîä îò ëèíåéíîãî ôèëüòðà ê íåëèíåéíîìó íå åäèíñòâåí.
Ïðèâåäåì ïðèìåð äðóãîãî ïåðåõîäà. Ìèíèìèçàöèÿ ïî xn ôóíêöèè f1(xn) ýê-
âèâàëåíòíà ìèíèìèçàöèè ïî xn−1 ôóíêöèè

f1[Fn(xn−1)] = [Fn(xn−1)− x′n]
TP ′ −1

n [Fn(xn−1)− x′n]+
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+[yn − G̃n(xn−1)]
TK−1

n [yn − G̃n(xn−1)] , G̃n(x) = Gn[Fn(x)] .

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû äëÿ f1[Fn(xn−1)], îòâå÷àþùåå çà
àïðèîðíóþ èíôîðìàöèþ, ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

[Fn(xn−1)− x′n]
TP ′ −1

n [Fn(xn−1)− x′n] = (xn−1 − x̂n−1)
TCn(xn−1 − x̂n−1) ,

Cn = AT
nP ′ −1

n An = P −1
n−1 − P −1

n−1D
−1
n P −1

n−1 , Dn = P −1
n−1 + AT

nL−1
n An .

Çäåñü ìàòðèöà An èìååò òîò æå âèä, ÷òî è â ôîðìóëå äëÿ f1(xn). Ïîëîæèì

f2(xn−1) = (xn−1−x̂n−1)
TCn(xn−1−x̂n−1)+[yn−G̃n(xn−1)]

TK−1
n [yn−G̃n(xn−1)]

è ïðèìåì â êà÷åñòâå îöåíêè xn âåëè÷èíó x̂n = Fn[argmin f2(xn−1)]. Â îáùåì
ñëó÷àå ýòà îöåíêà îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåé îöåíêè x̂n = argmin f1(xn), íî
ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ îíè áóäóò áëèçêè.

Ìèíèìèçàöèþ ôóíêöèé f1(xn) è f2(xn−1) ìîæíî âûïîëíÿòü ìåòîäîì
Ãàóññà � Íüþòîíà, â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé èñïîëüçîâàòü òî÷-
êè x′n è x̂n−1 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè f1(xn) íîðìàëüíûå
óðàâíåíèÿ èìåþò âèä(

P ′ −1
n + BT

n K−1
n Bn

)
∆xn = BT

n K−1
n [ yn −Gn(x

∗
n)]− P ′ −1

n (x∗n − x′n) , (11)

∆xn = xn − x∗n , Bn =
∂Gn(x

∗
n)

∂x
.

Çäåñü x∗n � èìåþùååñÿ ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû x̂n, êîòîðìó ïî-
ñëå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (11) ïðèñâàèâàåòñÿ çíà÷åíèå x∗n + ∆xn. Èòåðàöèîííîå
óòî÷íåíèå x∗n ïðåêðàùàåòñÿ, êîãäà íîðìà ïîïðàâêè ‖∆xn‖ ñòàíåò ïðèåìëåìî
ìàëîé. Òîãäà ïðèíèìàåòñÿ x̂n = x∗n.

Ïðè ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè f2(xn−1) íîðìàëüíûå óðàâíåíèÿ èìåþò âèä(
Ñn + UT

n K−1
n Un

)
∆xn−1 = UT

n K−1
n [ yn − G̃n(x

∗
n−1)]− Ñn(x

∗
n−1 − x̂n−1) , (12)

∆xn−1 = xn−1 − x∗n−1 , Un =
∂G̃n(x

∗
n−1)

∂x
.

Çäåñü x∗n−1 � èìåþùååñÿ ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû F−1
n (x̂n), F−1

n (x)
� ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ôóíêöèè Fn(x). Èòåðàöèîííîå óòî÷íåíèå x∗n−1 âûïîë-
íÿåòñÿ àíàëîãè÷íî òîëüêî ÷òî îïèñàííîìó óòî÷íåíèþ îöåíêè x̂n. Ïî îêîí÷à-
íèè èòåðàöèé ïðèíèìàåòñÿ x̂n = Fn(x

∗
n−1).

Íåëèíåéíûå ôèëüòðû, îñíîâàííûå íà ìèíèìèçàöèè ôóíêöèé f1(xn) è
f2(xn−1), áûëè èñïîëüçîâàíû äëÿ îáðàáîòêè ìàãíèòíûõ èçìåðåíèé, âûïîë-
íåííûõ íà Ôîòîíå Ì-3. Â ïðîãðàììíûõ ðåàëèçàöèÿõ ýòèõ ôèëüòðîâ ïîä
óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ïîíèìàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü óðàâíåíèé (1) è
óðàâíåíèé

ṗi = 0 , q̇i = 0 , ∆̇i = 0 (i = 1, 2, 3) .
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Äëÿ ññûëîê òàêóþ ñèñòåìó îáîçíà÷èì (1′). Êîìïîíåíòàìè åå ôàçîâîãî âåê-
òîðà x ∈ R16 ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíû ωi, pi, qi, ∆i (i = 1, 2, 3) è Qj (j = 0, 1, 2, 3).
Çíà÷åíèÿ ôàçîâîãî âåêòîðà xn ñóòü çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ ñïóòíèêà â óçëàõ âðåìåííîé ñåòêè {tn} (n = 0, 1, 2, . . .), t0 < t1 < t2 < . . ..
Â ðåàëèçàöèè, èñïîëüçóþùåé ìèíèìèçàöèþ ôóíêöèè f2(xn−1), ýòà ñåòêà ðàâ-
íîìåðíàÿ: tn = t0 + nh, h = 200÷ 500ñ. Âûáèðàåìîå çíà÷åíèå h â íåñêîëüêî
ðàç ïðåâûøàåò äëèíó îïòèìàëüíîãî øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé (1) ñ
ïîìîùüþ ïðîöåäóðû DOP853. Â ðåàëèçàöèè, îñíîâàííîé íà ìèíèìèçàöèè
ôóíêöèè f1(xn), óçëû tn ÿâëÿþòñÿ êîíöåâûìè òî÷êàìè ýòèõ îïòèìàëüíûõ
øàãîâ. Çäåñü tn+1 − tn = 50÷ 100ñ.

Â îáåèõ ðåàëèçàöèÿõ ôîðìèðîâàíèå âåêòîðîâ èçìåðåíèé yn è âû÷èñëåíèå
ôóíêöèé Fn(x), Gn(x) âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðåøåíèå ñèñòåìû
(1′) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(τ) = a îáîçíà÷èì x = ϕ(t, τ, a). Òîãäà Fn(x) =
ϕ(tn, tn−1, x). Èçìåðåíèÿ íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ñð. (3)),

t′k , h
(k)
1 , h

(k)
2 , h

(k)
3 ,

ïîïàâøèå â èíòåðâàë tn−1 < t ≤ tn, � âåëè÷èíû h
(k)
i (i = 1, 2, 3) ïðè

t′k ∈ (tn−1, tn] � îáúåäèíèì â âåêòîð yn. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñ÷åòíûå àíà-
ëîãè ýòèõ èçìåðåíèé ∆i + ĥi(t

′
k), âû÷èñëåííûå âäîëü ðåøåíèÿ ϕ(t, tn−1, x) ñ

èñïîëüçîâàíèåì èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà, îáîçíà÷èì G̃n(x). Èìåþò ìå-
ñòî ôîðìóëû F−1

n (x) = ϕ(tn−1, tn, x), Gn(x) = G̃
[
F−1

n (x)
]
.

Â âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîãðàììàõ âåêòîðû ∆xn = xn − x∗n, x∗n − x′n â (11) è
âåêòîðû ∆xn−1 = xn−1 − x∗n−1, x∗n−1 − x̂n−1 â (12) ïðåäñòàâëÿþòñÿ âåêòîðàìè
èç R15 � ÷åòûðå êâàòåðíèîííûå êîìïîíåíòû ýòèõ âåêòîðîâ (îíè ìàëû) çà-
ìåíåíû òðåìÿ êîìïîíåíòàìè âåêòîðîâ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîâîðîòîâ. Òàêàÿ
çàìåíà áûëà èñïîëüçîâàíà â ï. 3 ïðè ôîðìèðîâàíèè ñèñòåìû íîðìàëüíûõ
óðàâíåíèé ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìàòðèöû An, Pn

è ò. ï. èìåþò ïîðÿäîê 15. Âìåñòî êîâàðèàöèé êîìïîíåíò êâàòåðíèîíîâ èñ-
ïîëüçóþòñÿ êîâàðèàöèè êîìïîíåíò âåêòîðîâ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîâîðîòîâ.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå äåòàëè ôîðìèðîâàíèÿ è ðåøåíèÿ ñèñòåìû (11).
Ïóñòü äëÿ òî÷êè tn−1 èçâåñòíû îöåíêà x̂n−1 è ìàòðèöà P −1

n−1. Ñíà÷àëà ïî-
ñðåäñòâîì èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé (1′) îò òî÷êè tn−1 ê òî÷êå tn (ôàêòè-
÷åñêè çäåñü è íèæå èíòåãðèðóþòñÿ óðàâíåíèÿ (1) è îïèñàííàÿ â ï. 3 ñèñòåìà
óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ) íàõîäÿòñÿ ïðîãíîç x′n è ìàòðèöà P ′ −1

n . Ìàòðèöà
ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî òðåòüåé è ïîñëåäóþùèì ôîðìóëàì (9), â êîòîðûõ òåïåðü
An = ∂Fn(x̂n−1)/∂x. Çàòåì ðåàëèçóåòñÿ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ
îöåíêè x̂n. Ìàòðèöà è ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (11) âû÷èñëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì
èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé (1′) îò òî÷êè tn ê òî÷êå tn−1. Ïðè ýòîì ÷àñòü ýëå-
ìåíòîâ ìàòðèöû BT

n K−1
n Bn è êîìïîíåíò âåêòîðà BT

n K−1
n [yn−Gn(x

∗
n)] ðàññ÷è-

òûâàþòñÿ ïî ôîðìóëàì, èñïîëüçóåìûì ïðè ôîðìèðîâàíèè ñèñòåìû íîðìàëü-
íûõ óðàâíåíèé ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ìàòðèöà P ′ −1

n íà âñåõ èòåðà-
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öèÿõ îñòàåòñÿ íåèçìåííîé. Êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà Pn íàéäåííîé îöåíêè
ðàâíà îáðàòíîé ìàòðèöå ñèñòåìû (11) íà ïîñëåäíåé èòåðàöèè óòî÷íåíèÿ x∗n
(ñð. âòîðóþ ôîðìóëó (9), â êîòîðîé Bn âû÷èñëÿåòñÿ ïðè xn = x̂n). Ôàêòè÷å-
ñêè â ôèëüòðå èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî ýòà ìàòðèöà ñèñòåìû (11), ò. å. ìàòðèöà
P −1

n , à ìàòðèöà Pn ñëóæèò òîëüêî äëÿ ðàñ÷åòà ñòàíäàðòíûõ îòêëîíåíèé îöå-
íèâàåìûõ âåëè÷èí.

Ïðîöåññ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (12) îðãàíèçîâàí íåñêîëüêî èíà÷å. Íà êàæ-
äîé èòåðàöèè óðàâíåíèÿ (1′) èíòåãðèðóþòñÿ îò òî÷êè tn−1 ê òî÷êå tn. Íà
ïåðâîé èòåðàöèè âû÷èñëÿåòñÿ ìàòðèöà Cn, êîòîðàÿ ïðè ïîñëåäóþùèõ èòåðà-
öèÿõ îñòàåòñÿ íåèçìåííîé. ×àñòü ýëåìåíòîâ ìàòðèöû UT

n K−1
n Un è êîìïîíåíò

âåêòîðà UT
n K−1

n [yn − G̃n(x
∗
n−1)] ðàññ÷èòûâàþòñÿ òàê æå, êàê ïðè ôîðìèðî-

âàíèè ñèñòåìû íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ â ï.
3. Êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà îöåíêè x̂n = Fn(x

∗
n−1), x∗n−1 = argmin f2(xn−1)

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Pn = An

(
Ñn + UT

n K−1
n Un

)−1
AT

n , An =
∂Fn(x

∗
n−1)

∂x
, Un =

∂G̃n(x
∗
n−1)

∂x
.

Ôàêòè÷åñêè â ôèëüòðå èñïîëüçóåòñÿ ìàòðèöà

P −1
n = (A−1

n )T
(
Ñn + UT

n K−1
n Un

)
A−1

n .

Îöåíêà x̂0 è ìàòðèöà P −1
0 , îòíîñÿùèåñÿ ê íà÷àëüíîé òî÷êå t0, íàõîäèëèñü

ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïîñðåäñòâîì ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà (4)
ïðè t0 > t1 > . . . > tN , t0 − tN = 30 ÷ 60 ìèí. Â îáîçíà÷åíèÿõ ï. 3 x0 = z∗,
P −1

0 = σ−2Ñ. Îäíàêî ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå âñå ðàññìàòðèâàåìûå êîâà-
ðèàöèîííûå ìàòðèöû, ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè ïåðâîé ñòåïåíè. Êðîìå òîãî,
ðåêîíñòðóèðóåìîå äâèæåíèå ñïóòíèêà íà äîâîëüíî ïðîäîëæèòåëüíûõ îòðåç-
êàõ ñåòêè {tn} ìîæíî ñ÷èòàòü óñòàíîâèâøèìñÿ. Â òàêîé ñèòóàöèè óäîáíî â
êà÷åñòâå Kn ïðèíÿòü åäèíè÷íóþ ìàòðèöó, ïîëîæèòü P −1

0 = Ñ, Ln âçÿòü äèà-
ãîíàëüíîé ìàòðèöåé, íå çàâèñÿùåé îò n, à êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó îöåíêè
x̂n âû÷èñëÿòü êàê σ2

0Pn, ãäå σ0 � õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå ñòàíäàðòíîãî îò-
êëîíåíèÿ îøèáîê â èçìåðåíèÿõ îòäåëüíûõ êîìïîíåíò ÌÏÇ â ñòðîèòåëüíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò. Â ðàñ÷åòàõ ñëåäóþùåãî ïóíêòà äèàãîíàëüíûå êîìïîíåí-
òû Ln, îòâå÷àþùèå ôàçîâûì ïåðåìåííûì, ñîñòàâëÿþò 2 · 104, îòâå÷àþùèå
ïàðàìåòðàì � 2 · 102 (â åäèíèöàõ èçìåðåíèÿ ïåðåìåííûõ è ïàðàìåòðîâ ñè-
ñòåìû (1)), â êà÷åñòâå σ0 áåðåòñÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ îøèáêà àïïðîêñèìà-
öèè äàííûõ èçìåðåíèé. Ýòà îøèáêà è ìàòðèöû σ2

0Pn ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïîñëå
ðåêîíñòðóêöèè äâèæåíèÿ íà âñåì âûáðàííîì îòðåçêå âðåìåíè. Ìàòðèöû Pn,
îöåíêè x̂n è åùå ðÿä âåëè÷èí, îòíîñÿùèõñÿ ê èíòåðâàëàì (tn−1, tn] õðàíÿòñÿ
â ïàìÿòè êîìïüþòåðà.

6. Ïðèìåðû ðåêîíñòðóêöèè äâèæåíèÿ ñ ïîìîùüþ ôèëüòðà Êàë-

ìàíà. Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ðåêîíñòðóêöèè äâèæåíèÿ Ôîòîíà Ì-3 íà îò-
ðåçêå âðåìåíè, ïåðåñåêàþùåìñÿ ñ îáúåäèíåíèåì 11 èíòåðâàëîâ èç ï. 4 (ñì.
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òàáëèöó). Ðåêîíñòðóêöèÿ, ïîëó÷åííàÿ ïîñðåäñòâîì ðåøåíèÿ ñèñòåìû (12),
ïðèâåäåíà íà ðèñ. 4. Ýòîò ðèñóíîê ïîëó÷åí ïðè tn+1 − tn = 200ñ. Ëåâàÿ
÷àñòü ðèñóíêà ñîäåðæèò ãðàôèêè çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè óãëîâ (ñð. ðèñ.
1à, 2à) γ, δ è β, à òàêæå ãðàôèê ðàçíîñòè ∆γ(t) = γ(t)− c0 − c1(t− t0), ãäå
c0+c1(t−t0) � ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèè γ(t), ïîñòðîåííàÿ ìåòîäîì
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Â ñðåäíåé ÷àñòè ðèñóíêà ïîìåùåíû ãðàôèêè êîìïî-
íåíò óãëîâîé ñêîðîñòè ωi(t), â ëåâûõ ÷àñòÿõ � ëîìàíûå, õàðàêòåðèçóþùèå
îøèáêè àïïðîêñèìàöèè äàííûõ èçìåðåíèé (ñð. ïðàâûå ãðàôèêè íà ðèñ. 1á,
2á). Íà ðèñ. 4á èçîáðàæåíû ãðàôèêè âåëè÷èí pi, qi, ∆i è σn. Ýòè âåëè÷è-
íû � êóñî÷íî ïîñòîÿííûå ôóíêöèè, íà èíòåðâàëàõ (tn−1, tn] îíè ñîõðàíÿþò
ñâîè çíà÷åíèÿ. Íà ðèñ. 4â è 4ã ïðèâåäåíû ãðàôèêè ñòàíäàðòíûõ îòêëîíåíèé
îöåíîê x̂n. Êàæäàÿ êîìïîíåíòà îöåíêè ïðåäñòàâëåíà ñîîòâåòñòâóþùèì ñòàí-
äàðòíûì îòêëîíåíèåì, çà èñêëþ÷åíèåì êîìïîíåíò êâàòåðíèîíà. Ïîñëåäíèå
ïðåäñòàâëåíû ñòàíäàðòíûìè îòêëîíåíèÿìè σθi êîìïîíåíò âåêòîðà áåñêîíå÷-
íî ìàëîãî ïîâîðîòà θi (i = 1, 2, 3). Ýòî òàêæå êóñî÷íî ïîñòîÿííûå ôóíêöèè
ñ èíòåðâàëàìè ïîñòîÿíñòâà (tn−1, tn]. Â äàííîì ïðèìåðå σ = σ0 = 482 γ.

Ðåêîíñòðóêöèÿ äâèæåíèÿ íà òîì æå îòðåçêå âðåìåíè ïîñðåäñòâîì ðå-
øåíèÿ ñèñòåìû (11) ïðèâåäåíà íà ðèñ. 5. Ýòà ñåðèÿ ðèñóíêîâ îðãàíèçîâàíà
àíàëîãè÷íî ðèñ. 4. Â äàííîì ñëó÷àå σ0 = 1009γ. Òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè èç-
ìåðåíèé ïîëó÷èëàñü íåñêîëüêî õóæå, ÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè ñèñòåìû (12).
Ýòî âèäíî è èç ñðàâíåíèÿ ñðàâíåíèÿ ðèñ. 5â,ã ñ ðèñ. 4â,ã. Óêàçàííûé ýô-
ôåêò îáóñëîâëåí óìåíüøåíèåì ÷èñëà èçìåðåíèé íà èíòåðâàëå (tn−1, tn] ïðè
ïåðåõîäå îò âàðèàíòà ñ ñèñòåìîé (12) ê âàðèàíòó ñ ñèñòåìîé (11) � äëèíà
ýòîãî èíòåðâàëà ñòàëà â 2÷ 3 ðàçà êîðî÷å. Âàðèàíò ñ ñèñòåìîé (11) îêàçàëñÿ
÷óâñòâèòåëåí ê ýòîìó ÷èñëó. Äàæå êðàòêîâðåìåííûé ñáîé â ïîñòóïëåíèè èç-
ìåðåíèé ìîæåò ïðèâåñòè ê íåêîòîðîìó íàðóøåíèþ ðàáîòû ôèëüòðà. Íà ðèñ.
4â çàìåòåí âûáðîñ ïðè t ≈ 830 ìèí. Îí îáóñëîâëåí èìåííî ìàëûì ÷èñëîì
èçìåðåíèé íà ñîîòâåòñòâóþùåì èíòåðâàëå (tn−1, tn].

Âàðüèðóÿ ýëåìåíòû ìàòðèöû Ln, ìîæíî çàìåòíî ïîâûñèòü òî÷íîñòü àï-
ïðîêñèìàöèè èçìåðåíèé äàæå ïðè èñïîëüçîâàíèè âàðèàíòà ñ ñèñòåìîé (11).
Â ÷àñòíîñòè, â äàííîì ïðèìåðå ìîæíî äîñòè÷ü çíà÷åíèÿ σ0 < 300γ. Íî òàêîå
óìåíüøåíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ óâåëè÷åíèåì äèàïàçîíà èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ
pi, qi â (1). Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ, åñëè âìåñòî èñïîëüçîâàíèÿ
Ln ïðèíÿòü P ′ −1

n = χZn, χ ≈ 1, χ < 1 (ñì. âûøå). Çäåñü ïîëó÷àåòñÿ âûñîêàÿ
òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè è íåîïðàâäàííî áîëüøèå (ïî ñðàâíåíèþ ñ îöåíêàìè
ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ) çíà÷åíèÿ îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ óðàâíå-
íèé (1).

7. Ñãëàæèâàþùèé ôèëüòð Êàëìàíà. Îïèñàííûå âûøå ïðîöåññû
ôèëüòðàöèè ïîçâîëÿþò ðåêîíñòðóèðîâàòü âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå ñïóòíèêà
ïî ìåðå ïîñòóïëåíèÿ äàííûõ èçìåðåíèé. Èõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåêîí-
ñòðóêöèè â ðåàëüíîì âðåìåíè. Àïîñòåðèîðíàÿ ðåêîíñòðóêöèÿ äâèæåíèÿ ïî
âñåé ïîëó÷åííîé ñîâîêóïíîñòè äàííûõ îáû÷íî âûïîëíÿåòñÿ äðóãèìè àëãî-
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ðèòìàìè. Çàäà÷à àïîñòåðèîðíîé ðåêîíñòðóêöèè ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ïóñòü íà íåêîòîðîì îòðåçêå âðåìåíè áûëè ïîëó÷åíû èçìåðåíèÿ yn

ïðè n = 1, 2, . . . , N , è ïî ìåðå ïîñòóïëåíèÿ ýòèõ èçìåðåíèé ïî ôîðìóëàì
(8) ðàññ÷èòàíû âåëè÷èíû x′n, P

′
n, x̂n è Pn. Ïîñëå òîãî êàê ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ

èçìåðåíèé çàâåðøåí, âîçíèêàåò çàäà÷à óòî÷íåíèÿ îöåíîê x̂n è Pn ñ èñïîëü-
çîâàíèåì âñåé èìåþùåéñÿ èçìåðèòåëüíîé èíôîðìàöèè. Óòî÷íåííóþ îöåíêó
âåêòîðà xn îáîçíà÷èì x̃n, êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó íîâîé îöåíêè îáîçíà-
÷èì Qn. Íèæå ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà, îñíîâàííîãî íà
ðåçóëüòàòàõ [19]. Ïðèâåäåì, ñëåäóÿ [18], âûâîä îñíîâíûõ ñîîòíîøåíèé ýòîãî
àëãîðèòìà â òåðìèíàõ ìîäåëè (7) è ïðåäïîëîæåíèé ï. 5. Áóäåì îñíîâûâàòüñÿ
íà ôîðìàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ óñëîâíûõ ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòåé.

Íàéäåì p(xn|YN). Ïî îïðåäåëåíèþ ïëîòíîñòè óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè èìå-
åì

p(xn, xn+1|YN) = p(xn|xn+1, YN)p(xn+1|YN) = p(xn|xn+1, Yn)p(xn+1|YN) ,

p(xn|xn+1, Yn) =
p(xn, xn+1, Yn)

p(xn+1, Yn)
=

p(xn, xn+1, Yn)

p(xn, Yn)
· p(xn, Yn)

p(Yn)
· p(Yn)

p(xn+1, Yn)
=

=
p(xn+1|xn, Yn)p(xn|Yn)

p(xn+1|Yn)
=

p(xn+1|xn)p(xn|Yn)

p(xn+1|Yn)
.

Îòñþäà

p(xn, xn+1|YN) =
p(xn+1|xn)p(xn|Yn)p(xn+1|YN)

p(xn+1|Yn)
.

Äàëåå

ln p(xn, xn+1|YN) = ln p(xn+1|xn) + ln p(xn|Yn) + ln p(xn+1|YN)−

− ln p(xn+1|Yn) = −1

2
(xn+1 − An+1xn)

TL−1
n+1(xn+1 − An+1xn)−

−1

2
(xn − x̂n)

TP −1
n (xn − x̂n)−

1

2
(xn+1 − x̃n+1)

TQ−1
n+1(xn+1 − x̃n+1)+

+
1

2
(xn+1 − x′n+1)

TP ′−1
n+1(xn+1 − x′n+1) =

= −1

2
xT

n+1(L
−1
n+1 + Q−1

n+1 − P ′−1
n+1)xn+1 + xT

n+1L
−1
n+1An+1xn−

−1

2
xT

n (AT
n+1L

−1
n+1An+1 + P −1

n )xn + xT
nP −1

n x̂n . . .

Çäåñü â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè âûïèñàíû òîëüêî ÷ëåíû âòîðîé ñòåïåíè ïî
êîìïîíåíòàì âåêòîðîâ xn, xn+1 è ÷ëåíû ïåðâîé ñòåïåíè ïî êîìïîíåíòàì âåê-
òîðà xn. Èõ çíàíèÿ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âû÷èñëèòü èíòåãðàë â ôîðìóëå

p(xn|YN) =

∫
p(xn, xn+1|YN) dxn+1 ,
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ãäå èíòåãðèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî âñåìó ôàçîâîìó ïðîñòðàíñòâó ñèñòåìû.
Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé èíòåãðàë

I(z2) =

∫
exp

[
−1

2
Φ(z1, z2)

]
dz1 ,

Φ(z1, z2) = (z1 − µ1)
TS11(z1 − µ1) + (z2 − µ2)

TS22(z2 − µ2)+

+2(z1 − µ1)
TS12(z2 − µ2) ,

ãäå Sij è µi ïîñòîÿííûå ìàòðèöû è âåêòîðû. Êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó Φ(z1, z2)
ïðåäñòàâèì â âèäå

Φ(z1, z2) =
[
z1 − µ1 + S −1

11 S12(z2 − µ2)
]T

S11
[
z1 − µ1 + S −1

11 S12(z2 − µ2)
]
+

+(z2 − µ2)
T
(
S22 − S T

12S
−1
11 S12

)
(z2 − µ2) .

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîñëåäíåé ôîðìóëû ïîëó÷èì

I(z2) ∼ exp
[
−1

2
(z2 − µ2)

T
(
S22 − S T

12S
−1
11 S12

)
(z2 − µ2)

]
.

Ïðèíÿâ z1 = xn+1, z2 = xn è ñðàâíèâ ln p(xn+1, xn|Y) ñ Φ(z1, z2), íàéäåì

S11 = L−1
n+1 + Q−1

n+1 − P ′−1
n+1 , S22 = AT

n+1L
−1
n+1An+1 + P −1

n ,

S12 = −L−1
n+1An+1 , S T

12µ1 + S22µ2 = P −1
n x̂n , µ1 = x̃n+1 , µ2 = x̃n .

Ñîãëàñíî óñòàíîâëåííîìó ñîîòâåòñòâèþ

x̃n = S −1
22 P −1

n x̂n − S −1
22 S T

12x̃n+1 ,

Qn =
(
S22 − S T

12S
−1
11 S12

)−1
= S −1

22 + S −1
22 S T

12G
−1S12S

−1
22 ,

ãäå G = S11 − S12S
−1
22 S T

12. Ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ äàþò

S −1
22 = Pn − PnA

T
n+1P

′−1
n+1An+1Pn , S −1

22 S T
12 = −PnA

T
n+1P

′−1
n+1 , G = Q−1

n .

Îòñþäà
x̃n = x̂n + PnA

T
n+1P

′−1
n+1(x̃n+1 − An+1x̂n) , (13)

Qn = Pn + PnA
T
n+1P

′−1
n+1(Qn+1 − P ′

n+1)P
′−1

n+1An+1Pn .

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîðìóë (13) ïðèíèìàåòñÿ x̃N = x̂N , QN = PN .
Ïåðåéäåì ê íåëèíåéíîé ìîäåëè (10). Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ, ïîç-

âîëÿþùèå îñóùåñòâëÿòü ñãëàæèâàíèå, ïîëó÷àþòñÿ ýâðèñòè÷åñêîé ìîäèôè-
êàöèåé ñîîòíîøåíèé (13). Îöåíêà x̃n, âûðàæàåìàÿ ïåðâîé ôîðìóëîé (13),
ìèíèìèçèðóåò ïî xn âûðàæåíèå

(xn − x̂n)
TP −1

n (xn − x̂n) + (x̃n+1 − An+1xn)
TL−1

n+1(x̃n+1 − An+1xn) ,
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ò.å. ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ïî àíàëîãèè è ñ ó÷åòîì
ìàëîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â ìîäåëè (7) îöåíêó âåêòîðà xn â ðàìêàõ ýòîé
ìîäåëè áóäåì èñêàòü èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèè

g(xn) = (xn − x̂n)
TP −1

n (xn − x̂n) + [x̃n+1 − Fn+1(xn)]
TL−1

n+1[x̃n+1 − Fn+1(xn)] .

Ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèè g(xn) âûïîëíÿåòñÿ ìåòîäîì Ãàóññà � Íüþòîíà, íà-
÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì ñëóæèò òî÷êà x̂n. Íîðìàëüíûå óðàâíåíèÿ èìåþò âèä(

P −1
n + AT

n+1L
−1
n+1An+1

)
∆xn =

= AT
n+1L

−1
n+1[x̃n+1 − Fn+1(x

∗
n)]− P −1

n (x∗n − x̂n) , (14)

∆xn = xn − x∗n , An+1 =
∂Fn+1(x

∗
n)

∂x
.

Çäåñü x∗n � èìåþùååñÿ ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû x̃n, êîòîðîìó ïî-
ñëå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (14) ïðèñâàèâàåòñÿ çíà÷åíèå x∗n + ∆xn. Èòåðàöèîííîå
óòî÷íåíèå x∗n ïðåêðàùàåòñÿ, êîãäà íîðìà ïîïðàâêè ‖∆xn‖ ñòàíåò ïðèåìëåìî
ìàëîé. Òîãäà ïðèíèìàåòñÿ x̃n = x∗n.

Ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ îöåíîê x̃n, Qn èäåò â íàïðàâëåíèè îò òî÷êè tN ê òî÷-
êå t1. Ïðè ïåðåõîäå îò òî÷êè tn+1 ê òî÷êå tn ìàòðèöà è ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû
(14) íàõîäÿòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì óðàâíåíèé (1′) â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè � îò
òî÷êè tn ê òî÷êå tn+1. Ðàñ÷åò ìàòðèöû Q−1

n âûïîëíÿåòñÿ ïî âòîðîé ôîðìóëå
(13), ãäå An+1 èìååò âèä (14). Â íà÷àëå ïðîöåññà x̃N = x̂N , QN = PN .

×òîáû ðåàëèçîâàòü ýòîò ïðîöåññ, ïðèõîäèòñÿ õðàíèòü â ïàìÿòè êîìïüþ-
òåðà âñå âû÷èñëåííûå â ïðîöåññå ôèëüòðàöèè "âïåðåä" âåëè÷èíû x̂n, P ′

n è
Pn. Â [18] ïðèâåäåíû ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò âû÷èñëÿòü
ìàòðèöû P ′

n è Pn â ïðîöåññå ôèëüòðàöèè "íàçàä". Îäíàêî ïðèìåíåíèå ýòèõ
ôîðìóë ÷àñòî äàåò îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûå ìàòðèöû Qn (âîçìîæíî, ñêà-
çûâàåòñÿ íåëèíåéíîñòü çàäà÷è), ïîýòîìó èõ èñïîëüçîâàíèå íåïðàêòè÷íî.

8. Ïðèìåðû ñãëàæèâàíèÿ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 6, 7. Ñåðèÿ ðèñ. 6 ïîëó-
÷åíà äëÿ âàðèàíòà, â êîòîðîì ôèëüòðàöèÿ "âïåðåä"âûïîëíåíà ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ñèñòåìû (12), ñåðèÿ ðèñ. 7 îòíîñèòñÿ ê âàðèàíòó, â êîòîðîì ôèëüòðàöèÿ
"âïåðåä"âûïîëíåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèñòåìû (11). Êàê ïîêàçûâàåò ñðàâíå-
íèå ýòèõ ñåðèé ðèñóíêîâ, îäèí è òîò æå ìåòîä ñãëàæèâàíèÿ ïðè èñïîëüçî-
âàíèè ðàçíîé (õîòÿ î÷åíü ïîõîæåé) èñõîäíîé èíôîðìàöèè äàåò çàìåòíî ðàç-
ëè÷àþùèåñÿ ðåçóëüòàòû. Îäíàêî ìèêðîóñêîðåíèÿ äëÿ îáåèõ ðåêîíñòðóêöèé
îêàçûâàþòñÿ ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâûìè.

Äàííàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 11-01-00262).
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