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С.А. Шестаков, Д.С. Иванов 
Управление движением спутников в групповом полете с помощью пере-

броса массы 
Предлагается новый подход к управлению спутниками в групповом полете 

с помощью обмена массы между ними. Основная идея заключается в следую-
щем. Спутник бросает массу в заданном направлении и заданной скоростью 
так, что она попадает в центр масс другого спутника. В результате переброса 
относительная траектория спутников меняется подобающим образом. В насто-
ящей работе рассматривается возможность таких перебросов, исследуется из-
менение относительной траектории в зависимости от точки броска и времени 
переброса. Также приведены результаты применения переброса массы для под-
держания заданной формации при действии возмущения со стороны сжатия 
Земли. 

Ключевые слова: групповой полет спутников, относительное движение, 
переброс массы 
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Satellite Formation Flying Control by Mass Exchange 
Formation flying relative motion control by mass exchange is proposed. The 

main idea of such a control approach is following. A certain mass is released at a giv-
en time and in given direction from one satellite. It should hit another one, leading to 
change relative trajectory that, in addition, should be closed after throwing over. The 
possibility of such a throwing over is shown in the paper. Relative trajectory chang-
ing is considered. Relative trajectory maintenance under J2 perturbation influence is 
demonstrated. 
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Введение 
Групповой полет спутников (формация) расширяет возможности наблюде-

ний, экспериментов, решения прикладных задач в космосе. Основными пре-
имуществами являются способность одновременного выполнения множества 
наблюдений и экспериментов и повышенная надежность — неисправность од-
ного из спутников не приводит к утрате работоспособности всей группы. Одна-
ко для проведения исследований требуется возможность управлять относитель-
ным движением спутников в группе. В связи с увеличением роли малых спут-
ников, имеющих ограничения по полезной нагрузке, наибольший интерес пред-
ставляют алгоритмы управления относительным движением, не требующие 
расхода рабочего тела. Существуют методы, основанные на использовании 
аэродинамической силы сопротивления о верхние слои атмосферы, магнитных 
и электростатических сил. Рассмотрим их. 

При использовании электростатических сил взаимодействия для управле-
ния предполагается, что каждый спутник в формации способен накапливать за-
ряд необходимого знака. Как указано в [1], использование подобных концепций 
управления не требует никаких новых устройств и технологий. Система управ-
ления зарядом была предложена в 1979 году для аппарата SCATHA [2]. Вычис-
ления показали [1], что для спутников с максимальным зарядом величиной в 4 
мкКл, сила Кулона на расстоянии в 50-60 метров около 50 мкН. На настоящий 
момент известен ряд работ, посвященных динамике относительного движения 
спутников, взаимодействие которых осуществляется с помощью силы Кулона 
[1; 3; 4]. В частности, были изучены положения равновесия, исследована их 
устойчивость. Сложность исследования заключается в том, что все спутники 
одновременно взаимодействуют между собой. С другой стороны, это позволяет 
рассматривать такую формацию как твердое тело [4].  

Известно, что на заряженные частицы, которые движутся в магнитном по-
ле, действует сила Лоренца. Такая же сила действует на заряженный спутник, 
который движется в магнитном поле Земли. Эта сила зависит от положения 
спутника и геометрии орбиты. Направление силы всегда перпендикулярно ско-
рости аппарата. В работах [5;6] проведено исследование динамики формации 
спутников под действием силы Лоренца и предложен алгоритм управления, 
удерживающий группу спутников в нужной конфигурации. 

Для низкоорбитальных формаций, пожалуй, самым естественным является 
метод, основанный на дифференциальном эффекте торможения в атмосфере. 
Суть такого эффекта весьма проста: управляя соответствующим образом ори-
ентацией каждого спутника в группе, можно добиться того, чтобы на разные 
спутники действовали разные силы атмосферного сопротивления. Это позволя-
ет осуществлять необходимые изменения относительного движения спутников 
в группе. Впервые высказанная в 1986 году [7], идея использования дифферен-
циального эффекта торможения в атмосфере нашла свое развитие в многочис-
ленных исследовательских работах лишь спустя полтора-два десятилетия — с 
началом бурного развития концепции группового полета. Были детально про-
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анализированы возможности применения этого подхода в задачах стыковки 
спутников [8; 9], предложены различные законы управления спутниковой фор-
мацией [10; 11]. 

В настоящей работе исследуется новый способ управления относительным 
движением, основанный на перебросе дополнительной массы между спутника-
ми в группе. Рассматривается группа из двух спутников, один из которых со-
стоит из двух частей – собственно спутник и отделяемая массивная часть, кото-
рая также может быть независимым спутником. По команде масса отделяется 
от спутника в заданном направлении с некоторой скоростью. При этом спутник 
получает некоторый импульс согласно закону сохранения импульса. Считается, 
что импульс приложен точно к центру масс спутника и не влияет на угловое 
движение. Перебрасываемая масса перелетает ко второму спутнику и сталкива-
ется с ним абсолютно неупруго. Второй спутник также получает импульс, при-
ложенный к его центру масс. Таким образом, в результате переброса массы от-
носительная траектория двух спутников изменилась некоторым образом. Мас-
сивное тело, столкнувшееся со вторым спутником, вновь может быть использо-
вано для совершения маневра с помощью переброса, число которых не ограни-
чено. 

Рассматривается возможность управления относительным движением 
спутников с помощью переброса массы с математической точки зрения. Прак-
тические аспекты реализации такого подхода управления не рассматриваются. 
Однако, заметим, что отделение массы от спутника с заданной скоростью мо-
жет быть реализовано, например, с помощью сжатой пружины или электромаг-
нитной силы, а захват массы ловящим спутником может быть осуществлен, 
например, манипулятором, установленным на борту. Примером такого манипу-
лятора может являться манипулятор проектируемой миссии «Space Sweeper 
with Sling-Sat» (рис. 1). 

Заметим, что управление с помощью переброса массы не обеспечивает 
полной управляемости системы. В общем случае один переброс массы не поз-
воляет достичь любой требуемой траектории. Это является следствием краевой 
задачи, решаемой при перебросе массы. Перебрасываемая масса должна иметь 
заданную скорость при отделении, чтобы столкнуться со вторым спутником. 
Более того, конечная относительная траектория спутников после переброса за-
висит от точки начальной траектории, в которой отделяется масса. Тем не ме-
нее, требуемую относительную траекторию можно попытаться получить путем 
серии перебросов массы. 

В настоящей работе рассматривается управление с помощью переброса 
массы применительно к широкому спектру задач реконфигурации группового 
полета. Прежде всего, с помощью переброса массы рассматривается возмож-
ность остановки относительного дрейфа между спутниками. Если спутники 
имеют замкнутую траекторию, то с помощью переброса можно изменить её 
размеры, а также сместить по трансверсали. Если рассмотреть влияние возму-
щений, например, со стороны второй гармоники 2J  разложения гравитацион-
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ного потенциала Земли, с помощью переброса можно поддерживать заданную 
относительную орбиту аппаратов. В настоящей работе рассмотрены все эти за-
дачи управления группой спутников и проиллюстрированы на примерах. 

 

Рис. 1. Модель манипулятора для миссии «Space Sweeper with Sling-Sat» 

1. Решение задачи о перебросе массы 
Реализуемость управления с помощью переброса массы затрагивает преж-

де всего динамику спутников. Необходимо исследовать возможность попада-
ния перебрасываемой массы во второй спутник. То есть нужно решить краевую 
задачу, используя уравнения движения спутников. Отделение массы и её 
столкновение влияют на относительное движение. Исследование этого влияния 
позволяет ответить на вопрос о реализуемости такого подхода, а также найти 
его основные особенности. В настоящем разделе сформулирована и решается с 
помощью уравнений Хилла–Клохесси–Уилтшира задача о перебросе массы. 

1.1. Постановка задачи 
Будем рассматривать конфигурацию, состоящую из двух спутников – ма-

териальных точек, движущихся по близким орбитам. Для описания траекторий 
в таком случае удобно пользоваться уравнениями движения в относительных 
координатах. Общий вид уравнения относительного движения двух спутников 
достаточно сложен для аналитического рассмотрения, поэтому в данной работе 
используется система уравнений Хилла–Клохесси–Уилтшира, которая соответ-
ствует движению двух спутников по близким околокруговым орбитам в цен-
тральном поле тяготения Земли [12; 13]. Используется орбитальная система ко-
ординат, центр O  которой движется по круговой орбите радиуса 0r  с угловой 

скоростью 3
0/ rω µ= , µ  — гравитационный параметр Земли, ось Oz  направ-

лена вдоль радиус-вектора первого (ловящего) спутника от центра Земли, ось 
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Oy  — по нормали к плоскости опорной орбиты в направлении орбитального 
момента, ось Ox  дополняет систему до правой тройки.  

 

 

Рис. 2. Схематичное изображение группового полета 

До переброса один из спутников, далее называемый ловящим, покоится в 
начале отсчета рассматриваемой системы координат, а система уравнений, опи-
сывающая движение второго (бросающего) спутника, имеет следующий вид:  

 2

2

2 0,
0,

2 3 0.

x z
y y
z x z

ω
ω
ω ω

+ =
 + =
 − − =

 





 (1.1) 

Решение системы есть  

 
1 2 3 4

5 6

1 2 3

3 2 cos 2 sin ,
sin cos ,

2 sin cos ,

x C t C t C t C
y C t C t
z C C t C t

ω ω ω
ω ω

ω ω

= − + − +
 = +
 = + +

 (1.2) 

где константы интегрирования 1 2 3 4 5 6, , , , ,C C C C C C  выражаются через начальные 
условия следующим образом: 

1 2

3 4

5 6

(0) (0)2 (0) , ,

2 (0) 2 (0)3 (0) , (0) ,

(0) , (0).

x zC z C
n n

x zC z C x
n n

yC C y
n

= + =

= − − = −

= =

 

 



 

Как видно, относительная траектория бросающего спутника замкнута тогда и 
только тогда, когда 1 0C = . Величина 1C  обуславливает скорость относительно-

Ловящий 

Бросающий 

Масса 

O 

z 

y x 
Земля 
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го дрейфа двух спутников. Заметим, что величина 3 2
2 3С С+  определяет ампли-

туду траектории вдоль осей Ox и Oz , величина 2 2
5 6С С+  определяет амплитуду 

траектории вдоль оси Oy , величина 4С  – сдвиг вдоль оси Ox . Эти величины 
определяют относительную траекторию и поэтому удобно рассматривать имен-
но их изменение при изучении относительного движения. 

1.2. Решение краевой задачи 
Предположим, что в момент времени 0t =  от бросающего спутника отде-

ляется тело – материальная точка некоторой массы m . В орбитальной системе 
координат оно также движется по некоторой хилловской траектории с констан-
тами, задаваемыми положением и скоростью бросающего спутника в момент 
времени 0t =  и относительной скоростью выброса. Потребуем, чтобы в неко-
торый момент 1t t=  эта дополнительная масса столкнулась с ловящим спутни-
ком, т.е. чтобы выполнялось ì 1 ì 1 ì 1( ) ( ) ( ) 0x t y t z t= = = . 

Скорость массы mr  в момент 0t =  равна:  

0 ,= + ∆mr r v   

где ( , , )Tx y z∆ = ∆ ∆ ∆v     —относительная скорость выброса, а 0r  — скорость бро-
сающего спутника в момент броска. Подставим скорость в константы в реше-
нии системы уравнений Хилла (1.2) и используем начальные условия движения 
бросающего спутника. Окончательно, зануляя левую часть вследствие столкно-
вения с ловящим спутником, покоящимся в центре системы координат, полу-
чим систему уравнений: 

0 0 0
0 1 1 0 1

0
0

0
1 0 1

0 0 0
0 1 0 1

3 2 2 cos 2 3 2 sin

2 0,

sin cos 0,

2 2 sin 3 2 cos 0,

x x z z x xz t t z t

z zx

y y t y t

x x z z x xz t z t

 + ∆ + ∆ + ∆   − + + − − − +       
 + ∆ − =    

+ ∆ + =


+ ∆ + ∆ + ∆    + + + − − =       

    

 

 

    

ω ω ω
ω ω ω

ω

ω ω
ω

ω ω
ω ω ω  

линейную относительно , ,x y z∆ ∆ ∆   . Решая её, находим требуемое значение отно-
сительной скорости выброса  
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sin
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t
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ωω
ω

ω ω ω ωω
ω ω ω

− −
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+ −
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 (1.3) 

Эта система вырождается при 1 0sin 0, 0t y= ≠ω  и при 
1 1 18cos 3 sin 8 0t t tω ω ω+ − = . В этих случаях нет возможности для столкновения 

массы с ловящим спутником — краевая задача не имеет решений. 

1.3. Изменение относительной траектории 
Определим влияние переброса массы на относительное движение спутни-

ков. Пусть масса каждого из двух спутников формации (без перебрасываемой 
массы) — M , дополнительная масса — m . Тогда, применяя закон сохранения 
импульса в момент выброса груза, получаем: 0 1 0( ) ( ),M m M m+ = + + ∆v v v v  где 

0v  и 1v  — скорости бросающего спутника до и после броска соответственно. 
Отсюда получаем: 

1 0 / .m M= − ∆ ⋅v v v  
Соответственно, изменяются константы в системе (1.1), описывающей траекто-
рию бросающего спутника. 

После столкновения с перебрасываемой массой ловящий спутник покидает 
начало орбитальной системы координат и начинает двигаться относительно нее 
по хилловской траектории. Найдем влияние столкновения с массой на траекто-
рию ловящего спутника в системе координат, двигающейся по круговой орби-
те. Для этого, зная координаты 0 0 0, ,x y z  и скорость из (1.3) придаваемую пере-
брасываемой массе, сначала находим константы интегрирования, описывающие 
движение массы в орбитальной системе координат. Выражая их через началь-
ные константы кидающего спутника и неизвестное время до столкновения, по-
лучаем 
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1,m 1 3 1 2 4 1

2,m 2 4 1 1 3 1 1 3 1 1

3,m 1 3 1 2 4 1 1 3 1 1

4,m 2 4 1

1 ((4 2 )(cos 1) (2 )sin ),

1 ((4 2 )(1 cos ) (8 4 )sin (6 3 ) cos ),

1 ((8 4 )(1 cos ) (4 2 )sin (6 3 ) sin ),

1 ((8 4 )(cos 1

C C C t C C t
A

C C C t C C t C C t t
A

C C C t C C t C C t t
A

C C C t
A

ω ω

ω ω ω ω

ω ω ω ω

ω

= + − + +

= − + − − + + +

= − + − − + − +

= + − 1 3 1

1 3 1 1 2 4 1 1

5,m 6 1

6,m 6

) (16 8 )sin

(12 6 ) cos (6 3 ) sin ),
ctg

.
,

C C t

C C t t C C t t
C C t
C C

ω

ω ω ω ω
ω

+− +

+ + + +

= −
=

Здесь и далее 1 1 18cos 3 sin 8A t t tω ω ω= + − , индекс «m» относится к перебрасы-
ваемой массе. 

Затем найдем скорость u  груза в момент времени 1t t= . В точке столкно-
вения, а именно в начале координат, из закона сохранения импульса (начальная 
скорость ловящего тела нулевая) получаем  

1( ),c
m t

M m
=

+
v u

 
где cv  — скорость ловящего спутника после столкновения с массой. 

Далее, считая 1t  новой точкой отсчета времени, получим окончательные 
уравнения движения ловящего спутника в орбитальной системе координат по-
сле переброса, то есть, определим новые константы интегрирования через 
начальные данные и значение сдвига по времени 1t :  

1 3 1 2 4 1
1,

2 4 1 1 3 1 1 3 1
2,

1 3 1 2 4 1
3,

2 4 1 1 3 1
4,

(4 2 )(cos 1) (2 )sinˆ ,
( 1)

(4 2 )(1 cos ) (8 4 )sin (6 3 )ˆ ,
( 1)

(8 4 )(1 cos ) (4 2 )sinˆ ,
( 1)

(8 4 )(cos 1) (16 8 )sin (ˆ

c

c

c

c

C C t C C tC
k A

C C t C C t C C tC
k A

C C t C C tC
k A

C C t C C tC

ω ω

ω ω ω

ω ω

ω ω

+ − + +
=

+
+ − + + − +

=
+

+ − − +
=

+
+ − − + +

= 1 3 1

5, 6
1

6,

12 6 ) ,
( 1)

1ˆ ,
( 1)sin

ˆ 0.

c

c

C C t
k A

C C
k t

C

ω

ω

+
+

= −
+

=

  (1.4) 

Здесь /k M m= , индекс «c» относится к ловящему спутнику. 
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Кроме того, для полного описания относительного положения спутников в 
группе требуется дополнительно пересчитать новые (после перебрасывания) 
константы интегрирования для бросающего спутника, сдвинув их на время 1t : 

 

1, 1 1 3 1 2 4 1

1 1 1

2, 1 1 1 2 1 1 1

1 3 1 1 1

1

1ˆ {(8 4 2 )(1 cos ) (2 )sin

3( 1) sin },
1ˆ {4 [3 4sin ] [( 1)(3 sin 2 8cos2 )

2
8(2 1)cos 8 ] [( 1)(3 cos2 8sin 2 )
8(2 1)sin 3(1

t

t

C kC C C t C C t
kA

k C t t

C C t t C k t t t
kA

k t k C k t t t
k t k

ω ω

ω ω

ω ω ω ω ω

ω ω ω ω
ω

= + − − + + −

− +

= − + + + −

− + + + + +

+ + + −

−

1 4 1

3, 1 1 2 1 1 1

1 3 1 1 1

1 4 1

4, 1 1 1 1

) ] 4 [cos 1]},
1ˆ {16 [cos 1] [( 1)(8sin 2 3 (1 cos2 ))

2
8(2 1)sin ] [( 1)(cos2 3 sin 2 )
8(2 1)cos 8 ] 4 sin },
1ˆ { [16sin 12 3 ( 1) ] 8

t

t

t C t

C C t C k t t t
kA

k t C k t t t
k t k C t

C C t t A k t C
kA

ω ω

ω ω ω ω

ω ω ω ω
ω ω

ω ω ω

+ −

= − + + + − −

− + + + + −

− + + +

= − − + + 2 1

3 1 1 4 1 1 1

2 2
5 6 1 1

5, 1
1

6, 5 1 6 1

[1 cos ]

2 [4sin 3 ] [3( 1) sin 4(cos 1) 8 ]},

( 1) (cos sin )ˆ cos ,
sin

1ˆ ( sin cos ),

t

t

t

C t t C k t t t k

C k C t k tC t
k k t

kC C t C t
k

ω

ω ω ω ω ω

ω ω
ω

ω

ω ω

− +

+ − + + + − −

+ −
= +

+
= +

  (1.5) 

где индекс «t» относится к бросающему спутнику. 
Системы (1.4) и (1.5) вместе описывают положение спутников после пере-

броса в орбитальной системе координат, начало которой движется по круговой 
орбите радиуса 0r . Далее рассмотрим частные случаи относительного движения 
и влияние на него переброса массы.  

2. Частные случаи относительного движения  
после переброса массы 

Для работы пары спутников требуется, по крайней мере, чтобы они не уда-
лялись друг от друга на большое расстояние. В связи с этим целесообразно рас-
смотреть возможность переброса массы, который приводит к остановке 
начального дрейфа одного из спутников. В нашем случае это означает, что 
должно выполняться соотношение — константа 1 0C ≠ . 

Рассмотрим два возможных случая. 
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2.1. Замкнутость орбиты одного спутника относительно другого 
Если два спутника движутся в одной и той же орбитальной системе коор-

динат по различным хилловским орбитам, то, как видно из (1.2), разность их 
координат будет ограниченной для любого времени t  тогда и только тогда, ко-
гда константы 1C  у этих спутников равны между собой. 

Из (1.4) и (1.5), обозначая 1n tω= , получаем соотношение: 

1 1 3 2 4 1

1 3 2 4

(8 4 2 )(1 cos ) (2 )sin 3( 1) sin
(8(cos 1) 3 sin )

(4 2 )(1 cos ) (2 )sin .
( 1)(8(cos 1) 3 sin )

kC C C n C C n k C n n
k n n n

C C n C C n
k n n n

+ − − + + − +
− =

− +
+ − − +

= −
+ − +

 

Далее, переходя к половинному углу 

22 , 1 cos 2sin , sin 2sin cos ,n x n x n x x= − = =  

Перепишем это соотношение в виде 

1 1 3 2 4 1

1 3 2 4

1 ((8 4 2 )sin (2 )cos 6( 1) cos )

1 ((4 2 )sin (2 )cos ).
1

kC C C x C C x k C x x
k

C C x C C x
k

+ − + + − + =

= + − +
+

 

Окончательно имеем: 
2

1 1 3

2
2 4 1

(8 (2 1)(4 2 ))sin

(2 1)(2 )cos 6( 1) cos 0.

k C k C C x

k C C x k C x x

+ + − +

+ + + − + =
  (2.1) 

Решая это уравнение относительно x  для заданных констант, находим требуе-
мое время переброса, а из него — требуемую скорость выброса (1.3) и оконча-
тельные параметры движения спутников группы (1.4) и (1.5). 

Рассмотрим пример. Зададим начальные данные: 
1 2 3 410m, 100м, 87 , 42м,мC C C C= = = =

1
5 6100 , 67м, 20,м 0.001 c ,1C C k ω −= = = =  

период обращения орбитальной системы координат вокруг Земли 
2 / 5700c.T π ω= ≈  Тогда уравнение (2.1) переходит в уравнение 
 26506sin 9922cos 26460 cos 0x x x x+ − = . (2.2) 

Это уравнение вида tgx Ax B= + , оно имеет бесконечное число корней. Возь-
мем первый положительный корень: 14.4726 / 2x tω= = . Отсюда находим время 
переброса 1 8132ct = . Подставляя затем полученные данные в (1.3), находим 
скорость выброса: | | 0.86 м/c∆ =v . 
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На рис. 3 представлены траектории всех тел в процессе переброса в орби-
тальной системе координат, а на рис. 4 представлена траектория бросающего 
спутника относительно ловящего после совершения переброса. Изначально 
бросающий спутник совершал дрейф по осиOx , так как 1 10мC = . После пере-
броса массы в исходной системе координат дрейф остался, однако после столк-
новения с ловящим спутником у последнего появился такой же дрейф. Поэтому 
в итоге спутники имеют уже замкнутую относительную траекторию. Как видно, 
спутники совершают дрейф в орбитальной системе координат, не разлетаясь 
друг от друга. 

 

Рис. 3а. Пример траектории при перебросе массы. Проекция Oxz 

 

Рис. 3б. Пример траектории при перебросе массы. Общий вид 
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Рис. 4. Пример переброса — относительная траектория 

Возьмем теперь следующий положительный корень уравнения (2.2)
10.9007x = , тогда 1 19819ct = , то есть, переброс совершается почти за 3.5 пери-

ода обращения спутников вокруг Земли. В данном случае | | 2 м/c∆ ≈v . Соответ-
ствующие траектории показаны на рис. 5 и 6. 

 

Рис. 5. Переброс массы, второй корень 
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Рис. 6. Относительная траектория после переброса (используется второй корень) 

2.2. Замкнутость двух орбит 
Более сильным условием ограниченности движения является замкнутость 

орбит обоих спутников в исходной орбитальной системе координат. Исследуем 
возможность такого переброса. Положим 1,

ˆ 0cC =  и 1,
ˆ 0tC = . В тех же обозначе-

ниях получим систему уравнений относительно времени переброса (положи-
тельные множители опущены): 

1 1 3 2 4 1

1 3 2 4

(8 4 2 )(1 cos ) (2 )sin 3( 1) sin 0,
8(cos 1) 3 sin

(4 2 )(1 cos ) (2 )sin 0.
8(cos 1) 3 sin

kC C C n C C n k C n n
n n n

C C n C C n
n n n

+ − − + + − + = − +
 + − − + =
 − +  

Переходя к половинному углу, имеем 
1 1 3 2 4 1

1 3 2 4

(8 4 2 )sin (2 )cos 6( 1) cos 0,
3 cos 4sin

(4 2 )sin (2 )cos 0.
3 cos 4sin

kC C C x C C x k C x x
x x x

C C x C C x
x x x

+ − + + − + = −
 + − + =
 −  

Складываем уравнения:  
1 1 1(8 8 )sin 6( 1) cos 0,

3 cos 4sin
kC C x k C x x

x x x
+ − +

=
−  

из чего следует 1 0C = .  
Следовательно, замкнутые орбиты относительно исходной системы коор-

динат после переброса массы можно получить только в случае изначально за-
мкнутой орбиты. 

Если верно, что 1 0C = , то время переброса можно получить из уравнения 
3 2 42 sin (2 )cos 0.

3 cos 4sin
C x C C x

x x x
− + +

=
−  

Выражая константы через начальные данные, находим 
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 1 1
0 0cos 2 sin

2 2
t tx zω ω
=   (2.3) 

 0
1

0

2arctg
2
xt
z

ω =   (2.4) 

В качестве примера рассмотрим случай круговой относительной начальной 
орбиты. Для этого положим  

 1 2 3 4 5 60,  cos ,  sin ,  0,  3 cos ,  3 sinC C a C a C C a C aα α α α= = = = = = ,  (2.5) 
где α  параметризует точку выброса массы на окружности. Относительная ор-
бита круговая, так как  

2 2 2 24 и ( , , ) (0, 1, 3).x y z a x y z+ + = ⊥ −  
Тогда из (1.4) и (1.5) (и в их обозначениях), учитывая (2.3), получаем выраже-
ния констант интегрирования после переброса ( 1tω  выражается из (2.4)): 

1
1, 2, 3,

3 sinˆ ˆ ˆ0, , 0,
( 1)c c c

a tC C C
k A

α ω⋅
= = − =

+
 

1
4, 5, 6,

1

6 sin 3 sinˆ ˆ ˆ, , 0
( 1) ( 1)sinc c c

a t aC C C
k A k t

α ω α
ω

⋅
= = − =

+ +
 

( )

( )

1,

2, 1 1 1

3, 1 1

4,

5, 1

6,

ˆ 0,

ˆ 3sin cos 4 [cos sin ] 8cos [cos 1] ,

( 1)ˆ 3cos [1 cos ] ,

ˆ ,
cos

ˆ 3 cot sin ,

3 sin ( 1)ˆ ,

t

t

t

t

t

t

C
aC t t k t

kA
a kC t t

kA
aC

k
C a t

a kC
k

α ω ω α α α ω

α ω ω

α
ω α

α

=

= ⋅ + − − −

+
= ⋅ −

= −

=

+
=

 

а из (1.3) — значения относительной скорости выброса 
2

13 sin30, ,
2cos

atax y z
A

ω αω
α

∆ = ∆ = − ∆ = −   . 

На рис. 7 и 8 показаны зависимости времени переброса и необходимой от-
носительной скорости дополнительной массы в зависимости от точки выброса, 
которая задается угломα , для круговой начальной орбиты радиуса 100 мa = . 
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Рис. 7. Зависимость времени переброса от точки броска 

 
Рис. 8. Зависимость относительной скорости от точки броска 

Исследуем подробнее относительную траекторию. До переброса она опи-
сывалась уравнениями 

2 cos( ),

3 sin( ),
sin( ).

x a t

y a t
z a t

ω α

ω α
ω α

= +


= +
 = +  

После переброса: 
1

2

отн 1

2 cos( 2 ) ,
sin( ),

sin( ),

отн

отн

x A t B
y A t
z A t

ω φ
ω ψ
ω φ

= + +
 = +
 = +  

где φ  и ψ  — фазы, 1A , 2A  - амплитуды и B  - сдвиг, определяемые равенствами 
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2 2
1 2,t 2,c 3,t 3,c

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ,A C C C C= − + −  
2 2

2 5,t 5,c 6,t 6,c
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ,A C C C C= − + −  

4,t 4,c
ˆ ˆ .B C C= −  

Качественное поведение 1A , 2A  и B  в зависимости от точки выброса массы 
показано на рис. 9 — амплитуды слабо изменяются при всех точках выброса, 
кроме небольших участков в окрестности точек вырождения. Сдвиг B , с другой 
стороны, достаточно значителен.  

 
Рис. 9. Изменение констант 1 2, ,A A B  

На рис. 10 и 11 в качестве примера показаны два варианта переброса массы 
на круговой относительной орбите. 

 
Рис. 10. Переброс при 8α π= . Траектории в орбитальной (слева)  

и относительной (справа) системах координат. 
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Рис. 11. Переброс при 3 4α π= . Траектории в орбитальной (слева)  

и относительной (справа) системах координат. 
 
Таким образом, рассмотренные примеры изменения относительных траек-

торий замкнутых орбит с помощью переброса массы показывают, что, выбирая 
точку переброса массы, можно сдвигать по оси Ox  положение ловящего спут-
ника. При этом размеры круговой орбиты изменяются слабо. Однако если вы-
брать точку переброса вблизи углов / 2π  и 3 / 2π , то возможно также значи-
тельно изменить и размеры замкнутой относительной траектории. Причем, из-
менение размеров можно производить многократно с использованием одной и 
той же перебрасываемой массы — после переброса ловящий и бросающий 
спутник меняются ролями и можно совершить переброс снова.  
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3. Учёт влияния несферичности Земли 
3.1. Постановка задачи и метод решения 
Основной недостаток уравнений (1.1) — низкая точность на больших про-

межутках времени. Основной причиной этого является влияние второй гармо-
ники 2J  гравитационного поля Земли. Уравнения (1.1) были модифицированы 
Седвиком и Швайгардом [14], чтобы учитывать влияние 2J  на движение спут-
ника, оставаясь в рамках модели  Хилла–Клохесси–Уилтшира. 

Пусть орбиты двух спутников близки к некоторой опорной круговой орби-
те. 0 1 2, ,i i i  — наклонения опорной орбиты и двух спутников соответственно. 
Пусть 1 1 1 1( , , )x y z=r , 2 2 2 2( , , )x y z=r  — координаты бросающего и ловящего 
спутников в опорной системе координат. Тогда для 1 2= −r r r  имеем следую-
щую систему: 

 2

0,
2 cos( ),

0,

x Az
y q y lq qt
z Ax Bz

ϕ
+ =

 + = +
 − − =

 





 (3.1) 

где 
2 ,A cω=  

2 2(5 2),B cω= −  
2

2
02

0

31 (1 3cos2 ),
8
J Rc i

r
⊕= + +

 
2

22 1 2 1 2 0 2
22 2 2

0 0 1 2 2 0

3 (cos cos )(cot sin cos cos )cos ,
2 sin (cot sin cos cos )
J R i i i i iq c i
r i i i

ωω ⊕  − ∆Ω −
= + − ∆Ω + − ∆Ω   

2
2 1 2 1 2 0
2 2

0 1 2 1 2 0

3 (cos cos )sin sin sin ,
2 1 (cos cos sin sin cos )
J R i i i il
r i i i i

ω ⊕ − ∆Ω
= −

− + ∆Ω  
0

0
0 0

,
sin
y

r i
∆Ω =

 
R⊕  — радиус Земли, 0r  — радиус опорной орбиты, ω  — угловая скорость вра-
щения по опорной орбите, ϕ  находится из уравнения  

0 0ctgsin .l qy yϕ ϕ+ =   
Решение системы (3.1) есть  
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0
0 0 0 0 03 2 2

0

0
0 0 0 02 2

( )sin (cos 1) ( ) ,

sin( ),
sin

1( ) sin ( )cos ,

AzA Bx x Ax Bz at at x Az t
a a a

yy lt qt

zAz x Az at Ax Bz at
a a a

ϕ
φ

 = + + + − − +


  = + +  
 


= + + − +





 



 

 (3.2) 

где 2a A B= − , 0 0 0 0 0 0( , , ), ( , , )x y z x y z    — координаты и скорости в момент вре-
мени 0t = . Следует заметить, что 0y  присутствует в (3.2) неявно, влияя на φ . 

Однако, применение общего алгоритма, описанного выше, для рассматри-
ваемой системы уравнений затрудняется тем, что в (3.2) константы зависят от 
относительной орбиты спутника, а значит, вместо линейной системы вида (1.3) 
получим некоторую нелинейную зависимость. Упростим задачу: считая движе-
ние спутника по уравнениям Швайгарда-Седвика (3.1). Однако переброс будем 
осуществлять согласно уравнениям Хилла. Такой подход оправдан тем, что на 
малых промежутках времени (порядка периода обращения по опорной орбите) 
уравнения (1.1) хорошо описывают движение спутника. 

3.2. Поддержание относительной траектории 
Рассмотрим следующий пример: начальные условия обеспечивают круго-

вую относительную орбиту, однако вследствие влияния члена 2J  орбиты спут-
ников расходятся — орбита одного спутника относительно другого смещается, 
что соответствует росту константы 4C  в уравнениях (1.2). Требуется осуществ-
лять переброс дополнительной массы с тем, чтобы спутники не расходились 
друг от друга. Продемонстрируем возможность этого на конкретном примере: 
возьмем следующие константы  

1 2 3 4 5 60, , 10, 100, 3 , 3 10.C C a C a C a C a C a= = = = = =  
Положим 100мa = , 0 45i = град, 6

0 6.8 10 мr = ⋅ , / 100bm m = . Так как 1 0C = , то 
начальная относительная траектория замкнутая согласно уравнениям (1.2). Од-
нако она не является замкнутой при использовании уравнений (3.2), так как 

0 0y ≠ .  
Рассчитаем как зависит изменение констант от точки броска массы, опре-

деляемой углом α  от начального значения на исходной орбите (см. рис. 12). 
Так как возмущение от гармоники 2J  в основном влияет на изменение смеще-
ния  вдоль оси Ox  (которое определяется величиной 4C ), необходимо выбирать 
такие точки переброса, чтобы уменьшить влияние на остальные константы. 
Минимальное значение разницы ( )2 2

2 3C C∆ +  находится в точке 180α =  град, 

но это особая точка для разности ( )2 2
5 6C C∆ + , где она меняет знак. Таким об-

разом, точки переброса можно менять таким образом вблизи 180α = , чтобы 
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менять знак изменения ( )2 2
5 6C C∆ + , и в результате нескольких перебросов это 

изменение было небольшим. На рис. 13 изображена относительная траектория 
второго спутника и траектории переброса массы. Точки совершения бросков 
указаны на рис. 12. 

На рис.14 изображены зависимости координат траектории от времени во 
время поддержания орбиты. На рис. 15 представлен график изменения во вре-
мени сдвига (представленной величиной 4C ) относительной траектории по оси 
x, из которого видно, что положение аппарата по этой координате удерживается 
в интервале ( )1, 1 м− . На рис. 16 изображен график изменения во времени зна-

чения амплитуды 2 2
5 6C C+  движения по оси y. Видно, что первый бросок был 

совершен из точки с отрицательным изменением 2 2
5 6 2мC C∆ + ≈ − , а второй и 

третий с положительным изменением этой величины. В результате трёх пере-
бросов разница составила всего 2 2

5 6 0.1 мC C∆ + ≈ . Изменение амплитуды 
2 2
2 3C C+  при перебросах менее оптимистично (рис. 17): при любом значении 

α  её изменение положительно. Таким образом, поддержание значения 
2 2
2 3C C+  невозможно с помощью переброса массы для рассматриваемой отно-

сительной орбиты. Однако в рассматриваемом примере это изменение довольно 
мало и составляет 2 2

2 3 0.01мC C∆ + ≈ . 
Таким образом, рассматриваемый пример демонстрирует возможность 

поддерживать заданную относительную орбиту с помощью переброса массы. 
Он является частным случаем и не доказывает возможность поддержания орби-
ты в общем случае. Несмотря на невозможность удержания значения амплиту-
ды 2 2

2 3C C+  в заданных пределах, результаты исследования позволяют про-
должить исследования возможности поддержания относительных орбит для 
разных типов траекторий. 
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Рис.12. Зависимость разности констант от точки броска 0α  

 
Рис. 13. Относительная траектория при поддержании относительной орбиты 
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Рис. 14. Координаты относительной траектории во время поддержания  

 
Рис. 15. Изменение константы C4 
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Рис. 16. Изменение величины 2 2
5 6C +C  

 

Рис. 17. Изменение величины 2 2
2 3C +C  
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Заключение 
Проведено исследование возможности управления относительным движе-

нием спутников в группе с помощью переброса масс. Для хилловской модели 
полета были выведены основные уравнения, связывающие параметры относи-
тельного движения до и после переброса. Показано, что с помощью переброса 
массы можно остановить относительный дрейф двух спутников. В случае изна-
чально замкнутой орбиты возможно сдвинуть относительную траекторию по 
осиOx , слабо изменяя форму относительной траектории. Выбрав точку броса-
ния массы, можно изменить также и форму траектории. 

Так как основное влияние на относительное движение оказывает вторая 
гармоника разложения гравитационного поля Земли, были рассмотрены урав-
нения, учитывающие это возмущение. Было показано на примере, что с помо-
щью переброса массы возможно бороться с дрейфом относительного движения, 
выбирая необходимую для этого точку переброса. 

Таким образом, предложенный метод управления относительным движе-
нием спутников в группе с помощью переброса массы может применяться для 
относительных маневров, для изменения конфигурации полета, а также для 
поддержания заданной траектории. Однако следует учитывать, что с помощью 
переброса массы возможно не произвольное изменение траектории, а только 
некоторый ограниченный набор вариантов, который определяется параметрами 
начальной орбиты, массами спутников и дополнительного тела. 
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