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Ларионов Е.А., Зверяев Е.М., Алероев Т.С. 

 

К теории слабого возмущения нормальных операторов 

 

Работа посвящена изучению операторов, возникающих при возмущении 

нормальных операторов с дискретным спектром и сопряжённых с ними опера-

торных пучков. Впервые спектральные свойства таких операторов исследовал 

М.В. Келдыш, установивший полноту системы их корневых векторов и распре-

деление собственных значений. В данной работе установлена базисность этой 

системы, локализация корневых векторов и собственных значений рассматри-

ваемых операторов. 
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базисность. 
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Temirhan Sultanovich Aleroev 

 

On Theory of Normal Operators Weak Perturbations 

 

Work is devoted to the study of operators arising under perturbation of normal 

operators with the discrete spectrum and associated operator bundles. M.V. Keldysh 

was the first who investigated the spectral properties of these operators. He estab-

lished the completeness of the root vectors system and the eigenvalues distribution. 

The system basis property and root vectors and eigenvalues localization for the op-

erators are established. 
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Изучение свойств операторов, полученных слабым возмущением нормаль-

ных (в частности самосопряжённых) операторов связано с теорией оператор-

ных пучков М.В. Келдыша, возникших в связи с изученными им дифференци-

альными уравнениями в гильбертовом пространстве. Полиномиальному опера-

торному пучку определённой структуры сопоставляется линейный оператор-

ный пучок, действующий в ортогональной сумме гильбертовых пространств и 

порождённый им оператор, являющийся слабым возмущением нормального 

оператора. Ключевыми моментами в изучении спектральных свойств рассмат-

риваемых операторов является предложенный в данной работе критерий ком-

пактности линейных операторов. При исследовании соответствующих опера-

торных пучков существенно используются свойства операторов, самосопря-

жённых в пространствах с индефинитной метрикой. 

 

1. Вспомогательные понятия 
 

В теории возмущений и при решении прикладных задач в соответствующем 

гильбертовом пространстве   возникают операторы вида ( )A I S H   и 

1( )B H I S  , называемые при компактных S  и 1S  слабыми возмущениями 

оператора H . Множество всех линейных компактных операторов в  обозна-

чается  . 

В типичной ситуации самосопряжённый оператор 1H  с дискретным спек-

тром возмущается оператором T , причём 1( ) ( )Д H Д Т   и оператор 

Q TH   . В результате операторы * 1 1( )A I Q H   , 
*

1( )A H I S   и 

( )A I S H   оказываются слабыми возмущениями соответственно 1H  и H . 

Здесь 
1

1 ( )S I Q I   , 
*

1S S  и предполагается, что операторы A и H  анну-

лируются лишь в нуле. Основные спектральные свойства операторов 

( )A I S H   и 1( )B H I S  при рH  ; когда  0 0
*n nH H ;  1,S S  ; 0n N  

установил М.В. Келдыш [1,2] и операторы такой структуры назовём операто-

рами келдышевского вида. Здесь 
1

( )  ; p

p n
n

A s A 





 
   
 

 где ( )ns A s 

числа оператора A. 

Слабые возмущения нормальных операторов вида  0 0
*n nH H  возникают 

при сопоставлении пучку  
1 1

0 1 1( ) ... n n n n

nK I T HT H T H    

     , (1) 

где H , jT  ; 0,1,..., 1j n   линейного пучка 

( )K I T H     (2) 
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действующего в пространстве 
1

n

  . Полнота в  системы корневых век-

торов (СКВ) пучка ( )K   эквивалентна n -кратной полноте СКВ пучка ( )K  . 

Пусть оператор ( )A I S H  ; S , H  ; * *H H HH ;  nx  и  ny  полные 

в  СКВ соответственно операторов A и H , отвечающие их занумерованным с 

учётом кратностей в порядке уменьшения модуля собственным числам 
n  и 

;n  n n nx x x , n n ny y y . Согласно * *H H HH  система  ny  образует 

ортонормальный базис . Для полного компактного оператора имеют место 

следующие свойства [3]: 

Свойство 1. Ограниченная последовательность собственных векторов (СВ) 

оператора A слабо сходится к нулю. 

Свойство 2. Наличие последовательности соотношений 
1i i i

k k k kAx x x   ;   1

1 20 ,i

kC x C i N     (3) 

влечёт равенство 

lim i

kx  . (4) 

Свойство 3. Для ( )A I S H  ; S , H  ; * *H H HH  при условии (3). 

lim i

k k
k

x


  . (5) 

Для СКВ  nz  оператора 
* *( )A H I S  , образующей биортогональную к 

 nx  систему в , справедливы аналогичные свойства. 

Замечание 1. Согласно свойству 2 СКВ  nx  и  nz  операторов A и *,A  со-

держащие бесконечное число присоединённых векторов, не являются почти 

нормированными. В силу отмеченных выше свойств систем  nx  и  nz  и 

структуры операторов A и *A  имеют место соотношения 

0n
n

n
n

Hx
x

 
  , (6) 

0n
n

n
n

Hz
z

 
  , (7) 

где ,n n n n n nx x x z z z  . Поскольку  
1

,n k n k k
k

Hx x y y




  и 

 
1

,n k n k k
k

Hz z y y




 , то согласно соотношениям (6) и (7) будет 

 
2

2

1

1 , 0k
n n k

n
k n

x y










    , (8) 
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2

2

1

1 , 0k
n n k

n
k n

z y









     . (9) 

Соотношения (8) и (9), связывающие корневые векторы и собственные зна-

чения операторов A и H  и, соответственно, *A  и H , служат основой для 

обоснования в работах [4, 5] равенств 

lim 1n

n
n




 , (10) 

lim 1n

n
n




 . (11) 

 

2. Об одном свойстве операторов келдышевского вида 

 

Пусть оператор ( )A I S H  , S  , 
*H H   , обладает инвариантным 

подпространством , 1P  ортопроектор на 1  и 1A  есть сужение A на 1 . Воз-

никает вопрос: является ли 1A  слабым возмущением некоторого самосопря-

жённого оператора? Оказывается справедливо следующее свойство наследо-

вания: келдышевский вид оператора A сохраняется для его сужений и 1A  есть 

слабое возмущение самосопряжённого в 1  оператора 1H , который либо совпа-

дает с оператором 1 1 1H PHP , либо отличается от 1H  на конечномерный опера-

тор. 

Доказательство: a) Пусть 2P  ортопроектор на 2 1H  ‒ замыкание лине-

ала 
1

2 1H . Поскольку 1 1A  ,  ker 0A  и S  , оператор  I S  гомео-

морфно отображает 2  на 1 . Применив к равенству х х Sx Sx    ортопроек-

тор 1P  на 1 , получим 1 1Px x Sx PSx   , 

1 2 1 2Px P x Q SP x       1 1Q I P  . (1) 

Запишем соотношение 1 1 1AP PAP  в виде 

1 1 1 1 1A PHP PSHP  . (2) 

Согласно формуле (1) оператор 1 2 2 1PP    совпадает на 2  с оператором 

2 1 2P QSP  и в силу S   может аннулировать лишь конечномерное подпро-

странство. Вместе с  ker 0H   это влечёт, что 1dimker H  . 

b) В случае  1ker 0H   представим 1A  в виде 

 
1

1 1 1 1 1 1 1 1A P PSHP PHP PHP
   

 
 (3) 
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и покажем, что оператор  
1

1 1 1 1 1S PSHP PHP


   допускает компактное замыка-

ние. Рассмотрим оператор 
1

1 1 1 2PHP PH P . Поскольку 1 2HP P , то 

 1 1 1

2 1 1 2 1 2H P P Q H P PH P      и поэтому для 2x H  

1 1

1 1 1 2 1 2 1 2PHP PH P PHH P PP    . (4) 

Оператор 1 1 1H PHP  самосопряжён и при  1ker 0H   область его значений 

 1R H  всюду плотна в 
1
. Это означает, что оператор 

1

1 1 1 2PHP PH P  всюду 

плотный в 
2
 линеал 

/

2  отображает на всюду плотный в 
1
 линеал 

1( )R H . В 

силу соотношения (4) область значений 1 2PP  также всюду плотна в 1 . 

c) Ядро 0
ˆ  оператора 1 2PP  совпадает с 2 1

 , 1 1

   . Поскольку для 

0
ˆх  имеем 2 1 2P x QSP x , а S  , то 0

ˆdim  . Положим 
0

2 2 0
ˆ   и по-

кажем, что 1 2PP  ограниченно обратим на линеале 
0

/

1 1 2 2PP . Допустим обрат-

ное. Тогда в 
0

2  существует последовательность  nх , 1nx  , такая, что 

   1 0n
n

Px

 . В силу слабой компактности единичной сферы найдётся подпо-

следовательность   0kn
k

х x


. Поскольку  1 2 1 2 0kn
k

Q SP x Q SP x

 , то в силу (1) и 

предположения, что    1 0
kn

k
Px


  имеем соотношение   0kn

k
x x


 . Тем самым 

0 1 2 0x Q SP x , причём  0 0x  . Теперь с одной стороны 
0

0 2x  , а с другой сто-

роны 0 1x  , что невозможно, ибо  0 0x  , а  0

2 1 0  . Ограниченная об-

ратимость оператора 1 2PP  на линеале 
0

1 2 2PP  влечёт его замкнутость по норме 

х . Если  1ker 0H  , то 1 2 2 1PP   и согласно соотношению 

0 0 0

2 21 2 2 1 0 2 1 2 2 1 2PP P P P P P PP 
    

 
. В силу (4) оператор 

1

2 1 1 1( )PHP PHP 
 

ограничен и поскольку 1 2 1SHP SPHP , то расширение по непрерывности опера-

тора 1S  является компактным в 1  оператором. Таким образом, в случае 

 1ker 0H   вид оператора ( )A I S H   наследуется его сужениями на A инва-

риантные подпространства. 

d) Пусть  0
ˆ 0  и 0

ˆdimn  . Поскольку 
0

2 2 0
ˆ   и 

1

2 2 , то в линеале 

1

2  существует n-мерное подпространство 0̂ , причём  
0

0 2
ˆ 0    и 

0

2 0 2
ˆh  

. Если 0N̂  и 
0

2N  ‒ операторы проектирования линеала 
0

22 0̂h h    на 0̂  и 
0

2h  па-
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раллельно соответственно 
0

2h  и 
0̂ , то 

0

01

0 2
ˆ1;

ˆ inf
x х

N x P x





 

   , где 
0

2P  ‒ орто-

проектор на 
0

2h . Единичная сфера  ˆ 0;1S  в 
0̂  компактна, а потому существует 

такой вектор  ˆˆ 0;1х S , что 
0

2ˆ ˆх P x    и поскольку 
0

2х̂ , то 0   и 

0N̂  , а тогда и 
0

2N  . Ограниченность косопроекторов 0N̂  и 
0

2N  равно-

сильна разложению 
0

2 2 0̂h   , согласно которому 
/ /0

2 2 0̂  , где 
/ /0 0

2 2 2  . 

Если 
/0 0

2 2 , то найдётся ненулевой вектор 0 20 0
ˆ ˆx x x  ; 0 0̂x̂  ; 

0

220x̂  , при-

чём 
/0

220x̂  . Для последовательности  nx  из 
/

2 , сходящейся к 0x , с учётом 

 
/0 0

22 nN x   и 
0

2N   получим  
/0 0 0

22 2 0n
n

N x N x

  , что в силу 

0

2 0 20
ˆN x x  

противоречит предположению. Таким образом, линеал 
/0

2  плотен в 
0

2 . 

Пусть 1  и 
0

1  ‒ линеалы из 1 , отображаемые оператором H  соответствен-

но на 0  и 
/0

2 . При этом линеал 
0

/ /

1 1 2   преобразуется в линеал 
/0

20  . 

Поскольку 
1

1 2 1 2PP PHH P  на 
/

2  и 
0

21 2 1PP  , а 
0 0
/

22  , то линеал 
0
/

1  всюду 

плотен в 1 . Тем самым  1 0  , а тогда и  0 0  , а потому 
0

2 2  и 

 0 1 2ker 0PP  . Ядро оператора 1 2PP  состоит из образа ядра оператора 1H  

при отображении 
/

1 2:H   и 1 1 1 2ker dimker dimker .H H PP  При 

 1ker 0H   оператор 1 2PP  гомеоморфно отображает 2  на 1 . 

е) Пусть 0 1ker H , 10 0  , 0P  и 10P  ‒ ортопроекторы на 0  и 10 . Ес-

ли 10 1 10H H , то 10 10 10H P HP . Равенствами 0 k k kH    , где  k  ортонор-

мальный базис 0 , 0k k   , построим оператор 
*

0 0H H . Для оператора 

1 10 0H H H    1ker 0H  . Имеем, что 1 1 1 0 0H PHP H P  , ибо 

1 1 10 10.PHP P HP  Перепишем (2) в виде 1 1 1 1 0 0 1 1 0 0A PHP H P PSHP H P     и пред-

ставим 1A  в форме 

 1 1

1 1 1 1 0 0 1 1A P PSHP H H PH H     . (5) 

Пусть 20P  ‒ ортопроектор на 20 10H . Повторяя рассуждения, проведён-

ные в случае  0 0 , получим ограниченность оператора  
1

20 10 10 10P HP P HP


 на 
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1( )R H . В силу 
1 1 1

1 10 0H H H     и 
1

0 0 1 0H PH P   имеем 
1 1

2 10 1 20 10 10PHP H P HP H  , 
1 1

2 0 1 2 0 0PHPH PHPH  . Тем самым оператор 
1

2 1 1PHP H  ограничен, что вместе с 

S   и 1 2 1SHP SPHP  влечёт предкомпактность операторов 
1

1 1 1PSHP H  и 
/ 1 1

1 1 1 1 0 0 1Q PSHP H H PH    . Из этого и (5) следует, что 1 1 1 1( )A P Q H  , 
*

1 1 1 1, ,Q H H H  . Свойство наследования обосновано. 

Замечание. В случае 1S   доказательство отмеченного свойства упроща-

ется, ибо тогда  1 2ker 0PP  , а потому и  1ker 0H  . Если 0H  , то 

 1ker 0H  , так как  , 0Hx x   влечёт  0x  . 

 

3. Некоторые применения свойства наследования вида 

 
Установленное нами свойство оператора келдышевского вида является по-

лезным в некоторых вопросах спектральной теории операторов и её приложе-

ниях. 
1. Спектральный синтез. Если любое A-инвариантное подпространство L   

есть замыкание линейной оболочки (ЗЛО) корневых векторов A из L , то гово-

рят, что оператор A допускает спектральный синтез. В 6 построен первый 

пример компактного оператора с полной в  системой корневых векторов 

(СКВ), не допускающего спектрального синтеза. В то же время оператор 

( ) ,А I S H S     при *

pH H    его допускает. Здесь p 

1

: , p 0 p

nA S




 
   

 
 . Известно [7], что СКВ оператора келдышевского 

вида при 
*H H    или S  , : 2 1  nA S n  





 
    
 

 , полна в . Из 

свойства наследования вытекает, что такой оператор допускает спектральный 

синтез. 

2. О почти полноте части корневых векторов пучка М.В. Келдыша. Из-

вестно 1, что СКВ квадратичного пучка М.В. Келдыша 
22

10)( HHTTIK   ,   10 ,TT ,   pHH  *    0H   

двукратно полна в , а почти весь его спектр при любом 0   локализован в 

секторах  1 : argС          и  2 : argС            . Обо-

значим множество всех собственных значений (СЗ) ( )K   из i  через i  и 

пусть iL  ЗЛО системы iЕ  его КВ отвечающих i , 1, 2i  . Система iЕ  называ-

ется почти полной, если коразмерность iL  в  конечна. 

Теорема. Системы 1Е  и 2Е  почти полны в . 
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Доказательство. Пучок ( )K   порождает в    линейный пучок

( )K I T H    , 
0

0

I
I

I

 
  
 

, 
0

1

0

0

T
T

T

 
  
 

, 
0

0

H
H

H

 
  
 

. Спектр ( )K   сов-

падает с множеством СЗ оператора 1A ;    1

A H I T H I S


    ; S  , а 

полнота в  СКВ A эквивалентна двукратной полноте СКВ ( )K   в . Пусть 

 i iL F  ‒ ЗЛО всех КВ  *A A , отвечающих  i i  , 1, 2i  . Допустим 

2codimL . Тогда ортогональное дополнение 
0

1F  к 2

~
L  содержит подпростран-

ство 1

0

x


 
  
 

, 
1x  , 

1dim  . Здесь 
1 2

    есть проекция 2L  на 

первую компоненту разложения   . Согласно свойству наследования 

оператор 
* * 0

1 1A A F  имеет вид  *

1 1 1 1A P S H  , S  , 
*

1 1H H ,  1ker 0H  . В 

разложении 
0 1

1 1F    получим, что 

1

1

1

1 1 1

0 P HP
H

PHP PHP





 
  
 

, 

где  1

1P P  ‒ ортопроектор на 
1

1( ) . 

В силу (2)  1 , 0H х x   на 
1

 , что вместе с  
1ker 0H   и 

1dim   влечёт 

существование у 1H  бесконечного числа как положительных, так и отрицатель-

ных СЗ. Тогда 
*

1A , имея келдышевский вид, обладает бесконечным множеством 

СЗ не только в 1 , но и в 2 , что противоречит тому, что почти весь его спектр 

локализован в 1 . 

 

4.  О минимально полных подсистемах корневых векторов 

квадратичных пучков 

 
1. Вопрос составления или выделения минимально полных в  систем КВ 

квадратичных пучков ( )L   из всей системы его КВ возникает довольно часто и 

является важным с точки зрения приложений. При этом типичными являются 

ситуации, когда ( )L   имеет либо не более конечного числа вещественных СЗ, 

либо таково их число вне R. Заметим, что задачи о колебаниях упругого полу-

цилиндра, о колебаниях волноводов приводят к первому типу пучков, в то вре-

мя как задача колебаний вязкой капиллярной жидкости порождает пучок второ-

го типа. 

В задачах первого круга колебания континуума ищутся в виде нормальных 

волн 1( )

1 2 3 2 3( , , , ) ( , )i t xu x x x t e v x x   и возникают [8] самосопряжённые квадра-

тичные пучки 
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2 2( ) 2L A B I P R          (1) 

с компактными операторами А, В, Р и R. Их можно преобразовать к виду 
2( )L I B C       . (2) 

B  и C  компактны и зависят от параметра  , причём C>0. 

Система ( )nv  корневых векторов пучка ( )L   двукратно полна [8] в , на R  

локализовано не более конечного числа собственных значений (СЗ) и возникает 

задача выделения из ( )nv  минимально полной в  подсистемы  (1)

nv . В силу 

условия 
1

1 2 3lim ( , , , ) 0
x

u x x x t


  берутся волны с векторами nv , отвечающими n  с 

Im n >0. Если ( )L R  Ø, то согласно принципу излучения Зоммерфельда-

Мандельштама [9] к совокупности диссипативных волн добавляются все уно-

сящие энергию волны с n R  . В случае, когда всем k  с Im 0k   отвечают 

лишь собственные векторы (СВ), эти волны выделяются из условия 0d d  . 

Сложности появляются при наличии цепочек КВ  0 1, ,..., , ...
j

j j j

pv v v j b s , отве-

чающих 
j R  , которые назовём параболическими (р-цепочками). Пучку 

 L   в    сопоставляется самонапряжённый относительно формы 

   , , ,x y Jx y  
0

0

I
J

I

 
   

, оператор 

1 2

1 2

0 C
H

C B




 

 
  

  
. (3) 

Затем строятся [5] приведённые р-цепочки, которым отвечают жордановы 

цепочки  0 1, ,...,
j

j j j

p
f f f  КВ оператора H , причём 0 , 0

j

jj j j

p
a f f  

 
, а jja R . 

После этого в случае наличия р-цепочек нечётной длины 1j jl p   при 0jja   

из приведённой цепочки отбираются первые 2 1jp   векторов, а если 

1 2j jp q  , то первые 
jq  векторов. 

2. Пусть  ; 1, ; 0,r

j j jy j s r p   ‒ некоторая каноническая по М.В. Келдышу 

СКВ-пучка ( )L  , отвечающая его СЗ 
j j  , а  rjz  ‒ сопряжённая с ней кано-

ническая СКВ-пучка 
*( )L   при 

j  . В силу *( ) ( )j j
L L   корневые линеалы 

 
0

jpr

j jL clin y и  *

0

jpr

j jL clin z  совпадают и систему  rjz  можно выбрать [10] 

такой, что 
r r

j j jz y ;   1j   ;   0,1,2,..., jr p ;   1,2,..., jj s . (4) 
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При выполнении (4) система 1

jy , 2

jy ,…, jp

jy  называется [10] нормальной. 

Система  rjy  называется [8] приведённой, если 0,ipjj

i j ija y y     , где 
ij  ‒ сим-

вол Кронекера. Нормальная цепочка является [10] приведённой. 

3. Нахождение минимально полной в  подсистемы КВ пучка ( )L   сопря-

жено [8, 10] с выделением из системы  rjy  подсистем  1

0 , ,..., jpj

j jy y y


 и 

 1

0 , ,..., jpj

j jy y y


, осуществляемой [10] при 2j jp n  по знаку 
j . Если 

2 1,j jp n   то [5, 6] 
1

2

j

j j

p
p p 


  . Более простой способ выделения этих 

подсистем, не связанный с условиями (4), основан на следующем предложении. 

Лемма. Если nA  одноклеточный nJ -самосопряжённый оператор с соб-

ственным значением 0 0   в пространстве n , то 
1 2 1n n  , где 

1 12n n nJ P P  ; 

1 12n n nP P I  ; 
11 dim nn P ; 

22 dim nn P . 

По теореме Л.С. Понтрягина nA  обладает 1 2( )n n -мерным nJ -неотрица-

тельным ( nJ -неположительным) инвариантным подпространством 
1 2
( )n nL L  . 

Поскольку 0 0  , то  
1 20 0n nL L L     и согласно одноклеточности nA  имеем, 

что  0 1 2dim min ,L n n . Допустим 
1 2 1n n  , например, 1 2 2.n n  Если 

2 2 1 1 1 21 2 1 1, ,..., , , , ,...n n n n n nx x x x x x x    СКВ-оператора nA , то   2

20 1
clin

n

n kL L x  ; 

  1

2 1
clin

n

n kL x   и 

1 1 20 1n n n nA x x x   ;   
1 1 20 1n n n nA x x x   ;   

2 2 21 0 1n n n nA x x x   , (5) 

1 2 1 2 2 21 0 1 1 1, , ,n n n n n n nA x x x x x x   
            , (6) 

где  , ( , )nx y J x y , а ( , )x y  ‒ обычное скалярное произведение. 

В силу (5) и (6) 

1 2 2 21 1, ,n n n nx x x x 
       . (7) 

Поскольку 
2 21 1, 0n nx x 

    , а согласно 
2 1 `1 2 2

1 2 1 2

, , ,
pn n n n n nx x x x x x          

 и 

2 0nx L  имеем 
1 2
, 0n nx x    , то (5) противоречит допущению, что 

1 2 1.n n 

При 1 2n n  имеем 
1 2 0n nL L L   . Если 

1 2 1n n  , то корневой вектор 1 2 1

2

n nx    яв-

ляется nJ -дефинитным: при 1 2n n  он nJ - положителен, а когда 1 2n n  этот 

вектор nJ -отрицателен. 
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4. Пусть СКВ nf  пучка   2L I B C      двукратно полна в  и тем са-

мым СКВ  
1 2 1 2

1n n n
n

n

C f C f
f

f

 
 

  
 

 оператора 
1 2

1 2 0

B C
H

C

  
  
 

 полна в 

  . Это имеет место, например, при 0C ; pC  ; B   и 
1 2C B 

 , 

ибо в этом случае  L   есть квадратичный пучок Келдыша 

  1 2 1 2 2 1 2 2( )L I C C B C      . (8) 

При любом 0   вне секторов arg
2

z


   и 
3

arg
2

z


   может нахо-

диться не более конечного числа СЗ пучка  L  . Если 
*B B , то  

*
JH JH ; 

0

0

I
J

I

 
   

 и совпадающие множества  L  и  H  симметричны относи-

тельно вещественной оси. При 1 2j jp n   подсистеме  
1

jnz

jf  КВ пучка  L   

отвечает jn мерное J -нейтральное H -инвариантное подпространство 

 0

1

jn
z

j j jL F clin f   и 
1

2

j

j

p
p


 .  При 2j jp n  вектор 1jm

jf   согласно лемме J  

‒ дефинтен и  1j j fp p

 когда
1 1
, 0j jp z p z

j jf f
   

  , а если 
1 1
, 0j jp z p z

j jf f
   

  , то 

/2j jp p  . Тогда соответственно /2j jp p   и /2 1j jp p   . 

Рассмотрим систему 
  jf


 
   jf


, состоящую из всех КВ, отвечающих СЗ 

пучка  L   с Im 0 (Im 0)   , всех цепочек    
1 1

j jp pz z

j jf f
 

 
 
 

 и всех СВ пучка 

 L  , отвечающих J -положительным ( J -отрицательным) СВ оператора Н. 

Этим системам соответствуют системы 
  nf


 и 
  nf


 КВ оператора Н. Пусть 

  
1

nL clin f




   и   
1

nL clin f




  . В силу полноты совокупности 
     n nf f
 
  

в  подпространство ( )L L   является максимальным J -неотрицательным ( J -

неположительным), а потому P L    и P L   . Здесь P  и P  ‒ ортопроектор 

на первую (вторую) компоненту пространства .   При гомеоморфизмах 

:P L    полные в L  системы 
  nf


 и 
  nf


 преобразуются в полные в  

системы  nf
  и  nf

 . 
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5. Дробно-линейные пучки 

 
1. Рассмотрим в  операторный пучок, возникающий в задаче о малых ко-

лебаниях вязкой жидкости в сосуде [11] 

 
1

Q I G H 


   ,   *G G ,   *H H . (1) 

Покажем, что при ограниченных G  и H  невещественный спектр  Q   ло-

кализован в сегментах 

1

1 1
: 2 , Re 2
2 2

Г H H
G G

  
  

     
  

, 

2

1 1
: 2 , 2 Re
2 2

Г H H
G G

  
  

      
  

. 

Пусть  y  и  y  ‒ корни уравнения   , 0Q y y  , 1y  . Тогда 

    ( , ) ( , )y y Hy y Gy y    , а потому, если  

 
1 1 4( , )( , )

2( , )

Gy y Hy y
y

Gy y


 
 , (2) 

то  

 
2( , )

1 1 4( , )( , )

Hy y
y

Gy y Hy y
 

 
. (3) 

В силу 1 1 4( , )( , ) 1Gy y Hy y   , 
1 1

( , )Gy y G
 , 

1
( , ) Re

2
Hy y

G
  , а 

числа  y  на отрезке 2 , 2H H   . Если    y y   , то согласно (2) и 

(3)    y y   , а потому невещественные  y  и  y  расположены в 

1Г  и 2Г . Для  Q    , 1n ny y  , что либо   n
n

y 

 , либо 

  n
n

y 

  и     0n

n
Q y


 .  Тем самым при    имеем 1 2Г Г  . 

2. Уравнение    0Q y   переписывается в виде [12] 

 
1

2

yiHi
y i G y

i




  
    ,   Q   . (4) 

Оно порождает в    пучок 

 

1
0

,
0

.

H
I i G i G

L iH
H i

i G I


  
 

 


 
 

  
      
     

   
    

  

 (5) 
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В силу выбора   и ,G H  , оператор 0

H
I i G

W
H

i G I







  
   
  

  
  

  
непрерывно обратим и может иметь лишь конечное число отрицательных СЗ. 

Тем самым форма    0, ,x y W x y  задаёт в  индефинитное скалярное произве-

дение конечного ранга. Оператор 
1

0A W A , 0

0

0

G
A

H





 
  
 

 компактен и 0W

-самосопряжён  0 . .W c с . Имеем, что 0ker kerA A . На 0W -ортогональном до-

полнении 
1
 и ker A индуцируется 0W -СС в 

1
 оператор 

1A . Он обладает [13] 

полной в 
1
 CКВ, образующей базис Рисса.  

Пусть 
1

n n

n

Ax x


 , 
n

n

n n

y
x

y 

 
  
 

. Векторы 

2

2

1 1
ˆ

1 1

n

n

n

n n

n n

y

x
y





 

 
 

 
  

 
  

 (6) 

образуют в 
1
 базис Рисса. Итак, при полных G  и H  СКВ ( )L   полна в , а 

СКВ  Q   двукратно полна в . Спектр  Q  состоит из объединения двух 

вещественных последовательностей   0n
n




  и  n

n



 и конечного числа 

невещественных СЗ. При     0n n
n n

  

 
   вторая (первая) компонента 

сходится к нулю и имеем сближение nx̂  с 
2

ˆ 1 1

0

n

n n

y

y 

 
 

  
 
 

 и 

2

0

ˆ

1

n nn

n n

yy 

 



 
 

  
  

. 

3. Умножая слева 1( )L   на J, получим 

1

0 1
( ) ,

0

I G H G
L

G H I H
   



   
           

. (7) 
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Оператор 
I G H

W
G H I

 
    

 обратим. В самом деле, пусть  0Wx  , 
x

x
y

 
  
 

. 

Тогда  ( ) 0x G H y   ,  ( ) 0G H x y   ,  2( ) 0x G H x    и  0x  . Ана-

логично имеем  0y   и  ker 0W  . Тем самым W  задаёт в  регулярную W -

метрику    , ,x y Wx y . Оператор 1

1Â W A , 
0

0

G
A

H

 
   

 W ‒ СС и компак-

тен. Если  ( ) 0n nQ y  ,  2( ) 0x G H x   , то 
n

n

n n

y
y

y 

 
  
 

 СВ 1Â . Возьмём 

2

2

1 1
ˆ

1

n

n

n

n

n

y

y
y





 
 

 
  
 
  

, n N , n n  . Поскольку 

 
  2

2 2 2

2 , 1
ˆ ˆ,

1 1 1

n n nn
n n

n n n

G H y y
Wy y



  


  

  
, то при   0n

n



 , получим 

 ˆ ˆ, 1n n
n

Wy y

 .Тем самым для достаточно больших (малых)  n n    СВ 

   
2 2

ˆ ,

1 1 1

n n
n

n n

y y
y

 

 


 

 
 

  
  
 

 W- положителен, а СВ 

   
2 2

ˆ ,

1 1 1

n n
n

n n

y y
y

 

 


 

 
 

  
  
 

 W-отрицателен. Согласно построению  L   и 

 1L   вектору  ,n n n ny y y   отвечает вектор  ˆ ,n n n ny y y  . Поскольку 

ˆ
n ny S y , где 

0

0

I
S

i I
 

 
  
 

, то CСВ  ˆ
ny  оператора Â  образует базис Рисса в 

 ˆ ˆclin nL y . В силу конечности ранга индефинитности формы    0, ,x y W x y  

ˆcodimL и СКВ-оператора Â образует базис Рисса в . 

Пусть  0 0 0Q y  . Вектор 0y   называется СВ 1-го рода, нейтральным 

или 2-го рода, если соответственно  

 0 0
ˆ ˆ, 0;Wy y    0 0

ˆ ˆ, 0Wy y  ;  0 0
ˆ ˆ, 0Wy y  . (8) 

Для вектора  ˆ  y y y  ; 

     2

2 1
, 1 ,Wy y G H y y

 
    , (9) 
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и при  0 0y     0 0y    имеем вектор 1-го (2-го) рода, а когда 

   0 0y y     или 0 0   этот вектор нейтрален. Заметим, что только 

нейтральные СВ пучка  Q   при 0 0   могут иметь присоединённые векто-

ры, ибо из равенства  0 1 0 0 02 0Q y y Gy    ; 0 1y   следует, что 

 0 0 01 2 ,Gy y  . Составление полной в  СКВ-пучка  Q   сводится к по-

строению максимального W-неотрицательного L  или W-неположительного 

L Â-инвариантных подпространств из его СКВ. Каждой СКВ  
0

j

j

p
ry пучка 

 Q   отвечает СКВ 
0

ˆ
j

j

p
ry  оператора Â. При j j   и 1 2j jp q   из линеала 

 
0

ˆ jpr

j jL clin y  отбираем 
jq -мерный W-нейтральный линеал  

0

ˆ j

j

qr

jL clin y  , а 

когда 2j jp t , то линеал  
1

0

ˆ ˆ
j

j

tr

jL clin y
   при  1 1ˆ ˆ, 0j jt t

j jWy y   и  
0

ˆ
j

j

tr

jL clin y   

при  1 1ˆ ˆ, 0j jt t

j jWy y   . Замыкание линейной оболочки (ЗЛО) всех таких отобран-

ных линеалов, всех W-положительных СВ оператора Â  и всех его корневых 

линеалов, отвечающих СЗ 
j j

   с Im 0
j

   порождает L . Аналогичным об-

разом строится L . 

Пусть P  и P  ‒ ортопроекторы в , отвечающие спектральному разложе-

нию W W W   и P  ; P ; 
   . Оператор Â  обладает макси-

мальной W-семидефинитной парой подпространств  0 0,L L  . В силу базисности 

СКВ ˆ
ny  и приведённому выше построению, получим 

0L L   и 
0L L  , а по-

тому P L   . 

Пусть 
1
(ЗЛО) всех W-дефинитных СВ ˆ

n
y  и ˆ

n
y  и корневых линеалов, отве-

чающих всем невещественным СЗ, а 
2
 ‒ всех корневых линеалов jp

jL


 и jp

jL


и 

тем самым 

 1 2  . (10) 

Если  1 1,L L   и  2 2,L L   ‒ дуальные пары W-семидефинитных Â-

инвариантных подпространств, то  

 1 2L L L 

   ;   1 2L L L 

   . (11) 

Квадратичная форма ( , )Wy y в 
2
 имеет p

 положительных и p
 отрица-

тельных слагаемых. Если ( ) 
 ‒ ЗЛО всех КВ пучка  Q  , отвечающих 

 
11

~~
LL , то codim p   (codim p  ), ибо СКВ Â  полна в  с согласно 
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2dimp L  , а 2dimp L  . Поскольку  
22

~~
LL  есть ЗЛО всех  

0

ˆ ˆclin
jpz

j jL y


 

 
0

ˆ ˆclin
jpz

j jL y


  
 

, то СКВ-порождающая ( )   вместе со всеми системами 

   
0 0

j jp pz z

j jy y
 

 
 
 

 полна в . 

Пусть  P P   ‒ ортопроекторы на первую P   (вторую P   ком-

поненты разложения   . При отображении P : L    

( : )P L     получим СКВ, отвечающую L ( )L . Для всех векторов 

 0y y    0z z  имеем  , 0Wy y     , 0Wz z  . Поскольку 

    , ,Wz z G H y z  , то  G H    следует, что P P L       . Компакт-

ность операторов L  и L  вместе с равенствами P L    влечёт соотношения 

P L   . При гомеоморфизме  : :P L P L      базис Рисса в  L L   из 

корневых векторов оператора Â трансформируется в базис Рисса из СВ пучка 

 Q  первого (второго) рода и части его нейтральных СВ и корневых линеалов, 

отобранных по указанному выше правилу. 

Замечание. При 0G  пучок  Q   сводится к квадратичному пучку   в  

возникает самосопряжённый относительно формы    , ,x y Jx y  оператор A, 

где 
0

0

I
J

I

 
   

. В этом случае максимальность J-семидефинитных А-

инвариантных подпространств (аналогичных L  и L ) эквивалентна их гомео-

морфности , порождающей соответствующие базисы Рисса из КВ пучка 

 Q  . При ,G H   оператор ( )W J I S  , где 
0

0

I
I

I

 
  
 

; 

0

0

G H
S

G H

 
   

 является слабым возмущением оператора J , а потому су-

ществуют такие операторы S   , что  I S    ;  I S    . В силу 

этого равенства P L    и P L     эквивалентны. Отметим, что соотно-

шения P L    являются следствием полноты в   соответствующих частей 

СКВ  Q  . 
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6. Локализация спектра при слабом возмущении 

 
Поскольку оператор ( )A I S H   есть слабое возмущение оператора H, то 

естественно ожидать, что спектр ( )A  находится вблизи спектра ( )H . В са-

мом деле, справедливы следующие свойства. 

Свойство 1. Для последовательности 
n  существует такая последователь-

ность ( )n n   из  n , что 

 lim 1n n n
n

  


 . (1) 

Пусть ( )n n   ‒ множество всех  k H  , для которых n k   минималь-

но и в  n  найдётся такая подпоследовательность  ( )
j jn n  , что 

( ) 1
j j jn n n

j
   


  . Согласно построению ( )n n   и предположению 1   для 

достаточно больших j имеем 01 0;
jk n k N      . Эта оценка вместе с (1) 

влечёт невозможное соотношение 

 
2

1

, 0
j jn n

j
k

x y





 , (2) 

ибо 1
jnx  . 

Замечание. Из свойства 1 о близости спектров ( )A  и ( )H  вытекает ре-

зультат 1,2 о локализации характеристических чисел пучка ( )K  . Пучку 

( )K   в пространстве ...
m

    сопоставляется оператор ( )A I S H  ; 

,H S  ;  
*m mH H  со спектром ( )H , локализованным на лучах arg

k
z

m


  

(k=0,1,…,2m-1) и при любом 0   вне секторов : argkГ z z k
m




 
   
 

 может 

оказаться не более конечного числа характеристических чисел пучка  K  , 

совпадающих с собственными числами оператора 1A . Согласно свойству  1 

спектр )
~

( 1A  локализован вблизи спектра 1( )H  . В силу соотношений (8) и (9) 

пункта 1 для достаточно больших n элементы матриц 

2

1k

n





  
    
  
  

 и 

2

* 1k

n





  
    
  
  

 малы около, а элементы матриц   2
,n kQ x y  и 

  2* ,n kQ z y  ‒ вне соответствующих диагоналей. Отмеченные локализации 



19 

собственных значений и корневых векторов операторов Н и А позволяют уста-

новить 4, 5, что в случае Н=Н* 

lim 1n

n
n




 , 

а при  *m mH H  

( )

( )
lim 1

k

n

kn
n




 . 

Здесь  ( )k

n  и  ( )k

n  ‒ подпоследовательности собственных чисел оператора H  

и пучка ( )K   из сектора kГ . 

 

7.  Критерий компактности линейных операторов  

в гильбертовом пространстве 

 
Линейный ограниченный оператор А в гильбертовом пространстве  ком-

пактен [14], если он каждую слабо сходящуюся последовательность    0n
n

x


 

преобразует в сходящуюся по норме x  к вектору  0  последовательность 

 nAx . Возникает вопрос о компактности А при условии 

   0n
n

A

 , (1) 

где  n  минимальная полная в  система с  

inf 0n
n
  и sup n

n

   (2) 

являющейся почти нормированной. 

Ответ положителен, если для любого бесконечномерного ортопроектора P 

система  nP  некомпактна. Системы, обладающие таким свойством, назовём 

изотропно некомпактными и обозначим их множество через 0М . Мы покажем, 

что   0n М  , когда наряду с (2) 

sup n n
n

g C    , (3) 

где  ng  ‒ биортогональная к  n  система. Заметим, что почти нормированный 

базис удовлетворяет условию (3). Совокупность всех линейных компактных 

операторов в  обозначается  . 

В данной работе предлагается следующий критерий компактности: огра-

ниченный линейный оператор А компактен при условии (1) для некоторой си-

стемы   0.n М   

Доказательство. Представим А в полярном виде А U  , где 
* 1 2( )A A  ‒ 

самосопряжённый, а U  ‒ изометрический оператор в . Поскольку 
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n nA   , условие  0n
n

A

  эквивалентно    0n

n



  . Установим, что 

0   есть единственная точка накопления в спектре    . Допустим в     

есть точка накопления 
0 0  и пусть Δ ‒ интервал, содержащий 

0 , причём 

0. Обозначим   инвариантное подпространство  , отвечающее  , 0  ‒ 

сужение   на  , 0P  ‒ ортопроектор на  . В силу 0  получим, что 

dim   . Положим ,0 0 ,n nP n N   . Из *  следует 
0 0P PH  , а потому 

0 0n nP P    , n N . Поскольку    0n
n




  , то    ,0 0n
n




   и тем самым 

   0 ,0 0n
n




  . (4) 

По условию  ,0n  содержит некомпактную подпоследовательность  ,0kn  и 

   0 ,0 0
kn

k



  , а потому  00 H . С другой стороны  0   , а 0 . Са-

мосопряжённый оператор  , не имеющий отличных от нуля предельных точек 

в    , компактен, а тогда таковым будет и оператор А. При   0n
n



  условие 

(1) становится и необходимым. 

Замечание. Когда  n  ‒ почти нормированный базис имеем, что 

   0 ,n
n



  ибо для всех x  сходимость ряда  

1

, 0n n
n

n

x g





  влечёт 

   , 0n
n

x

 . Здесь  ng  ‒ биортогональный к  n  базис в . При  ker 0A  

условие (1) влечёт    0n
n



 . Пусть 0 ker H  ; 1 0  , 1P  ‒ ортопроектор 

на 1 ; ,1 1n nP  ; 1H  ‒ сужение Н на 1 . Из    0n
n

H

  следует    1 ,1 0n

n
H 


 , 

а потому    ,1 0n
n



  и при A   получим, что    0n

n
A


 . 

Заметим, что в приведённых выше рассуждениях при обосновании компакт-

ности самосопряжённого оператора Н не требуется его ограниченности и по-

этому предложенное условие компактности распространяется на замкнутые 

операторы А с плотной в  областью определения, ибо такие операторы допус-

кают [15] полярное представление. Это обстоятельство наряду с необходимо-

стью проверки условия (1) лишь на одной последовательности   0n M  , слабо 

сходящейся к  0 , существенно отличает предложенный здесь критерий от из-

вестного критерия [14]. 

Лемма. Если система  n  удовлетворяет условиям (2) и (3), а 1P  ‒ ортопро-

ектор и  

 1 0n n
n

P 


  , (5) 

то ортопроектор 0P I ⊝ 1P  конечномерен. 
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Доказательство. Без ограничения общности рассуждений положим 1n  , 

n N . Согласно (5) для любого 0   найдётся такое число 0n N , что для всех 

0n n  

,1n n    ; ,1 1n nP  . (6) 

Пусть  
0 1n n n

L 



 ;  

0
0

1, ,1 1n n n
L 




 ;  

1n nL 


 ; k n ; 
/

1n nP ;

 
0

0
1, ,1 1

ˆ
n k n

L 



 ; k n ; 

01,nP ‒ ортопроектор на 
01,n ; 

0 00, 1,n nP I P  ; 

0 0 0 00, 0, 0, 0,(или ) или n n n nF F P  . Здесь L  означает замыкание линейной оболочки 

L соответствующей совокупности векторов. Если ( , )n n n nd d   ‒ расстояние от 

n  до n , то 21n nd   , где 

   sup , ;  1
n

n n n n
x S

x S x x 


    . (7) 

Согласно (3) inf 0n
n

d   , а потому sup n
n

  , а потому 2sup 1n
n

    и 

  2, 1n x    при nx ; n N , а с учётом (6) и соотношения 

 ,1 , ,1, , ,n n n nх х x        ; nx S  (8) 

имеем оценку  

  2

,1sup , 1
n

n
x S

х  


   . (9) 

Из (9) явствует, что 

 
0 0

,1 ,1 ,1 1inf inf , 0n n n n
n n n n

d d     . (10) 

Поскольку  ,1 ,,1 1, ,n nх Pх  , то    / /

,1 ,1 ,1 ,1, ,n n n n n nd d     и с учётом 

01, 1
ˆ

n nP  получим соотношение 

 
0 0

,1 ,1 ,1 1inf inf , 0n n n n
n n n n

d d     . (11) 

Таким образом, система  
0

,1 1n n





 равномерно минимальна в 

0 0

/

1n nP , а это 

влечёт, что 
00, 0dim nP n . В самом деле, из предположения 

00, 0dim nP n  следует 

соотношение  
0 01,0 0, 0n nn F   , а поскольку линеал 

 
0 0

0

,n n n n
n n

L x x x g 
 

   
 

  всюду плотен в 
0n , то и  

01,0 0, 0
ˆ 0nF Ln   . 

Для   1,0
ˆ0 x  , (а когда  n  базис  в  для   1,00 x  ), имеем, что 

 1,0 0P x   и получим равенство  

   
0

, 0n
n n

x g  , (12) 
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противоречащее минимальности системы  ,1n . Из включения 
00 0,nP P  и 

00, 0dim nP n  явствует, что 0dim 0P   и лемма 1 доказана. 

Следствие. Полная в  система  n  при условиях (2) и (3) изотропно не-

компактна. Предполагая существование бесконечномерного ортопроектора 
0P , 

влекущего соотношение    0 0n
n

P

 , получим, что  1 0n n

n
P 


  , где 

1 0P I P  . Согласно лемме 1 коразмерность проектора 
1P  не превышает раз-

мерности подпространства 
0n , а потому 

0dimP n , что противоречит предпо-

ложению 
0dimP . 

Заметим, что при условиях (2), (3) и (5) система      0

0

/

,11 1

n

n n n n
  




   наря-

ду с  n  полна в  и равномерно минимальна. Ортопроектор 
01,nP  гомеоморфно 

отображает 
0n на  

0
,1 1n n

L 



 и когда  n  является базисом в , то и система 

 /

n  образует базис . Следующий пример показывает существенность условия 

(3) для изотропной некомпактности  n .  

Пусть 0V I S   ‒ унитарный оператор в , отображающий бесконечномер-

ное подпространство 1L  на 2L , причём 0S  компактен и  1 2 0L L  . Ортонор-

мальный базис ( )ne из 1L  преобразуется оператором V в ортонормальный базис 

 nVe  в 2L .Обозначим 1 2,P P  и 0Р  ортопроекторы соответственно на 1L , 2L  и 

ортогональное дополнение 0L  к 1L  в 1 1 2L L  . Система  k , элементы кото-

рой при нечётных 2 1K    совпадают с ne , а при чётных 2k p  с nVe , полна 

и минимальна в 1 . Поскольку    0n
n

e


 и    0 0n
n

S e

 , то 0n n

n
Ve e


  , а 

потому 

   0 0k
k

P

  (13) 

и система   0k M  . 

Пусть  kg  ‒ биортогональная к  k  система в 1 . Из (13),  2 2, 1р рg    и 

2 0рg L  явствует, что гр
p

g

  и тем самым условие (3) не выполняется. Со-

гласно 
1 0n n

n
Pе е


   и компактности 0S  имеем, что  0 2dim L L   и систе-

ма  1 nPVе  почти (с конечным дефектом) полна в 1L , а потому система  1 kP  не 

минимальна в 1L . 

Почти нормированная полная в  система   0n M   когда существует раз-

ложение 0 1I P P   с 0dimP  и    0 0n
n

P

 . Наличие такого ортопроектора 

0P  возможно если система  1 nP  наряду с полной в 1  подсистемой  k  со-
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держит бесконечное число линейно независимых элементов  j . Согласно 

1 0n n
n

P 


   подпространства  1 1kF L 


 и  2 1jF L 


  близки к 1 1P . 

Одной из мер близости подпространств 
1F  и 

2F  является минимальный угол 

1 2( , )F F  определяемый равенством [16] 

 1 2 1 2
1

cos ( , ) sup , ; ;
x y

F F x y x F y F
 

   . (14) 

Из  1 1
, 0F   и  1 2, 0F   следует, что  1 2, 0F F   

Пусть 1N  и 2N  ‒ бесконечные подмножества N , причём 1 2N N N   и 

1 2N N Ø. Если для  n  не выполнено (3), то расстояние  , 0n n n
n

d 

  и 

поэтому 1 2( , ) 0L L  , где ( )n тL  ; т N ; т п ; 1 ( )kL L  ; 1k N ; 

2 ( )jL L  ; 2j N . 

Пусть 1P  ‒ ортопроектор на 1L  и 0 1P I P  . Согласно  1, 0j j
j

d L

  полу-

чим    0 0j
j

P

  и тем самым    0 0 .n

n
P


  Итак, условие (3) является необхо-

димым для изотропной некомпактности системы  n . 

Приведём ещё пример, проясняющий существенность   0n M   для ком-

пактности линейного оператора при условии (1). 

Пусть  ne  ‒ ортонормальный базис ;   0n
n



 ; 0 1n  ; 

/

n n n ne e e  ; 

n N . Рассмотрим в    систему    2 1:
0

k

n n

e
  

 
  
 

; 2

n

n

n n

e

e




 
  
 

. Систе-

ма ( )n  полна в , причём 0( )n M  , ибо  2( ) 0n
n

P

 , где 2P  ‒ ортопроектор 

на вторую компоненту . Рассмотрим в  оператор A B C  , где n n nBe e ;

 0n
n



 , а C  , например, 2C P . Тогда    0n

n
A


 , однако A не компак-

тен. 

В заключение отметим, что предложенный в этой работе критерий компакт-

ности полезен в некоторых вопросах теории линейных операторов, например, в 

вопросах об устойчивости базисов гильбертова пространства при слабом воз-

мущении [17]. 

 

8. Локализация корневых векторов при слабом возмущении 

 
В силу соотношений (8) и (9) пункта 1, влекущих определённую структуру 

матриц L  и *L , ортопроекции векторов nx  и nz  на   1

1
clin n

n

p

p kY y   и 
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1

clin
n n

q k q
Y y




  стремятся к нулю при ( )nn p  и ( )nq n  , а потому 

существенные их части локализованы в  clin nn

n n

qq

p k p
y y .Применив к равенству 

n n n nAy y Sy   ортопроектор kP  на 1( )k n kX L x 

 , получим соотношение 

0n
k k n k n

k
n

Ay
P P y P Sy

 
   , (1) 

 
( )

0k n
k n

P y
 
 . (2) 

Из (2) следует, что для любых 0   и n  найдётся такое 
nt N , что ,tn jP y   а 

потому 

; 1
nj t jy Q y j n    , (3) 

где 
n nt tQ I P   ‒ ортопроектор на  

1

n

n

t

t kZ L z . 

Пусть (0,1)nS  и / (0,1)tnS  ‒ единичные сферы в  
1

n

n jY L y  и 
nt

Z , а 

(0,1)

sup
n

n

n t
x S

P x


 . В силу (3) и ортонормальности  ny  n  есть величина порядка 

 . Факт наличия оценки 
nt nx Q k  запишем в виде 

/(0,1) (0,1)
nn n tS S . (4) 

Пусть nQ -ортопроектор на  
1

n

n kZ L z . Из * *n n nA Q Q A Q  следует 

n n n nQ A Q AQ A   и применяя к равенству k k k kAy y Sy   оператор nQ , имеем 

 0k
n n n k n k

k
n

y
Q AQ Q y Q Sy

 
   , (5) 

 
2 2

2
,

,2
1

,
n

j nn n k

k j k
jn k

sQ AQ y
y 

 

 , (6) 

где ,j ns  суть s-числа nA ;  ,j n  ‒ ортонормальный базис в nZ ; 

 
1 2*

, , ,n n j n j n j nA A s  . Поскольку ,j n k
k

s 

, то  

 
2

2

,
1

, 0
n

n k k j n
k

j

Q y y 




   (7) 

и для любых n и    такое /

nt N , что для всех /

nk t  имеем n kQ y . Величина  

/

2/

(0,1)

sup 0
tn

n n
ky S

Q y


   (8) 
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в силу ортонормальности  ny  имеет порядок  . Здесь / (0,1)
nt

S  ‒ единичная 

сфера в 
//

1( ) nt

tn kY L y . Полагая  0 /max ,n n n   , а  0 /max ,n n nt t t , получим соот-

ношения 

0

0 /(0,1) (0,1)
n

n n t
S S ;  0

/ 0(0,1) (0,1)
n

n n t
S S . (8) 

Ортопроекция 0 0

/ (0,1)
n tn

nt
P S Y и 0

n  - близка к 0
nt

Z . Это с учётом 0

n -близости 

к 0
nt

Z  сферы (0,1)nS  означает её близость порядка 0

n  со сферой / (0,1)nS . СКВ

 /

nx  оператора 
1

1 ( ) ( ) ( )A H I S I S A I S     , подобного А, полна в  и 

*

1 ( *)A I S H ; *S  . Повторяя приведённые выше рассуждения, получим бли-

зость порядка 0

n  единичных сфер из nY  и nX  и поскольку /( )n nX I S X  ; 

S  ;  / /

1

n

n nX L X , близость того же порядка сферы 1(0,1)nS  с единичной сфе-

рой // (0,1)nS  из nX . Итак, сферы 1(0,1)nS  , /

1(0,1)nS 
 и //

1(0,1)nS 
 ‒ единичные 

сферы в 1nY  , 1nZ   и 1nX  . Элемент //(0,1)n n nx S X   ортогонален к /

1(0,1)nS 
, а 

элемент (0,1)n n ny S Y   в силу близости сфер 1(0,1)nS   и /

1(0,1)nS 
 близок к nx . 

Аналогично имеем сближение ny  с nz  и тем самым 

0n n
n

x y


  ;  0n n
n

z y


  , (9) 

0n n
n

x z


  . (10) 

Из соотношений (9) и (10) следует [5] оценка 

;nN C n N    (11) 

эквивалентная базисности  nx  в . В (11) nN  ‒ оператор проектирования на 

nX  параллельно nX . Приведённый выше критерий компактности позволяет 

установить, что системы  nx  и  nz  образуют базисы Рисса. На плотном в 

линеале L рассмотрим линейный оператор Т 

    , ,n n n n n
x x

T x y y x y x y
 

  
 
  . (12) 

Пусть  ˆ
nz  ‒ биортогональная к  nx  система в . Согласно равенствам 

   ˆ ˆ, , ;n n n n n nx y z y y z n N     (13) 

имеем соотношение 

         ˆ ˆ, , , , , ,n n n n n n n n n n
x y x y

x y x y y x z x y y y x y z
   

     
   
    . (14) 
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В силу (14) область определения сопряжённого с Т оператора Т* содержит 

плотный в  линеал / ˆ( , )n n
y

L y y y x z
 

   
 

 , а потому Т допускает замыка-

ние  * *T T . По построению  0n
n

Ty

  и согласно предложенному выше 

критерию оператор T  компактен. Оператор В I T   преобразует базис  ny  в 

систему  nx  и ограничен вместе с обратным 1 1( ) .B I T    Аналогично стро-

ится оператор 1 1 1;B I T T    ; 1 n nB y z ; n N  и операторы 1B  и 
1

1 1( )B I T    ограничены. Таким образом, системы  nx  и  nz  образуют бази-

сы , эквивалентные ортонормированному базису  ny , которые называются 

базисами Рисса. 

Пусть  ( )k

nX  ‒ СКВ оператора A, отвечающая последовательности его соб-

ственных чисел  ( )k

n  из kГ ;  ( )clin k

k nL X ; ( ) ( ) ( )ˆ k k k

n n nX X X ;  ( )k

n  ‒ по-

следовательность собственных чисел оператора H  на луче arg k
n


  , а  ( )k

ny  

‒ его ССВ, отвечающая  ( )k

n ;  ( ) ( ) ( )ˆ k k k

n n ny y y ; ( )k

nX  ‒ СКВ-пучка ( )K  , со-

ответствующая  ( )ˆ k

nX . 

Рассуждениями, аналогичными приведённым выше, получим соотношения 
( )

( )
lim 1

k

n

kn
n




 , (15) 

( ) ( )ˆ ˆlim 0k k

n n
n

x y


  . (16) 

Согласно (16) СКВ ( )ˆ k

nx  образует базис Рисса в kL . Поскольку коразмер-

ность линеала 
2 1 ,

0

n

k
k

L L




   в  конечна, то система ˆ
nx  является базисом Рисса в 

, а СКВ nx  пучка  K   образуется n-базис Рисса в . 

Рассмотрим случай конечного числа 0n  отрицательных собственных чисел 

оператора 0nH . Элементы ортонормальной системы  ( )k

ny  суть собственные 

векторы оператора H и ( )

0codim kL n , где  ( ) ( )clink k

nL y . 

Равенство (16) влечёт соотношение 

( ) ( ) 0k k

n n
n

X y


  , (17) 

и по предложенному выше критерию компактности ( ) ( )( )k k

n k k nX P T y  ; kT  ; 

kP - ортопроектор на ( )kL . 
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9. Заключительные замечания 

 
Элементарные решения некоторых нестационарных задач ищутся в виде 

( ) nt

n nX t X e  ; 1

n n   и физический смысл установленной выше локализации 

собственных чисел и корневых векторов оператора ( )A I S H   заключается в 

асимптотическом сближении амплитуд и фаз слабо возмущённых и невозму-

щённых движений. 

Согласно свойству 2 СКВ nx  компактного оператора А, содержащая бес-

конечное число присоединённых векторов, не удовлетворяет условиям  

1 20 inf ; supn n
n n

C x x C    . 

Поскольку полная СКВ nx  оператора ( )A I S H  ; ,S H  ; 

* *H H HH  образует базис Рисса и тем самым условия (1) выполнены, то при 

слабом возмущении нормального оператора H   может возникнуть не более 

конечного числа присоединённых векторов оператора А. 

Согласно М.В. Келдышу, полнота СКВ оператора ( )A I S H   в  эквива-

лентна n-кратной полноте СКВ пучка ( )K   и позволяет нахождение прибли-

жённого решения задачи Коши 

1 20 inf ; supn n
n n

C x x C    , 

1

0 1 ... 0n n n

n

dd
I T HT H T X

dt dt

 
     

 
, 

/ ( 1)

0 0,1 0, 1(0) ; (0) ;... (0)n

nx x x x x x

    

в виде линейной комбинации функций 

0

1

1
0 1( ) ...

! ( 1)! 1!

k k
t k ktx xt t

x t e x x
k k





 

    
 

. 

Здесь  0 1, ,... kx x x  ‒ цепочка КВ пучка  K  . Базисность СКВ-оператора H  

в , влекущая наличие n-кратной базисность СКВ  K   в , позволяет пред-

ставление решения в виде ряда из функций вида (4). 

Теория операторных пучков, основанная М.В. Келдышем [1, 2], усилиями 

многих авторов получила дальнейшее развитие. В этом аспекте значима работа 

М.Г. Крейна и Г. Лангера [18], в которой для исследования квадратичных пуч-

ков применена теория операторов, самосопряжённых относительно индефи-

нитного скалярного произведения    , ,x y Wx y ; *W W .  

При полных *G G ; *H H ; ,G H   в [12 ] установлена безусловная 

базисность в    СКВ  nx  W-самосопряжённого (W-CC) оператора 0,A  
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ассоциированного с пучком  Q  . Поскольку ( )J W I S   и S  , то суще-

ствует такое 0n N , что для всех 0n n  подпространства  
0

/

1
clin n n

L x


 
  и 

 
0

/

1
clin n n

L x


 
  J-дефинитны. 

При гомеоморфизмах ˆ:P L    максимальных  J-семидефинитных под-

пространств L̂  и L̂ , для которых / ˆL L  ; / ˆL L  , базисы  
0 1n n

X



 преобра-

зуются в базисы  
0 1n n

x



 подпространств /

n P L

  , которые вместе с   0

1

n

nx  и 

  0

1

n

nx  образуют базисы Рисса в . Здесь 
n nx p x 

 ; 
nx L

 . 

Подпространства   и   равномерно W-дефинитны и W-проекторы 1F  и 

2F  на них осуществляют гомеоморфизмы 1 :F L   и 2 :F L  . В силу 

( )J W I S  ; S   и J-проекторы P  и P  реализуют гомеоморфизмы 

:P L   . 

Базисы  nx  и  nx  образованы соответственно из всех СВ первого и второ-

го ряда пучка  Q   и всех его корневых линеалов с W-нейтральными СВ, отве-

чающих корневым линеалам оператора 0A  из L  и L . Замеченный в [12] факт, 

что наличие безусловного базиса в  из СКВ связанного с пучком  Q   ком-

пактного оператора 0A  вытекает именно из его самосопряжённости в простран-

стве Понтрягина, полезен при исследовании пучков, для которых возможна та-

кая структура сопряжённых с ними операторов . Например [19], таковы опе-

раторы 
1 1

0

A B A C
L

I

   
  
 

, порождённые самосопряжёнными пучками огра-

ниченных операторов, являющихся компактными возмущениями пучка 

  2

0 0 0 0L A B C      при 0A  и 0C . 

Выделение из двукратно полной в  СКВ пучка  L   минимально полной в 

 её половины, состоящей из КВ специального вида, сводится к отбору из его 

канонических цепочек  
0

jpz

jy ; 2j jp l ; j j   необходимого количества пер-

вых КВ. Выясним, как соотносится отбор, реализующийся для нормальной це-

почки по знаку 1j    в равенствах z z

j j jz y  с предложенным нами правилом 

их отбора по знаку 
1 1
,j jl l

j jy y
  

  . Например, для пучка   2L I B C     ; 

*B B ; 0c . С  L   ассоциирован оператор 
1 2

1 2

0 C
L

C B

 
  

 
 в    и 
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0 0

j j jLy y ;  0 1 2 0 0;j j j jy C y y ; 0 0

1, 1,* j j jL z z ; 0 0

2, 2,* j j jL z z ; 

 0 1 2 0 0

1, ,j j j jz C y y  ;  0 1 2 0 0

2, ,j j j jz C y y   ; jj   , а потому 0 0

1, j jz y  и 

0 0

2, j jz y . Тем самым выбор знака 
j  соответствует выбору в качестве сопря-

жённого к 0

jy  вектора 0

1, jz  или 0 0

2, 1,j jz z . Поскольку оператор L  является J -

самосопряжённым, то в качестве вектора 0

jz , самосопряжённого к 0~
jy  относи-

тельно    , ,x y Jx y , можно выбрать 0 0

j jz y  или 0 0

j jz y . 

При 0 0

j jz y  и 0 1jy   имеем 

   0 0 0 0 0 0 0 0 2, , , , 0j j j j j j j j jy z y y y y Cy y            , 

   0 0 0 0 2, ,j j j j jy z Cy y   , 

а при 0 0

j jz y  и 0 1jy   

   0 0 0 0 0 0 0 0 2, , , , 0j j j j j j j j jy z y y y y Cy y              

   0 0 0 2, ,j j j j jy z Cy y   . 

Выбору в качестве J -сопряжённого к 0

jy  самого 0

jy  (противоположного ему 

вектора 0

jy )  отвечает 0 0

j jz y  и 1j   ( 0 0

j jz y  и 1j  ).Согласно этим фор-

мулам при выборе  0 0

j jz y  0 0

j jz y   СКВ 0

jy  является J -положительным ( J -

отрицательным). 

В цепочке нечётной длины 0 0, 0j jy y    , а вектор 
1jl

jy


 является J -

дефинитным и поэтому знак 
j  в равенствах r r

j j jz y ; 
10,1, jr l  , выбирается 

по знаку 1 1,r r

j jy y    . Таким образом, знак 
j  выбирается в зависимости от ска-

лярного произведения  ,x y  или  ,x y , относительно которого рассматривает-

ся сопряжение. Для выделения специальной минимально полной в  СУВ пуч-

ка  L   существенно лишь, чтобы отвечающая им СКВ оператора L  была 

полна в максимальных J -семидефинитных подпространствах L  или L , что 

возможно только при выборе знака 
j  совпадающим для всех цепочек   1jlr

jy


 

со знаком 
1 1
,j jl l

j jy y
  

   или противоположным ему, хотя знаковая характеристи-

ка по J -сопряжению СВ J -СС оператора нам представляется более естествен-

ной. Вопросы отбора специального вида СКВ операторных пучков и базисность 

в  этих систем связаны с физическим смыслом соответствующих решений 

изучаемых задач. Например, в задачах о колебаниях волноводов СЗ и СВ пер-

вого (второго) рода отвечает незатухающая уносящая (приносящая) энергию 

волна, что согласуется с принципами излучения Зоммерфельда-Мандельштама 

[9]. 
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С задачей движения вязкой жидкости, подверженной силам поверхностного 

натяжения, ассоциируется пучок  Q I G H      с 0G ; G   и не-

ограниченным 0H   с  ker 0H  . Сужение 1H  оператора H на ортогональное 

дополнение к ker H  имеет дискретный спектр. Структура  Q   позволяет 

обосновать [5] известную гипотезу о локализации СЗ пучка  Q  . Установле-

ние более тонкого факта – конечности числа его невещественных СЗ – требует 

привлечения [5] J -СС операторов. 

Введённая в [10] знаковая характеристика нормальных цепочек применена в 

[20] для выделения полных в  половин СКВ пучка  Q  . Этот факт и без-

условная базисность в  половин СКВ, полученных в [20] значительными ана-

литическими построениями, являются следствием утверждения [12] о суще-

ствовании базисов Рисса в  СКВ операторов А и 0А  ассоциированных с пуч-

ком  Q  . Существенно, что эти операторы самосопряжены соответственно в 

пространствах Понтрягина и Крейна. При этом наличие базисов Рисса специ-

ального вида в  обеспечено гомеоморфизмами :P L   , а их существование 

следует из структуры W-метрики, являющейся слабым возмущением J -

метрики. 
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