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В.А. Балашов, Е.Б. Савенков, Применение квазигидродинамической систе-
мы уравнений для прямого моделирования течений в микрообразцах горных
пород.

Аннотация

В работе рассматривается задача определения коэффициента проницае-
мости микрообразцов горных пород по данным их микротомограммы на ос-
нове прямого гидродинамического моделирования. В качестве базовой мате-
матической модели течения используется квазигидродинамическая (КГиД)
система уравнений движения вязкого теплопроводного сжимаемого газа. Рас-
смотрено определение проницаемости образцов, как модельных пористых сред,
так и реальных, микротомограммы которых взяты из открытых источников.
Для модельных пористых сред результаты расчетов сравниваются с аналити-
ческими значениями, а для реальных — со значениями, полученными с помо-
щью метода решеточных уравнений Больцмана, и значениями из открытых
источников. Показано, что подход, основанный на КГиД уравнениях, не усту-
пает аналогам.

Ключевые слова: квазигидродинамическая система уравнений, проницае-
мость, цифровой керн
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Abstract

The paper is concerned with direct numerical modeling techniques for determin-
ation of macroscopic permeability coefficient of samples of naturally occurring
geological media using their micro-CT images. Basic mathematical model of flow
is based on quasihydrodynamic (QHD) equations of viscous heat-conducting com-
pressible gas flows. Determination of permeability coefficient of artificial and real
porous media is discussed. Publicly available micro-CT images are used. Results of
computations for artificial porous media are compared with the analytic ones, for
real porous media — with the results obtained by Lattice Boltzmann method and
results published elsewhere. It is showed that approach based on QHD equations
is highly competitive with other approaches.
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Введение

Методы математического моделирования широко используются для ана-
лиза процессов, протекающих при разработке нефтегазовых месторождений.
Одной из основных проблем при этом является определение макроскопиче-
ских фильтрационных свойств геологических сред. До недавнего времени
единственным источником таких сведений были результаты натурных и ла-
бораторных исследований.

В последние годы развивается новое направление методов вычислительно-
го эксперимента, связанное с прямым численным моделированием процессов
в поровом пространстве пород. При этом оно описывается дискретной геомет-
рической моделью, построенной на основе компьютерной микротомограммы
образца породы. В результате появляется возможность частичной замены
вычислительными экспериментами лабораторных, проводимых, в частности,
для определения проницаемости образцов пород. Одним из наиболее распро-
страненных методов, применяемых для моделирования таких течений, явля-
ется метод решеточных уравнений Больцмана [1].

В данной работе для моделирования течения в поровом пространстве ис-
пользован подход, основанный на квазигидродинамических (КГиД) уравне-
ниях [2, 3, 4]. Указанный метод основан на макроскопическом (гидродина-
мическом) описании среды, является консервативным, позволяет использо-
вать реалистичные уравнения состояния и изначально позволяет описывать
неизотермические течения. Вместе с тем, как и метод решеточных уравне-
ний Больцмана, он обладает такими удобными свойствами, как логическая
простота вычислительного алгоритма и возможность эффективного распа-
раллеливания.

КГиД система является модификацией системы уравнений Навье -Стокса,
в которую включены малые физически обоснованные слагаемые диссипатив-
ного характера. Малость этих слагаемых гарантирует, что модифицирован-
ные модели можно использовать для анализа течений, описываемых класси-
ческими моделями гидродинамики. Примеры применения КГиД системы для
расчета слабосжимаемых течений представлены в работе [5].
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1 Квазигидродинамическая система уравнений

КГиД система уравнений для описания течений вязкого теплопроводного
сжимаемого газа без учета внешних сил имеет вид [3, 4]:

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ ∇ · 𝑗𝑚 = 0, (1a)

𝜕𝜌𝑢

𝜕𝑡
+ ∇ · (𝑗𝑚 ⊗ 𝑢) + ∇𝑝 = ∇ ·Π, (1b)
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+ ∇ · 𝑞 = ∇ · (Π · 𝑢) , (1c)

где 𝜌 — плотность, 𝑢 — вектор скорости, 𝑗𝑚 — вектор плотности потока мас-
сы, 𝑝 — давление, Π — тензор вязких напряжений, 𝜀 — внутренняя энергия
единицы массы, 𝑞 — вектор плотности теплового потока. Определяющие со-
отношения для потоков консервативных величин имеют вид:

Π = ΠNS + 𝜌𝑢⊗𝑤,

𝑗𝑚 = 𝜌(𝑢−𝑤), 𝑞 = −κ∇𝑇,

где 𝑇 — температура, 𝐼 — единичный тензор, κ — коэффициент теплопро-
водности, ΠNS — классический тензор вязких напряжений Навье-Стокса.

Эти соотношения отличаются от классических присутствием в них векто-
ра 𝑤, который имеет размерность скорости и определяется выражением:

𝑤 = 𝜏

[︂
(𝑢 ·∇)𝑢 +

1

𝜌
∇𝑝

]︂
,

где 𝜏 > 0— вещественный параметр, имеющий размерность времени. Для раз-
реженных газов параметр 𝜏 может быть интерпретирован как среднее время
столкновений между молекулами газа [4]. При описании течений плотных
газов и жидкостей входящие в (1) члены с 𝜏 следует рассматривать как фи-
зически обоснованные регуляризаторы, обеспечивающие устойчивость цен-
тральных разностных аппроксимаций. Термин «физически обоснованные»
здесь отражает как способ получения КГиД системы, так и факт наличия
у нее необходимых для математических моделей гидродинамики свойств, на-
пример, справедливость балансового соотношения для энергии и выполнение
энтропийного неравенства.

При расчете используется декартова ортогональная сетка с равными ша-
гами по пространству. Для построения разностной схемы для системы урав-
нений (1) будем использовать явные разностные аппроксимации по времени
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и центральные — по пространству. Величина 𝜏 определяется в каждой рас-
четной ячейке как [3]

𝜏 =
𝜂

𝑐2𝑠𝜌
+ 𝛼* ℎ

𝑐𝑠
,

где ℎ — шаг сетки, 𝛼* > 0 — заданный безразмерный схемный параметр,
не меняющийся в ходе расчета, 𝑐𝑠 — скорость звука, 𝜂 — коэффициент дина-
мической вязкости. Далее во всех расчетах 𝛼* = 0.5.

2 Течение в трубе квадратного сечения

Рассмотрим течение вязкой несжимаемой жидкости в трубе квадратного
сечения. Пусть высота и ширина трубы 𝐿𝑥 = 𝐿𝑧 = 𝑎, длина 𝐿𝑦 = 3𝑎, где
𝑎 = 1м. Ось трубы параллельна координатной оси 𝑂𝑦, стороны параллельны
координатным плоскостям 𝑥𝑂𝑦 и 𝑦𝑂𝑧. Из системы уравнений Навье-Стокса
для определения скорости в трубе в стационарном случае имеем ([6], стр. 244):

𝜕𝑝

𝜕𝑦
= 𝜂

(︂
𝜕2𝑣𝑦

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑣𝑦

𝜕𝑧2

)︂
, 𝑣𝑦 = 𝑣𝑦(𝑥, 𝑧), 𝑝 = 𝑝(𝑦).

Решая это уравнение, получаем выражение для скорости 𝑣 = (0, 𝑣𝑦, 0),
где:

𝑣𝑦(𝑥, 𝑧) = −16𝑎2∇𝑝

𝜋4𝜂

∞∑︁
𝑘,𝑛=1;𝑜𝑑𝑑

1

𝑛𝑘(𝑛2 + 𝑘2)
sin

(︁𝜋𝑛𝑥
𝑎

)︁
sin

(︂
𝜋𝑘𝑧

𝑎

)︂
. (2)

Отсюда для объемного расхода получаем:

𝑄 = −64𝑎4∇𝑝

𝜋6𝜂

∞∑︁
𝑛,𝑘=1;𝑜𝑑𝑑

1

𝑛2𝑘2(𝑛2 + 𝑘2)
≈ −𝑎4∇𝑝

𝜂
0.035144, (3)

где ∇𝑝 = 𝜕𝑝/𝜕𝑦, и суммирование в выражениях ведется по нечетным 𝑛 и 𝑘.
Рассматривается течение совершенного вязкого теплопроводного газа со

следующими параметрами: 𝜂 = 0.1665Па · сек, κ = 0.0233 кг · м/(К · сек3),
ℛ = 296.8Дж/(кг · К). Начальные значения: 𝑝0 = 105Па, 𝜌0 = 1.251 кг/м3.
Для расчета выбрана сетка размером 19 × 57 × 19, c шагом ℎ = 1/19м.

Граничные условия:

∙ на входной границе (𝑦 = 0): 𝑣 = (0, 0.1, 0), 𝜌 = 1.251, 𝜕𝑝/𝜕𝑦 = 0;

∙ на выходной границе (𝑦 = 𝐿𝑦): 𝜕𝑣/𝜕𝑦 = 0, 𝜕𝜌/𝜕𝑦 = 0, 𝑝 = 105;
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Рис. 1: Распределение давления 𝑝 и компоненты скорости 𝑣𝑦 вдоль оси трубы
𝑥 = 𝐿𝑥/2, 𝑦 ∈ [0, 𝐿𝑦], 𝑧 = 𝐿𝑧/2.

Таблица 1

𝑧-координата pасчет формула (2)
1.5ℎ 0.06696 0.06612
3.5ℎ 0.13176 0.13107
5.5ℎ 0.17439 0.17380
7.5ℎ 0.19848 0.19795
9.5ℎ 0.20627 0.20575

∙ на остальных границах расчетной области ставятся условия прилипания:
𝑣 = 0, 𝜕𝑝/𝜕𝑛 = 0, 𝜕𝜌/𝜕𝑛 = 0, где 𝑛 — нормаль к границе.

Градиент давления ∇𝑝 = −0.4650Па/м (в области, где граничные усло-
вия на входной границе не оказывают существенного влияния на характер
течения). По формуле (3) получаем 𝑄теор = 0.0982м3/сек, в расчетах объем-
ный расход 𝑄 = 0.0992м3/сек. Относительное отклонение составляет 1%.

На рисунках 1 представлено распределение компоненты скорости 𝑣𝑦 и дав-
ления 𝑝 вдоль оси трубы. Видно, что у входной границы наблюдается «кон-
цевой» эффект, вызванный фиксацией постоянной скорости на входе. В таб-
лице 1 и на рисунке 2 представлены полученные в расчете и по формуле (2)
значения скорости вдоль прямой 𝑥 = 𝐿𝑥/2, 𝑦 = 2𝐿𝑦/3, 𝑧 ∈ [0, 𝐿𝑧].

Отметим, что еще один вариант постановки граничных условий — фик-
сация давления на входной и выходной границах области. В этом случае все
расчеты дают то же самое решение с той лишь разницей, что нет концевых
эффектов.

Заметим, что сравнение с аналитическим решением, полученным в рамках
несжимаемого приближения, является корректным, поскольку в настоящей
работе рассматривается случай слабосжимаемого течения.
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Рис. 2: Распределение скорости 𝑣𝑦, полученное в расчетах, вдоль прямой
𝑥 = 𝐿𝑥/2, 𝑦 = 2𝐿𝑦/3, 𝑧 ∈ [0, 𝐿𝑧].

3 О расчете коэффициента проницаемости

На основе приведенной системы уравнений (1) был реализован параллель-
ный программный комплекс для моделирования течений в цифровых микро-
образцах горных пород. Геометрическая модель порового пространства зада-
ется трехмерным бинарным массивом, в котором единичное значение соответ-
ствовало ячейке сетки, отнесенной к матрице породы (неактивные ячейки),
нулевое — ячейке, отнесенной к поровому пространству(активные ячейки).
Геометрические размеры ячеек определяются разрешением томографии. Рас-
чет проводится только в активных ячейках. Число расчетных ячеек опреде-
ляется пористостью образца и сеточной размерностью дискретной модели.

Поскольку микротомограмма (сегментированная) образца представляет
собой бинарный массив, состоящий из нулей и единиц, во всех расчетах ис-
пользуется декартова ортогональная расчетная сетка с равными шагами по
пространству.

На входной и выходной границах расчетной области фиксируются значе-
ния давления, а для скорости ставятся «мягкие» условия (см. ниже). На ос-
тальных границах области ставятся условия прилипания. Объемный расход
𝑄 вычисляется на основании скорости, усредненной по образцу (скорости
фильтрации) [7, 8, 9, 10]:

𝑈 =
1

|Ω|

∫︁
Ω

𝑗𝑦
𝜌
𝑑Ω, (4)

где Ω — область, занимаемая всем образцом, |Ω| — объем образца. Отметим,
что Ω включает в себя как поровое пространство, так и скелет. Для объем-
ного расхода имеем выражение 𝑄/𝐴 = 𝑈 , где 𝐴 — площадь сечения образца
плоскостью, перпендикулярной направлению течения. В дискретном случае
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выражение (4) принимает вид

𝑈 =
1

𝑁𝑥𝑁𝑦𝑁𝑧

∑︁
𝑖

(𝑗𝑦)𝑖
𝜌𝑖

, (5)

где суммирование ведется только по активным ячейкам. Коэффициент про-
ницаемости 𝑘 определяется из закона Дарси:

𝑄

𝐴
= −𝑘

𝜂
· 𝑝1 − 𝑝2

𝐿
, (6)

где 𝑝1,2 — значения давления на входной и выходной границах, 𝐿 — длина
образца вдоль исследуемого направления. Расчет проводится до тех пор, пока
значение коэффициента проницаемости не перестанет существенно меняться.

Отметим, что есть и другие подходы и методики постановки вычисли-
тельного эксперимента для расчета коэффициента проницаемости (см., на-
пример, [8]).

Отдельно отметим особенность реализации условия прилипания в расчет-
ной программе. Для учета граничных условий на границе между активной
и неактивной областью используется метод «фиктивных» ячеек. Суть его
в том, что в неактивную ячейку, граничащую с активной, копируется значе-
ние плотности и давления, а скорость записывается с обратным знаком, так
что на границе выполняется условие прилипания. Так как в разностной схеме
используется двадцатисемиточечный шаблон (девятиточечный в двумерном
случае, см. рисунок 3a), конфигурация неактивных ячеек может оказаться
«причудливой» и в некотором смысле «противоречивой». Например, на ри-
сунке 3b показан случай, когда неясно, какие значения скорости, плотности
и давления записать в неактивную ячейку, расположенную в верхнем пра-
вом углу, чтобы на всех ее гранях точно выполнялось условие прилипания.
Поскольку не хочется усложнять расчет сложной логикой постановки гранич-
ных условий, выбран самый простой путь: при расчете одной ячейки во все
неактивные ячейки шаблона копируются плотность и давление, а скорость
копируется с обратным знаком. Таким образом, для некоторых ячеек шаб-
лона граничное условие прилипания выполняется с точностью 𝑂(ℎ). На ри-
сунке 3b условно обозначена упомянутая процедура. В точках, обозначенных
«крестиками», граничные условия прилипания выполняются приближенно.

Подчеркнем, что конечной целью описанного численного эксперимента
является определение значения коэффициента проницаемости образца гор-
ной породы по микротомограмме, которая, вообще говоря, не является точ-
ной. Иными словами, истинная геометрия порового пространства не извест-
на, и поэтому постановка граничных условий прилипания с точностью 𝑂(ℎ)
для рассматриваемой задачи является удовлетворительной.

8



(i−1, j−1)

(i−1, j)

(i−1, j+1)

(i, j−1)

(i, j)

(i, j+1)

(i+1, j−1)

(i+1, j)

(i+1, j+1)

×
(i−1

2
, j−1

2
)

×
(i−1

2
, j)

×
(i−1

2
, j+1

2
)

×
(i, j−1

2
)

×
(i, j+1

2
)

×
(i+1

2
, j−1

2
)

×
(i+1

2
, j)

×
(i+1

2
, j+1

2
)

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

(a) Шаблон разностной схемы для
двумерного случая.

(b) Пример «противоречивой» кон-
фигурации ячеек в расчетном шаб-
лоне. Серым цветом помечены неак-
тивные ячейки.

Рис. 3

Как видно из описанных ниже численных экспериментов, такой подход
к реализации граничных условий не оказывает существенного влияния на зна-
чения как коэффициента проницаемости, так и гидродинамических полей.

Далее во всех расчетах используется совершенный вязкий теплопровод-
ный газ с параметрами κ = 0.0233 кг · м/(К · сек3), ℛ = 296.8Дж/(кг · К).

4 Модельная пористая среда

В этом разделе рассматриваются задачи определения проницаемости об-
разцов некоторых модельных пористых сред и проводится сравнение полу-
ченных коэффициентов проницаемости с коэффициентами, вычисленными
аналитически. При этом аналитическое решение найдено в приближении нес-
жимаемой жидкости, тогда как в настоящей работе рассматривается жид-
кость, вообще говоря, сжимаемая (1a). Сравнение является корректным, по-
скольку здесь рассматриваются условия, при которых жидкость является
слабосжимаемой [5].

4.1 Трубки квадратного сечения

Рассмотрим задачу определения коэффициента проницаемости модельной
пористой среды, состоящей из пяти параллельных трубок квадратного сече-
ния. На рисунке 4 схематично изображено сечение расчетной области плоско-
стью, параллельной плоскости 𝑧𝑂𝑥. Оси трубок параллельны оси 𝑂𝑦. Cерым
цветом обозначен скелет образца пористой среды, белым — поровое простран-
ство. Для рассматриваемого случая значение коэффициента проницаемости 𝑘
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Рис. 4: Поперечное сечение образца, модельного порового пространства, со-
стоящего из пяти одинаковых параллельных трубок квадратного сечения,
направленных вдоль оси 𝑂𝑦. Серым цветом обозначен скелет.

возможно вывести аналитически. Действительно, на основании (3) имеем:

𝑄 = −𝑚𝑎4(𝑝1 − 𝑝2)

𝐿𝜂
0.035144,

где 𝑎 — ширина стороны каждой трубки, 𝑚 = 5 — число трубок. Исполь-
зуя это соотношение и закон Дарси (6), окончательно получаем выражение
для коэффициента проницаемости:

𝑘 =
𝑚𝑎4

𝐴
0.035144 = 𝑎2𝜑 0.035144, (7)

где 𝜑 — пористость.
Расчет проводился для случая совершенного вязкого теплопроводного

газа на нескольких сетках с различным числом ячеек. Коэффициент ди-
намической вязкости газа 𝜂 = 1.665 · 10−4Па · сек. Начальные значения:
𝜌0 = 1.251 кг/м3, 𝑣0 = 0, 𝑝0 = 105Па.

Граничные условия:

∙ на входной границе: 𝜕𝑣/𝜕𝑦 = 0, 𝜌 = 1.251, 𝑝 = 105 + 1;

∙ на выходной границе: 𝜕𝑣/𝜕𝑦 = 0, 𝜕𝑣/𝜕𝑦 = 0, 𝑝 = 105;

∙ на остальных сторонах расчетной области, а также на скелете образца
ставятся условия прилипания: 𝑣 = 0, 𝜕𝜌/𝜕𝑛 = 0, 𝜕𝑝/𝑛 = 0.

Ширина, длина и высота образца: 𝐿𝑥 = 𝐿𝑦 = 𝐿𝑧 = 𝐿 = 10−3м. Длина
стороны трубки 𝑎 = 2 · 10−4м. Тогда для пористости имеем

𝜑 =
𝑚𝑎2𝐿𝑦

𝐿𝑥𝐿𝑦𝐿𝑧
=

𝑚𝑎2

𝐿2
= 0.2.
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Таблица 2

Размер сетки ℎ, 10−5м 𝑘𝑞ℎ, 10−10м2 Число ячеек на
сторону одной трубки

253 4.00 3.24014 5
503 2.00 2.92764 10
803 1.25 2.85955 16
1003 1.00 2.84339 20
2003 0.50 2.82091 40
4003 0.25 2.81399 80
— точное значение (8) 2.81152 —

Из соотношения (7) получаем 𝑘 = 2.81152·10−10 м2. В таблице 2 представлены
значения коэффициента проницаемости 𝑘𝑞ℎ, полученные в расчете на различ-
ных сетках.

4.2 Трубки круглого сечения

Теперь рассмотрим такую же модельную пористую среду, только с труб-
ками круглого сечения. Поскольку рассматривается только декартова сетка
с равными шагами по пространству, в рассматриваемом случае нельзя за-
дать геометрию расчетной области точно. Данный расчет покажет, насколько
сильно приближенная геометрия влияет на итоговое значение коэффициента
проницаемости. На рисунке 5a приведен пример истинного сечения и сечения,
используемого в расчетах.

Аналитическое выражение для коэффициента проницаемости рассматри-
ваемой пористой среды получается аналогично предыдущему случаю с той
лишь разницей, что выражение для объемного расхода при течении через
пять одинаковых трубок круглого сечения имеет вид:

𝑄 = −𝑚𝜋𝑅4

8𝜂
· 𝑝1 − 𝑝2

𝐿
,

где 𝑅 — радиус трубки. Здесь также 𝑚 = 5. Таким образом, для коэффици-
ента проницаемости справедливо:

𝑘 =
𝑚𝜋𝑅4

8𝐴
. (8)
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Таблица 3

Размер сетки ℎ, 10−5м 𝑘𝑞ℎ, 10−10м2 Число ячеек на
радиус трубки

503 2.0 2.003541 5
1003 1.0 1.956676 10
2003 0.5 1.968025 20
— точное значение 1.963495 —

(a) Пример приближения геометрии на
декартовой ортогональной сетке с рав-
ными по пространству шагами.

(b) Поровое пространство для модель-
ной пористой среды, состоящей из пяти
параллельных трубок круглого сечения.
Сетка 100 × 100 × 100.

Рис. 5

Поровое пространство показано на рисунке 5b. Параметры газа, началь-
ные и граничные условия выбраны такими же, как и в предыдущем случае.
В таблице 3 представлены расчитанные значения коэффициентов проница-
емости для образца рассматриваемой пористой среды на разных сетках, и
видно, что при мельчении шага значение 𝑘 стремится к аналитическому. Та-
ким образом, с одной стороны, наблюдается сходимость решения к точному
значению, с другой — даже в самом «грубом» случае из рассмотренных от-
носительное отклонение полученного значения 𝑘𝑞ℎ от аналитического состав-
ляет ≈ 2%, что является приемлемой погрешностью.

4.3 Наклонная трубка эллиптического сечения

Теперь рассмотрим случай одной трубки эллиптического сечения с осью,
имеющей угол 45∘ к оси 𝑂𝑦 и лежащей в плоскости 𝑧𝑂𝑦 (см. рисунок 6a).
Здесь геометрия стенок трубки аппроксимируется «хуже», чем в рассматри-
ваемых до этого случаях: стенки представляют собой «лесенку» из ячеек,
а не ровную поверхность, параллельную координатной оси, как, например,
в случае трубок квадратного сечения.
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(a) Вид «порового пространства»
в расчетной программе.

l

p∗1

p∗2

l∗

p1

p2

L

(b) Схема геометрии образца. Серым цветом
обозначен скелет, белым – поровое простран-
ство.

Рис. 6: Модельная пористая среда, состоящая из одной трубки с осью, накло-
ненной под углом 45∘ по отношению к оси 𝑂𝑦 и параллельной плоскости 𝑧𝑂𝑦.

Сечения трубки плоскостями, параллельными 𝑥𝑂𝑧, являются окружно-
стями радиуса 𝑅 = 10−4 м. Поэтому сечение плоскостью, перпендикулярной
оси трубки, является эллипсом с полуосями 𝑎 = 𝑅 и 𝑏 = 𝑅 cos(𝜋/4) = 𝑅/

√
2.

Как известно (см., например, [11], стр. 83), для течения Пуазейля в трубе
эллиптического сечения выражение для объемного расхода имеет вид:

𝑄 =
𝜋∆𝑝*

4𝜂𝑙*
· 𝑎3𝑏3

𝑎2 + 𝑏2
, (9)

где ∆𝑝* — скачок давления между плоскостями, расположенными на рассто-
янии 𝑙* друг от друга (см. рисунок 6b).

Коэффициент динамической вязкости 𝜂 = 1.665 ·10−4Па · сек. Начальные
значения: 𝜌0 = 1.251 кг/м3, 𝑣0 = 0, 𝑝0 = 105Па.

Граничные условия:

∙ на входной границе (𝑦 = 0): 𝜕𝑣/𝜕𝑦 = 0, 𝜌 = 1.251, 𝑝 = 105 + 0.1;

∙ на выходной границе (𝑦 = 𝐿𝑦): 𝜕𝑣/𝜕𝑦 = 0, 𝜕𝜌/𝜕𝑦 = 0, 𝑝 = 105;

∙ на остальных сторонах расчетной области ставятся условия прилипания.

На рисунках 8 показаны распределение модуля скорости в сечении, пер-
пендикулярном оси трубки, и изоповерхности давления, а на рисунках 7 —
распределение модуля скорости и давления в сечении 𝑥 = 𝐿𝑥/2. Расчеты
проведены на сетке 32 × 160 × 192 ячеек. Ближе к середине трубки изопо-
верхности являются плоскими. Неплоская форма около границ связана с тем,
что давление там задано на плоскостях, не перпендикулярных к оси трубки.
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Таблица 4

Размер сетки ℎ, 10−6м 𝑘𝑞ℎ, 10−11м2 𝑄𝑙*/∆𝑝*,
10−13м/(Па · сек)

𝑁𝑅

32 × 160 × 192 6.25 6.30 1.23 16
64 × 320 × 384 3.125 5.92 1.17 32

— «точное» значение 5.45 1.11 —

Получим аналитическое выражение для коэффициента проницаемости
в рассматриваемом случае. При установившемся течении несжимаемой жид-
кости в трубе объемный расход через любое сечение постоянен. Поэтому
для определения расхода в рассматриваемом случае постановки граничных
условий можно измерить перепад давления между плоскостями, располо-
женными вдали от краев (см. рисунок 6b), и воспользоваться формулой (9).
С другой стороны, расход входит в закон Дарси (6). Тогда выражение для ко-
эффициента проницаемости принимает вид:

𝑘 =
𝐿∆𝑝*

𝐴𝑙*∆𝑝
· 𝜋𝑎3𝑏3

4(𝑎2 + 𝑏2)
. (10)

Вводя обозначение 𝜏 = 𝑙/𝐿 (извилистость), получим:

𝑘 =
𝜋𝑎3𝑏3

4(𝑎2 + 𝑏2)
· 1

𝐴𝜏
· 𝛿, (11)

где 𝛿 = ∆𝑝*𝑙/(∆𝑝𝑙*). В работе [12] принимают 𝛿 = 1.
Из соотошения (9) заключаем, что отношение объемного расхода к гради-

енту давления является величиной постоянной и может быть найдено анали-
тически. В таблице 4 представлены значения𝑄𝑙*/∆𝑝*, полученные в расчетах
на различных сетках, и аналитическое значение. Также там представлены
полученные в расчете значения коэффициента проницаемости 𝑘𝑞ℎ в зависи-
мости от пространственного шага сетки ℎ. Последняя колонка соответству-
ет числу ячеек 𝑁𝑅 на радиус окружности, получающейся в сечении трубки
плоскостями, параллельными плоскости 𝑥𝑂𝑧.

На рисунке 9 показано распределение давления вдоль оси трубки, полу-
ченное при расчете на различных сетках. На нем также видно, что вдали от
входной и выходной границ давление изменяется линейно.
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(a) Модуль скорости (b) Давление

Рис. 7: Распределение модуля скорости и давления в сечении 𝑥 = 𝐿𝑥/2.

(a) Распределение модуля скорости
в сечении, перпендикулярном оси
трубки.

(b) Изоповерхности давления, полу-
чившиеся в расчете течения в на-
клонной трубе.

Рис. 8
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Рис. 9: Распределение давления вдоль оси наклонной трубки эллиптического
сечения, полученное в расчетах. ∆𝑝*/𝑙* = 7.293 · 10−4Па/м(см. рисунок 6b).
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Таблица 5

Образец Направление 𝑘𝑞ℎ 𝑘𝑝𝑙𝑏 𝑘𝑖𝑐 ∆𝑝𝑙𝑏 ∆𝑖𝑐

sandstone_9
(3003/22.2%/3.398мкм)

𝑥 3441 3413 2735 0.8% 26%
𝑦 2803 2784 2093 0.7% 34%
𝑧 2563 2533 1844 1.0% 39%

sandstone_5
(3003/21.1%/3.997мкм)

𝑥 6330 6342 4638 0.2% 36%
𝑦 6590 6602 4874 0.2% 35%
𝑧 6556 6579 4440 0.4% 47%

carbonate_1
(4003/23.3%/2.85мкм)

𝑥 1139 1155 785 1.4% 45%
𝑦 2107 2135 1469 1.3% 43%
𝑧 1363 1380 1053 1.2% 29%

5 Моделирование течений

в микрообразцах горных пород

В данном разделе представлены результаты расчетов коэффициентов про-
ницаемости реальных пористых сред. Полученные значения сравниваются
со значениями, вычисленными методом решеточных уравнений Больцмана.

Все приведенные ниже результаты расчетов соответствуют совершенному
вязкому теплопроводному газу с параметрами:

𝜂 = 1.665 · 10−5Па · сек, κ = 0.0233 кг ·м/(К · сек3), ℛ = 296.8Дж/(кг · К)
(азот 𝑁2 при нормальных условиях). В начальный момент времени газ поко-
ится: 𝑣0 = 0, 𝜌0 = 1.251 кг/м3, 𝑝0 = 105Па.

Граничные условия:

∙ на левой границе (𝑦 = 0): 𝜕𝑣/𝜕𝑦 = 0, 𝜌 = 1.251, 𝑝 = 105 + 0.1;

∙ на правой границе (𝑦 = 𝐿): 𝜕𝑣/𝜕𝑦 = 0, 𝜕𝜌/𝜕𝑦 = 0, 𝑝 = 105;

∙ на остальных сторонах расчетной области, а также на скелете образца
ставятся условия прилипания: 𝑣 = 0, 𝜕𝜌/𝜕𝑛 = 0, 𝜕𝑝/𝜕𝑛 = 0.

Для расчетов использовались свободно доступные цифровые микрообраз-
цы горных пород [13]. На рисунке 10 показаны линии тока, полученные в ре-
зультате моделирования для образца sandstone_5 вдоль направления 𝑂𝑥.

В таблице 5 представлены полученные в результате расчетов коэффици-
енты проницаемости 𝑘𝑞ℎ некоторых микрообразцов горной породы. Там же
приведены значения 𝑘𝑝𝑙𝑏 коэффициента проницаемости, полученные с исполь-
зованием свободно доступной программы Palabos (www.palabos.org), осно-
ванной на методе решеточных уравнений Больцмана и значения 𝑘𝑖𝑐 из [13].
Все значения приведены в мДарси. Также в таблице 5 представлены ∆𝑖𝑐,𝑝𝑙𝑏 —
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Рис. 10: Линии тока, полученные в расчете течения в образце sandstone_5
вдоль направления 𝑂𝑥.
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Таблица 6

степень
измельчения

сетка 𝑘𝑞ℎ, 10−12м2 𝑘𝑝𝑙𝑏, 10−12м2

×1 1003 2.97505 2.90547
×2 2003 2.36869 2.44105
×4 4003 2.18531 2.20491

относительные отклонения значений 𝑘𝑖𝑐,𝑝𝑙𝑏 от значения 𝑘𝑞ℎ. В названии мик-
рообразцов представлены значения размерности цифрового образца (число
ячеек), пористости и разрешение соответственно.

Наблюдается хорошее совпадение представленных в данной работе ре-
зультатов с опубликованными и полученными другим методом. Возможные
отличия могут быть связаны с неполным воспроизводством условий вычис-
лительного эксперимента, а также использованием в настоящей работе более
полной математической модели течения.

Теперь рассмотрим, как увеличение разрешения может влиять на значе-
ние проницаемости. Для этого «вырежем» угол размером 100×100×100 ячеек
из образца sandstone_1 (ℎ = 8.683·10−6м) и измельчим его в 2 и в 4 раза. Под-
черкнем, что при этом область течения остается неизменной, меняется лишь
разрешение, с которым описывается структура течения. Полученные значе-
ния коэффициентов проницаемости представлены в таблице 6. Уменьшение
коэффициента проницаемости с увеличением степени мельчения расчетной
сетки также наблюдается в работе [9]. Это подтверждает тот факт, что, во-
обще говоря, определение проницаемости зависит от качества разрешения
самых мелких участков порового пространства.

6 Заключение

Полученные результаты позволяют рассматривать подход, основанный
на КГиД системе уравнений, как перспективный метод построения эффек-
тивных явных алгоритмов для моделирования течений в сложных простран-
ственных областях, в частности, микротомограммах образцов горных пород.
При этом они обладают лучшими, чем подходы на основе решеточных урав-
нений Больцмана свойствами, в плане корректности, общности и полноты
описания течения.
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