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Численный расчет переноса тепла электронами в столкновительной плазме
методом конечных разностей
Предложен алгоритм численного решения кинетического уравнения для плаз-
мы с учетом столкновений в 1D2V геометрии. Нелинейный интеграл столк-
новений рассчитывается с помощью полностью консервативных разностных
схем. Самосогласованное электрическое поле вычисляется из условия элек-
тронейтральности на каждом шаге по времени. Представлены результаты
расчетов релаксации локализованного начального возмущения температуры
в столкновительной плазме в 1D2V геометрии.
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Введение

Начиная с 70-х годов прошлого века, в связи с развитием лазерной техноло-
гии и проведением первых экспериментов по лазерному термоядерному син-
тезу, все больше растет интерес к вопросу взаимодействия лазерного излу-
чения большой интенсивности с плазмой. При этом возникают значительные
градиенты температуры и плотности, что ставит под сомнение возможность
описания реальных лазерных экспериментов в рамках классической гидроди-
намики [1]. К настоящему времени накоплен целый ряд экспериментальных
данных, подтверждающих представления о нелокальном характере теплопе-
реноса в лазерной плазме и свидетельствующих о невозможности описания
теплового переноса в рамках гидродинамических моделей, приводящих, на-
пример, к значительной переоценке потока энергии [2] - [4]. В то же время
вопрос о величине теплового потока является одним из ключевых для успеш-
ного осуществления лазерного термоядерного синтеза (ЛТС), поскольку ос-
новная часть энергии падающего лазерного излучения поглощается доста-
точно далеко от области горения - вблизи критической плотности, а затем
переносится вглубь плазмы тепловым потоком электронов, от величины ко-
торого зависят темп нагрева, температура и сжатие мишени.

Таким образом, создание и развитие многомерных кинетических кодов
представляет не только самостоятельный научный интерес, но и, учитывая
стремительный прогресс в суперкомпьютерных технологиях, является необ-
ходимым условием полноценного гидро-кинетического численного моделиро-
вания сложных крупномасштабных явлений в физике плазмы. Однако и бо-
лее простые с технической точки зрения постановки задач являются весьма
полезными, поскольку именно простые модели, которые дают надежные ре-
зультаты, могут служить реперными точками для более сложных кодов. В
этом русле лежит идея данной работы.

Важной характеристикой в исследованиях, связанными с ЛТС, является
величина теплового потока, возникающего при релаксации горячего пятна. В
кинетической теории тепловой поток является моментом функции распреде-
ления 𝑓𝑒(v, 𝑡) и определяется по формуле

q =
𝑚

2

∫︁
R3

𝑑v𝑓𝑒(v, 𝑡)V
2,

здесь V = v−u𝑒 и u𝑒 - направленная скорость электронов. В случае плавно-
го градиента температуры для расчета теплового потока применима формула
Спитцера-Харма, которая после соответствующего обезразмеривания прини-



4

мает вид

q̃
𝑆𝐻

(x̃) ≃ −128

3𝜋

𝑍𝑖 + 0.24

𝑍𝑖 + 4.2

(︂
𝑇

𝑇0

)︂5
2 𝜕𝑇

𝜕x̃
.

Однако уже при достаточно малых числах Кнудсена 𝛾 ≥ 0.05 классическая
теория переноса, а вместе с ней и данная формула, начинают расходить-
ся с экспериментальными данными. В случае же резких градиентов, когда
𝛾 ≥ 0.1, применение формулы приводит вообще к ощибочным результатам:
тепловой поток превышает свое максимально возможное значение ∼ 𝑛𝑒𝑣𝑇𝑒

𝑇𝑒,
соответствующее потоку свободных электронов. Таким образом, решение ки-
нетического уравнения должно дать ответ границам применимости формулы
Спитцера - Харма.

В настоящее время есть множество кодов для численного решения неод-
нородного кинетического уравнения в 1D по пространству и 2D в скоростном
пространстве геометрии. При этом существует значительный разброс данных
в зависимости от выбранного метода расчета.

Данная работа рассматривает построение регулярного разностного мето-
да для расчета кинетического уравнения для плазмы с учетом столкновений в
1D2V геометрии. Нелинейный оператор кулоновских столкновений аппрокси-
мируется с помощью полностью консервативной разностной схемы. Анализи-
руются параметры нормировки уравнения, представлен алгоритм численного
решения кинетического уравнения, приведен в общих чертах алгоритм расче-
та самосогласованного электрического поля, которое рассчитывается в амби-
полярном приближении, исходя из условия электронейтральности на каждом
шаге по времени. Представлены первые результаты моделирования: релакса-
ция локализованного в пространстве начального возмущения температуры в
столкновительной плазме в 1D2V геометрии для одного сорта частиц. Срав-
ниваются результаты для разной степени столкновительности плазмы.

Кинетическое уравнение с интегралом
столкновений

Основным уравнением кинетической теории является нелинейное уравнение
Больцмана [14]. Для функции распределения 𝑓𝑖 частиц сорта 𝑖, зависящей от
пространственной координаты r, скорости v и времени 𝑡 ≥ 0, оно имеет вид

𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑡

+ v
𝜕𝑓𝑖
𝜕r

+
F𝑖

𝑚𝑖

𝜕𝑓𝑖
𝜕v

=
∑︁
𝑗

𝐽 [𝑓𝑖, 𝑓𝑗], (1)
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где 𝑚𝑖 - масса частиц 𝑖-ого сорта, F𝑖 - сила, действующая на частицы сорта 𝑖.
В правой части уравнения стоит оператор (интеграл) столкновений Ландау

𝐽𝑖𝑗 =
𝑚2

𝑖𝑗

𝑚2
𝑖 2𝜋𝑒4Λ𝑛

𝜕

𝜕𝑣𝛼

∫︁
R3

𝑑w𝑔
(𝑡𝑟)
𝑖𝑗 (u)

{︀
u2𝛿𝛼𝛽 − 𝑢𝛼𝑢𝛽

}︀
×

×
(︂
𝜕

𝜕𝑣𝛽
−𝑚𝑖

𝑚𝑗

𝜕

𝜕𝑤𝛽

)︂
𝑓𝑖(v)𝑓𝑗(w),

(2)

где 𝛼, 𝛽 = 1, 2, 3, 𝑚,𝑛 - масса частиц и плотность, Λ - кулоновский лога-
рифм. Индикатрисса рассеяния равна произведению относительной скорости
на сечение рассеяния 𝑔(𝑢, 𝜇) = 𝑢𝜎(𝑢, 𝜇) и

𝑔
(𝑡𝑟)
𝑖𝑗 (u) = 2𝜋

1∫︁
−1

𝑑𝜇 𝑔𝑖𝑗(u, 𝜇)(1 − 𝜇).

Столкновительный оператор для заряженных частиц (2) был впервые
получен Ландау [15], как аппроксимация интеграла столкновений Больцма-
на (1) в предположении, что средняя энергия кулоновского взаимодействия
мала по сравнению со средней кинетической энергией. Через 20 лет этот опе-
ратор был вновь выведен в форме нелинейного уравнения Фоккера - План-
ка [16], в котором коэффициенты уравнения выражаются через интегралы от
функции распределения. По ряду причин именно эта форма уравнения стала
очень популярной в численном моделировании задач управляемого термо-
ядерного синтеза, начиная с 70х годов (см., например, [17], [18] и ссылки в
них).

Мы рассматриваем одномерный по пространству азимутально симметрич-
ный случай в пространстве скоростей для функции распределения 𝑓(𝑥, 𝑣, 𝜇, 𝑡),
𝑣 = |v|, −1 ≤ 𝜇 = cos𝜗 ≤ 1.

Для анализа столкновительных процессов введем важные параметры: сред-
нюю длину электрон-ионного пробега 𝜆𝑒𝑖, тепловую скорость 𝑣𝑡ℎ и электрон-
ионную частоту столкновений 𝜈𝑒𝑖, имеющие вид

𝑣𝑡ℎ =
√︀

3𝑇/𝑚𝑒, 𝜈𝑒𝑖 =
𝑣𝑡ℎ
𝜆𝑒𝑖
.

Эти параметры дают нам возможность масштабировать время, пространство
и скорость

𝑡 ∼ 𝜈𝑒𝑖 𝑡, 𝑥 ∼ 𝑥/𝜆𝑒𝑖, 𝑣 ∼ 𝑣/𝑣𝑡ℎ.

Таким же образом мы установим масштаб для электрического поля и функ-
ции распределения

𝐸 ∼ 𝑒𝐸

𝑚𝑒𝑣𝑡ℎ𝜈𝑒𝑖
, 𝑓 ∼ 𝑓𝑒 ·

𝑣3𝑡ℎ
𝑛0
,
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𝑛0 - начальная электронная плотность.
В этих безразмерных переменных cистема уравнений (1) с уравнениями

для электрического поля примет вид

𝜕𝑓

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑥
− 𝐸

𝜕𝑓

𝜕𝑣𝑥
=

1

𝑍
𝐼𝑒𝑒 + 𝐼𝑒𝑖 ,

𝜕𝐸

𝜕𝑡
= − 𝑗𝑥(𝑥)

𝛼2
,

𝜕𝐸

𝜕𝑥
=

1 − 𝑛(𝑥)

𝛼2
,

(3)

где уравнение Максвелла - Пуассона должно быть выполнено в начальный
момент времени. Вместо уравнения Пуассона (третье уравнение в (3)) ис-
пользуется уравнение Максвелла - Ампера. Эти уравнения эквивалентны,
если уравнение Пуассона справедливо в начальный момент времени. Ионы
предполагаются неподвижными, плотность нормирована на единицу (следо-
вательно, времена расчета должны быть меньше чем 𝑡𝑖𝑖 ∼ 2000 𝑡𝑒𝑒).

Важным параметром является параметр 𝛼, который есть не что иное,
как обратный плазменный параметр, и в большинстве задач является малой
величиной: 𝛼 = 𝜈𝑒𝑖/𝜔𝑝𝑒 ≪ 1, 𝜔𝑝𝑒 - электронная плазменная частота, 𝑛 =
𝑛𝑒/𝑛0, 𝑍 - зарядовое ионное число. В данной работе мы рассматриваем случай
однозарядных ионов 𝑍 = 1.

Предельная система получается, когда параметр 𝛼 → 0 и соответствует
квазинейтральному пределу: 𝑗 → 0. Она может быть записана как

𝜕𝑓

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑥
− 𝐸

𝜕𝑓

𝜕𝑣𝑥
=

1

𝑍
𝐽𝑒𝑒 + 𝐽𝑒𝑖 ,

𝑗 = 0,
(4)

с 𝑛 = 1 в начальный момент. Когда 𝛼 → 0, уравнение Максвелла - Пуассона
вырождается в алгебраическое уравнение 𝑛 = 1 и мы не можем получить из
этого уравнения электрическое поле на столкновительных временах.

Уравнение решается в сферической системе координат. Однако для со-
кращения описания мы используем и декартову координату: 𝑣𝑥 = 𝑣 · 𝜇.

Коэффициенты в операторе столкновений, зависящие от функции рас-
пределения, мы используем в сокращенном описании, а именно через так на-
зываемые изотропные потенциалы Розенблюта, которые не зависят от угла.
Для аппроксимации уравнения конечными разностями выбирается дважды
дивергентная форма записи оператора столкновений [19, 20], которая обеспе-
чивает выполнение закона сохранения частиц и энергии в дискретном случае:

𝜕𝑡𝑓𝛼 = (1/𝑣2) 𝜕𝑣 [(1/𝑣)𝜕𝑣𝑊 (𝑓𝛼; 𝑣)] + (1/𝑣2) 𝐶(𝑓𝛼; 𝑣) 𝜕𝜇
[︀
(1 − 𝜇2)𝜕𝜇𝑓𝛼

]︀
(5)

для 0 ≤ 𝑣 <∞, 0 ≤ 𝜇 ≤ 1, 𝑡 ≥ 0; 𝛼 = 𝑒, 𝑖,
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при следующих граничных условиях для функции распределения:

lim
𝑣→∞

𝑓𝛼 → 0, 𝑓 |𝑣=0 − ограничена.

В уравнении (5) нелинейный оператор 𝑊 (𝑓𝛼; 𝑣) имеет симметричную форму

𝑊 (𝑓𝛼; 𝑣) =
∑︁
𝛽=𝑒,𝑖

∫︁ 𝑣

0

{︂
𝑚𝑒

𝑚𝛽
𝐹𝛽(𝑥) [𝑝𝛼(𝑥, 𝜇) − 𝑝𝛼(𝑣, 𝜇)] −

−𝑚𝑒

𝑚𝛼
𝑃𝛽(𝑥) [𝑓𝛼(𝑥, 𝜇) − 𝑓𝛼(𝑣, 𝜇)]

}︂
𝑥2𝑑𝑥,

и функция, на которую умножается угловой оператор рассеяния, есть сумма
моментов функций распределения электронов и ионов

𝐶(𝑓𝛼; 𝑣) =
𝑚𝑒

𝑚𝛼

1

2𝑣

∑︁
𝛽=𝑒,𝑖

[︀
𝑁𝛽(𝑣) − 𝑅𝛽(𝑣)/𝑣2 + 𝑣𝑃𝛽(𝑣)

]︀
.

Здесь

𝐹𝛼(𝑣) =

∫︁ 1

−1

𝑓𝛼(𝑣, 𝜇)𝑑𝜇 = 2

∫︁ 1

0

𝑓𝛼(𝑣, 𝜇)𝑑𝜇, 𝑁𝛼(𝑣) =

∫︁ 𝑣

0

𝐹𝛼(𝑥)𝑥2𝑑𝑥,

и

𝑝𝛼(𝑣, 𝜇) =

∫︁ ∞

𝑣

𝑓𝛼(𝑥, 𝜇)𝑥𝑑𝑥, 𝑃𝛼(𝑣) =

∫︁ 1

−1

𝑝𝛼(𝑣, 𝜇)𝑑𝜇, 𝑅𝛼(𝑣) =

∫︁ 𝑣

0

𝑃𝛼(𝑥)𝑥2𝑑𝑥.

Функция распределения нормирована на единицу

𝑛 =

∫︁ 1

−1

𝑑𝜇

∫︁ ∞

0

𝑑𝑣𝑣2𝑓𝛼(𝑣, 𝜇, 𝑡) =

∫︁ ∞

0

𝑑𝑣𝑣2𝐹𝛼(𝑣, 𝑡) = 1.

Если нет источников или стоков, то выполняется закон сохранения энергии
системы

ℰ =
∑︁
𝛼=𝑒,𝑖

𝑚𝛼

𝑚𝑒

∫︁ 1

−1

𝑑𝜇

∫︁ ∞

0

𝑑𝑣𝑣4𝑓𝛼(𝑣, 𝜇, 𝑡) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Неравновесные электронная 𝑇𝑒(𝑡) и ионная 𝑇𝑖(𝑡) температуры, выраженные
в энергетических единицах, выражаются следующим образом

𝑇𝑒(𝑡) =
1

3

∫︁ ∞

0

𝑑𝑥𝑥4𝐹𝑒(𝑥, 𝑡), 𝑇𝑖(𝑡) =
1

3

𝑚𝑖

𝑚𝑒

∫︁ ∞

0

𝑑𝑥𝑥4𝐹𝑖(𝑥, 𝑡).

Закон сохранения энергии позволяет определить равновесную температуру
𝑇𝑒𝑞 равенством

𝑇𝑒(𝑡) + 𝑇𝑖(𝑡) = 𝑇𝑒
0 + 𝑇 0

𝑖 = 2𝑇𝑒𝑞.
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Тогда единственным равновесным решением для системы есть распределение
Максвелла

𝑓𝑚𝛼 (𝑣) =
4√
𝜋

(︂
3

2

𝑚𝛼

𝑚𝑒 𝑇𝑒𝑞

)︂3/2

𝑒𝑥𝑝

(︂
−3

2

𝑚𝛼

𝑚𝑒

𝑣2

𝑇𝑒𝑞

)︂
, 𝛼 = 𝑒, 𝑖.

Это справедливо для решения полной электрон-ионной системы (в простран-
ственно однородном случае). Задача о релаксации температур является од-
ним из тестов для любой задачи столкновительной плазмы.

Решение на некотором временном интервале эволюционного нелинейного
кинетического пространственно-однородного уравнения Ландау - Фоккера -
Планка основывается на полностью консервативных разностных схемах, ко-
торые сохраняют число частиц и энергию системы. При этом вводится сле-
дующее часто применяемое упрощение. Одна компонента (функция распре-
деления) рассчитывается из кинетического уравнения, а вторая - электроны
или ионы (в зависимости от постановки физической задачи), предполагается
максвелловской. Тогда решение для максвелловской компоненты определяет-
ся формулой для обмена температур. Если основной компонентной являются
электроны, то расчет будет длительным, поскольку тогда шаг по времени на
три порядка меньше по сравенению с расчетом ионной компоненты.

Мы будем использовать явную схему расчета. Тогда кроме ограничения
на шаги сетки, обусловленных кинетическим уравнением, возникает условие
Куранта. Однако, явная схема дает ясный алгоритм вычисления амбиполяр-
ного поля, что является ее достоинством.

Расчет амбиполярного электрического поля
При решении неоднородного кинетического уравнения для расчета движения
частиц плазмы необходимо учитывать самосогласованное электромагнитное
поле. В общем случае, оно является решением системы уравнений Власова-
Максвелла, которую, как составную часть численного решения неоднородно-
го кинетического уравнения (1) - (2) методом расщепления по физическим
процессам, следует разрешать на каждом шаге по времени. В частном слу-
чае, когда магнитное поле отсутствует, для вычисления электростатического
поля применяется уравнение Пуассона. Такой подход, однако, является ма-
лоэффективным, если речь идет о задачах, где продолжительность време-
ни счета составляет от нескольких десятков до сотен характерных времен
электрон-ионных столкновений 𝜏𝑒𝑖, поскольку критерием устойчивости чис-
ленного решения уравнения Пуассона является ограничение шага по времени
M𝑡<2𝜔−1

𝑝 , а 𝜏𝑒𝑖𝜔𝑝 ≪ 1. Поэтому в некоторых работах, посвященных переносу
в плазме ЛТС (см., например, [29] - [32] ), применяется модель амбиполярного
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электрического поля, когда вместо уравнения Пуассона решается уравнение
Максвелла-Ампера. Переформулируем постановку задачи следующим обра-
зом.

Умножаем первое уравнение из системы (3) на 𝑣𝑥, интегрируем обе части
уравнения ( для сокращения описания 𝑣𝑥 = 𝑣). Используя выражение для
тока

𝑗 = −
∫︁
𝑓𝑣𝑑𝑣,

получим

−𝜕𝑗
𝜕𝑡

+
𝜕

𝜕𝑥

(︂∫︁
𝑣2𝑓𝑑𝑣

)︂
− 𝐸

∫︁
𝑣
𝜕𝑓

𝜕𝑣
=

∫︁
𝐽𝑒𝑖𝑣𝑑𝑣. (6)

Производная по времени уравнения Максвелла - Ампера в электростатиче-
ском случае приводит к

𝜕𝑗

𝜕𝑡
= −𝛼2 · 𝜕

2𝐸

𝜕𝑡2
. (7)

Используя (6), получим

𝛼2 · 𝜕
2𝐸

𝜕𝑡2
− 𝐸

∫︁
𝑣
𝜕𝑓

𝜕𝑣
= − 𝜕

𝜕𝑥

(︂∫︁
𝑣2𝑓𝑑𝑣

)︂
+

∫︁
𝐽𝑒𝑖 𝑣𝑑𝑣. (8)

Поскольку

𝐸

∫︁
𝑣
𝜕𝑓

𝜕𝑣
= −𝑛 · 𝐸,

система (3) с уравнением (8) перейдет в следующую систему

𝜕𝑓

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑥
− 𝐸

𝜕𝑓

𝜕𝑣𝑥
=

1

𝑍
𝐽𝑒𝑒 + 𝐽𝑒𝑖,

𝛼2 · 𝜕
2𝐸

𝜕𝑡2
+ 𝑛𝐸 = − 𝜕

𝜕𝑥

(︂∫︁
𝑣2𝑓𝑑𝑣

)︂
+

∫︁
𝐽𝑒𝑖𝑣𝑑𝑣,

(9)

в которой уравнение Максвелла - Пуассона должно быть выполнено в на-
чальный момент времени.

Для предельного случая 𝛼 → 0 система (9) примет вид

𝜕𝑓

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑥
− 𝐸

𝜕𝑓

𝜕𝑣𝑥
=

1

𝑍
𝐽𝑒𝑒 + 𝐽𝑒𝑖 ,

𝐸 =
1

𝑛
·
[︂
− 𝜕

𝜕𝑥

(︂∫︁
𝑣2𝑓𝑑𝑣

)︂
+

∫︁
𝐽𝑒𝑖𝑣𝑑𝑣

]︂
,

(10)

где 𝑛 = 1 и 𝑗 = 0 в начальный момент времени. Третье уравнение из систе-
мы (3) налагает условие 𝑗 = 0, когда 𝛼 = 0, которое должно выполняться в
начальный момент времени.



10

Алгоритм численного решения неоднородного
кинетического уравнения

Перейдем к описанию дискретной модели. Пусть пространство неоднородно
вдоль оси 𝑂𝑥, рассмотрим расчетную область размера 𝐿 ≫ 𝛿𝐿, где 𝛿𝐿 -
характерный масштаб неоднородности задачи. Разобьем эту область на 𝑁𝑐

ячеек и введем пространственно-временную сетку 𝜔 = 𝜔ℎ × 𝜔𝑡, где

𝜔𝑥 = {𝑋𝑙+1 = 𝑋𝑙 + ∆𝑥, 𝑙 = 0, 1, ..., 𝐿𝑚, 𝑋0 = −𝐿/2, 𝑋𝐿𝑚
= 𝐿/2},

𝜔𝑡 = {𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛+M 𝑡, 𝑛 = 0, 1, ..., 𝑡0 = 0},
𝜔𝑣 = {𝑣𝑘+1 = 𝑣𝑘 + ∆𝑣, 𝑘 = 0, 1, ..., 𝐾𝑚, 𝑣0 = 0, 𝑣𝑘𝑚 = 𝑣𝑚𝑎𝑥},
𝜔𝜇 = {𝜇𝑗+1 = 𝜇𝑗 + ∆𝜇, 𝑗 = 0, 1, ..., 𝐽, 𝜇0 = −1, 𝜇𝐽 = 1} .

Начальное распределение по скорости с заданной температурой для каж-
дой точки по 𝑥 можно выбрать либо максвелловским, либо в виде 𝛿-функции,
т.е. изотропным моноэнергетическим.

Классическая численная схема для уравнения Максвелла-Ампера в столк-
новительном режиме записывется как

𝐸𝑛+1
𝑙 = 𝐸𝑛

𝑙 − 𝑗𝑛𝑖 ∆𝑡

𝛼2
.

Устойчивость такой явной схемы зависит от параметра 𝛼. Когда этот па-
раметр стремится к нулю, это уравнение не может быть использовано для
вычисления электрического поля на новом шаге по времени. Поэтому целе-
сообразно использовать неявную схему для уравнения:

𝐸𝑛+1
𝑙 − 𝐸𝑛

𝑙

∆𝑡
= − 𝑗𝑛+1

𝑖

𝛼2
. (11)

Граничные условия по 𝑥 можно выбрать периодическими или отража-
тельными в зависимости от постановки задачи. Мы рассматриваем условие
равенства нулю функции распределения 𝑓 = 0, 𝑥 = −𝐿/2 для частиц, летя-
щих в положительном направлении, и 𝑓 = 0, 𝑥 = 𝐿/2 для частиц, летящих
в отрицательном направлении. Дискретные уравнения в граничных точках
аппроксимируются, исходя из законов сохранения.

Мы не будем подробно описывать аппроксимацию оператора электриче-
ского поля, поскольку в данной работе рассматривается численное решение
уравнения

𝜕𝑓𝑒
𝜕𝑡

+ 𝑣𝜇
𝜕𝑓𝑒
𝜕𝑥

= 𝐽𝑒𝑒(𝑓𝑒, 𝑓𝑒) .
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Однако, для более полного изложения приведем общий вид оператора

𝐸𝑓 = 𝐸
𝜕𝑓

𝜕𝑣𝑥
= 𝐸𝜇

1

𝑣2
𝜕𝜑

𝜕𝑣
+ 𝐸

1

𝑣2
𝜕𝜓

𝜕𝜇
.

Здесь использованы обозначения.

𝜑 = 𝑓 · 𝑣2, 𝜓 = 𝑣 · (1 − 𝜇2) 𝑓 .

В общем случае аппроксимация дана уравнением

𝐸𝑓 ∝
(𝐸𝑛+1𝜑𝑛)𝑙,𝑘+ 1

2 ,𝑗
− (𝐸𝑛+1𝜑𝑛)𝑙,𝑘− 1

2 ,𝑗

∆𝑣
,

где

(𝐸𝑛+1𝜑𝑛)𝑙,𝑘+ 1
2 ,𝑗

= 𝐸𝑛+1
𝑙

1

𝑣2𝑘
𝜇𝑗

(︂
𝜑𝑛𝑙,𝑘,𝑗 + 𝜑𝑛𝑙,𝑘+1,𝑗

2

)︂
− |𝐸𝑛+1

𝑙 𝜇𝑗|
(︂
𝜑𝑛𝑙,𝑘+1,𝑗 − 𝜑𝑛𝑙,𝑘,𝑗

2

)︂
.

Условия в граничных точках ставятся исходя из закона сохранения числа
частиц.

Аппроксимация адвективного члена (переноса)

𝐼𝑥 = 𝑣𝑥
𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 𝑣𝜇

𝜕𝑓

𝜕𝑥

выглядит следующим образом

𝐼𝑥𝑙,𝑘,𝑗 = 𝑣𝑘{𝜇𝑗(𝑓𝑛𝑙+1,𝑘,𝑗 − 𝑓𝑛𝑙−1,𝑘,𝑗) − |𝜇𝑗|[𝑓𝑛𝑙+1,𝑘,𝑗 − 2𝑓𝑛𝑙,𝑘,𝑗 + 𝑓𝑛𝑙−1,𝑘,𝑗]}. (12)

Аппроксимация столкновительного оператора подробно дана в [19], [20].
Тогда функция распределения на следующем шаге по времени определя-

ется
𝑓𝑙,𝑘,𝑗 = 𝑓𝑛𝑙,𝑘,𝑗 −

𝑑𝑡

2∆𝑥
𝐼𝑥𝑙,𝑘,𝑗 + 𝑑𝑡 · 𝐽𝑙,𝑘,𝑗 .

Релаксация возмущения температуры

В качестве первого шага рассмотрим уравнение для одного сорта частиц и
без учета электрического поля. Найдем численное решение релаксации ло-
кализованного начального возмущения температуры (созданного, например,
коротким лазерным импульсом) с помощью кинетического уравнения для
функции распределения электронов 𝑓𝑒:

𝜕𝑓𝑒
𝜕𝑡

+ 𝑣𝜇
𝜕𝑓𝑒
𝜕𝑥

= 𝐽𝑒𝑒(𝑓𝑒, 𝑓𝑒).
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При этом мы ввели "коэффициенты столкновительности 𝑘𝑐 и переноса 𝑘𝑡𝑟" в
уравнение:

𝜕𝑓𝑒
𝜕𝑡

+ 𝑘𝑡𝑟𝑣𝜇
𝜕𝑓𝑒
𝜕𝑥

= 𝑘𝑐 𝐽𝑒𝑒(𝑓𝑒, 𝑓𝑒),

для наглядности взаимодействия двух операторов. В начальный момент вре-
мени электроны имеют максвелловское распределение по скоростям, локали-
зованное в точке 𝑥 = 0, 𝑣 = 1 с профилем температуры гауссова вида

𝑓(𝑥, 𝑣, 𝜇, 𝑡)|𝑡=0 =: 𝑒−50𝑥2 · 𝑒−10 (𝑣−1)2 для 𝜇 ∈ [−1, 1] .

То есть, в начальный момент времени ток равен нулю, поскольку функция
одинакова для всех 𝜇 - изотропна по углам.

Ниже представлены графики релаксации функции распределения, тока и
энергии. На рис. 1 - рис. 3 приведены графики функции распределения для
пространственно однородного случая. На рис. 1 зависимость функции от ско-
рости представлена в момент времени 𝑡 = 0.5 для трех значений 𝜇. В тепло-
вой области максвелловское распределение устанавливается за время порядка
единицы, однако для установления распределения в высокоэнергетичной и,
следовательно, менее столкновительной области требуется значительно боль-
шее время. На рис. 2 зависимость функции распределения от скорости в ло-
гарифмическом масштабе наглядно передает характер высокоэнергетической
области при 𝑡 = 1 и 𝑡 = 10. Из рисунка можно оценить период времени необ-
ходимый для формирования горячих хвостов распределения. Рис. 3 дает вид
функции распределения для тех же моментов времени 𝑡 = 1 и 𝑡 = 10 в двух
масштабах - линейном и логарифмическом. Отметим, что ко времени 𝑡 = 1
функция распределения становится практически изотропной.

рис. 1
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рис. 2

рис. 3

Далее представлены графики (рис. 4 - рис. 6) начального распределения
в различных видах (трехмерном и контурном) и различных координатах для
пространственной задачи (от 𝜇 зависимости нет).
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рис. 4

рис. 5
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рис. 6

Графики пространственно-временной зависимости температуры (средней
энергии) в направлении 𝑥: 𝑇𝑥 =

∫︀
𝑑𝑣𝑣2𝑣2𝑥 (рис. 7 - рис. 10) приведены для

различных моментов времени и для различной степени столкновительности
(соотношение коэффициентов 𝑘𝑐, 𝑘𝑡𝑟 в кинетическом уравнении).

рис. 7
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рис. 8

Характер "параллельной" пространству температуры 𝑇𝑥 имеет вид бе-
гущей волны, профиль которой релаксирует и размывается под действием
столкновений, то есть кулоновской диффузии (рис. 9, рис. 10).

рис. 9
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рис. 10

Зависимость распределения тока по пространству в разные моменты вре-
мени и для разных коэффициентов 𝑘𝑐, 𝑘𝑡𝑟 представлена ниже на рис. 11 и
рис. 12. В начальный момент времени тока нет, затем он нарастает в области
локализации распределения и далее размывается, уменьшаясь по абсолютной
величине. Суммарный (интегральный) ток по пространству равен нулю.

рис. 11
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рис. 12

Функция распределения в момент времени 𝑡 = 5 представлена в виде кон-
турного рисунка 13 для трех значений 𝜇 = −1, 0, 1 и трехмерного рисунка 14
для 𝜇 = −1,−0.5, 0, 0.5, 1.

рис. 13
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рис. 14

Заключение

В данной работе мы представили общую схему расчета релаксации горяче-
го пятна в слабостолкновительной плазме в одномерном по пространству
и двумерном по пространству скоростей. Для численного решения выбран
конечно-разностный подход. Решение кинетического уравнения с нелиней-
ным оператором столкновений Ландау - Фоккера - Планка основано на пол-
ностью консервативных разностных схемах. Задача рассматривается для вре-
мен значительно превышающих столкновительные времена. В этих условиях
для электростатического случая электрическое самосогласованное поле учи-
тывается из условия квазинейтральности плазмы. Приведена основная идея
учета полевого члена в разностной модели. Приведены примеры расчета ре-
лаксации распределения, в начальный момент локализованного как по про-
странству, так и по скорости. Анализ взаимного влияния на характер реше-
ния столкновительного оператора и оператора переноса явно учитывается с
помощью весовых коэффициентов 𝑘𝑐, 𝑘𝑡𝑟, введенных в кинетическое уравне-
ние. В последующих работах предполагается включить в алгоритм расчета
ионы и самосогласованное поле. В частности, предполагается сравнить ре-
зультаты расчета теплового потока с формулой Спицера - Харма.
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