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Аннотация

В работе представлены результаты численного исследования ряда дву-
мерных двухфазных изотермических задач. В качестве математической моде-
ли используется ранее предложенная модификация квазигидродинамической
системы уравнений для описания течений многофазной многокомпонентной
жидкости с учетом поверхностных эффектов. Результаты расчетов показы-
вают, что рассматриваемая модель качественно верно описывает характер
эволюции межфазной границы.
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Abstract

The numerical simulation results of several two-dimensional two-phase iso-
thermal flows are presented in the paper. The mathematical model is based on
earlier proposed modification of quasi-hydrodynamical equations for description
of multicomponent multiphase model with surface effects. Simulation results show
that description of interphase boundary evolution by aforementioned model is quali-
tatively correct.
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1 Введение

Система квазигидродинамических (КГиД) уравнений является модифи-
кацией системы уравнений Навье–Стокса, в которую включены малые физи-
чески обоснованные слагаемые диссипативного характера [1, 2]. Их малость
гарантирует, что модифицированные модели можно использовать для анали-
за течений, описываемых классическими моделями гидродинамики.

В работе авторов [3] предложен вариант КГиД уравнений для описания
многофазных многокомпонентных течений с учетом поверхностных эффек-
тов. Предложенная модель является моделью типа «диффузной границы».

Среди множества используемых в настоящее время вычислительных под-
ходов для моделирования движения многофазной жидкости с прямым разре-
шением контактных границ известно два подхода для физико-математической
формализации описания процессов, происходящих на границе раздела жид-
костей (например, двух фаз с одним компонентным составом, но в разных
агрегатных состояниях). Эти подходы носят названия моделей «четкой гра-
ницы» («sharp interface») и «диффузной границы» («diffuse interface»). В рам-
ках каждого из подходов в настоящее время предложен целый ряд моделей
для описания течений многофазной жидкости, которые отличаются от других
моделей своего класса скорее техническими деталями: конкретным видом тех
или иных определяющих соотношений, техническими особенностями способа
описания границы раздела фаз и т.д.

Модель «четкой границы» предполагает, что граница раздела фаз явля-
ется математической поверхностью (геометрическим объектом нулевой «тол-
щины»). Значения описывающих течение параметров, отнесенных к различ-
ным сторонам границы раздела (рис. 1a), могут иметь разрыв и связаны
между собой дополнительными условиями.

Модели типа «диффузной границы» предполагают, что фазы разделе-
ны тонким слоем конечной ширины, в пределах которого действуют силы
межфазного взаимодействия, определяющие динамику контактной границы
(рис. 1b). Ширина «границы» определяется действующими в жидкости си-
лами межмолекулярного притяжения и отталкивания.

Отметим, что для многих моделей типа «диффузной границы» показано,
что в пределе исчезающе малой толщины переходного слоя они вырождаются
в классические модели «четкой границы».

При использовании моделей «четкой границы» в ряде вычислительных
алгоритмов «размазывание» границы между фазами также происходит, од-
нако является лишь удобным вычислительным приемом или дефектом раз-
ностной схемы, связанным с ее диссипативными свойствами. В моделях типа
«диффузной границы» конечная ширина границы является физическим, а не
численным эффектом.
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(a) «четкая граница» (b) «диффузная граница»

Рис. 1. Представление межфазной границы в моделях «четкой границы» и
«диффузной границы». Параметр 𝜙(𝑥) описывает, например, концентрацию
одной из фаз в пространстве.

Для описания распределения фаз в моделях типа «диффузной границы»
используется вспомогательное поле, которое называют «фазовым полем» или
«параметром порядка». Это поле может иметь физический смысл или описы-
вать распределение некоторого формального признака, описывающего «мик-
роструктуру» среды в заданной точке пространства и времени.

Например, в случае описания однокомпонентной жидкости с фазовыми
переходами («жидкость–пар») в качестве параметра порядка может высту-
пать плотность среды, а для двухкомпонентных неcмешивающихся двухфаз-
ных сред (например, смесь «вода–масло») — объемная или массовая концен-
трация одной из фаз.

Для создания математической модели, описывающей подобные процессы,
в работе [3] использован подход, предложенный в работах [4—6]. Он основан
на том соображении, что фундаментальные физические законы, определя-
ющие эволюцию энергии жидкости, должны учитывать работу, связанную
с каждым кинематическим процессом (который в рассматриваемом случае
связан с изменением параметра порядка). Таким образом, в рамках изложен-
ной в работах [4—6] теории, весьма правдоподобно наличие некоторых «мик-
росил», работа которых сопровождает изменения параметра порядка (по су-
ти, микроструктуры среды).

Более детально формализм математических моделей с использованием
концепции микросил и микронапряжений и его приложения для построе-
ния математических моделей в различных областях физики описаны в ра-
ботах [4—8].

В предыдущей работе авторов [3] указанный формализм был применен
для построения математической модели течения многокомпонентной много-
фазной жидкости в рамках квазигидродинамического подхода.

В настоящей работе представлены результаты расчетов ряда задач с ис-
пользованием частного случая предложенной в [3] модели. Целью моделиро-
вания являлась проверка способности предложенной модели описывать ряд
особенностей, специфичных для течений многофазных жидкостей с учетом
поверхностных эффектов.
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2 Математическая модель

В настоящем разделе приведены основные уравнения используемой мате-
матической модели. Детальный вывод этих уравнений представлен в [3].

Будем считать, что жидкость состоит из 𝑁 компонентов, причем в про-
извольном физически бесконечно малом объеме могут присутствовать все
из них. Пусть в объеме пространства 𝑑𝑉 содержится жидкость массы 𝑑𝑚,
и отдельные компоненты занимают объем 𝑑𝑉𝛼 и имеют массу 𝑑𝑚𝛼, 𝛼 = 1, 𝑁 :

𝑑𝑚 =
𝑁∑︁
𝛼=1

𝑑𝑚𝛼.

Плотность жидкости и («натуральную») плотность составляющих ее ком-
понентов определим как:

𝜌 =
𝑑𝑚

𝑑𝑉
, 𝜌𝛼 =

𝑑𝑚𝛼

𝑑𝑉𝛼
, 𝛼 = 1, 𝑁,

при этом выполняется соотношение:

𝜌𝑑𝑉 =
𝑁∑︁
𝛼=1

𝜌𝛼𝑑𝑉𝛼.

Введем также плотность компонента, отнесенную к объему 𝑑𝑉 жидкости
в целом:

𝜌𝛼 =
𝑑𝑚𝛼

𝑑𝑉
=

𝑑𝑚𝛼

𝑑𝑉𝛼
· 𝑑𝑉𝛼
𝑑𝑉

.

Тогда

𝜌 =
𝑁∑︁
𝛼=1

𝜌𝛼, 𝜌𝛼 = 𝜌𝛼
𝑑𝑉𝛼
𝑑𝑉

.

Величину 𝐶𝛼 = 𝜌𝛼/𝜌 будем называть массовой концентрацией (массовой до-

лей) компонента 𝛼. Тогда 𝜌𝛼 = 𝐶𝛼𝜌 и
𝑁∑︀
𝑖=1

𝐶𝛼 = 1.

Законы сохранения массы, импульса и энергии для течения многокомпо-
нентной многофазной вязкой теплопроводной сжимаемой жидкости имеют
следующий вид [3]:

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ div 𝑗𝑚 = 0,

𝜕𝜌𝐶𝛼

𝜕𝑡
+ div (𝑗𝑚𝐶𝛼) = div (𝑀∇𝜇𝛼) , 𝛼 = 1, 𝑁 − 1.
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𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑡
+ div (𝑗𝑚 ⊗ 𝑢) = div𝑃 + 𝜌𝑓 ,

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝐸) + div (𝑗𝑚𝐸) =

= 𝑗𝑚 · 𝑓 + div𝑎− div 𝑞 + 𝜌𝑟 +

[︂
div

(︂
𝑑𝜌

𝑑𝑡
𝜆∇𝜌

)︂
+

𝑑𝜌

𝑑𝑡
𝛾

]︂
+

+
𝑁−1∑︁
𝛼=1

[︂
𝜇𝛼𝑚𝛼 + div (𝜇𝛼𝑀𝛼∇𝜇𝛼) + div

(︂
𝑑𝐶𝛼

𝑑𝑡
𝜆𝛼𝜌∇𝐶𝛼

)︂
+

𝑑𝐶𝛼

𝑑𝑡
𝛾𝛼

]︂
,

где 𝐸 = 𝜀 + 𝑢2/2 — массовая плотность полной энергии, 𝜀 — массовая плот-
ность внутренней энергии, 𝑢 — вектор скорости, 𝑓 — вектор массовой плотно-
сти внешних сил, 𝑞 — вектор плотности потока тепла, 𝑟 — массовая плотность
внешних источников энергии, 𝛾𝛼, 𝛾, 𝜆𝛼, 𝜆 — внешние микросилы и соответ-
ствующие коэффициенты [3, 4, 7].

Выписанные выше уравнения необходимо дополнить определяющими со-
отношениями, которые приведены ниже.

Свободная энергия Гельмгольца

Ψ(𝜌,∇𝜌, 𝐶𝛼,∇𝐶𝛼, 𝑇 ) = Ψ0(𝜌, 𝐶𝛼, 𝑇 ) +
𝜆

2𝜌
|∇𝜌|2 +

𝑁−1∑︁
𝛼=1

𝜆𝛼
2
|∇𝐶𝛼|2, (1)

где 𝜆 = 𝜆(𝐶𝛼) > 0, 𝜆𝛼 = const > 0.
«Локальная часть» Ψ0 может быть представлена в виде

Ψ0(𝜌, 𝐶𝛼, 𝑇 ) = Ψ𝑠𝑒𝑝(𝐶𝛼, 𝑇 ) +
𝑁∑︁
𝑖=1

𝐶𝑖Ψ𝑖(𝜌, 𝑇 ).

Во многих работах [9—11] используется полиномиальное выражение для «раз-
деляющей» части Ψ𝑠𝑒𝑝. Например, для случая 𝑁 = 2:

Ψ𝑠𝑒𝑝 = 𝐴𝜓𝐶
2
1𝐶

2
2 = 𝐴𝜓𝐶

2(1 − 𝐶)2. (2)

Из рисунка 2 явно видно, что Ψ𝑠𝑒𝑝 имеет два локальных минимума в точ-
ках 𝐶 = 0 и 𝐶 = 1, и один локальный максимум при 𝐶 = 1/2. Поскольку
свободная энергия Гельмгольца убывает по мере приближения системы к со-
стоянию равновесия, то положение является 𝐶 = 1/2 неустойчивым, а 𝐶 = 0
и 𝐶 = 1 — устойчивыми.
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0 1/2 1 C

Ψsep

Рис. 2. Вид свободной энергии разделения Ψ𝑠𝑒𝑝 как функции концентрации.

Для 𝑁 > 3 можно положить [12]:

Ψ𝑠𝑒𝑝 =
∑︁
𝛽<𝛼

𝐴𝛼,𝛽
𝜓 𝐶2

𝛼𝐶
2
𝛽 +

𝑁∑︁
𝛼=1

𝑙𝛼(𝑇 )𝐶2
𝛼(3 − 2𝐶𝛼),

где 𝐴𝛼,𝛽
𝜓 — некоторые положительные константы, а 𝑙𝛼(𝑇 ) — линейные функ-

ции температуры. Другие примеры задания вида свободной энергии можно
найти, например, в работах [7, 9, 10, 12, 13].

Плотность потока массы

𝑗𝑚 = 𝜌(𝑢−𝑤).

Для вектора 𝑤 может быть выбрано, по крайней мере, два определяющих
соотношения [3]:

𝑤1 =
𝜏

𝜌

[︃
𝜌(𝑢 ·∇)𝑢− 𝜌𝑓 + ∇𝑝−∇

(︂
𝜆

2
|∇𝜌|2

)︂
−

−∇(𝜌 div (𝜆∇𝜌)) + div𝑄−∇(𝜌𝛾) −∇(𝜁 div(𝑢−𝑤1))

]︃
, (3)

𝑤2 =
𝜏

𝜌

[︃
𝜌(𝑢 ·∇)𝑢− 𝜌𝑓 + ∇𝑝−∇

(︂
𝜆

2
|∇𝜌|2

)︂
−

−∇(𝜌 div (𝜆∇𝜌)) + div𝑄−∇(𝜌𝛾) + ∇(𝜁 div𝑢)

]︃
. (4)
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В случае (3) вектор 𝑤1 задан «неявно», тогда как в случае (4) вектор 𝑤2

может быть вычислен явно как функция от параметров задачи. Соответ-
ственно для вектора 𝑎 имеем:

𝑎1 = 𝑃 𝑑 · 𝑢− 𝑝(𝑢−𝑤1) + 𝜌𝑢(𝑢 ·𝑤1) + 𝑄𝑑 ·𝑤1 +

+ (𝑢−𝑤1)

[︂
𝜌 div (𝜆∇𝜌) +

𝜆

2
|∇𝜌|2 − 1

3
tr𝑄 + 𝜌𝛾 + 𝜁 div (𝑢−𝑤1)

]︂
,

𝑎2 = 𝑃 𝑑 · 𝑢− 𝑝(𝑢−𝑤2) + 𝜌𝑢(𝑢 ·𝑤2) + 𝑄𝑑 ·𝑤2 − 𝜁𝑢 div𝑤2 + 2𝜁𝑤2 div𝑢 +

+ (𝑢−𝑤2)

[︂
𝜌 div (𝜆∇𝜌) +

𝜆

2
|∇𝜌|2 − 1

3
tr𝑄 + 𝜌𝛾 + 𝜁 div𝑢

]︂
.

При условии 𝜁 = 0 оба замыкания совпадают: 𝑤1 ≡ 𝑤2, 𝑎1 ≡ 𝑎2.

Тензоры 𝑃 и 𝑄
Выражения для тензора 𝑄, учитывающего поверхностные эффекты, его де-
виатора и шаровой части имеют вид:

𝑄 = 𝜆∇𝜌⊗∇𝜌 + 𝜌

𝑁−1∑︁
𝛼=1

𝜆𝛼∇𝐶𝛼 ⊗∇𝐶𝛼,

𝑄𝑑 = 𝑄− 1

3
(tr𝑄)𝐼,

1

3
tr𝑄 = 𝜆|∇|2 + 𝜌

𝑁−1∑︁
𝛼

𝜆𝛼|∇𝐶|2.

Выражения для тензора напряжений 𝑃 и его девиатора:

𝑃 = 𝜂
[︀
∇⊗ 𝑢 + (∇⊗ 𝑢)𝑇

]︀
− 𝜂

2

3
𝐼 div𝑢− 𝑝𝐼 +

+

(︂
𝜌 div (𝜆∇𝜌) +

𝜆

2
|∇𝜌|2

)︂
𝐼 −𝑄 + 𝜌𝑢⊗𝑤, (5)

𝑃 𝑑 = 𝜂[(∇⊗ 𝑢) + (∇⊗ 𝑢)𝑇 ] − 𝜂
2

3
(div𝑢) 𝐼 −𝑄𝑑.

Здесь 𝜂 — динамическая вязкость, 𝑝 — термодинамическое давление:

𝑝 = 𝜌2
𝜕Ψ0

𝜕𝜌
= 𝜌2

𝑁∑︁
𝑖=1

𝐶𝑖
𝜕Ψ𝑖

𝜕𝜌
.

Обобщенный химический потенциал

𝜇𝛼 =
𝜕Ψ0

𝜕𝐶𝛼
− 1

𝜌
div (𝜆𝛼𝜌∇𝐶𝛼) +

1

2𝜌

𝜕𝜆

𝜕𝐶𝛼
|∇𝜌|2 − 𝛾𝛼

𝜌
+ 𝐵𝛼

1

𝜌

𝑑𝐶𝛼

𝑑𝑡
. (6)

Для коэффициента подвижности примем 𝑀 = 𝑀0𝐶(1 − 𝐶) (degenerate
mobility). Здесь 𝑀0 > 0 — константа. Такое задание значительно уменьшает
диффузию вне межфазной границы.
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3 Двухфазная изотермическая модель

В настоящем разделе приведен более простой вариант описанной выше
модели, который в дальнейшем использован для численного исследования.

А именно, будем рассматривать пространственно-двумерный случай, и бу-
дем считать, что присутствует всего два компонента 𝑁 = 2, течение изотер-
мическое, массовые силы и объемная вязкость отсутствуют: 𝑓 = 0, 𝜁 = 0.
Коэффициент 𝜆1 считаем постоянным. Положим 𝜆 = 0, 𝛾𝛼 = 0, 𝛾 = 0,𝐵𝛼 = 0.

Расчетная область имеет форму квадрата, на границах которого заданы
периодические граничные условия.

Положим Ψ1(𝜌) = Ψ2(𝜌) = 𝑐2𝑠 ln(𝜌/𝜌0), где 𝑐𝑠 — постоянная скорость звука,
𝜌0 — некоторая постоянная отcчетная плотность.

Для энергии Ψ𝑠𝑒𝑝 выберем выражение (2). Тогда

Ψ0 = 𝐶Ψ1(𝜌) + (1 − 𝐶)Ψ2(𝜌) + 𝐴𝜓𝐶
2(1 − 𝐶)2, (7)

𝜕Ψ0

𝜕𝐶
= 2𝐴𝜓𝐶(1 − 𝐶)(1 − 2𝐶), (8)

так как в рассматриваемом случае имеем Ψ1(𝜌) − Ψ2(𝜌) = 0.
Обобщенный химический потенциал принимает вид

𝜇 = 2𝐴𝜓𝐶(1 − 𝐶)(1 − 2𝐶) − 𝜆1

𝜌
div (𝜌∇𝐶) .

Уравнения для двумерного случая в декартовой ортогональной системе
координат имеют вид:

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+

𝜕𝑗𝑚𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑗𝑚𝑦
𝜕𝑦

= 0, (9a)

𝜕𝜌𝑢𝑥
𝜕𝑡

+
𝜕𝑗𝑚𝑥𝑢𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑗𝑚𝑦𝑢𝑥
𝜕𝑦

=
𝜕𝑃𝑥𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑃𝑦𝑥
𝜕𝑦

, (9b)

𝜕𝜌𝑢𝑦
𝜕𝑡

+
𝜕𝑗𝑚𝑥𝑢𝑦
𝜕𝑥

+
𝜕𝑗𝑚𝑦𝑢𝑦
𝜕𝑦

=
𝜕𝑃𝑥𝑦
𝜕𝑥

+
𝜕𝑃𝑥𝑦
𝜕𝑦

, (9c)

𝜕𝜌𝐶

𝜕𝑡
+

𝜕𝑗𝑚𝑥𝐶

𝜕𝑥
+

𝜕𝑗𝑚𝑦𝐶

𝜕𝑦
=

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑀

𝜕𝜇

𝜕𝑥

)︂
+

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝑀

𝜕𝜇

𝜕𝑦

)︂
. (9d)

9



Компоненты тензора напряжений:

𝑃𝑥𝑥 = 2𝜂
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

− 2𝜂

3

(︂
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

)︂
− 𝑝−𝑄𝑥𝑥 + 𝜌𝑢𝑥𝑤𝑥, (10a)

𝑃𝑥𝑦 = 𝜂

(︂
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑥

)︂
−𝑄𝑥𝑦 + 𝜌𝑢𝑥𝑤𝑦, (10b)

𝑃𝑦𝑥 = 𝜂

(︂
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑦

)︂
−𝑄𝑦𝑥 + 𝜌𝑢𝑦𝑤𝑥, (10c)

𝑃𝑦𝑦 = 2𝜂
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

− 2𝜂

3

(︂
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

)︂
− 𝑝−𝑄𝑦𝑦 + 𝜌𝑢𝑦𝑤𝑦. (10d)

Компоненты вектора 𝑤:

𝑤𝑥 =
𝜏

𝜌

(︂
𝜌𝑢𝑥

𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+ 𝜌𝑢𝑦
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝑝

𝜕𝑥
+

𝜕𝑄𝑥𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑄𝑦𝑥

𝜕𝑦

)︂
, (11a)

𝑤𝑦 =
𝜏

𝜌

(︂
𝜌𝑢𝑥

𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑥

+ 𝜌𝑢𝑦
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

+
𝜕𝑝

𝜕𝑦
+

𝜕𝑄𝑥𝑦

𝜕𝑥
+

𝜕𝑄𝑦𝑦

𝜕𝑦

)︂
. (11b)

Компоненты тензора 𝑄:

𝑄𝑥𝑥 = 𝜌𝜆1

(︂
𝜕𝐶

𝜕𝑥

)︂2

, (12a)

𝑄𝑦𝑥 = 𝑄𝑥𝑦 = 𝜌𝜆1
𝜕𝐶

𝜕𝑦

𝜕𝐶

𝜕𝑥
, (12b)

𝑄𝑦𝑦 = 𝜌𝜆1

(︂
𝜕𝐶

𝜕𝑦

)︂2

. (12c)

Обобщенный химический потенциал:

𝜇 = 2𝐴𝜓𝐶(1 − 𝐶)(1 − 2𝐶) − 𝜆1

𝜌

[︂
𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝜌
𝜕𝐶

𝜕𝑥

)︂
+

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝜌
𝜕𝐶

𝜕𝑦

)︂]︂
. (13)

3.1 Разностная схема

Для аппроксимации по времени системы уравнений (9) использована яв-
ная схема по времени с первым порядком точности. Производные по про-
странству аппроксимированы центральными разностями.

Расчетная сетка является декартовой ортогональной с равными шагами
по пространству ℎ𝑥 = ℎ𝑦 = ℎ. Шаг по времени — ∆𝑡. Во всех приведен-
ных ниже расчетах 𝜏 = 𝛼*ℎ/𝑐𝑠. Устойчивость используемых аппроксимаций
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Рис. 3. Ячейки и узлы расчетной сетки.

обеспечивается дополнительными физически обоснованными квазигидроди-
намическими добавками, пропорциональными 𝜏 .

Расчетный узел с целыми индексами (𝑖, 𝑗) соответствует геометрическому
центру ячейки разностной сетки. Координаты геометрического центра ячей-
ки с номером (𝑖, 𝑗) имеют вид: (𝑥𝑖, 𝑦𝑗) = (𝑖ℎ, 𝑗ℎ). Узел с одним полуцелым
индексом соответствует грани ячейки, а с двумя — углу (см. рисунок 3).
Неизвестные величины отнесены к центрам ячеек.

Для краткости введем обозначения для пространственных производных
в узле с индексами (𝑖, 𝑗):

𝐷ℎ
𝑥(𝜉)𝑖,𝑗 =

(𝜉)𝑖+ 1
2 ,𝑗

− (𝜉)𝑖− 1
2 ,𝑗

ℎ
, 𝐷ℎ

𝑦 (𝜉)𝑖,𝑗 =
(𝜉)𝑖,𝑗+ 1

2
− (𝜉)𝑖,𝑗− 1

2

ℎ
.

Также обозначим ̂︀𝜉𝑖,𝑗 = 𝜉𝑛+1
𝑖,𝑗 , 𝜉𝑖,𝑗 = 𝜉𝑛𝑖,𝑗. Всюду нижние индексы соответ-

ствуют узлам по пространству, а верхние — временным слоям.
Значение переменной 𝜉 ∈ {𝜌, 𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑝, 𝐶} в полуцелых узлах вычисляется

по формулам:

𝜉𝑖± 1
2 ,𝑗

=
1

2
(𝜉𝑖±1,𝑗 + 𝜉𝑖,𝑗), (14a)

𝜉𝑖,𝑗± 1
2

=
1

2
(𝜉𝑖,𝑗±1 + 𝜉𝑖,𝑗), (14b)

𝜉𝑖± 1
2 ,𝑗± 1

2
=

1

4
(𝜉𝑖±1,𝑗±1 + 𝜉𝑖±1,𝑗 + 𝜉𝑖,𝑗±1 + 𝜉𝑖,𝑗). (14c)

Значение некоторой функции 𝑓 от переменной 𝜉 в узле (𝑖, 𝑗), в том числе
и в полуцелых точках, вычисляется как: 𝑓𝑖,𝑗(𝜉) = 𝑓(𝜉𝑖,𝑗).
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В приведенных ниже разностных соотношениях индексы 𝑖, 𝑗 могут прини-
мать только целые значения. В результате разностная аппроксимация урав-
нений (9)–(13) примет вид:

̂︀𝜌𝑖,𝑗 − 𝜌𝑖,𝑗
∆𝑡

+ 𝐷ℎ
𝑥(𝑗𝑚𝑥)𝑖,𝑗 + 𝐷ℎ

𝑦 (𝑗𝑚𝑦)𝑖,𝑗 = 0, (15a)

(̂𝜌𝑢𝑥)𝑖,𝑗 − (𝜌𝑢𝑥)𝑖,𝑗

∆𝑡
+ 𝐷ℎ

𝑥(𝑗𝑚𝑥𝑢𝑥)𝑖,𝑗 + 𝐷ℎ
𝑦 (𝑗𝑚𝑦𝑢𝑥)𝑖,𝑗 =

= 𝐷ℎ
𝑥(𝑃𝑥𝑥)𝑖,𝑗 + 𝐷ℎ

𝑦 (𝑃𝑦𝑥)𝑖,𝑗, (15b)

(̂𝜌𝑢𝑦)𝑖,𝑗 − (𝜌𝑢𝑦)𝑖,𝑗

∆𝑡
+ 𝐷ℎ

𝑥(𝑗𝑚𝑥𝑢𝑦)𝑖,𝑗 + 𝐷ℎ
𝑦 (𝑗𝑚𝑦𝑢𝑦)𝑖,𝑗 =

= 𝐷ℎ
𝑥(𝑃𝑥𝑦)𝑖,𝑗 + 𝐷ℎ

𝑦 (𝑃𝑦𝑦)𝑖,𝑗, (15c)

(̂𝜌𝐶)𝑖,𝑗 − (𝜌𝐶)𝑖,𝑗

∆𝑡
+ 𝐷ℎ

𝑥(𝑗𝑚𝑥𝐶)𝑖,𝑗 + 𝐷ℎ
𝑦 (𝑗𝑚𝑦𝐶)𝑖,𝑗 =

=
1

ℎ

[︂
𝑀𝑖+ 1

2 ,𝑗

(︂
𝜇𝑖+1,𝑗 − 𝜇𝑖,𝑗

ℎ

)︂
−𝑀𝑖− 1

2 ,𝑗

(︂
𝜇𝑖,𝑗 − 𝜇𝑖−1,𝑗

ℎ

)︂]︂
+

+
1

ℎ

[︂
𝑀𝑖,𝑗+ 1

2

(︂
𝜇𝑖,𝑗+1 − 𝜇𝑖,𝑗

ℎ

)︂
−𝑀𝑖,𝑗− 1

2

(︂
𝜇𝑖,𝑗 − 𝜇𝑖,𝑗−1

ℎ

)︂]︂
. (15d)

В приведенных ниже соотношениях индексы 𝑖, 𝑗 могут принимать как
целые так и полуцелые значения.

(𝑃𝑥𝑥)𝑖,𝑗 = 2𝜂𝐷ℎ
𝑥(𝑢𝑥)𝑖,𝑗 −

2𝜂

3

(︁
𝐷ℎ
𝑥(𝑢𝑥)𝑖,𝑗 + 𝐷ℎ

𝑥(𝑢𝑦)𝑖,𝑗

)︁
−

− 𝑝𝑖,𝑗 − (𝑄𝑥𝑥)𝑖,𝑗 + (𝜌)𝑖,𝑗(𝑢𝑥)𝑖,𝑗(𝑤𝑥)𝑖,𝑗, (16a)

(𝑃𝑥𝑦)𝑖,𝑗 = 𝜂
(︁
𝐷ℎ
𝑦 (𝑢𝑥)𝑖,𝑗 + 𝐷ℎ

𝑥(𝑢𝑦)𝑖,𝑗

)︁
− (𝑄𝑥𝑦)𝑖,𝑗 + 𝜌𝑖,𝑗(𝑢𝑥)𝑖,𝑗(𝑤𝑦)𝑖,𝑗, (16b)

(𝑃𝑦𝑥)𝑖,𝑗 = 𝜂
(︁
𝐷ℎ
𝑥(𝑢𝑦)𝑖,𝑗 + 𝐷ℎ

𝑦 (𝑢𝑥)𝑖,𝑗

)︁
− (𝑄𝑦𝑥)𝑖,𝑗 + 𝜌𝑖,𝑗(𝑢𝑦)𝑖,𝑗(𝑤𝑥)𝑖,𝑗, (16c)

(𝑃𝑦𝑦)𝑖,𝑗 = 2𝜂𝐷ℎ
𝑦 (𝑢𝑦)𝑖,𝑗 −

2𝜂

3

(︁
𝐷ℎ
𝑥(𝑢𝑥)𝑖,𝑗 + 𝐷ℎ

𝑥(𝑢𝑦)𝑖,𝑗

)︁
−

− 𝑝𝑖,𝑗 − (𝑄𝑦𝑦)𝑖,𝑗 + (𝜌)𝑖,𝑗(𝑢𝑦)𝑖,𝑗(𝑤𝑦)𝑖,𝑗. (16d)

(𝑤𝑥)𝑖,𝑗 =
𝜏𝑖,𝑗
𝜌𝑖,𝑗

[︁
𝜌𝑖,𝑗(𝑢𝑥)𝑖,𝑗𝐷

ℎ
𝑥(𝑢𝑥)𝑖,𝑗 + 𝜌𝑖,𝑗(𝑢𝑦)𝑖,𝑗𝐷

ℎ
𝑦 (𝑢𝑥)𝑖,𝑗+

+ 𝐷ℎ
𝑥𝑝𝑖,𝑗 + 𝐷ℎ

𝑥(𝑄𝑥𝑥)𝑖,𝑗 + 𝐷ℎ
𝑦 (𝑄𝑦𝑥)𝑖,𝑗

]︁
, (17a)
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(𝑤𝑦)𝑖,𝑗 =
𝜏𝑖,𝑗
𝜌𝑖,𝑗

[︁
𝜌𝑖,𝑗(𝑢𝑥)𝑖,𝑗𝐷

ℎ
𝑥(𝑢𝑦)𝑖,𝑗 + 𝜌𝑖,𝑗(𝑢𝑦)𝑖,𝑗𝐷

ℎ
𝑦 (𝑢𝑦)𝑖,𝑗+

+ 𝐷ℎ
𝑦𝑝𝑖,𝑗 + 𝐷ℎ

𝑥(𝑄𝑥𝑦)𝑖,𝑗 + 𝐷ℎ
𝑦 (𝑄𝑦𝑦)𝑖,𝑗

]︁
. (17b)

(𝑄𝑥𝑥)𝑖,𝑗 = 𝜌𝑖,𝑗𝜆1

(︀
𝐷ℎ
𝑥𝐶𝑖,𝑗

)︀2
, (18a)

(𝑄𝑥𝑦)𝑖,𝑗 = 𝜌𝑖,𝑗𝜆1

(︀
𝐷ℎ
𝑥𝐶𝑖,𝑗

)︀ (︀
𝐷ℎ
𝑦𝐶𝑖,𝑗

)︀
, (18b)

(𝑄𝑦𝑥)𝑖,𝑗 = 𝜌𝑖,𝑗𝜆1

(︀
𝐷ℎ
𝑦𝐶𝑖,𝑗

)︀ (︀
𝐷ℎ
𝑥𝐶𝑖,𝑗

)︀
, (18c)

(𝑄𝑦𝑦)𝑖,𝑗 = 𝜌𝑖,𝑗𝜆1

(︀
𝐷ℎ
𝑦𝐶𝑖,𝑗

)︀2
. (18d)

𝜇𝑖,𝑗 = 2𝐴𝜓𝐶𝑖,𝑗(1 − 𝐶𝑖,𝑗)(1 − 2𝐶𝑖,𝑗) −

− 𝜆1

ℎ

[︂
𝜌𝑖+ 1

2 ,𝑗

(︂
𝐶𝑖+1,𝑗 − 𝐶𝑖,𝑗

ℎ

)︂
− 𝜌𝑖− 1

2 ,𝑗

(︂
𝐶𝑖,𝑗 − 𝐶𝑖−1,𝑗

ℎ

)︂]︂
−

− 𝜆1

ℎ

[︂
𝜌𝑖,𝑗+ 1

2

(︂
𝐶𝑖,𝑗+1 − 𝐶𝑖,𝑗

ℎ

)︂
− 𝜌𝑖,𝑗− 1

2

(︂
𝐶𝑖,𝑗 − 𝐶𝑖,𝑗−1

ℎ

)︂]︂
. (19)

4 Примеры расчетов

В данном разделе представлены примеры расчетов по описанной выше
схеме с целью численного исследования описанной модели двумерного изо-
термического двухфазного течения с учетом поверхностных эффектов.

Значения параметров:𝑀0 = 10−6, 𝜆1 = 0.25, 𝐴𝜓 = 0.25, 𝜂 = 0.08, 𝛼* = 0.5,
шаг по времени ∆𝑡 = 10−6, 𝜏 = 𝛼*ℎ/𝑐𝑠, скорость звука 𝑐𝑠 = 1400. Здесь и
далее размерные переменные приведены в системе СИ, см. раздел 6.

4.1 «Квадратная» капля

Рассмотрим теперь результаты расчета эволюции капли, изначально име-
ющей квадратную форму (см. рисунок 4a). Красным цветом помечена об-
ласть с концентрацией 𝐶 = 0.85, а синим — с концентрацией 1 − 𝐶 = 0.15.
Постепенно граница капли начинает размываться, что естественно для моде-
лей рассматриваемого типа. Первыми начинают округляться углы, поскольку
в них кривизна границы самая большая, и, как следствие, большая величина
поверхностных сил. Через некоторое время капля приобретает круглую фор-
му (см. рисунок 4). Для расчетов выбрана сетка 250×250 с шагом ℎ = 1/250.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Рис. 4. Последовательные этапы эволюции капли квадратной формы.
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4.2 Слияние двух капель

В разделе рассмотрены результаты расчета слияния двух близко распо-
ложенных капель. На рисунке 5a показано начальное распределение поля
концентрации. Красным цветом помечена область с концентрацией 𝐶 = 0.9,
а синим — с концентрацией 1−𝐶 = 0.1. Как и в предыдущем случае, грани-
ца постепенно начинает размываться. Границы капель соприкасаются друг
с другом, образуется «шейка», и довольно быстро капли сливаются. Затем
новообразовавшаяся капля, постепенно, принимает круглую форму. Для рас-
чета выбрана сетка 250 × 250 ячеек с шагом ℎ = 1/250.

4.3 Спинодальный распад

Ниже представлены результаты расчета спинодального распада — спон-
танного разделения однородной среды на две фазы [14—16].

В начальный момент времени значение в каждой расчетной ячейке вы-
брано случайным образом из промежутка [0.45, 0.55]. Смесь начинает «рас-
падаться» на отдельные фазы, поскольку значение 𝐶 = 0.5 неустойчиво по
отношению к малым возмущениям. По мере распада образуется множество
капель, которые начинают сливаться. Сначала процесс происходит доволь-
но быстро, затем постепенно начинает замедляться. На рисунках 6 показаны
последовательные этапы разделения смеси.

В данном расчете использовано 𝐴𝜓 = 104, расчетная сетка 200×200 ячеек
с шагом ℎ = 1/200.

5 Заключение

В работе рассмотрено применение разработанной ранее математической
модели, учитывающей поверхностные эффекты [3], для расчета двухфазных
изотермических двумерных модельных течений на примерах эволюции капли
квадратной формы, слияния двух капель и спинодального распада (спонтан-
ного разделения однородной смеси на две фазы). Результаты расчетов пока-
зывают, что использованная модель и алгоритм качественно верно описывают
эволюцию межфазной границы.

6 Размерности основных величин

В данном разделе для удобства выпишем размерности основных величин.
Координата [𝑥] = м; скорость [𝑢] = м/с; время [𝑡] = с; динамическая вяз-
кость [𝜂] = Па · с; массовая плотность свободной энергии [Ψ] = Дж/кг; плот-
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Рис. 5. Последовательные этапы слияния двух капель
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Концентрация

Рис. 6. Последовательные этапы развития спинодального распада
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ность [𝜌] = кг/м3; универсальная газовая постоянная [ℛ] = Дж/(моль · К);
температура [𝑇 ] = К; постоянная «разделения» [𝐴𝜓] = Дж/кг; коэффициен-
ты микросил [𝜆𝛼] = Дж ·м2/кг, [𝜆] = Дж ·м5/кг2; коэффициент подвижности
[𝑀 ] = кг · с/м3; шаг разностной сетки [ℎ] = м; обобщенный химический по-
тенциал [𝜇𝛼] = Дж/кг.
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