
ИПМ им.М.В.Келдыша РАН  •  Электронная библиотека

Препринты ИПМ  •  Препринт № 145 за 2016 г.

ISSN 2071-2898 (Print)
ISSN 2071-2901 (Online)

Гладких А. А., Малинецкий Г.Г.

Нелинейное уравнение
Дирака для графена

Рекомендуемая форма библиографической ссылки:  Гладких А. А., Малинецкий Г.Г.
Нелинейное уравнение Дирака для графена // Препринты ИПМ им. М.В.Келдыша. 2016. № 145.
16 с. doi:10.20948/prepr-2016-145 
URL: http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2016-145

http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://library.keldysh.ru/
http://library.keldysh.ru/preprints/
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2016-145
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=1307
http://doi.org/10.20948/prepr-2016-145
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2016-145


О р д е н а  Л е н и н а  
ИНСТИТУТ ПРИКЛАДНОЙ МАТЕМАТИКИ 

имени М.В.Келдыша 
Р о с с и й с к о й  а к а д е м и и  н а у к  

А.А. Гладких, Г.Г. Малинецкий 

Нелинейное уравнение Дирака 
для графена 

Москва — 2016 



À.À. Ãëàäêèõ, Ã.Ã. Ìàëèíåöêèé
Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Äèðàêà äëÿ ãðàôåíà
Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ââåäåíèÿ íåëèíåéíîé ïîïðàâêè â óðàâíåíèå

Äèðàêà äëÿ ãðàôåíà äëÿ àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ "êîëëåêòèâíûõ ýëåêòðîííûõ
ÿâëåíèé". Â îòëè÷èå îò ðÿäà ðàáîò ïî óêàçàííîé òåìå íåëèíåéíûé ÷ëåí âêëþ-
÷àåò â ñåáÿ íå ðàçíîñòü, à ñóììó êâàäðàòîâ êîìïîíåíò ñïèíîðà. Îñîáîå âíèìà-
íèå óäåëåíî ðàâíîïðàâíîñòè ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò. Ïðîâåäåíî ÷èñëåí-
íîå ìîäåëèðîâàíèå äëÿ ðÿäà ïðîñòåéøèõ íà÷àëüíûõ è êðàåâûõ óñëîâèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Äèðàêà, ãðàôåí, ÷èñëåííîå ìî-
äåëèðîâàíèå.

A.A. Gladkikh, G.G. Malinetskii
Nonlinear Dirac equation for graphene
We consider a nonlinear Dirac equation in order to describe collective electronic

phenomena. In comparison to the other papers on the given topic the interaction
term includes the sum of the spinor components' squares instead of their di�erence.
The numerical simulation was done for simple boundary and initial conditions.

Key words: nonlinear Dirac equation, graphene, numerical simulation.
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1 Ââåäåíèå

Â ðàáîòå [1] áûëà ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà îáúÿñíèòü âûñîêîòåìïåðàòóðíûé
ôåððîìàãíåòèçì â ãðàôåíå [2] ñ ïîìîùüþ âíåñåíèÿ íåëèíåéíîé äîáàâêè â óðàâ-
íåíèå Äèðàêà. Äî ýòîãî äàííûå î ôåððîìàãíåòèçìå â ãðàôåíå îáúÿñíÿëèñü âëè-
ÿíèåì ïîäëîæêè, äåôåêòàìè ñòðóêòóðû èëè èíòåðïðåòèðîâàëèñü êàê ïîãðåø-
íîñòè èçìåðåíèé.

Â ðàáîòå [1], íàïðîòèâ, ñ ïîìîùüþ ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ïîïðàâêè èçìåíÿ-
ëàñü ñàìà îñíîâà � óðàâíåíèå Äèðàêà, à òðåáóåìûå ñâîéñòâà ïðåäëàãàëîñü ïî-
ëó÷àòü êàê ñëåäñòâèÿ èç óðàâíåíèÿ, êîòîðîå áûëî óòî÷íåíî.

Èçìåíåííîå óðàâíåíèå â óïîìÿíóòîé ðàáîòå ñ ïîìîùüþ ðÿäà ïðèáëèæåíèé
ñâîäèëîñü ê óðàâíåíèþ Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó-Õèããñà, êîòîðîå, êàê èçâåñòíî, äî-
ïóñêàåò ðåøåíèå â âèäå êèíêà [3].

Â íåêîòîðîì ñìûñëå, èñõîäíîå óðàâíåíèå èñïîëüçîâàëîñü äëÿ òîãî, ÷òîáû
òîëüêî îáîñíîâàòü êèíê. È ýòî äåéñòâèòåëüíî ðåøàëî ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó
(êèíê � ýòî íå òî÷å÷íûé, à ïðîòÿæåííûé ñîëèòîí, êîòîðûé â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ
ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê äîìåííàÿ ñòåíêà [4, 5] ).

Íàñ æå, îäíàêî, â ïåðâóþ î÷åðåäü èíòåðåñóþò óðàâíåíèÿ êàê òàêîâûå, à íå
ðåøåíèÿ èõ óïðîùåíèé â âèäå êèíêà. Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ
äðóãîãî âîçìîæíîãî âàðèàíòà èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Â ïðèâåäåííîì íàìè âûâîäå óðàâíåíèÿ íåò îòîæäåñòâëåíèÿ ñïèíà ñ ïñåâ-
äîñïèíîì, ÷òî õàðàêòåðíî äëÿ ðÿäà ðàáîò ïî óêàçàííîé òåìå. Îñîáîå âíèìà-
íèå ïðè íàïèñàíèè óðàâíåíèÿ óäåëåíî ðàâíîïðàâíîñòè ïðîñòðàíñòâåííûõ êî-
îðäèíàò (äåëî â òîì, ÷òî íåëèíåéíûé ÷ëåí â óðàâíåíèå Äèðàêà ìîæíî ââåñòè
ïî-ðàçíîìó, ñëåäñòâèåì ïðîèçâîëà ïðè âûáîðå ýòîãî ÷ëåíà ìîæåò áûòü ñóùå-
ñòâåííàÿ íåðàâíîïðàâíîñòü x è y). Áûëî ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñ
ïîìîùüþ âàðèàíòà ñõåìû Ëàêñà-Ôðèäðèõñà.

2 Óðàâíåíèÿ Äèðàêà è Âåéëÿ

Êàê èçâåñòíî, ñâîáîäíûå ýëåêòðîíû â ãðàôåíå âåäóò ñåáÿ êàê áåçìàññîâûå
ðåëÿòèâèñòñêèå ôåðìèîíû. Ïðèâåäåííîå óòâåðæäåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ïîâåäåíèå
÷àñòèö â ãðàôåíå ìîæåò áûòü îïèñàíî ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ Âåéëÿ (êîòîðîå,
êàê èçâåñòíî, ÿâëÿåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèì).

Íèêàêîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ñ òåîðèåé îòíîñèòåëüíîñòè ïðè ýòîì íå âîçíèêà-
åò: â äåéñòâèòåëüíîñòè ýëåêòðîíû íå òåðÿþò ìàññó è äâèæóòñÿ ñî ñêîðîñòüþ
vF , êîòîðàÿ íà äâà ïîðÿäêà ìåíüøå ñêîðîñòè ñâåòà. Äåëî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî íîñèòåëè çàðÿäà â ãðàôåíå ïîä÷èíÿþòñÿ óðàâíåíèÿì, îïèñûâàþùèì äâèæå-
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íèå áåçìàññîâûõ äâóõêîìïîíåíòíûõ ðåëÿòèâèñòêèõ ÷àñòèö. Ñìûñë êîìïîíåíò
ñïèíîðà ïðè ýòîì ñîâåðøåííî èíîé, à â ðîëè ñêîðîñòè ñâåòà âûñòóïàåò óïîìè-
íàâøàÿñÿ vF . Âìåñòå ñ òåì, íå ñëåäóåò ïîëàãàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå ñõîäñòâî
îêàí÷èâàåòñÿ íà ñîâïàäåíèè óðàâíåíèé. Ðÿä òàêèõ ýôôåêòîâ, êàê òóííåëèðîâà-
íèå, ðîæäåíèå øâèíãåðîâñêèõ ïàð, ïàðàäîêñ Êëåéíà, àíäðååâñêîå îòðàæåíèå,
ñòàâøèõ èçâåñòíûìè âîâñå íå â ñâÿçè ñ ãðàôåíîì, îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì íà-
áëþäàòü ïðè ïîìîùè ýòîãî ìàòåðèàëà [6, 7].

Â óðàâíåíèè Äèðàêà ôèãóðèðóþò áèñïèíîðû. Êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ó ψ
ðàâíî ÷åòûð¼ì (HD � ãàìèëüòîíèàí Äèðàêà, ðàçìåðíîñòü α-ìàòðèö � 4).

i
∂ψ

∂t
= ĤDψ, ĤD = νF

(
αj p̂j +mβ

)
.

Óðàâíåíèå Âåéëÿ ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ m = 0. È ôèãóðèðóþò â í¼ì ñïèíî-
ðû (êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ó ψ è ðàçìåðíîñòü ìàòðèö ðàâíû äâóì). Òàê, äëÿ
ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ [7]:

i
∂ψ

∂t
= ~νF

[(
−1 0

0 1

)
(−i∂x) +

(
0 −i
i 0

)
(−i∂y)

]
ψ,

H = −i~νF
(
−∂x −i∂y
i∂y ∂x

)
.

3 Ïåðåõîä ê íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ

Ïîïûòêè äîáàâëåíèÿ íåëèíåéíûõ ÷àñòåé â óðàâíåíèå Äèðàêà ïðåäïðèíèìàëèñü
äàâíî. Ðàçëè÷íûå âàðèàíòû áûëè ïðåäëîæåíû Ä.Ä. Èâàíåíêî [8], Ì. Ñîëå-
ðîì [9] è äðóãèìè. Âîïðîñ î òîì, ÷òî èìåííî íóæíî äîáàâèòü ê ëèíåéíîìó
óðàâíåíèþ íîñèò õàðàêòåð ïåðâîñòåïåííîé âàæíîñòè. Ñëåäóåò åùå ðàç îòìå-
òèòü, ÷òî âèä ïîïðàâêè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ íàìè. Ìû ñïåöèàëüíî ââîäèì
â óðàâíåíèå íåëèíåéíûé ÷ëåí W.

Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ

Φ = ψ+ (σ, p)ψ + J
(
ψ̄σ3ψ

) (
ψ̄σ3ψ

)
,

ψ̄ = ψ+σ3, ψ̄σ3ψ = ψ+σ3σ3ψ = ψ+ψ, J � êîíñòàíòà ñâÿçè.

Ïðîâàðüèðóåì Φ.

δΦ

δψ+
= (σ, p)ψ + 2Jψ+ψσ3σ3ψ.
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σ = (σ1, σ2) , σ3 =

(
1 0
0 −1

)
.

Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

νF (σ, p)ψ + Jψ
(
ψ+ψ

)
= 0.

Îäèí èç ñàìûõ ïðîáëåìàòè÷íûõ ìîìåíòîâ ñâÿçàí ñ ïåðåõîäîì ê ñïèíîâîé
ïëîòíîñòè. Äåëî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èçíà÷àëüíî (ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ
Äèðàêà äëÿ ãðàôåíà) ðàññìàòðèâàëñÿ íå ñïèí, à ïñåâäîñïèí: íåîáõîäèìî áû-
ëî ó÷åñòü âëèÿíèå äâóõ âçàèìîïðîíèêàþùèõ ðåøåòîê íà ñâîáîäíûå ýëåêòðîíû.
Òàêèì îáðàçîì, êîìïîíåíòû ñïèíîðà èìåþò äðóãóþ ïðèðîäó è íå ñâÿçàíû íà-
ïðÿìóþ ñ íàñòîÿùèì ñïèíîì.

Â ðàáîòå [1] ðàññìàòðèâàëàñü âåëè÷èíà ψ2
1 − ψ2

2. Ïîÿñíèì, îòêóäà áåðåòñÿ
çíàê ¾−¿. Ïóñòü ψ � cïèíîð, ñîñòàâëåííûé èç êîìïîíåíò ψ1 è ψ2. Òîãäà

ψ+σ3ψ = ψ2
1 − ψ2

2.

Ïî-âèäèìîìó, ïñåâäîñïèí ðàññìàòðèâàëñÿ êàê íàñòîÿùèé ñïèí. Âîçìîæíî,
÷òî åñòü ñîîáðàæåíèÿ, îïðàâäûâàþùèå ïîäîáíóþ îïåðàöèþ (âîçìîæíî è òî,
÷òî áûëî ðàññìîòðåíî íå÷òî ñîâñåì äðóãîå). Îäíàêî, â ñèëó íåî÷åâèäíîñòè ïå-
ðåõîäà, ìû íå áóäåì â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàòü ñïèíîâóþ ïëîòíîñòü è
îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïëîòíîñòè ýëåêòðîííîé. Â ÿâíîì âèäå èíòåðåñóþ-
ùåå íàñ óðàâíåíèå, ãäå ψk = ak + ibk, âûãëÿäèò òàê.

∂a1
∂t =

(
∂a1
∂x −

∂b2
∂y

)
− b1

(
a21 + b21 + a22 + b22

)
,

∂b1
∂t =

(
∂b1
∂x + ∂a2

∂y

)
+ a1

(
a21 + b21 + a22 + b22

)
,

∂a2
∂t =

(
−∂a2

∂x + ∂b1
∂y

)
− b2

(
a21 + b21 + a22 + b22

)
,

∂b2
∂t =

(
−∂b2

∂x −
∂a1
∂y

)
+ a2

(
a21 + b21 + a22 + b22

)
.

4 Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà

Áåç ïðîñòðàíñòâåííîé ÷àñòè ñèñòåìà ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:
ȧ1 = −b1

(
a21 + b21 + a22 + b22

)
,

ḃ1 = a1
(
a21 + b21 + a22 + b22

)
,

ȧ2 = −b2
(
a21 + b21 + a22 + b22

)
,

ḃ2 = a2
(
a21 + b21 + a22 + b22

)
.
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Ìû èìååì äåëî ñ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Çà-
ìåòèì, ÷òî d

dt(a
2
i + b2i ) = 2(aiȧi + biḃi) = 0. Òàêèì îáðàçîì, a21 + b21 è a

2
2 + b22 �

ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû. Âûðàæåíèå a21+b21+a22+b22 íå çàâèñèò îò âðåìåíè t.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî, äâàæäû ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ êàæäîå óðàâíåíèå, âõî-
äÿùåå â ñèñòåìó, ïîëó÷èì:

a′′1 = −Ca1, b′′1 = −Cb1, a′′2 = −Ca2, b′′2 = −Cb2,
ãäå â êà÷åñòâå C âûñòóïàåò êîíñòàíòà, îïðåäåëÿåìàÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

C = a1(0)2 + b1(0)2 + a2(0)2 + b2(0)2.

Âñïîìíèì, êàê âûãëÿäåëî íàøå óðàâíåíèå â êîìïëåêñíîì âèäå:

{
∂ψ1

∂t = ∂ψ1

∂x + i∂ψ2

∂y + i
(
|ψ1|2 + |ψ2|2

)
ψ1,

∂ψ2

∂t = −∂ψ2

∂x − i
∂ψ1

∂y + i
(
|ψ1|2 + |ψ2|2

)
ψ2.

Îòáðàñûâàÿ ïðîñòðàíñòâåííóþ ÷àñòü, ïîëó÷àåì:{
ψ′1 = i

(
|ψ1|2 + |ψ2|2

)
ψ1,

ψ′2 = i
(
|ψ1|2 + |ψ2|2

)
ψ2.

|ψi| åñòü íå ÷òî èíîå, êàê a2i + b2i , è |ψ1|2 + |ψ2|2 ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè-
÷èíîé. Òàêèì îáðàçîì, {

ψ′1 = iCψ1,
ψ′2 = iCψ2.

ψi = (ai(0) + bi(0)i) eiCt.

Èëè ψi =
√
a2i (0) + b2i (0) exp

(
iCt+ i arccos

(
ai(0)/

√
a2i (0) + b2i (0)

))
. Òàê,{

ai =
√
I1 cos γi,

bi =
√
I2 sin γi.

ãäå γi = (I1 + I2)t+ arccos ai(0)√
Ii
, à Ii = a2i (0) + b2i (0).
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Ðèñ. 1: Òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ a1 ïðè a1(0) = exp
(
−x2

)
, a2(0) = 0, b1,2(0) = 0

Ðèñ. 2: Òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ a1 ïðè a1(0) = exp
(
−x2

)
, a2(0) = 0, b1,2(0) = 0
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Ðèñ. 3: Òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû áåç ïðîñòðàíñòâåííîé ÷àñòè â 2D

5 Ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû
áåç ïðîñòðàíñòâåííîé ÷àñòè

I1 è I2 âîâñå íå áóäóò ÿâëÿòüñÿ èíòåãðàëàìè ïðè äîáàâëåíèè ê ðàññìîòðåííîé
ñèñòåìå ïðîñòðàíñòâåííîé ÷àñòè.

Îäíàêî, åñëè äîáàâèòü òîëüêî çàâèñèìîñòü ïî ïåðåìåííîé x, òî I1 è I2 îñòà-
íóòñÿ ñîõðàíÿþùèìèñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

∂a1
∂t = ∂a1

∂x − b1
(
a21 + b21 + a22 + b22

)
,

∂b1
∂t = ∂b1

∂x + a1
(
a21 + b21 + a22 + b22

)
,

∂a2
∂t = −∂a2

∂x − b2
(
a21 + b21 + a22 + b22

)
,

∂b2
∂t = −∂b2

∂x + a2
(
a21 + b21 + a22 + b22

)
.

Òîãäà
(
∂
∂t −

∂
∂x

)
(a21 + b21) = 2a1

(
∂a1
∂t −

∂a1
∂x

)
+ 2b1

(
∂b1
∂t −

∂b1
∂x

)
= 0.(

∂
∂t + ∂

∂x

)
(a22 + b22) = 2a2

(
∂a2
∂t + ∂a2

∂x

)
+ 2b2

(
∂b2
∂t + ∂b2

∂x

)
= 0.
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Èòàê, { (
∂
∂t −

∂
∂x

)
(a21 + b21) = 0,(

∂
∂t + ∂

∂x

)
(a22 + b22) = 0.{

(a21 + b21) = f(x+ t),
(a22 + b22) = g(x− t).

Îäíàêî, â ñëó÷àå ñ ïåðåìåííîé y äåëî îáñòîèò íå òàê ïðîñòî. Äîáàâèâ çà-
âèñèìîñòü ïî y è óáðàâ çàâèñèìîñòü ïî x, ïîëó÷èì.

∂a1
∂t = −∂b2

∂y − b1
(
a21 + b21 + a22 + b22

)
,

∂b1
∂t = ∂a2

∂y + a1
(
a21 + b21 + a22 + b22

)
,

∂a2
∂t = ∂b1

∂y − b2
(
a21 + b21 + a22 + b22

)
,

∂b2
∂t = −∂a1

∂y + a2
(
a21 + b21 + a22 + b22

)
.

Ïîêàæåì, êàê ñâåñòè ýòó ñèñòåìó ê òðåáóåìîìó âèäó
∂(a1+b2)

∂t = −∂(a1+b2)
∂y − (b1 − a2)

(
a21 + b21 + a22 + b22

)
,

∂(b1+a2)
∂t = ∂(b1+a2)

∂y + (a1 − b2)
(
a21 + b21 + a22 + b22

)
,

∂(a1−b2)
∂t = ∂(a1−b2)

∂y − (b1 + a2)
(
a21 + b21 + a22 + b22

)
,

∂(b1−a2)
∂t = −∂(b1−a2)

∂y + (a1 + b2)
(
a21 + b21 + a22 + b22

)
.

u1 = a1 − b2, v1 = b1 + a2, u2 = a1 + b2, v2 = b1 − a2,
∂u1
∂t = ∂u1

∂y − v1
(
u21 + v21 + u22 + v22

)
,

∂v1
∂t = ∂v1

∂y + u1
(
u21 + v21 + u22 + v22

)
,

∂u2
∂t = −∂u2

∂y − v2
(
u21 + v21 + u22 + v22

)
,

∂v2
∂t = −∂v2

∂y + u2
(
u21 + v21 + u22 + v22

)
.

Êàê âèäèì, ïðè íàøåì âûáîðå çíàêîâ ñèñòåìà ñ îäíîé ïåðåìåííîé x è ñè-
ñòåìà ñ îäíîé ïåðåìåííîé y ïðèâîäÿòñÿ ê îäíîìó âèäó. Îäíàêî, òàê ñäåëàòü
óäàåòñÿ äàëåêî íå âñåãäà.

6 Îòñóòñòâèå èíâàðèàíòíîñòè

Ïîêàæåì, ÷òî âûáîð äðóãèõ çíàêîâ ïðè íåëèíåéíûõ ñëàãàåìûõ ìîæåò ïðèâåñòè
ê íåðàâíîïðàâíîñòè ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò.
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Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, îòëè÷èå êîòîðîé îò ïðåäûäóùåé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî îáùàÿ äëÿ âñåõ óðàâíåíèé ñèñòåìû ÷àñòü íåëèíåéíîãî ñëàãàåìîãî S ðàâíà
íå a21 + b21 + a22 + b22 = ψ+ψ êàê ðàíüøå, à a21 + b21− a22− b22 = ψ+σ3ψ, à çíàêè ïðè
b1S è a1S èçìåíåíû íà ïðîòèâîïîëîæíûå.

∂a1
∂t =

(
∂a1
∂x −

∂b2
∂y

)
+ b1

(
a21 + b21 − a22 + b22

)
,

∂b1
∂t =

(
∂b1
∂x + ∂a2

∂y

)
− a1

(
a21 + b21 − a22 + b22

)
,

∂a2
∂t =

(
−∂a2

∂x + ∂b1
∂y

)
− b2

(
a21 + b21 − a22 + b22

)
,

∂b2
∂t =

(
−∂b2

∂x −
∂a1
∂y

)
+ a2

(
a21 + b21 − a22 + b22

)
.

Ìû âñå òàê æå ìîæåì ïîëó÷èòü a21 + b21 = f(x+ t) è a22 + b22 = g(x− t), åñëè ìû
îñòàâëÿåì èêñ. Äåéñòâèòåëüíî,

∂a1
∂t = ∂a1

∂x + b1
(
a21 + b21 − a22 − b22

)
,

∂b1
∂t = ∂b1

∂x − a1
(
a21 + b21 − a22 − b22

)
,

∂a2
∂t = −∂a2

∂x − b2
(
a21 + b21 − a22 − b22

)
,

∂b2
∂t = −∂b2

∂x + a2
(
a21 + b21 − a22 − b22

)
.(

∂
∂t −

∂
∂x

)
(a21 + b21) = 2a1

∂a1
∂t + 2b1

∂b1
∂t − 2a1

∂a1
∂x − 2b1

∂b1
∂x .(

∂
∂t −

∂
∂x

)
(a21 + b21) = 2a1

(
∂a1
∂t −

∂a1
∂x

)
+ 2b1

(
∂b1
∂t −

∂b1
∂x

)
= 0.

Àíàëîãè÷íî,
(
∂
∂t + ∂

∂x

)
(a22 + b22) = 0. Òàêèì îáðàçîì,{ (

∂
∂t −

∂
∂x

)
(a21 + b21) = 0,(

∂
∂t + ∂

∂x

)
(a22 + b22) = 0.{

(a21 + b21) = f(x+ t),
(a22 + b22) = g(x− t).

Ïîïûòàåìñÿ ïðîäåëàòü òî æå äëÿ ïåðåìåííîé y, óáðàâ x.
∂a1
∂t = −∂b2

∂y + b1
(
a21 + b21 − a22 − b22

)
,

∂b1
∂t = ∂a2

∂y − a1
(
a21 + b21 − a22 − b22

)
,

∂a2
∂t = ∂b1

∂y − b2
(
a21 + b21 − a22 − b22

)
,

∂b2
∂t = −∂a1

∂y + a2
(
a21 + b21 − a22 − b22

)
.

Ìû ìîæåì ïðîäåëàòü ñëåäóþùèå îïåðàöèè, êîòîðûå íå ïðèâîäÿò ê æåëàåìîìó
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ðåçóëüòàòó, à íàîáîðîò, ïîêàçûâàþò ñòåïåíü ðàçëè÷èÿ ìåæäó ïåðåìåííûìè.(
∂

∂t
+

∂

∂x

)(
a21 − b22

)
= 2a1

(
∂a1
∂t

+
∂a1
∂y

)
− 2b2

(
∂b2
∂t

+
∂b2
∂y

)
=

a1

(
∂a1
∂t

+ a2S−
∂b2
∂t

)
− b2

(
∂b2
∂t

+ b1S−
∂a1
∂t

)
=

(a1a2 − b1b2)(a21 + b21 − a22 − b22) + (a1 + b2)

(
∂a1
∂t
− ∂b2

∂t

)
.(

∂

∂t
− ∂

∂x

)(
b21 − a22

)
= 2b1

(
∂b1
∂t
− ∂b1
∂y

)
− 2a2

(
∂a2
∂t
− ∂a2

∂y

)
=

b1
∂b1
∂t
− a2

∂a2
∂t
− b1

∂a2
∂t
− b1b2S + a2

∂b1
∂t

+ a1a2S =

(a1a2 − b1b2)(a21 + b21 − a22 − b22) +
∂a1
∂t

(a1 + b2) =

(a1a2 − b1b2)(a21 + b21 − a22 − b22) + (a2 + b1)

(
∂b1
∂t
− ∂a2

∂t

)
.

Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî ñâåñòè ñèñòåìó ê èñõîäíîé ïîìîæåò ñëåäóþùàÿ çà-
ìåíà:

u1 = a1 + b2, u2 = a1 − b2, v1 = b1 + a2, v2 = b1 − a2.
Äåéñòâèòåëüíî,

∂(a1+b2)
∂t = −∂(a1+b2)

∂y + (b1 + a2)
(
a21 + b21 − a22 − b22

)
,

∂(b1+a2)
∂t = ∂(b1+a2)

∂y − (a1 + b2)
(
a21 + b21 − a22 − b22

)
,

∂(a1−b2)
∂t = ∂(a1−b2)

∂y + (b1 − a2)
(
a21 + b21 − a22 − b22

)
,

∂(b1−a2)
∂t = −∂(b1−a2)

∂y − (a1 − b2)
(
a21 + b21 − a22 − b22

)
.

Îäíàêî, â íîâûõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèÿ ïðèîáðåòàþò âèä
∂u1
∂t = −∂u1

∂y + v1 (u1u2 + v1v2) ,
∂v1
∂t = ∂v1

∂y − u1 (u1u2 + v1v2) ,
∂u2
∂t = ∂u2

∂y + v2 (u1u2 + v1v2) ,
∂v2
∂t = −∂v2

∂y − u2 (u1u2 + v1v2) .
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ßñíî, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ íå ýêâèâàëåíòíû óðàâíåíèÿì, ïîëó÷åííûì äëÿ
ïåðåìåííîé x.

Ðàññìîòðèì òàêæå, ÷òî áóäåò, åñëè âûêëþ÷èòü íåëèíåéíîñòü è óáðàòü ïðà-
âóþ ÷àñòü. Â ñëó÷àå çàäàíèÿ íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ òîëüêî äëÿ ïåðåìåííîé b1,
ïîëó÷èì

ωj = (−1)j
√
k2x + k2y, j = 1, 2, ai = A1 cos

(
kxx+ kyy +

√
k2x + k2yt

)
,

bi = A2
kx+(−1)i+j

√
k2x+k

2
y

ky
cos
(
kxx+ kyy +

√
k2x + k2yt

)
.

7 ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò

Çàìåòèì, ÷òî íàøà ñèñòåìà äîïóñêàåò òàêîå ïðåäñòàâëåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî
ñèñòåìà èìååò ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï.

ut = Aux +Buy + f ,

A =

 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 , B =

 0 0 0 −1
0 0 1 0
0 1 0 0
−1 0 0 0

 ,

u =

 a1
b1
a2
b2

 , f =

 0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

u ∗ uTu.

Ó íàñ èìåþòñÿ 3 ïåðåìåííûå: x, y è t. Ñóùåñòâóåò öåëûé ðÿä îïðåäåëåíèé
ãèïåðáîëè÷íîñòè ìíîãîìåðíûõ ñèñòåì (ïî Ïåòðîâñêîìó, Ôðèäðèõñó è ò.ä.). Íàì
âàæíî, ÷òîáû ëèíåéíàÿ çàìåíà ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò íå ìåíÿëà ñàì
òèï ïðîöåññà. Ïîýòîìó óñëîâèå áóäåì íàêëàäûâàòü íà âñå ìàòðèöû âèäà αA+
βB, ãäå α2 + β2 6= 0 (ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå ut = Aux +Buy).

Âñïîìèíàÿ âèä ìàòðèö A è B, ïîëó÷àåì âèä αA+ βB :

α

 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

+ β

 0 0 0 −1
0 0 1 0
0 1 0 0
−1 0 0 0

 =

 α 0 0 −β
0 α β 0
0 β −α 0
−β 0 0 −α

.
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Ðèñ. 4: Äèíàìèêà ψ+ψ ïðè a1(0) = exp
(
−x2

)
, a2(0) = 0, b1,2(0) = 0

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ áóäåò áîëü-
øå 0 äëÿ ∀(α, β) : α2 + β2 6= 0

det


−α−
√
α2+β2

β 0 0 1

0 −
√
α2+β2−α
β 1 0

−α+
√
α2+β2

β 0 0 1

0 −−α−
√
α2+β2

β 1 0

 =
4α2β2 + 4β4

β4
≥ 0.

Ïëîñêîñòü Oxy � ïëîñêîñòü ãðàôåíà. Ïî îñè àïïëèêàò îòêëàäûâàåòñÿ âå-
ëè÷èíà ψ+ψ. Çàìåòèì, ÷òî îíà öåëèêîì âõîäèò â ïðàâóþ ÷àñòü êàæäîãî èç
óðàâíåíèé ñèñòåìû.

Âåëè÷èíà ψ+ψ íèêàê íå ñâÿçàíà ñ íîðìèðîâêîé, ÷òî íåñêîëüêî íåïðèâû÷íî.
ψ ÿâëÿåòñÿ ñïèíîðîì, è ψ+ψ èìååò ñìûñë ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè.
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Ðèñ. 5: Õàðàêòåðíàÿ äèíàìèêà ψ+ψ ïðè îòîæäåñòâëåíèè ãðàíèö
ðàñ÷åòíîé îáëàñòè

8 Çàêëþ÷åíèå

Â çàìêíóòîé ôîðìå âûïèñàíî óðàâíåíèå, ïðåòåíäóþùåå íà îïèñàíèå
”
êîë-

ëåêòèâíûõ ýëåêòðîííûõ ÿâëåíèé â ãðàôåíå“, îáîáùàþùåå óðàâíåíèå Äèðàêà.
Ðàññìîòðåíû ñèñòåìû, ïîëó÷àþùèåñÿ ïóòåì óïðîùåíèÿ èñõîäíîé, òàêæå âûïè-
ñàíû ðåøåíèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì.

Ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ ñõåìû Ëàêñà-Ôðèäðèõñà äëÿ
ðÿäà ïðîñòåéøèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå âêëþ÷åíèÿ
êàê íåëèíåéíîé, òàê è ïðîñòðàíñòâåííîé ÷àñòåé óðàâíåíèÿ, èçíà÷àëüíîå âîçìó-
ùåíèå ðàñïàäàåòñÿ, à âîçíèêíîâåíèÿ êðèòè÷íîñòè, õàðàêòåðíîé äëÿ ðàññìîòðå-
íèÿ îäíîé íåëèíåéíîé ÷àñòè, íå ïðîèñõîäèò.
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Áûëî òàêæå ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî äèíàìèêà ñèñòåìû â ñëó÷àå ïåðèîäè-
÷åñêèõ êðàåâûõ óñëîâèé ìîæåò áûòü äîâîëüíî ñëîæíà. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåí-
òû ïðè ýòîì íîñÿò ïðåäâàðèòåëüíûé õàðàêòåð è ïðèçâàíû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü,
÷òî ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ áîãàòû è ñîäåðæàòåëüíû.

Àíàëèç ñâîéñòâ óïðîùåííûõ ñèñòåì ïðåäñòàâëÿåòñÿ âàæíûì äëÿ òîãî, ÷òî-
áû ïîíÿòü, êàêèå ýôôåêòû áûëè õàðàêòåðíû óæå äëÿ îòäåëüíûõ ÷àñòåé, à êàêèå
ìîãóò áûòü äîñòèãíóòû òîëüêî çà ñ÷åò ñî÷åòàíèÿ ñîñòàâëÿþùèõ.

Ïîèñê ïîäîáíûõ íåòðèâèàëüíûõ ýôôåêòîâ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé äëÿ áóäóùåãî.
Õî÷åòñÿ âåðèòü, ÷òî ýòà çàäà÷à áóäåò èíòåðåñíà ñ îáùåìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ, à íå òîëüêî â ñâÿçè ñ âîçìîæíîñòüþ îïèñàíèÿ ýëåêòðîííûõ ÿâëåíèé.

Àâòîðû ñ÷èòàþò ñâîèì äîëãîì âûðàçèòü ïðèçíàòåëüíîñòü Ä.Ä. Ãðà÷åâó, êî-
òîðûé ïðèâëåê èõ âíèìàíèå ê èíòåðåñíîé çàäà÷å. Àâòîðû áëàãîäàðÿò Ô.Ïîïîâà
çà îáñóæäåíèå òåêñòà ñòàòüè.
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