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Преобразования бернуллиевских распределенийбулевымифунк-

циями из замкнутых классов
Рассматривается задача о приближенном выражении распределе-

ний бернуллиевских случайных величин путемприменения произволь-
ных булевых функций из замкнутого класса к независимым одинаково
распределенным случайным величинам, имеющим заданное распреде-
ление. Для всех замкнутых классов булевых функций и всевозможных
начальных распределений описанымножества аппроксимируемыхрас-
пределений.
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Bernoulli distribution transformations by Boolean functions from

closed classes
We consider the problem of approximating distributions of Bernoulli ran-

dom variables by applying arbitrary Boolean functions from a closed class to
independent identically distributed random variables with a given dsitribu-
tion. For every closed class of Boolean functions and any given initial distri-
bution we provide a description of the approximable distribution set.
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Введение

В задачах о преобразованиях дискретных распределений вероятно-
стей обычно рассматривается применение некоторых операций к слу-
чайным величинам со значениями из конечного множества, имеющим
заданные распределения. В результате получается новая случайная ве-
личина, распределение которой может быть вычислено. Исследуется
вопрос об устройстве множества выразимых таким образом распреде-
лений.

В рамках этой общей постановки могут варьироваться: область зна-
чений случайных величин (обычно множество 𝐸𝑘 = {0, 1, . . . , 𝑘 − 1}),
применяемые операции, множество начальных распределений, и, на-
конец, можно рассматривать точное или приближенное выражение
распределений.

Наиболее изученным является класс задач о преобразованиях бер-
нуллиевских распределений, т. е. случайных величин со значения-
ми в множестве {0, 1}. Основное внимание исследователей уделялось
точному выражению распределений с рациональными компонента-
ми. Полученные в этой области результаты представлены в обзоре
Р.М.Колпакова [1].

Одним из распространенных подходов к заданию множества ис-
пользуемых операций является следующий. Рассматривается некото-
рое множество операций ℬ на случайных величинах; каждой операции
𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ ℬ ставится в соответствие операция на распределени-
ях 𝑓 , преобразующая распределения независимых случайных величин
𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 в распределение случайной величины 𝑓(𝑋1, . . . , 𝑋𝑛). Затем
рассматривается алгебра на множестве распределений с операция-
ми 𝑓, 𝑓 ∈ ℬ. Такой подход, на самом деле, равносилен рассмотрению
преобразований случайных величин всевозможными функциями, яв-
ляющимися бесповторными суперпозициями функций из ℬ, т. е. функ-
циями, выражаемыми над ℬ формулой, в которой все переменные
различны.

Ранние работы Р. Л. Схиртладзе в этой области показали, что даже
простые системы обладают широкими возможностями по преобразо-
ванию распределений. В [2] показано, что начальное распределение
(1/2, 1/2) при преобразованиях параллельно-последовательными кон-
тактными схемами (или, эквивалентно, бесповторными формулами из
конъюнкций и дизъюнкций) позволяет выразить произвольное распре-
деление с двоично-рациональными компонентами. В [3] показано, что
бесповторныеформулыиз конъюнкций, дизъюнкций и отрицаний поз-
воляют приблизить произвольное распределение при любом заданном
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начальном распределении.
В дальнейшем чаще всего рассматривались либо бесповторные су-

перпозиции функций из «простых» множеств ℬ, либо в качестве ℬ рас-
сматривалось все множество 𝑃2—в этом рассмотрение суперпозиций
несущественно.

В настоящей работе исследуется несколько иная постановка задачи.
Предполагается, что задано множество булевых функций ℬ, из которых
можно строить произвольные (не обязательно бесповторные) суперпо-
зиции, которые затем применяются к независимым бернуллиевским
случайным величинам с заданными распределениями для порождения
новых распределений. Множество начальных распределений предпо-
лагается состоящим из одного распределения (1 − 𝑝, 𝑝), исследуется
приближенное выражение распределений (с любой наперед заданной
точностью)— аппроксимация.

Такой подход к задаче естественнымобразомприводит к рассмотре-
ниюпреобразований распределенийфункциями из замкнутых классов,
так как всевозможные суперпозиции функций из заданного множест-
ва ℬ как раз образуют замкнутый класс.

Полученные ранее результаты о преобразованиях бесповторными
суперпозициями позволяют описать свойства лишь некоторых замкну-
тых классов. Тем не менее, эти результаты существенно используются
в данной работе. В частности, многие утверждения из работы авто-
ра [4] о бесповторных преобразованиях бернуллиевских распределений
переформулированы в настоящей работе для функций из замкнутых
классов.

Отметим, что в работе Ф.И. Салимова [5] некоторые результаты
сформулированы в терминах замкнутых классов булевых функций, от-
личных от 𝑃2, однако в действительности эти результаты касаются
преобразований бесповторными суперпозициями и подобная форму-
лировка является их ослаблением.

Результаты настоящей работы позволяют для любой конечной си-
стемы булевых функций ℬ указать множество распределений, которые
могут быть аппроксимированыпутемприменения суперпозицийфунк-
ций из ℬ к независимым случайным величинам с бернуллиевскими
распределениями из заданного конечного множества.

Определения и простейшие свойства

Через 𝑥1𝑥2 будем обозначать конъюнкцию переменных 𝑥1 и 𝑥2, через
𝑥1 ∨ 𝑥2 будем обозначать дизъюнкцию переменных 𝑥1 и 𝑥2, через 𝑥 будем
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обозначать отрицание переменной 𝑥.
Пусть задана булева функция 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), и пусть𝑋1, . . . , 𝑋𝑛—неза-

висимые в совокупности бернуллиевские случайные величины, рав-
ные 1 с вероятностью 𝑝 и 0—с вероятностью 1− 𝑝.

Положим
ℎ𝑓(𝑝) = P(𝑓(𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) = 1),

т. е. ℎ𝑓(𝑝) выражает вероятность обращения в 1 случайной величины,
получающейся в результате подстановки𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 вместо переменных
функции 𝑓 .

Для заданной функции 𝑓 можно легко выписать выражение для
ℎ𝑓(𝑝). Напомним, что весом набора 𝛼 ∈ {0, 1}𝑛 называется число еди-
ничных компонент в 𝛼. Для булевой функции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) количество
наборов веса 𝑖, на которых 𝑓 равна единице, обозначим через 𝐴𝑖. Тогда

ℎ𝑓(𝑝) =
𝑛∑︁

𝑖=0

𝐴𝑖𝑝
𝑖(1− 𝑝)𝑛−𝑖.

Отметим, что 0 6 𝐴𝑖 6
(︀
𝑛
𝑖

)︀
. Будем называть ℎ𝑓(𝑝) характеристическим

многочленом функции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).
Для характеристических многочленов имеет место аналог разложе-

ния функции по переменной, а именно, если выполнено 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =
= 𝑥1𝑓0(𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)∨𝑥1𝑓1(𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), то ℎ𝑓(𝑝) = (1−𝑝)ℎ𝑓0(𝑝)+𝑝ℎ𝑓1(𝑝). Отсюда
и из определения характеристического многочлена легко вывести

Свойство 1. Если функции 𝑓 и 𝑔 получаются друг из друга добавлени-
ем или изъятием несущественных переменных, а также переименованием
переменных (без отождествления), то ℎ𝑓(𝑝) = ℎ𝑔(𝑝).

Напомним, что функция 𝑓 *(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) называется
двойственной к функции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). Легко проверяется

Свойство 2. ℎ𝑓*(𝑝) = 1− ℎ𝑓(1− 𝑝).

Для множества𝑋 ⊆ [0, 1] через 𝑐𝑙(𝑋) будем обозначать замыкание𝑋,
т. е. множество 𝑋, дополненное всеми своими предельными точками.
Пусть 𝒜—множество булевых функций. Положим

𝑊𝒜(𝑝) = 𝑐𝑙({ℎ𝑓(𝑝) : 𝑓 ∈ 𝒜}).

Множество 𝑊𝒜(𝑝) будем называть множеством распределений, аппрок-
симируемых функциями1 из𝒜 в точке 𝑝. Содержательно𝑊𝒜(𝑝) состоит из

1Отметитм, что в работе [4] обозначение𝑊ℬ(𝑝) использовалось для распределений, аппроксимиру-
емых бесповторными суперпозициями функций из ℬ.
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всех значений на отрезке [0, 1], которые могут быть сколь угодно точно
приближены значениями характеристических многочленов функций
из множества 𝒜 в точке 𝑝. В частности, если 𝑊𝒜(𝑝) = [0, 1], то, подстав-
ляя в функции из множества 𝒜 независимые одинаково распределен-
ные случайные величины с заданным бернуллиевским распределением
(1− 𝑝, 𝑝), можно сколь угодно точно приблизить произвольное бернул-
лиевское распределение.

Отметим, что для любого множества 𝒜 имеет место 𝑊𝒜(0),𝑊𝒜(1) ⊆
⊆ {0, 1}. В дальнейшем будем рассматривать𝑊𝒜(𝑝) для 𝑝 ∈ (0, 1).

Длямножества𝒜пусть𝒜* = {𝑓 * : 𝑓 ∈ 𝒜}—множество двойственных
функций. Из свойства 2 следует

Свойство 3.𝑊𝒜*(𝑝) = {1− 𝑤 : 𝑤 ∈ 𝑊𝒜(1− 𝑝)}.

Кроме того, несложно проверить

Свойство 4. Если 𝒜′ ⊂ 𝒜, то𝑊𝒜′(𝑝) ⊆ 𝑊𝒜(𝑝).

Наконец, если множество 𝒜 замкнуто относительно бесповторной
суперпозиции, то из непрерывности характеристических многочленов
по своей переменной 𝑝 вытекает

Свойство 5. Если 𝒜 замкнуто и 𝑝′ ∈ 𝑊𝒜(𝑝), то𝑊𝒜(𝑝) ⊇ 𝑊𝒜(𝑝
′).

В дальнейшем для упрощения записи, если не оговорено иное, бу-
дем считать, что запись 𝑓(𝑓1, . . . , 𝑓𝑛), где 𝑓, 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛—символы булевых
функций, обозначает бесповторную суперпозицию этих функций, т. е.
выражает функцию 𝑓(𝑓(𝑥̃(1)), . . . , 𝑓𝑛(𝑥̃

(𝑛))), где 𝑥̃(1), . . . , 𝑥̃(𝑛)—непересека-
ющиеся наборы переменных. Отметим, что бесповторная суперпози-
ция в определенном смысле согласована с композицией характеристи-
ческих многочленов, а именно ℎ𝑓(𝑔,...,𝑔)(𝑝) = ℎ𝑓(ℎ𝑔(𝑝)).

Замкнутые классы

Множество булевыхфункций𝐴 называется замкнутым классом, если
оно замкнуто относительно операции суперпозиции функций и опера-
ций добавления/изъятия несущественных переменных (такое опреде-
ление замыкания согласовано со свойством1). Перечислимдляполноты
изложения все замкнутые классы булевых функций. Будем использо-
вать обозначения классов, принятые в [6].

Введем некоторые определения, все прочие необходимые сведения
о замкнутых классах булевых функций содержатся в [6].
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Функция 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) сохраняет 𝑐 ∈ {0, 1}, если 𝑓(𝑐, . . . , 𝑐) = 𝑐.
Для наборов 𝛼, 𝛽 ∈ {0, 1}𝑛 будем говорить, что 𝛼 6 𝛽, если для всех 𝑖

выполнено 𝛼𝑖 6 𝛽𝑖. Функция 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) называется монотонной, если
для любых таких наборов 𝛼, 𝛽, что 𝛼 6 𝛽, выполнено 𝑓(𝛼) 6 𝑓(𝛽).

Функция 𝑓 называется самодвойственной, если 𝑓 = 𝑓 *.
Функция 𝑓 удовлетворяет условию ⟨1𝜇⟩ (условию ⟨0𝜇⟩), 𝜇 = 2, 3, 4, . . .,

если любые 𝜇 наборов, на которых функция равна 1 (соответственно
0), имеют общую единичную (соответственно нулевую) компоненту.
Функция 𝑓 удовлетворяет условию ⟨1∞⟩ (условию ⟨0∞⟩), если для некото-
рой переменной 𝑥𝑖: 𝑓 6 𝑥𝑖 (соответственно 𝑓 > 𝑥𝑖).

Будем обозначать 𝑥1 ⊕ 𝑥2 сумму по модулю 2 переменных 𝑥1 и 𝑥2.
Функция 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) называется линейной, если она равна 𝑐0 ⊕ 𝑐1𝑥1 ⊕
⊕ 𝑐2𝑥2 ⊕ . . .⊕ 𝑐𝑛𝑥𝑛 для некоторых констант 𝑐0, 𝑐1, . . . , 𝑐𝑛 ∈ {0, 1}.

Функция 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) называется конъюнкцией, если она равна 𝑐0(𝑐1 ∨
∨ 𝑥1)(𝑐2 ∨ 𝑥2) · · · (𝑐𝑛 ∨ 𝑥𝑛) для некоторых констант 𝑐0, 𝑐1, . . . , 𝑐𝑛 ∈ {0, 1}.
Функция 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)называется дизъюнкцией, если она равна 𝑐0∨(𝑐1𝑥1)∨
∨ (𝑐2𝑥2) ∨ . . . ∨ (𝑐𝑛𝑥𝑛) для некоторых констант 𝑐0, 𝑐1, . . . , 𝑐𝑛 ∈ {0, 1}.

Множество замкнутых классов булевыхфункций исчерпывается сле-
дующим списком.

1. Класс всех булевых функций— 𝑃2.

2. Класс функций, сохраняющих 0, — 𝑇0; сохраняющих 1, — 𝑇1; сохра-
няющих обе константы 0 и 1, — 𝑇01.

3. Класс монотонных функций—𝑀 ; монотонных функций, сохраня-
ющих 0, —𝑀0; монотонных функций, сохраняющих 1, —𝑀1; мо-
нотонных функций, сохраняющих 0 и 1, —𝑀01.

4. Класс самодвойственных функций— 𝑆; самодвойственных функ-
ций, сохраняющих 0 и 1, — 𝑆01; монотонных самодвойственных
функций— 𝑆𝑀 .

5. 𝐼𝜇, 𝑀𝐼𝜇, 𝐼𝜇1 , 𝑀𝐼𝜇1 —счетные семейства классов (𝜇 = 2, 3, . . . ,∞)
функций, обладающих свойством ⟨1𝜇⟩, являющихся монотонными
(𝑀𝐼𝜇,𝑀𝐼𝜇1 ) и сохраняющих 1 (𝐼

𝜇
1 ,𝑀𝐼𝜇1 ).

6. 𝑂𝜇, 𝑀𝑂𝜇, 𝑂𝜇
0 , 𝑀𝑂𝜇

0 —счетные семейства классов (𝜇 = 2, 3, . . . ,∞)
функций, обладающих свойством ⟨0𝜇⟩, являющихся монотонными
(𝑀𝑂𝜇,𝑀𝑂𝜇

0 ) и сохраняющих 0 (𝑂
𝜇
0 ,𝑀𝑂𝜇

0 ).

7. Класс линейных функций—𝐿; линейных функций, сохраняющих
0, — 𝐿0; линейных функций, сохраняющих 1, — 𝐿1; самодвойствен-
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ных линейных функций— 𝑆𝐿; линейных функций, сохраняющих
0 и 1, — 𝐿01.

8. Класс конъюнкций—𝐾; конъюнкций, сохраняющих 0, —𝐾0; конъ-
юнкций, сохраняющих 1, —𝐾1; конъюнкций, сохраняющих 0и 1, —
𝐾01.

9. Класс дизъюнкций—𝐷; дизъюнкций, сохраняющих 0, —𝐷0; дизъ-
юнкций, сохраняющих 1, —𝐷1; дизъюнкций, сохраняющих 0и 1, —
𝐷01.

10. Класс функций одной переменной— 𝑈 ; самодвойственных функ-
ций одной переменной— 𝑆𝑈 ; монотонных функций одной пере-
менной—𝑀𝑈 ; функций одной переменной, сохраняющих 0 и 1, —
𝑈01.

11. Класс констант—𝐶; констант, сохраняющих 0, —𝐶0; констант, со-
храняющих 1, —𝐶1.

Диаграмма включений замкнутых классов изображена на рис. 1.

Классы, содержащие𝑀01

Утверждение 1 [4].𝑊𝑀01
(𝑝) = [0, 1] при всех 𝑝 ∈ (0, 1).

Доказательство. Рассмотрим булевы функции

𝑓𝑛,𝑚 =
𝑚⋁︁
𝑖=1

𝑥𝑖1𝑥𝑖2 · · ·𝑥𝑖𝑛.

Очевидно, что 𝑓𝑛,𝑚 ∈ 𝑀01. Легко проверить, что ℎ𝑓𝑛,𝑚(𝑝) = 1 − (1 − 𝑝𝑛)𝑚.
Покажем, что при всех 𝑝 ∈ (0, 1) для любого 𝜉 ∈ [0, 1] и любого 𝜀 > 0
найдутся такие 𝑁,𝑀 , что ℎ𝑓𝑁,𝑀

(𝑝) ∈ (𝜉 − 𝜀, 𝜉 + 𝜀).
Если 𝜉 = 0, рассмотрим функции 𝑓𝑛,1: ℎ𝑓𝑛,1(𝑝) = 𝑝𝑛. Легко видеть,

что для любого 𝜀 > 0 найдется такое 𝑁 , что 𝑝𝑁 < 𝜀, откуда следует, что
ℎ𝑓𝑁,1

(𝑝) аппроксимирует точку 𝜉 = 0 с точностью 𝜀. Аналогично найдется
такое 𝑀 , что ℎ𝑓1,𝑀 (𝑝) аппроксимирует точку 𝜉 = 1 с точностью 𝜀. Далее
рассматриваем 𝜉 ∈ (0, 1).

Пусть 𝑁 таково, что 1 − 𝑝𝑁 > 1 − 𝜉 и 𝑝𝑁 < 𝜀. Заметим, что последо-
вательность (1− 𝑝𝑁)𝑚, 𝑚 = 1, 2, . . . является убывающей к нулю, так как
1− 𝑝𝑁 < 1 и lim

𝑚→∞
(1− 𝑝𝑁)𝑚 = 0. Тогда найдется такое𝑀 , что

(1− 𝑝𝑁)𝑀+1 6 1− 𝜉 < (1− 𝑝𝑁)𝑀 .
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Рис. 1

Рассмотрим разность:

(1− 𝑝𝑁)𝑀 − (1− 𝜉) 6 (1− 𝑝𝑁)𝑀 − (1− 𝑝𝑁)𝑀+1 = (1− 𝑝𝑁)𝑀𝑝𝑁 6 𝑝𝑁 < 𝜀.

Следовательно, (1 − 𝑝𝑁)𝑀 ∈ (1 − 𝜉, 1 − 𝜉 + 𝜀), откуда 1 − (1 − 𝑝𝑁)𝑀 ∈
∈ (𝜉 − 𝜀, 𝜉) ⊂ (𝜉 − 𝜀, 𝜉 + 𝜀).

В силу свойства 4 утверждение 1 легко обобщается в

Утверждение 2. Пусть 𝒜—один из замкнутых классов 𝑀01, 𝑀0, 𝑀1,
𝑇0, 𝑇1, 𝑇01,𝑀 , 𝑃2. Тогда𝑊𝒜(𝑝) = [0, 1] при всех 𝑝 ∈ (0, 1).

Следствие. Пусть заданы 𝑝 ∈ (0, 1), 𝜉 ∈ [0, 1], 𝜀 > 0 и 𝒜—один из за-
мкнутых классов𝑀01,𝑀0,𝑀1, 𝑇0, 𝑇1, 𝑇01,𝑀 , 𝑃2. Тогда существует такая
𝑓 ∈ 𝒜, что ℎ𝑓(𝑝) ∈ (𝜉 − 𝜀, 𝜉 + 𝜀).

Классы 𝑆 и 𝑆01

В силу свойства 2 для любой самодвойственной функции 𝑓 имеет
место ℎ𝑓(𝑝) = 1− ℎ𝑓(1− 𝑝), и, следовательно, ℎ𝑓(1/2) = 1/2, что влечет
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Утверждение 3.𝑊𝑆(1/2) = {1/2},𝑊𝑆01
(1/2) = {1/2}.

Покажем, что за исключением «особой» точки 𝑝 = 1/2 функции
из классов 𝑆 и 𝑆01 также позволяют аппроксимировать произвольное
бернуллиевское распределение.

Будем говорить, что булева функция 𝑓 в точке 𝑝 ∈ (0, 1) является 0𝜀-
функцией, если ℎ𝑓(𝑝) < 𝜀 (соответственно, является 1𝜀-функцией, если
ℎ𝑓(𝑝) > 1− 𝜀).

Покажем, что подстановка в функцию 0𝜀- и 1𝜀-функций мало отли-
чается от подстановки констант 0 и 1 соответственно.

Лемма 1 [4]. Пусть 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)—произвольная булева функция, зада-
но 𝑝 ∈ (0, 1), 𝜀 > 0 и булева функция 𝑔 является 𝛼𝜀-функцией в точке 𝑝. По-
ложим 𝑓𝛼 = 𝑓(𝛼, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), 𝑓 ′ = 𝑓(𝑔, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛). Тогда |ℎ𝑓𝛼(𝑝)− ℎ𝑓 ′(𝑝)| < 𝜀.

Доказательство. Обозначим 𝑓𝛼̄ = 𝑓(𝛼̄, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛). Используя разложе-
ние функции 𝑓 по переменной 𝑥1, получаем, что

ℎ𝑓 ′(𝑝) = (1− ℎ𝑔(𝑝))ℎ𝑓0(𝑝) + ℎ𝑔(𝑝)ℎ𝑓1(𝑝). (1)

Рассмотрим сначала 𝛼 = 0. Тогда 𝑓𝛼 = 𝑓0, и из (1) получаем:

ℎ𝑓𝛼(𝑝)− ℎ𝑓 ′(𝑝) = ℎ𝑓0(𝑝)− ℎ𝑓 ′(𝑝) = ℎ𝑔(𝑝)(ℎ𝑓0(𝑝)− ℎ𝑓1(𝑝)).

Поскольку 𝑔 является 0𝜀-функцией, получаем, что |ℎ𝑓𝛼(𝑝) − ℎ𝑓 ′(𝑝)| <
< 𝜀|ℎ𝑓0(𝑝)− ℎ𝑓1(𝑝)|.

Пусть теперь 𝛼 = 1. Тогда 𝑓𝛼 = 𝑓1, и из (1) получаем:

ℎ𝑓𝛼(𝑝)− ℎ𝑓 ′(𝑝) = (1− ℎ𝑔(𝑝))(ℎ𝑓1(𝑝)− ℎ𝑓0(𝑝)).

Поскольку 𝑔 является 1𝜀-функцией, получаем, что |ℎ𝑓𝛼(𝑝) − ℎ𝑓 ′(𝑝)| <
< 𝜀|ℎ𝑓1(𝑝)− ℎ𝑓0(𝑝)|.

Заметим, что |ℎ𝑓1(𝑝)− ℎ𝑓0(𝑝)| 6 max{ℎ𝑓1(𝑝), ℎ𝑓0(𝑝)} 6 1, откуда в обоих
случаях |ℎ𝑓𝛼(𝑝)− ℎ𝑓 ′(𝑝)| < 𝜀. Лемма доказана.

Следствие [4]. Пусть 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)—произвольная булева функция, за-
дано 𝑝 ∈ (0, 1), 𝜀 > 0, константы 𝛼1, . . . , 𝛼𝑚 ∈ {0, 1} и булевы функции
𝑔1, . . . , 𝑔𝑚, являющиеся (𝛼𝑖)𝜀-функциями в точке 𝑝. Положим

𝑓𝛼 = 𝑓(𝛼1, . . . , 𝛼𝑚, 𝑥𝑚+1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑓 ′ = 𝑓(𝑔1, . . . , 𝑔𝑚, 𝑥𝑚+1, . . . , 𝑥𝑛).

Тогда |ℎ𝑓𝛼(𝑝)− ℎ𝑓 ′(𝑝)| < 𝑚𝜀.

Данное следствие позволяет для многих замкнутых классов све-
сти проверку аппроксимируемости всех точек отрезка [0, 1] к проверке
только двух точек— 0 и 1.
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Лемма2 [4]. Пусть𝒜— замкнутыйкласс булевыхфункций,𝒜 ̸⊆ 𝐿,𝐾,𝐷.
Для заданного 𝑝 ∈ (0, 1)множество𝑊𝒜(𝑝) совпадает с [0, 1]тогда итолько
тогда, когда 0, 1 ∈ 𝑊𝒜(𝑝).

Доказательство. Необходимость условия очевидна, покажем достаточ-
ность. Пусть задано 𝑝 ∈ (0, 1), покажем, что для любого 𝜉 ∈ [0, 1] и 𝜀 > 0
существует такая функция 𝑓 ∈ 𝒜, что ℎ𝑓(𝑝) ∈ (𝜉 − 𝜀, 𝜉 + 𝜀).

Рассмотрим класс [𝒜∪{0, 1}]. Поскольку𝒜 ̸⊆ 𝐿,𝐾,𝐷, класс [𝒜∪{0, 1}]
равен либо𝑀 , либо 𝑃2. В обоих случаях по следствию из утверждения 2,
существует такая функция 𝑔 ∈ [𝒜 ∪ {0, 1}], что ℎ𝑔(𝑝) ∈ (𝜉 − 𝜀/2, 𝜉 + 𝜀/2).

Тогда существует такая функция 𝜙 ∈ 𝒜, что

𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝜙(𝛼1, . . . , 𝛼𝑚, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛),

где 𝛼1, . . . , 𝛼𝑚 ∈ {0, 1}. Поскольку, по условию леммы, 0, 1 ∈ 𝑊𝒜(𝑝) в
заданной точке 𝑝, в классе 𝒜 имеются функции 𝜙0 и 𝜙1, являющиеся
0𝜀/2𝑚- и 1𝜀/2𝑚-функциями соответственно.

Рассмотрим функцию

𝑓 = 𝜙(𝜙𝛼1
, . . . , 𝜙𝛼𝑚

, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).

По следствию из леммы 1 получаем, что

|ℎ𝑓(𝑝)− ℎ𝑔(𝑝)| < 𝑚 · 𝜀

2𝑚
=

𝜀

2
.

Вместе с условием ℎ𝑔(𝑝) ∈ (𝜉− 𝜀/2, 𝜉+ 𝜀/2) это влечет ℎ𝑓(𝑝) ∈ (𝜉− 𝜀, 𝜉+ 𝜀),
что и требовалось доказать.

Доказанная вышелеммапозволяетполучитьполноеописание𝑊𝑆(𝑝).

Утверждение 4.𝑊𝑆(𝑝) =

{︃
[0, 1] при 𝑝 ̸= 1/2,

{1/2} при 𝑝 = 1/2.

Доказательство. Случай 𝑝 = 1/2 описывается утверждением 3. По-
скольку класс 𝑆 двойственен себе, свойство 3 позволяет ограничиться
рассмотрением 𝑝 ∈ (0, 1/2). Покажем, что для таких значений 𝑝 выпол-
нено 0, 1 ∈ 𝑊𝑆(𝑝).

Пусть𝑚(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1𝑥2 ∨ 𝑥1𝑥3 ∨ 𝑥2𝑥3—функция голосования (меди-
ана). Рассмотрим последовательность функций, заданную следующим
образом: 𝑓0 = 𝑚, 𝑓𝑛+1 = 𝑚(𝑓𝑛, 𝑓𝑛, 𝑓𝑛). Очевидно, что 𝑓𝑛 ∈ 𝑆.

Пусть 𝐹 (𝑝) = ℎ𝑚(𝑝) = 3𝑝2(1− 𝑝) + 𝑝3. Несложно проверить, что

ℎ𝑓𝑛+1
(𝑝) = 𝐹 (ℎ𝑓𝑛(𝑝)) = 𝐹 (𝐹 (. . . 𝐹⏟  ⏞  

𝑛+1 раз

(𝑝))).
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При 𝑝 ∈ (0, 1/2) выполнено 𝐹 (𝑝) < 𝑝, откуда следует, что ℎ𝑓𝑛(𝑝) моно-
тонно убывает с ростом 𝑛. Поскольку ℎ𝑓𝑛(𝑝) > 0, существует предел
𝜉 = lim

𝑛→∞
ℎ𝑓𝑛(𝑝), для которого выполнено 𝐹 (𝜉) = 𝜉. Легко видеть, что

𝜉 = 0, и, следовательно, ℎ𝑓𝑛(𝑝) → 0 при 𝑛 → ∞. Таким образом, среди 𝑓𝑛
найдутся 0𝜀-функции для любого 𝜀 > 0, и, следовательно 0 ∈ 𝑊𝑆(𝑝).

Кроме того, 𝑓𝑛 ∈ 𝑆 и ℎ𝑓𝑛
(𝑝) → 1 при 𝑛 → ∞, откуда получаем, что

1 ∈ 𝑊𝑆(𝑝). Таким образом, 0, 1 ∈ 𝑊𝑆(𝑝) при 𝑝 ∈ (0, 1/2) и по лемме 2
имеет место𝑊𝑆(𝑝) = [0, 1].

В отличие от класса 𝑆, класс 𝑆01 не содержит отрицания, однако и
в нем можно аппроксимировать произвольное бернуллиевское распре-
деление при 𝑝 ̸= 1/2.

Утверждение 5.𝑊𝑆01
(𝑝) =

{︃
[0, 1] при 𝑝 ̸= 1/2,

{1/2} при 𝑝 = 1/2.

Доказательство. Как и в доказательстве выше, достаточно рассмат-
ривать лишь 𝑝 ∈ (0, 1/2). Функции 𝑓𝑛, построенные в доказательстве
утверждения 4, принадлежат также классу 𝑆01, поэтому 0 ∈ 𝑊𝑆01

(𝑝).
Покажем, что 1 ∈ 𝑊𝑆01

(𝑝). Рассмотрим последовательность булевых
функций

𝑔𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, если 𝑥1 = . . . = 𝑥𝑛 = 0,

1, если 𝑥1 = . . . = 𝑥𝑛 = 1,

𝑥1, на всех прочих наборах.

Заметим, что 𝑔𝑛 ∈ 𝑆01, ℎ𝑔𝑛(𝑝) = 1− 𝑝− (1− 𝑝)𝑛 + 𝑝𝑛.
Зафиксируем 𝜀 > 0, и пусть 𝑓 ∈ 𝑆01—некоторая 0𝜀/2-функция при

заданном 𝑝 ∈ (0, 1/2). Так как 0 ̸∈ 𝑆01, имеет место 0 < ℎ𝑓(𝑝) < 𝜀/2.
Рассмотрим функции 𝜙𝑛 = 𝑔𝑛(𝑓, . . . , 𝑓). Тогда

ℎ𝜙𝑛
(𝑝) = ℎ𝑔𝑛(ℎ𝑓(𝑝)) = 1−ℎ𝑓(𝑝)−(1−ℎ𝑓(𝑝))

𝑛+(ℎ𝑓(𝑝))
𝑛 > 1−(ℎ𝑓(𝑝)+(1−ℎ𝑓(𝑝))

𝑛).

Поскольку ℎ𝑓(𝑝) > 0, выполнено 1−ℎ𝑓(𝑝) < 1, и, следовательно, найдется
такое 𝑁 , что (1− ℎ𝑓(𝑝))

𝑁 < 𝜀/2. Тогда

ℎ𝜙𝑁
(𝑝) > 1−

(︁𝜀
2
+

𝜀

2

)︁
= 1− 𝜀.

Следовательно, 𝜙𝑁 в точке 𝑝 является 1𝜀-функцией. Тогда 1 ∈ 𝑊𝑆01
(𝑝) и

по лемме 2 имеет место𝑊𝑆01
(𝑝) = [0, 1].
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Классы, содержащиеся в 𝐿,𝐾 или𝐷

Легко проверяются следующие утверждения.

Утверждение 6 [4]. Пусть 𝒜—один из классов 𝐾,𝐾0, 𝐾1, 𝐾01. Тогда
при любом 𝑝 ∈ (0, 1) имеет место𝑊𝒜(𝑝) ⊆

⋃︀
𝑛
{𝑝𝑛} ∪ {0, 1}.

Утверждение 7 [4]. Пусть 𝒜—один из классов 𝐷,𝐷0, 𝐷1, 𝐷01. Тогда
при любом 𝑝 ∈ (0, 1) имеет место𝑊𝒜(𝑝) ⊆

⋃︀
𝑛
{1− (1− 𝑝)𝑛} ∪ {0, 1}.

Классы линейных функций также имеют не более чем счетные мно-
жества𝑊𝒜(𝑝).

Утверждение 8 [4]. Пусть 𝒜—один из классов 𝐿,𝐿0, 𝐿1, 𝐿01, 𝑆𝐿. Тогда
при любом 𝑝 ∈ (0, 1) имеет место𝑊𝒜(𝑝) ⊆

⋃︀
𝑛
{1
2(1± (1− 2𝑝)𝑛)} ∪ {1

2}.

Доказательство. Пусть 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐿. Без ограничения общности
можно считать, что все переменные функции 𝑓 —существенные. Тогда
𝑓 = 𝑥1 ⊕ 𝑥2 ⊕ . . . ⊕ 𝑥𝑛 ⊕ 𝑐. Следовательно, ℎ𝑓(𝑝) =

∑︀
𝑖 нечет.

(︀
𝑛
𝑖

)︀
𝑝𝑖(1 − 𝑝)𝑛−𝑖 при

𝑐 = 0 и ℎ𝑓(𝑝) =
∑︀
𝑖 чет.

(︀
𝑛
𝑖

)︀
𝑝𝑖(1− 𝑝)𝑛−𝑖 при 𝑐 = 1.

Поскольку
∑︀
𝑖

(︀
𝑛
𝑖

)︀
𝑝𝑖(1−𝑝)𝑛−𝑖 = 1 и

∑︀
𝑖

(︀
𝑛
𝑖

)︀
(−𝑝)𝑖(1−𝑝)𝑛−𝑖 = (1−2𝑝)𝑛, полу-

чаем, что 2
∑︀

𝑖 нечет.

(︀
𝑛
𝑖

)︀
𝑝𝑖(1−𝑝)𝑛−𝑖 = 1−(1−2𝑝)𝑛 и 2

∑︀
𝑖 чет.

(︀
𝑛
𝑖

)︀
𝑝𝑖(1−𝑝)𝑛−𝑖 = 1+(1−2𝑝)𝑛,

откуда ℎ𝑓(𝑝) =
1
2(1± (1− 2𝑝)𝑛). Легко видеть, что единственной предель-

ной точкой таких значений является 1/2. Утверждение доказано.

Практически очевидным является

Утверждение 9. Пусть 𝒜—один из классов 𝑈 , 𝑆𝑈 , 𝑈0, 𝑈1,𝑀𝑈 , 𝐶, 𝐶0,
𝐶1, 𝑈01. Тогда при любом 𝑝 ∈ (0, 1) имеет место𝑊𝒜(𝑝) ⊆ {0, 1, 𝑝, 1− 𝑝}.

Классы, удовлетворяющие условиям ⟨0𝜇⟩, ⟨1𝜇⟩,
⟨0∞⟩, ⟨1∞⟩

Сначала установим вид множества 𝑊𝒜(𝑝) для классов, обладающих
свойствами ⟨0∞⟩, ⟨1∞⟩.

Утверждение 10. Пусть𝒜—один из классов 𝐼∞,𝑀𝐼∞, 𝐼∞1 ,𝑀𝐼∞1 . Тогда
𝑊𝒜(𝑝) = [0, 𝑝].

Пусть 𝒜—один из классов 𝑂∞,𝑀𝑂∞, 𝑂∞
0 ,𝑀𝑂∞

0 . Тогда𝑊𝒜(𝑝) = [𝑝, 1].
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Доказательство. Поскольку классы 𝑂∞, 𝑀𝑂∞, 𝑂∞
0 , 𝑀𝑂∞

0 двойствен-
ны классам 𝐼∞, 𝑀𝐼∞, 𝐼∞1 , 𝑀𝐼∞1 соответственно, достаточно доказать
утверждение для 𝐼∞,𝑀𝐼∞, 𝐼∞1 ,𝑀𝐼∞1 .

Пусть 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐼∞. Тогда без ограничения общности можно
считать, что 𝑓 = 𝑥1𝑓

′(𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), откуда ℎ𝑓(𝑝) = 𝑝ℎ𝑓 ′(𝑝) 6 𝑝. Следователь-
но,𝑊𝐼∞(𝑝) ⊆ [0, 𝑝].

По следствию из утверждения 2, для любого 𝜉 ∈ [0, 1], 𝜀 > 0 существу-
ет такая функция 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝑀01, что ℎ𝑓(𝑝) ∈ (𝜉−𝜀, 𝜉+𝜀). Рассмотрим
𝑔 = 𝑦𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), где 𝑦—булева переменная, отличная от 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛. То-
гда 𝑔 ∈ 𝑀𝐼∞1 и ℎ𝑔(𝑝) = 𝑝ℎ𝑓(𝑝). В силу произвольности 𝜉 получаем, что
𝑊𝑀𝐼∞1 (𝑝) ⊇ [0, 𝑝].

Учитывая соотношениямеждурассматриваемымизамкнутымиклас-
сами и свойство 4, получаем, что

𝑊𝐼∞(𝑝) = 𝑊𝑀𝐼∞(𝑝) = 𝑊𝐼∞1 (𝑝) = 𝑊𝑀𝐼∞1 (𝑝) = [0, 𝑝].

Утверждение доказано.

Для описания множеств распределений, аппроксимируемых клас-
сами со свойствами ⟨0𝜇⟩, ⟨1𝜇⟩, нам потребуются два вспомогательных
утверждения.

Лемма 3 (обобщение теоремы Эрдёша—Ко—Радо [7]). Пусть 𝑋 —
конечное множество мощности 𝑛. Пусть ℱ — семейство подмножеств 𝑋

мощности 𝑖, в котором для любых 𝐹1, . . . , 𝐹𝑘 ∈ ℱ выполнено
𝑘⋂︀

𝑗=1

𝐹𝑗 ̸= ∅.

Если при этом 𝑘𝑖/(𝑘 − 1) 6 𝑛, то |ℱ| 6
(︀
𝑛−1
𝑖−1

)︀
.

Следствие. Пусть булевафункция 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) удовлетворяетусловию
⟨1𝜇⟩ и 𝜇𝑖/(𝜇− 1) 6 𝑛. Тогда 𝐴𝑖 (число наборов веса 𝑖, на которых 𝑓 обраща-
ется в 1) не превышает

(︀
𝑛−1
𝑖−1

)︀
.

Лемма 4. Пусть 𝑞 ∈ (0, 1) и 𝑘 < 𝑛𝑞. Тогда

𝑘∑︁
𝑖=0

(︂
𝑛

𝑖

)︂
𝑞𝑖(1− 𝑞)𝑛−𝑖 6

𝑛𝑞(1− 𝑞)

(𝑞𝑛− 𝑘)2
.

Доказательство. Пусть 𝑋 —случайная величина, имеющая биноми-
альное распределение с параметрами 𝑛 и 𝑞. Тогда

𝑘∑︁
𝑖=0

(︂
𝑛

𝑖

)︂
𝑞𝑖(1−𝑞)𝑛−𝑖 = P{𝑋 6 𝑘} = P{E𝑋−𝑋 > E𝑋−𝑘} 6 P{|𝑋−E𝑋| > E𝑋−𝑘},
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где E𝑋 —математическое ожидание случайной величины 𝑋. Для вы-
бранной величины 𝑋 математическое ожидание равно E𝑋 = 𝑛𝑞, а
дисперсия равна D𝑋 = 𝑛𝑞(1 − 𝑞). В силу предположения 𝑘 < 𝑛𝑞 имеет
место E𝑋 − 𝑘 > 0. Используя неравенство Чебышёва [8], получаем

P{|𝑋 − E𝑋| > E𝑋 − 𝑘} 6
D𝑋

(E𝑋 − 𝑘)2
=

𝑛𝑞(1− 𝑞)

(𝑞𝑛− 𝑘)2
.

Лемма доказана.

Утверждение 11. Пусть 𝒜—один из классов 𝐼𝜇,𝑀𝐼𝜇, 𝐼𝜇1 ,𝑀𝐼𝜇1 . Тогда

𝑊𝒜(𝑝) =

{︃
[0, 𝑝], если 0 < 𝑝 6 1− 1

𝜇 ,

[0, 1], если 1− 1
𝜇 < 𝑝 < 1.

Пусть 𝒜—один из классов 𝑂𝜇,𝑀𝑂𝜇, 𝑂𝜇
0 ,𝑀𝑂𝜇

0 . Тогда

𝑊𝒜(𝑝) =

{︃
[0, 1], если 0 < 𝑝 < 1

𝜇 ,

[𝑝, 1], если 1
𝜇 6 𝑝 < 1.

Доказательство. В силу свойства 3 достаточно доказать утверждение
для классов 𝐼𝜇, 𝑀𝐼𝜇, 𝐼𝜇1 , 𝑀𝐼𝜇1 . Учитывая свойство 4 и утверждение 10,
получаем, что𝑊𝐼𝜇(𝑝),𝑊𝑀𝐼𝜇(𝑝),𝑊𝐼𝜇1

(𝑝),𝑊𝑀𝐼𝜇1
(𝑝) ⊇ [0, 𝑝].

Покажем, что при 𝑝 < 1 − 1
𝜇 имеет место 𝑊𝐼𝜇(𝑝) ⊆ [0, 𝑝]. Пусть 𝜉 =

= max𝑊𝐼𝜇(𝑝). Посколькумножество𝑊𝐼𝜇(𝑝) замкнуто, 𝜉 определено. Если
𝜉 = 1, то по лемме 2 имеем𝑊𝐼𝜇(𝑝) = [0, 1]. В остальных случаях с учетом
свойства 5 получаем

[0, 𝜉] ⊇ 𝑊𝐼𝜇(𝑝) ⊇ 𝑊𝐼𝜇(𝜉) ⊇ [0, 𝜉].

Следовательно, 𝑊𝐼𝜇(𝑝) = [0, 𝜉]. Пусть 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐼𝜇. Тогда ℎ𝑓(𝑝) =

=
𝑛∑︀

𝑖=0

𝐴𝑖𝑝
𝑖(1−𝑝)𝑛−𝑖. Согласно следствию из леммы 3 имеем𝐴𝑖 6

(︀
𝑛−1
𝑖−1

)︀
при

𝑖 6 𝑛(1 − 1
𝜇). При прочих 𝑖 используем тривиальную оценку 𝐴𝑖 6

(︀
𝑛
𝑖

)︀
.

Пусть 𝑘 = ⌊𝑛(1− 1
𝜇)⌋. Тогда

ℎ𝑓(𝑝) 6
𝑘∑︁

𝑖=0

(︂
𝑛− 1

𝑖− 1

)︂
𝑝𝑖(1− 𝑝)𝑛−𝑖 +

𝑛∑︁
𝑖=𝑘+1

(︂
𝑛

𝑖

)︂
𝑝𝑖(1− 𝑝)𝑛−𝑖 =

=
𝑘∑︁

𝑖=1

(︂
𝑛− 1

𝑖− 1

)︂
𝑝𝑖(1− 𝑝)𝑛−𝑖 +

𝑛∑︁
𝑖=𝑘+1

(︂(︂
𝑛− 1

𝑖

)︂
+

(︂
𝑛− 1

𝑖− 1

)︂)︂
𝑝𝑖(1− 𝑝)𝑛−𝑖 =
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=
𝑛∑︁

𝑖=1

(︂
𝑛− 1

𝑖− 1

)︂
𝑝𝑖(1− 𝑝)𝑛−𝑖 +

𝑛∑︁
𝑖=𝑘+1

(︂
𝑛− 1

𝑖

)︂
𝑝𝑖(1− 𝑝)𝑛−𝑖 =

=
𝑛−1∑︁
𝑖=0

(︂
𝑛− 1

𝑖

)︂
𝑝𝑖+1(1− 𝑝)𝑛−1−𝑖 +

𝑛−𝑘−1∑︁
𝑗=0

(︂
𝑛− 1

𝑗 − 1

)︂
(1− 𝑝)𝑗𝑝𝑛−𝑗 =

= 𝑝+ (1− 𝑝)
𝑛−𝑘−2∑︁
𝑗=0

(︂
𝑛− 1

𝑗

)︂
(1− 𝑝)𝑗𝑝𝑛−1−𝑗.

К полученной сумме применим неравенство из леммы 4, полагая 𝑞 =
= 1− 𝑝. Убедимся в выполнении неравенства (𝑛− 1)(1− 𝑝) > 𝑛− 𝑘 − 2.
Действительно:

(𝑛− 1)(1− 𝑝)− (𝑛− 𝑘− 2) = 𝑛− 1− 𝑝(𝑛− 1)− 𝑛+ 𝑘 + 2 = 𝑘 + 1− (𝑛− 1)𝑝.

В силу выбора 𝑘 имеем 𝑘 > 𝑛
(︁
1− 1

𝜇

)︁
− 1, кроме того, 𝑝 < 1− 1

𝜇, откуда

𝑘 + 1− (𝑛− 1)𝑝 > 𝑛

(︂
1− 1

𝜇

)︂
− (𝑛− 1)

(︂
1− 1

𝜇

)︂
= 1− 1

𝜇
> 0.

Таким образом, с учетом неравенства из леммы 4 имеем

ℎ𝑓(𝑝) 6 𝑝+ (1− 𝑝)
(𝑛− 1)𝑝(1− 𝑝)

(𝑘 + 1− (𝑛− 1)𝑝)2
.

Несложно проверить, что, рассматривая 𝑘 как 𝑘(𝑛)—функцию, завися-
щую от 𝑛, при 𝑝 < 1− 1

𝜇 имеем

lim
𝑛→∞

(𝑛− 1)𝑝(1− 𝑝)

(𝑘(𝑛) + 1− (𝑛− 1)𝑝)2
= 0.

Иначе говоря, характеристические многочлены функций из 𝐼𝜇 от боль-
шого числа переменных в точке 𝑝 не могут существенно превышать
значение 𝑝. Из полученной оценки несложно вывести, что для каж-
дого 𝑁 может найтись лишь конечное число таких функций 𝑓 ∈ 𝐼𝜇,
что

ℎ𝑓(𝑝) > 𝑝+ (1− 𝑝)
(𝑁 − 1)𝑝(1− 𝑝)

(𝑘(𝑁) + 1− (𝑁 − 1)𝑝)2
.

Вместе с тем, если бы нашлась хоть одна такая функция 𝑓 ′, то, по
ранее доказанному, [0, ℎ𝑓 ′(𝑝)] ⊆ 𝑊𝐼𝜇(𝑝) и, следовательно, таких функций
должно быть бесконечно много. Полученное противоречие показывает,
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что в действительности для всех 𝑓 ∈ 𝐼𝜇 при 𝑝 < 1 − 1
𝜇 выполнено

ℎ𝑓(𝑝) 6 𝑝.
Пусть теперь 𝑝 = 1 − 1

𝜇. По доказанному выше для любой функции
𝑓 ∈ 𝐼𝜇 при всех 𝑝′ < 1 − 1

𝜇 выполнено ℎ𝑓(𝑝
′) 6 𝑝′ < 1 − 1

𝜇. В силу

непрерывности ℎ𝑓(𝑝) получаем, что ℎ𝑓

(︁
1− 1

𝜇

)︁
6 1− 1

𝜇.
Итак, при 𝑝 6 1− 1

𝜇 имеет место𝑊𝐼𝜇(𝑝) = [0, 𝑝], а в силу свойства 4 и
утверждения 10 то же верно и для классов 𝐼𝜇1 ,𝑀𝐼𝜇,𝑀𝐼𝜇1 .

Рассмотрим теперь значения 𝑝 > 1 − 1
𝜇. Определим последователь-

ность функций 𝑓𝑛 от 𝑛𝜇+1 переменной следующим образом: на наборах
веса 𝑛𝜇− 𝑛 + 1 и более положим 𝑓𝑛 равной 1, на всех прочих наборах—
равной 0 (такие функции рассматривались также в [9]). Тогда в любых
𝜇 наборах, на которых 𝑓𝑛 равна 1, имеется всего не более 𝜇𝑛 нулей,
а следовательно, найдется позиция, в которой во всех наборах стоит
1. Таким образом, 𝑓𝑛 удовлетворяют условию ⟨1𝜇⟩. Кроме того, легко
видеть, что 𝑓𝑛—монотонные, сохраняющие 1. Итак, 𝑓𝑛 ∈ 𝑀𝐼𝜇1 .

Легко проверить, что

ℎ𝑓𝑛(𝑝) =

𝑛𝜇+1∑︁
𝑖=𝑛𝜇−𝑛+1

(︂
𝑛𝜇+ 1

𝑖

)︂
𝑝𝑖(1− 𝑝)𝑛𝜇+1−𝑖 = 1−

𝑛𝜇−𝑛∑︁
𝑖=0

(︂
𝑛𝜇+ 1

𝑖

)︂
𝑝𝑖(1− 𝑝)𝑛𝜇+1−𝑖.

Применим к получившейся сумме неравенство из леммы 4, полагая
𝑞 = 𝑝. Отметим, что в силу предположения 𝑝 > 1 − 1

𝜇 имеет место
(𝑛𝜇+1)𝑝−(𝑛𝜇−𝑛) > (𝑛𝜇+1)(1− 1

𝜇)−𝑛𝜇(1− 1
𝜇) = 1− 1

𝜇 > 0. Следовательно,

ℎ𝑓𝑛(𝑝) > 1− (𝑛𝜇+ 1)𝑝(1− 𝑝)

((𝑛𝜇+ 1)𝑝− 𝑛(𝜇− 1))2
.

Отсюда видно, что ℎ𝑓𝑛(𝑝) → 1 при 𝑛 → ∞, и, следовательно, в силу
леммы 2, имеет место 𝑊𝑀𝐼𝜇1

(𝑝) = [0, 1]. В силу свойства 4 то же верно и
для классов 𝐼𝜇, 𝐼𝜇1 ,𝑀𝐼𝜇. Утверждение доказано.

Класс 𝑆𝑀

Утверждение 12.𝑊𝑆𝑀(𝑝) =

⎧⎪⎨⎪⎩
[0, 𝑝], при 0 < 𝑝 < 1/2,

1/2, при 𝑝 = 1/2,

[𝑝, 1], при 1/2 < 𝑝 < 1.

Доказательство. Включение𝑊𝑆𝑀(𝑝) в множество, описанное в условии
утверждения, вытекает непосредственно из включения 𝑆𝑀 ⊆ 𝑀𝐼21 ∩
∩𝑀𝑂2

0. Для доказательства утверждения требуется установить, что при
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каждом 𝑝 ∈ (0, 1) все точки указанного множества действительно ап-
проксимируются.

Поскольку класс 𝑆𝑀 двойственен сам себе, достаточно доказать
утверждение для 0 < 𝑝 < 1/2, т. е. показать, что при любом 𝑝 ∈ (0, 1/2)
для любого 𝜉 ∈ (0, 𝑝) и любого 𝜀 > 0 найдется такая функция 𝑓 ∈ 𝑆𝑀 ,
что ℎ𝑓(𝑝) ∈ (𝜉 − 𝜀, 𝜉 + 𝜀).

Пусть𝑚—медиана, рассмотрим последовательность функций:

𝑓𝑛(𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑚(𝑥0, 𝑥1,𝑚(𝑥0, 𝑥2,𝑚(𝑥0, 𝑥3,𝑚(. . . ,𝑚(𝑥0, 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) . . .)))).

Несложно проверить, что

ℎ𝑓𝑛(𝑝) = 𝑝(1− (1− 𝑝)𝑛) + (1− 𝑝)𝑝𝑛 = 𝑝− (𝑝(1− 𝑝)𝑛 − (1− 𝑝)𝑝𝑛).

Рассмотрим 𝜒𝑛(𝑝) = 𝑝− ℎ𝑓𝑛(𝑝) = 𝑝(1− 𝑝)𝑛 − (1− 𝑝)𝑝𝑛. При всех 𝑝 ∈ (0, 1/2)
имеет место 𝜒𝑛(𝑝) > 0 и 𝜒𝑛(𝑝) → 0 при 𝑛 → ∞. Покажем, что 𝜒𝑛(𝑝)
сходится к нулю равномерно на отрезке [0, 1/2].

Поскольку 𝜒𝑛(0) = 𝜒𝑛(1/2) = 0 и 𝜒𝑛(𝑝) > 0, на отрезке [0, 1/2] функ-
ция 𝜒𝑛(𝑝) имеет глобальный максимум в точке 𝑝0, где выполнено
𝜒′
𝑛(𝑝0) = 0. Дифференцируя 𝜒𝑛(𝑝) по переменной 𝑝, получаем, что усло-
вие 𝜒′

𝑛(𝑝0) = 0 равносильно

(1− 𝑝0)
𝑛 + 𝑝𝑛0 = 𝑛(𝑝0(1− 𝑝0)

𝑛−1 + 𝑝𝑛−1
0 (1− 𝑝0)),

откуда (︂
1− 𝑝0
𝑝0

)︂𝑛−1

=
1

𝑛

(︂(︂
1− 𝑝0
𝑝0

)︂𝑛

+ 1

)︂
− 1− 𝑝0

𝑝0
. (2)

Поскольку в точке 𝑝0 функция 𝜒𝑛(𝑝) имеет глобальный максимум на
отрезке [0, 1/2], а также в силу соотношения (2), получаем

𝜒𝑛(𝑝) 6 𝜒𝑛(𝑝0) = 𝑝0(1−𝑝0)
𝑛−𝑝𝑛0(1−𝑝0) = 𝑝𝑛0(1−𝑝0)

(︃(︂
1− 𝑝0
𝑝0

)︂𝑛−1

− 1

)︃
=

= 𝑝𝑛0(1− 𝑝0)

(︂
1

𝑛

(︂
1− 𝑝0
𝑝0

)︂𝑛

+
1

𝑛
− 1− 𝑝0

𝑝0
− 1

)︂
6

2

𝑛
.

Отсюда видно, что 𝜒𝑛(𝑝) сходится к нулю равномерно на всем отрезке
[0, 1/2].

Пусть задано 𝜀 > 0. Тогда существует такой номер 𝑁 , что 𝜒𝑁(𝑝) < 𝜀
при всех 𝑝 ∈ [0, 1/2]. Построим последовательность булевых функций 𝑔𝑖
следующим образом. Положим 𝑔0 = 𝑓𝑁 , 𝑔𝑖+1 = 𝑓𝑁(𝑔𝑖, . . . , 𝑔𝑖). Тогда легко
проверить, что

ℎ𝑔𝑖(𝑝) = ℎ𝑓𝑁 (ℎ𝑓𝑁 (. . . ℎ𝑓𝑁⏟  ⏞  
𝑖 раз

(𝑝))). (3)



19

Из выбора𝑁 вытекает, чтоℎ𝑔𝑖(𝑝)−ℎ𝑔𝑖+1
(𝑝) < 𝜀, при этомℎ𝑔𝑖(𝑝) убывают

с ростом 𝑖 так как ℎ𝑓𝑁 (𝑝) < 𝑝, и, из уравнения (3), а также равенства
ℎ𝑓𝑁 (0) = 0 аналогично доказательству утверждения 4 получаем, что
lim
𝑖→∞

ℎ𝑔𝑖(𝑝) = 0. Отсюда следует, что для любой точки 𝜉 ∈ [0, 𝑝] найдется
такой номер 𝑖, что ℎ𝑔𝑖(𝑝) ∈ (𝜉 − 𝜀, 𝜉 + 𝜀). Утверждение доказано.

Аппроксимируемые множества

Объединяя утверждения 1–12, получаем группировку замкнутых
классов булевых функций по типу множеств распределений, которые
аппроксимируются функциями из этих классов. На рис. 2 различные
типы замкнутых классов изображены цветом. Цвета классов и характе-
ристики аппроксимируемых множеств приведены в таблице ниже.

Полученная таким образом классификация позволяет, в частности,
формулировать необходимые условия аппроксимируемости распреде-
лений также и для случая преобразования распределений бесповтор-
ными суперпозициями булевых функций.

Цвет Описание Аппроксимируемые множества

Красный

Классы, позволяю-
щие аппроксимиро-
вать произвольное
распределение при
всех 𝑝 ∈ (0, 1), за
исключением, быть
может, 𝑝 = 1/2

𝑃2, 𝑇0, 𝑇1, 𝑇01,𝑀0,𝑀1,𝑀01 𝑆, 𝑆01

Зеленый

Классы, позволяю-
щие аппроксимиро-
вать произвольное
распределение при
некоторых 𝑝 ∈ (0, 1)
и имеющие конти-
нуальное множест-
во аппроксимируе-
мых распределений
при прочих 𝑝

𝐼𝜇, 𝐼𝜇1 ,𝑀𝐼𝜇,𝑀𝐼𝜇1 𝑂𝜇, 𝑂𝜇
0 ,𝑀𝑂𝜇,𝑀𝑂𝜇

0
𝜇 = 2, 3, . . . .



20

Цвет Описание Аппроксимируемые множества

Синий

Классы, имеющие
континуальное
множество ап-
проксимируемых
распределений при
всех 𝑝 ∈ (0, 1), но
ни при каком 𝑝
не позволяющие
аппроксимиро-
вать всевозможные
распределения

𝐼∞, 𝐼∞1 ,𝑀𝐼∞,𝑀𝐼∞1 𝑂∞, 𝑂∞
0 ,𝑀𝑂∞,𝑀𝑂∞

0

𝑆𝑀

Оранже-
вый

Классы, имеющие
счетные множества
аппроксимируемых
распределений при
всех 𝑝 ∈ (0, 1)

𝐾,𝐾1 𝐾0, 𝐾01 𝐷,𝐷0

𝐷1, 𝐷01 𝐿 𝐿0

𝐿1 𝑆𝐿 𝐿01

Лиловый

Классы, имеющие
конечные множества
аппроксимируемых
распределений при
всех 𝑝 ∈ (0, 1)

𝑈 𝑆𝑈 𝑀𝑈

𝑈0 𝑈1 𝐶

𝐶0 𝐶1 𝑈01
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Рис. 2

Установленный вид множеств без существенных изменений рас-
пространяется на случай, когда в функции из замкнутых классов под-
ставляются независимые случайные величины, распределения которых
принадлежат некоторому конечному множеству начальных распреде-
лений.

Легко проверить, что для всех классов, содержащих𝑀𝐼∞1 или𝑀𝑂∞
0 ,

множество аппроксимируемых распределений для заданного конечно-
го множества начальных распределений определяется одним из эле-
ментов этого множества, дающим наибольшее множество аппрокси-
мируемых распределений.

Для класса 𝑆𝑀 наличие в множестве начальных распределений двух
распределений, у которых вероятность единицы больше и меньше 1/2
соответственно, позволяет аппроксимировать произвольное распреде-
ление. В противном случае, множество аппроксимируемых распределе-
ний так же, как и в предыдущем случае, определяется одним элементом
множества начальных распределений.

В классах, где множество аппроксимируемых распределений имеет
не более одной предельной точки, рассмотрение конечного множест-
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ва начальных распределений не увеличивает множество предельных
точек.

Автор выражает признательность О.М.Касим-Заде за внимание к
работе, а также участникам семинара сектора теоретической киберне-
тики ИПМ им. М. В. Келдыша за творческую атмосферу, способствовав-
шую написанию данной работы.
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