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Нижние оценки длин полных диагностических тестов для схем

и входов схем
Получены экспоненциальные нижние оценки длин следующих те-

стов:
1) полных диагностических тестов при однотипных и произвольных

константных неисправностях на входах схем;
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Введение

В работе рассматривается вопросы, связанные с тестированием ло-
гических устройств, реализующих заданные булевыфункции. Тестовый
подход к контролю работы схем предложен С. В. Яблонским и И. А. Че-
гис в [1]. Пусть имеется логическое устройство, например, двухполюс-
ная контактная схема или схема из функциональных элементов 𝑆, реа-
лизующее булеву функцию 𝑓(�̃�𝑛), где �̃�𝑛 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). Под воздействием
некоторого источника неисправностей один или несколько элементов
или входов схемы 𝑆 могут перейти в неисправное состояние. В резуль-
тате схема 𝑆 вместо исходнойфункции 𝑓(�̃�𝑛) будет реализовывать неко-
торую булеву функцию 𝑔(�̃�𝑛), вообще говоря, отличную от 𝑓 . Все такие
функции 𝑔(�̃�𝑛), получающиеся при всевозможных допустимых для рас-
сматриваемой задачи неисправностях элементов либо входов схемы 𝑆,
называются функциями неисправности данной схемы.

Введём следующие определения [2, 3, 4]. Проверяющим тестом для
схемы 𝑆 называется такое множество 𝑇 наборов значений переменных
𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, что для любой отличной от 𝑓(�̃�𝑛)функции неисправности схе-
мы 𝑆 в 𝑇 найдётся набор �̃�, на котором 𝑓(�̃�) ̸= 𝑔(�̃�).Диагностическимте-
стом для схемы 𝑆 называется такое множество 𝑇 наборов значений пе-
ременных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, что 𝑇 является проверяющим тестом и, кроме того,
для любых двух различных функций неисправности 𝑔1(�̃�

𝑛) и 𝑔2(�̃�
𝑛) схе-

мы 𝑆 в 𝑇 найдётся набор �̃�, на котором 𝑔1(�̃�) ̸= 𝑔2(�̃�). Число наборов в 𝑇
называется длиной теста. В качестве тривиального диагностического (и
проверяющего) теста длины 2𝑛 для схемы 𝑆 всегда можно взять множе-
ство 𝑇 , состоящее из всех двоичных наборов длины 𝑛. Тест называется
полным, если могут быть неисправны сколько угодно элементов либо
входов схемы, и единичным, если может быть неисправен только один
элемент либо вход схемы. Единичные тесты при неисправностях эле-
ментов схем обычно рассматривают для неизбыточных схем [4], т.е. для
таких схем, в которых любая допустимая неисправность любого одно-
го элемента приводит к функции неисправности, отличной от исходной
функции, реализуемой данной схемой.

Пусть зафиксированвиднеисправностей элементовлибовходов схем
и 𝑇 — полный диагностический тест для некоторой схемы 𝑆. Введём
следующие обозначения: 𝐷(𝑇 ) — длина теста 𝑇 ; 𝐷(𝑆) = min𝐷(𝑇 ), где
минимум берётся по всем полным диагностическим тестам 𝑇 для схе-
мы 𝑆; 𝐷(𝑓) = min𝐷(𝑆), где минимум берётся по всем схемам 𝑆 (для
случая схем из функциональных элементов — в некотором фиксиро-
ванном функционально полном базисе 𝐵), реализующим функцию 𝑓 ;
𝐷(𝑛) = max𝐷(𝑓), где максимум берётся по всем булевым функциям 𝑓
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от 𝑛 переменных. Функция 𝐷(𝑛) называется функцией Шеннона длины
полного диагностического теста.

Отметим, что если рассматриваются только неисправности на вхо-
дах схем, то функции неисправности произвольной схемыне зависят от
её строения и даже от принадлежности её определённому классу схем,
а зависят лишь от исходной функции, реализуемой этой схемой (это
обстоятельство отмечено, например, в работе [1]). Поэтому в данном
случае можно говорить о функциях неисправности без указания схемы.
Класс допустимыхнеисправностей на входах схем ограничимконстант-
ными неисправностями, при которых значение на любом неисправном
входе схемы становится равно некоторой булевой константе. Фактиче-
ски, любая константная неисправность на входе схемы означает под-
становку в булевуфункцию, реализуемую этой схемой, вместо перемен-
ной, отвечающей неисправному входу, булевой константы.

В качестве допустимых неисправностей контактов (в контактных
схемах) будем рассматривать их обрывы и замыкания. При обрыве кон-
такта проводимость между его полюсами становится тождественно ну-
левой, а при замыкании—тождественно единичной. Класс неисправно-
стей функциональных элементов ограничим константными и инверс-
ными неисправностями на выходах элементов. Константная неисправ-
ность на выходе функционального элемента означает, что значение на
этом выходе становится равно некоторой булевой константе. Констант-
ные неисправности на входах схем и выходах функциональных элемен-
тов называются однотипными константными типа 𝛿, если значения на
неисправных входах схем (выходах элементов) равны одной и той же
булевой константе 𝛿, и произвольными константными, если эти значе-
ния могут быть равны как 0, так и 1 для каждого неисправного входа
схемы (выхода элемента) независимо от неисправностей других входов
схемы (выходов элементов). Инверсная неисправность на выходе функ-
ционального элемента означает, что значение на этом выходе стано-
вится противоположным значению на нём в случае, когда этот выход
исправен.

Для удобства над буквой 𝐷 будем ставить символ 𝑃 в случаях, ко-
гда рассматриваются неисправности на входах схем (primary inputs), и
символ 𝑂, когда рассматриваются неисправности контактов или неис-
правности на выходах функциональных элементов (outputs). Под бук-
вой 𝐷 будем ставить символ, обозначающий базис (для случая схем из
функциональных элементов), а после него— символы «0, 1», «0», «1» или
«𝐼𝑛𝑣» в случаях, когда в схемах допускаются соответственно произволь-
ные константные неисправности (на входах схем или выходах элемен-
тов либо как обрывы, так и замыкания контактов), однотипные кон-
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стантные неисправности типа 0 (на входах схем или выходах элементов
либо только обрывыконтактов), типа 1 (на входах схемили выходах эле-
ментов либо только замыкания контактов) или инверсные неисправно-
сти на выходах элементов.

В работе В. Н. Носкова [5] были получены оценки 2
𝑛
2

2
√
𝑛

6 𝐷𝑃
0,1(𝑛) 6

6 4(𝑛 + 1)3 · 20,773𝑛. Х. А. Мадатяном в [6], в частности, для класса произ-
вольных двухполюсных контактных схем установлено, что 𝐷𝑂

0,1(𝑛) > 2𝑛

(а с учётом наличия тривиального теста здесь можно поставить знак ра-
венства), и, фактически, установлено, что 𝐷𝑂

0 (𝑛) > 2𝑛−1 и 𝐷𝑂
1 (𝑛) > 2𝑛−1,

причём каждая из этих трёх оценок достигается на линейной булевой
функции от 𝑛 переменных. В работе [7] С. В. Коваценко для базиса 𝐵1 =
= {&,⊕, 1} и инверсных неисправностей на выходах функциональных
элементов, в частности, получил оценку 𝐷𝑂

𝐵1; 𝐼𝑛𝑣
(𝑛) 6 2𝑛−2. К настоя-

щему времени ни для какого функционально полного конечного бази-
са 𝐵 не известны верхние оценки величин 𝐷𝑂

𝐵; 0,1(𝑛), 𝐷𝑂
𝐵; 0(𝑛), 𝐷𝑂

𝐵; 1(𝑛) и
𝐷𝑂

𝐵; 𝐼𝑛𝑣(𝑛), по порядку меньшие 2𝑛. Ранее были также неизвестны нели-
нейные нижние оценки ни одной этих величин.

Нижние оценки длин тестов для входов схем

В теоремах 1–3 устанавливаются экспоненциальные по 𝑛 нижние
оценки величин𝐷𝑃

0 (𝑛),𝐷𝑃
1 (𝑛) и𝐷𝑃

0,1(𝑛).

Теорема 1. При 𝑛 > 1 справедливо неравенство𝐷𝑃
0 (𝑛) > 2

𝑛
2 · 4

√
𝑛

2
√

𝑛+ 1
2 log2 𝑛+2

.

Доказательство. При 𝑛 = 1, 𝑛 = 2 указанное неравенство следует,
например, из соотношения𝐷𝑃

0 (𝑓) > 1при 𝑓(𝑥) = 𝑥. Далее будемсчитать,
что 𝑛 > 3. Пусть 𝑘 =

⌊︁
𝑛
4 + log2 𝑛

8 + 1
2

⌋︁
, тогда 𝑘 > 1 и в силу неравенства [8,

с. 509, (А.3)] при 𝜆 = 𝜇 = 1
2 имеем

𝐶𝑘
2𝑘 >

1

2

√
𝜋 · 1√︁

2𝜋 · 2𝑘 · 1
2 ·

1
2

·
(︂

1

2

)︂− 2𝑘
2

·
(︂

1

2

)︂− 2𝑘
2

=
22𝑘

2
√
𝑘

>
22(

𝑛
4+

log2 𝑛
8 − 1

2)√︂
4
(︁
𝑛
4 + log2 𝑛

8 + 1
2

)︁ =
2

𝑛
2 · 4

√
𝑛

2
√︁

𝑛 + 1
2 log2 𝑛 + 2

.

Кроме того,

2𝑛−2𝑘 > 2𝑛−2(𝑛
4+

log2 𝑛
8 + 1

2) =
2

𝑛
2 · 𝑛− 1

4

2
=

2
𝑛
2 · 4

√
𝑛

2
√
𝑛

>
2

𝑛
2 · 4

√
𝑛

2
√︁

𝑛 + 1
2 log2 𝑛 + 2

.
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Поэтому

𝑚 >
2

𝑛
2 · 4

√
𝑛

2
√︁

𝑛 + 1
2 log2 𝑛 + 2

,

где𝑚 = min(𝐶𝑘
2𝑘, 2

𝑛−2𝑘), и достаточно доказать неравенство𝐷𝑃
0 (𝑛) > 𝑚.

Отметим, что из определения числа 𝑘 и неравенства 𝑛 > 3 легко
вытекает соотношение 2𝑘 < 𝑛. Идеи дальнейших рассуждений доказа-
тельства теоремы 1 сходны с идеями, использованными В. Н. Носковым
в работе [5] при получении нижней оценки для величины 𝛼𝑔(𝑛). Пусть
𝐾1, . . . , 𝐾𝑟—всевозможныепопарноразличные элементарныеконъюнк-
ции переменных 𝑥1, . . . , 𝑥2𝑘, в каждую из которых ровно 𝑘 переменных
входит с отрицанием. Тогда 𝑟 = 𝐶𝑘

2𝑘. Далее, пусть 𝐾 ′
1, . . . , 𝐾

′
𝑠 — всевоз-

можные попарно различные элементарные конъюнкции переменных
𝑥2𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛. Тогда 𝑠 = 2𝑛−2𝑘 и, следовательно,𝑚 = min(𝑟, 𝑠).

Рассмотрим булеву функцию 𝑓(�̃�𝑛) = 𝐾1𝐾
′
1 ∨ 𝐾2𝐾

′
2 ∨ . . . ∨ 𝐾𝑚𝐾

′
𝑚.

Предположим, что в конъюнкцию𝐾𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, переменные 𝑥𝑗1(𝑖), . . . ,
𝑥𝑗𝑘(𝑖) входят с отрицанием, а переменные 𝑥𝑗𝑘+1(𝑖), . . . , 𝑥𝑗2𝑘(𝑖) — без отри-
цания, где 𝑗1(𝑖), . . . , 𝑗2𝑘(𝑖) — попарно различные индексы от 1 до 2𝑘. Так
как𝐾𝑖—единственная конъюнкция среди𝐾1, . . . , 𝐾𝑚, в которую каждая
из переменных 𝑥𝑗1(𝑖), . . . , 𝑥𝑗𝑘(𝑖) входит с отрицанием, то при замене всех
этих 𝑘 переменных константой 0 конъюнкция 𝐾𝑖 станет равна 𝑥𝑗𝑘+1(𝑖)&
& . . .&𝑥𝑗2𝑘(𝑖), а любая другая конъюнкция из 𝐾1, . . . , 𝐾𝑚 — тождествен-
ному нулю. Поэтому функция неисправности при указанной замене бу-
дет равна 𝑔𝑖 = 𝑥𝑗𝑘+1(𝑖)& . . .&𝑥𝑗2𝑘(𝑖)&𝐾 ′

𝑖. В то же время, если дополнительно
заменить переменную 𝑥𝑗𝑘+1(𝑖) константой 0, то получающаяся функция
неисправности будет равна 𝑔0 ≡ 0.

Заметим, чтофункцию 𝑔𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, можно отличить отфункции 𝑔0
только на тех наборах, которые обращают в единицу конъюнкцию 𝐾 ′

𝑖.
Учитывая, что множества наборов, обращающих в единицу конъюнк-
ции 𝐾 ′

1, . . . , 𝐾
′
𝑚, попарно не пересекаются, в любой полный диагности-

ческий тест для функции 𝑓(�̃�𝑛) должны входить по крайней мере 𝑚 на-
боров, а тогда𝐷𝑃

0 (𝑛) > 𝐷𝑃
0 (𝑓) > 𝑚. Теорема 1 доказана.

По аналогии с доказательством теоремы 1, используя ту же булеву
функцию 𝑓(�̃�𝑛) и теже обозначения и рассматривая замену переменных
𝑥𝑗𝑘+1(𝑖), . . . , 𝑥𝑗2𝑘(𝑖), 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, константой 1, нетрудно получить следую-
щий результат.

Теорема 2. При 𝑛 > 1 справедливо неравенство𝐷𝑃
1 (𝑛) > 2

𝑛
2 · 4

√
𝑛

2
√

𝑛+ 1
2 log2 𝑛+2

.

Рассмотрим теперь в качестве неисправностей входов схем произ-
вольные константные неисправности.
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Теорема 3. При 𝑛 > 1 справедливо неравенство

𝐷𝑃
0,1(𝑛) >

{︃
2

𝑛
2 , если 𝑛 чётно;⌊︁
2
√
2

3 · 2
𝑛
2

⌋︁
, если 𝑛 нечётно.

Доказательство. Рассмотрим два случая.
1. Пусть 𝑛 чётно. Положим 𝑑 = 𝑛

2 , 𝑚 = 2𝑑. Пусть 𝐾1, . . . , 𝐾𝑚 — всевоз-
можные элементарные конъюнкции переменных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑑, а𝐾 ′

1, . . . , 𝐾
′
𝑚

— всевозможные элементарные конъюнкции переменных 𝑥𝑑+1, . . . , 𝑥𝑛.
Рассмотрим булеву функцию 𝑓(�̃�𝑛) = 𝐾1𝐾

′
1 ∨ 𝐾2𝐾

′
2 ∨ . . . ∨ 𝐾𝑚𝐾

′
𝑚. Пусть

𝐾𝑖 = 𝑥
𝜎𝑖,1

1 & . . .&𝑥
𝜎𝑖,𝑑

𝑑 , 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, где 𝜎𝑖,1, . . . , 𝜎𝑖,𝑑 — булевы константы. То-
гда при замене переменных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑑 константами соответственно 𝜎𝑖,1,
. . . , 𝜎𝑖,𝑑 конъюнкция 𝐾𝑖 станет равна тождественной единице, а любая
другая конъюнкция из 𝐾1, . . . , 𝐾𝑚 — тождественному нулю. Поэтому
функция неисправности при указанной замене будет равна 𝑔𝑖 = 𝐾 ′

𝑖. В
то же время, если дополнительно заменить переменную 𝑥𝑑+1 такой кон-
стантой, чтобы конъюнкция 𝐾 ′

𝑖 обратилась в нуль, то получающаяся
функция неисправности будет равна 𝑔0 ≡ 0.

Заметим, чтофункцию 𝑔𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, можно отличить отфункции 𝑔0
только на тех наборах, которые обращают в единицу конъюнкцию 𝐾 ′

𝑖.
Учитывая, что множества наборов, обращающих в единицу конъюнк-
ции 𝐾 ′

1, . . . , 𝐾
′
𝑚, попарно не пересекаются, в любой полный диагности-

ческий тест для функции 𝑓(�̃�𝑛) должны входить по крайней мере 𝑚 на-
боров, а тогда 𝐷𝑃

0,1(𝑛) > 𝐷𝑃
0,1(𝑓) > 𝑚 = 2

𝑛
2 , что и требовалось доказать.

Случай 1 разобран.
2. Пусть 𝑛 нечётно. При 𝑛 = 1 требуемое неравенство следует, на-

пример, из соотношения 𝐷𝑃
0,1(𝑓) > 1 при 𝑓(𝑥) = 𝑥. Далее будем счи-

тать, что 𝑛 > 3. Положим 𝑑 = 𝑛−1
2 , 𝑚 = 2𝑑, 𝑚1 =

⌊︁
2
𝑛+1
2

3

⌋︁
, 𝑚2 =

⌊︁
2
𝑛+1
2 +1
3

⌋︁
.

Пусть �̃�1, . . . , �̃�𝑚 — всевозможные двоичные наборы длины 𝑑, идущие,
для определённости, в лексикографическом порядке; �̃�𝑖 = (𝜎𝑖,1, . . . , 𝜎𝑖,𝑑)
для 𝑖 = 1, . . . ,𝑚; 𝑗(𝑖) =

⌈︀
𝑖+𝑚1

2

⌉︀
, 𝑗′(𝑖) =

⌈︀
𝑖
2

⌉︀
, 𝑗′′(𝑖) = 𝑖−𝑚1 +

⌈︀
𝑚1

2

⌉︀
;

𝐾𝑖 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥
𝜎𝑖,1

1 & . . .&𝑥
𝜎𝑖,𝑑

𝑑 для 𝑖 = 1, . . . ,𝑚1;
𝑥
𝜎𝑗(𝑖),1

1 & . . .&𝑥
𝜎𝑗(𝑖),𝑑

𝑑 &𝑥𝑑+1 для нечётных 𝑖 ∈ [𝑚1 + 1;𝑚1 + 𝑚2];
𝑥
𝜎𝑗(𝑖),1

1 & . . .&𝑥
𝜎𝑗(𝑖),𝑑

𝑑 &𝑥𝑑+1 для чётных 𝑖 ∈ [𝑚1 + 1;𝑚1 + 𝑚2];

𝐾 ′
𝑖 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥𝑑+1&𝑥

𝜎𝑗′(𝑖),1
𝑑+2 & . . .&𝑥

𝜎𝑗′(𝑖),𝑑
𝑛 для нечётных 𝑖 ∈ [1;𝑚1];

𝑥𝑑+1&𝑥
𝜎𝑗′(𝑖),1
𝑑+2 & . . .&𝑥

𝜎𝑗′(𝑖),𝑑
𝑛 для чётных 𝑖 ∈ [1;𝑚1];

𝑥
𝜎𝑗′′(𝑖),1
𝑑+2 & . . .&𝑥

𝜎𝑗′′(𝑖),𝑑
𝑛 для 𝑖 = 𝑚1 + 1, . . . ,𝑚1 + 𝑚2.
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(Отметим, что 𝑑 + 2 = 𝑛− 𝑑 + 1).
При определении элементарных конъюнкций 𝐾𝑖 и 𝐾 ′

𝑖 используются
неравенства 𝑗(𝑖) 6 𝑚 при 𝑖 ∈ [𝑚1 + 1;𝑚1 + 𝑚2], 𝑗′(𝑖) 6 𝑚 при 𝑖 ∈ [1;𝑚1] и
𝑗′′(𝑖) 6 𝑚 при 𝑖 ∈ [𝑚1 + 1;𝑚1 + 𝑚2]. Докажем их и равенство

𝑚1 + 𝑚2 =

⌊︃
2
√

2

3
· 2

𝑛
2

⌋︃
. (1)

Рассмотрим два подслучая.
2.1. Число 2

𝑛+1
2 имеет вид 3𝑘 + 1, где 𝑘 ∈ Z+. Имеем

𝑚1 = 𝑚2 =
2

𝑛+1
2 − 1

3
,

𝑗(𝑖) =

⌈︂
𝑖 + 𝑚1

2

⌉︂
6

⌈︂
2𝑚1 + 𝑚2

2

⌉︂
=

⌈︂
3𝑚1

2

⌉︂
=

⌈︃
2

𝑛+1
2 − 1

2

⌉︃
= 2

𝑛−1
2 = 𝑚,

𝑗′(𝑖) =

⌈︂
𝑖

2

⌉︂
6

⌈︁𝑚1

2

⌉︁
6

⌈︂
3𝑚1

2

⌉︂
= 𝑚;

𝑗′′(𝑖) = 𝑖−𝑚1 +
⌈︁𝑚1

2

⌉︁
6 𝑚2 +

⌈︁𝑚1

2

⌉︁
=

⌈︂
2𝑚2 + 𝑚1

2

⌉︂
=

⌈︂
3𝑚1

2

⌉︂
= 𝑚;

𝑚1 + 𝑚2 =
2 · 2

𝑛+1
2 − 2

3
=

⌊︃
2 · 2

𝑛+1
2

3

⌋︃
=

⌊︃
2
√

2

3
· 2

𝑛
2

⌋︃
,

что и требовалось доказать.
2.1. Число 2

𝑛+1
2 имеет вид 3𝑘 + 2, где 𝑘 ∈ Z+. Имеем

𝑚1 =
2

𝑛+1
2 − 2

3
, 𝑚2 =

2
𝑛+1
2 + 1

3
,

𝑗(𝑖) =

⌈︂
𝑖 + 𝑚1

2

⌉︂
6

⌈︂
2𝑚1 + 𝑚2

2

⌉︂
=

⌈︃
3 · 2

𝑛+1
2 − 3

3 · 2

⌉︃
=

⌈︃
2

𝑛+1
2 − 1

2

⌉︃
= 2

𝑛−1
2 = 𝑚,

𝑗′(𝑖) =

⌈︂
𝑖

2

⌉︂
6

⌈︁𝑚1

2

⌉︁
6

⌈︂
3𝑚1

2

⌉︂
< 𝑚;

𝑗′′(𝑖) = 𝑖−𝑚1 +
⌈︁𝑚1

2

⌉︁
6 𝑚2 +

⌈︁𝑚1

2

⌉︁
=

⌈︂
2𝑚2 + 𝑚1

2

⌉︂
=

⌈︃
3 · 2

𝑛+1
2

3 · 2

⌉︃
= 𝑚;

𝑚1 + 𝑚2 =
2 · 2

𝑛+1
2 − 1

3
=

⌊︃
2 · 2

𝑛+1
2

3

⌋︃
=

⌊︃
2
√

2

3
· 2

𝑛
2

⌋︃
,

что и требовалось доказать.
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Рассмотримбулевуфункцию 𝑓(�̃�𝑛) = 𝐾1𝐾
′
1∨𝐾2𝐾

′
2∨. . .∨𝐾𝑚1+𝑚2

𝐾 ′
𝑚1+𝑚2

.
Непосредственноиз определения конъюнкций𝐾1, 𝐾2, . . . , 𝐾𝑚1+𝑚2

следу-
ет, что в конъюнкции 𝐾𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚1 + 𝑚2, содержатся переменные
𝑥1, . . . , 𝑥𝑑 и, быть может, переменная 𝑥𝑑+1 и при замене всех этих пе-
ременных некоторыми булевыми константами конъюнкция 𝐾𝑖 станет
равна тождественной единице, а любая другая конъюнкция из 𝐾1, . . . ,
𝐾𝑚1+𝑚2

— тождественному нулю. Поэтому функция неисправности при
указанной замене будет равна 𝑔𝑖 = 𝐾 ′

𝑖 (здесь используется также тот
факт, что множества переменных, содержащихся в конъюнкциях 𝐾𝑖 и
𝐾 ′

𝑖, не пересекаются). В то же время, если дополнительно заменить пе-
ременную 𝑥𝑑+2 такой константой, чтобы конъюнкция 𝐾 ′

𝑖 обратилась в
нуль, то получающаяся функция неисправности будет равна 𝑔0 ≡ 0.

Заметим, чтофункцию 𝑔𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚1+𝑚2, можно отличить отфунк-
ции 𝑔0 только на тех наборах, которые обращают в единицу конъюнк-
цию 𝐾 ′

𝑖. Учитывая, что множества наборов, обращающих в единицу
конъюнкции 𝐾 ′

1, . . . , 𝐾
′
𝑚1+𝑚2

, попарно не пересекаются (это непосред-
ственно следует из определения указанных конъюнкций), в любой пол-
ный диагностический тест для функции 𝑓(�̃�𝑛) должны входить по край-
неймере𝑚1+𝑚2 наборов, а тогда𝐷𝑃

0,1(𝑛) > 𝐷𝑃
0,1(𝑓) > 𝑚1+𝑚2 =

⌊︁
2
√
2

3 · 2
𝑛
2

⌋︁
в силу (1). Теорема 3 доказана.

Результат теоремы 3 улучшает оценку 𝐷𝑃
0,1(𝑛) > 2

𝑛
2

2
√
𝑛
, полученную

в [5].

Нижние оценки длин тестов для схем
из функциональных элементов

В теоремах 4–7 устанавливаются экспоненциальные по 𝑛 нижние
оценки величин𝐷𝑂

𝐵; 1(𝑛),𝐷𝑂
𝐵; 0(𝑛) и𝐷𝑂

𝐵; 0,1(𝑛) для некоторых базисов 𝐵.
Рассмотрим базис 𝐵2 = {𝑥 | 𝑦}, где 𝑥 | 𝑦 = 𝑥&𝑦 — штрих Шеффера.

В качестве неисправностей будем рассматривать неисправности типа 1
на выходах функциональных элементов.

В доказательстве следующей теоремы используются идеи, сходные с
идеями Ю. В. Бородиной из работы [9].

Теорема 4.При𝑛 > 1 справедливо неравенство𝐷𝑂
𝐵2; 1

(𝑛) > 2
𝑛
2 · 4

√
𝑛

2
√

𝑛+ 1
2 log2 𝑛+2

.

Доказательство. При 𝑛 = 1, 𝑛 = 2 указанное неравенство следует,
например, из соотношения 𝐷𝑂

𝐵2; 1
(𝑓) > 1 при 𝑓(𝑥) = 𝑥. Действительно,

в любой схеме в базисе 𝐵2, реализующей эту функцию, должен содер-
жаться выходной элемент. При его неисправности на выходе этой схе-
мы будет реализована тождественная единица, которую надо отличить
от функции 𝑓 хотя бы на одном наборе. Далее будем считать, что 𝑛 > 3.
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Пусть 𝑓(�̃�𝑛) — булева функция, определённая в ходе доказательства
теоремы 1; 𝑆 — произвольная схема из функциональных элементов в
базисе𝐵2, её реализующая.Предположим, чтонанекоторыхвходах этой
схемы возникли неисправности типа 0. Тогда на все входы элементов
схемы𝑆, соединенные с неисправнымивходами схемы, будет подавать-
ся константа 0 и на выходах этих элементов по свойству функции 𝑥 | 𝑦
будет реализована тождественная единица. Таким образом, неисправ-
ности типа 0 любых входов схемы 𝑆 можно «промоделировать» неис-
правностями типа 1 на выходах некоторых элементов этой схемы. По-
этому множество функций, получаемых при всевозможных неисправ-
ностях типа 0 на входах схемы 𝑆, содержится во множестве функций,
получаемых при всевозможных неисправностях типа 1 на выходах эле-
ментов этой схемы, откуда следует неравенство 𝐷𝑃

0 (𝑓) 6 𝐷𝑂
𝐵2; 1

(𝑓), а с
учётом теоремы 1 — соотношение

𝐷𝑂
𝐵2; 1

(𝑛) > 𝐷𝑂
𝐵2; 1

(𝑓) > 𝐷𝑃
0 (𝑓) >

2
𝑛
2 · 4

√
𝑛

2
√︁

𝑛 + 1
2 log2 𝑛 + 2

.

Теорема 4 доказана.

Замечание 1.Результат теоремы4остаётся справедливприрассмот-
рении в качестве базиса𝐵2 базиса {𝑥1& . . .&𝑥𝑛}, где 𝑛 > 3, и даже беско-
нечного базиса {𝑥1& . . .&𝑥𝑛 | 𝑛 > 1}. Доказательство проводится анало-
гично.

Пусть 𝐵*
2 = {𝑥 ↑ 𝑦}, где 𝑥 ↑ 𝑦 = 𝑥 ∨ 𝑦 — стрелка Пирса. Используя

теорему 4 и принцип двойственности (см., например, [10, с. 19, утвер-
ждение 3]), нетрудно получить следующий результат.

Теорема 5.При𝑛 > 1 справедливо неравенство𝐷𝑂
𝐵*

2 ; 0
(𝑛) > 2

𝑛
2 · 4

√
𝑛

2
√

𝑛+ 1
2 log2 𝑛+2

.

Рассмотрим теперь базис𝐵3 = {&,¬}, а в качестве неисправностей—
произвольные константные неисправности на выходах функциональ-
ных элементов.

Теорема 6.При𝑛 > 1 справедливо неравенство𝐷𝑂
𝐵3; 0,1

(𝑛) > 2
𝑛
2 · 4

√
𝑛

2
√

𝑛+ 1
2 log2 𝑛+2

.

Доказательство проводится по аналогии с доказательством теоре-
мы 4. При 𝑛 = 1, 𝑛 = 2 указанное неравенство следует, например, из
соотношения 𝐷𝑂

𝐵3; 0,1
(𝑓) > 1 при 𝑓(𝑥) = 𝑥. Действительно, в любой схеме

в базисе 𝐵3, реализующей эту функцию, должен содержаться выходной
элемент. При его неисправности типа 1 на выходе этой схемы будет реа-
лизована тождественная единица, которую надо отличить от функции 𝑓
хотя бы на одном наборе. Далее будем считать, что 𝑛 > 3.
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Пусть 𝑓(�̃�𝑛) — булева функция, определённая в ходе доказательства
теоремы 1; 𝑆 — произвольная схема из функциональных элементов в
базисе𝐵3, её реализующая.Предположим, чтонанекоторыхвходах этой
схемы возникли неисправности типа 0. Тогда на все входы элементов
схемы 𝑆, соединенные с указанными входами схемы, будет подавать-
ся константа 0 и на выходе каждого такого элемента по свойству функ-
ций 𝑥&𝑦, 𝑥 будет реализована одна из булевых констант. Таким обра-
зом, неисправности типа 0 любых входов схемы 𝑆 можно «промодели-
ровать» неисправностями типа 0 и 1 на выходах некоторых элементов
этой схемы. Поэтому множество функций, получаемых при всевозмож-
ных неисправностях типа 0 на входах схемы 𝑆, содержится во множе-
стве функций, получаемых при всевозможных произвольных констант-
ных неисправностях на выходах элементов этой схемы, откуда следует
неравенство𝐷𝑃

0 (𝑓) 6 𝐷𝑂
𝐵3; 0;1

(𝑓), а с учётом теоремы 1 — соотношение

𝐷𝑂
𝐵3; 0;1

(𝑛) > 𝐷𝑂
𝐵3; 0;1

(𝑓) > 𝐷𝑃
0 (𝑓) >

2
𝑛
2 · 4

√
𝑛

2
√︁
𝑛 + 1

2 log2 𝑛 + 2
.

Теорема 6 доказана.

Замечание 2.Результат теоремы6остаётся справедливприрассмот-
рении в качестве базиса 𝐵3 любого базиса {𝑥1& . . .&𝑥𝑚, 𝑥1& . . .&𝑥𝑛}, где
𝑚 > 2, 𝑛 > 1, и даже бесконечного базиса {𝑥1& . . .&𝑥𝑛, 𝑥1& . . .&𝑥𝑛 |𝑛 > 1}.
Доказательство проводится аналогично.

Пусть 𝐵*
3 = {∨,¬}. Используя теорему 6 и принцип двойственности,

нетрудно получить следующий результат.

Теорема 7.При𝑛 > 1 справедливо неравенство𝐷𝑂
𝐵*

3 ; 0,1
(𝑛) > 2

𝑛
2 · 4

√
𝑛

2
√

𝑛+ 1
2 log2 𝑛+2

.
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