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1. Введение

В данной работе изучается гамильтонова система, состоящая из дискретного

волнового поля ϕ(x), x ∈ Zd, взаимодействующего с частицей, находящейся в

положении q ∈ Rn. Гамильтониан рассматриваемой системы имеет вид

H(ϕ, ψ, q, p) = HA(q, p) +HB(ϕ, ψ) +HI(ϕ, q). (1.1)

Здесь ϕ(·) ∈ Rn, n ≥ 1,

HA(q, p) =
1

2

(
|p|2 + P (q)

)
, (1.2)

HB обозначает гамильтониан гармонического кристалла в Zd:

HB(ϕ, ψ) =
1

2
〈ϕ,Vϕ〉+ 1

2
〈ψ, ψ〉,

слагаемое HI имеет вид HI(ϕ, q) = −q · 〈ϕ, ρ〉, где через 〈·, ·〉 обозначается ска-
лярное произведение в `2 ≡ `2(Zd), 〈ϕ, ρ〉 =

∑
x∈Zd

ϕ(x)ρ(x), символ V обозначает

оператор свертки с ядром V (x), Vϕ =
∑

x′∈Zd

V (x − x′)ϕ(x′). Обозначим через

ϕ̂(θ) дискретное преобразование Фурье от ϕ(x):

ϕ̂(θ) =
∑
x∈Zd

eix·θϕ(x), θ ∈ Td, где Td := Rd/(2πZd).

Предполагается, что начальное состояние Y0 = (ϕ0, ψ0, q0, p0) системы при-

надлежит фазовому пространству Eα = `2α × `2α ×R×R, α ∈ R, см. определение
2.2. Здесь и ниже используются стандартные весовые пространства `2α на Zd с

нормой

‖ϕ‖α ≡ ‖〈x〉αϕ‖ <∞, 〈x〉 =
√

1 + |x|2, α ∈ R,
через ‖ · ‖ обозначается норма в `2 ≡ `20, ‖ϕ‖ = (

∑
x∈Zd

|ϕ(x)|2)1/2. Существова-

ние и единственность решений Y (t) = (ϕ(t, ·), ψ(t, ·), q(t), p(t)) доказывается в
Дополнении.

Чтобы изучить поведение решений при больших временах, мы предполагаем,

что d = n = 1 и P (q) = κq2/2 с некоторым числом κ > 0. Кроме того, V =
−∆L +m2 – дискретный оператор Клейна–Гордона, гдеm ≥ 0, а∆L обозначает

вторую производную на Z:

∆Lϕ = ϕ(x+ 1)− 2ϕ(x) + ϕ(x− 1), x ∈ Z.
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На константу κ и функцию взаимодействия ρ накладывается ряд ограничений
(см. условия R1–R5 ниже), в частности, ρ̂(0) = ρ̂(π) = 0 и ρ ∈ `2α с α > 5/2.
Мы доказываем (см. теорему 2.4), что для любых начальных данных Y0 ∈ Eα,
α > 5/2, таких, что Ŷ0(0) = Ŷ0(π) = 0, существуют операторы Ω± : Eα → E0,
такие, что решение Y (t) системы допускает следующее представление

Y (t) = Y±(t) + r±(t) при t→ ±∞,

где ‖r±(t)‖E0 ≤ C〈t〉−1/2‖Y0‖Eα, а Y±(t) – решения соответствующей невозму-
щенной (т.е. с ρ ≡ 0) задачи Коши с начальными данными Ω±Y0. Кроме того,
решение Y (t) системы удовлетворяет следующей оценке

‖Y (t)‖E−α
≤ C〈t〉−3/2‖Y0‖Eα, t ∈ R. (1.3)

Гармонические системы с гамильтонианом типаHB на многомерной решетке

Zd с любым d ≥ 1 изучались многими авторами, см., например, [10, 11]. В [1, 3]

такие системы были изучены со случайными начальными данными (ϕ0, ψ0).
В работе [4] рассматривалась линейная система ”поле–частица”в R3 с полем,

которое описывалось непрерывными волновыми уравнениями, и получены неко-

торые результаты об асимптотике решений. Нелинейные непрерывные системы,

аналогичные (1.1), были изучены в работах Имайкина, Комеча и Вайнберга [5] и

Яксича и Пилле [7]. Для решений линейных дискретных уравненийШредингера

и Клейна–Гордона дисперсионные оценки типа (1.3) были получены в работах

Шабана и Вайнберга [13], Комеча, Копыловой и Кунца [9] и Пелиноского и Сте-

фанова [12]. В работе [2] были изучены волновые операторы для дискретного

оператора Шредингера на прямой.
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2. Главные результаты

2.1. Модель. Беря формально вариационные производные от гамильтониана

(1.1), мы получаем динамические уравнения следующего вида

ϕ̇(t, x) = ψ(t, x), ψ̇(t, x) = −(Vϕ)(t, x) + ρ(x)q(t), x ∈ Zd

q̇(t) = p(t), ṗ(t) = −∇P (q(t)) + 〈ϕ(t, ·), ρ(·)〉, t ∈ R

∣∣∣∣ (2.1)

Изучается задача Коши для системы (2.1) с начальными данными

ϕ(t, x)|t=0 = ϕ0(x), ψ(t, x)|t=0 = ψ0(x), q(t)|t=0 = q0, p(t)|t=0 = p0. (2.2)

Обозначим Φ(t) = (ϕ(t, ·), ψ(t, ·)),Q(t) = (q(t), p(t)), Y (t) = (Φ(t), Q(t)). Тогда
система (2.1)–(2.2) принимает вид

Ẏ (t) = F(Y (t)), t ∈ R; Y (t)|t=0 = Y0. (2.3)

Предполагается, что матрица V (x) = (Vkl(x))
n
k,l=1 удовлетворяет условиям

V1–V4.

V1 Существуют константы C, β > 0, такие, что |Vkl(x)| ≤ Ce−β|x|, x∈ Zd.

V2 Vkl(−x) = Vlk(x) ∈ R, x ∈ Zd.

Из условийV1 иV2 вытекает, что V̂ (θ) = V̂ ∗(θ) – действительно-аналитическая
эрмитова матрично-значная функция от θ ∈ Td.

V3 V̂ (θ) ≥ 0, θ ∈ Td.

V4 Матрица V̂ (θ) не равна нулю тождественно при θ ∈ Td.

Из условий V1, V2 и V4 вытекает, что лебегова мера множества {θ ∈ Td :

V̂ (θ) = 0} равна нулю.

Пример 2.1. Условия V1–V4 выполнены, в частности, в случае взаимодействия

в соседних точках, т.е. когда матрица V (x) имеет вид: Vkl(x) = 0 при k 6= l, а
при k = l

Vkk(x) = 1 при |x| = 1, Vkk(0) = 2d+m2
k, Vkk(x) = 0 при |x| ≥ 2. (2.4)

Тогда V̂kk(θ) = (2− 2 cos θ1) + · · ·+ (2− 2 cos θd) +m2
k.

Потенциал P (q) удовлетворяет следующему условию.

(P) P ∈ C2(Rn), и существует константа κ > 0, такая, что

P (q) ≥ κ|q|2/2, ∀q ∈ Rn. (2.5)
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На функцию взаимодействия ρ мы накладываем следующее условие.

(R) ρ0 := (2π)−d

∫
Td

|ρ̂(θ)|2‖V̂ (θ)‖−1 dθ < κ с константой κ из оценки (2.5).

Предполагается, что начальные данные Y0 принадлежат фазовому простран-
ству Eα.

Определение 2.2. (i) Hα ≡ `2α ⊕ `2α, α ∈ R, – гильбертово пространство пар
Φ ≡ (ϕ(x), ψ(x)) с конечной нормой ‖Φ‖α = ‖ϕ‖α + ‖ψ‖α.
(ii) Eα ≡ Hα ⊕ Rn ⊕ Rn, α ∈ R, – гильбертово пространство векторов Y ≡
(Φ(x), q, p) с конечной нормой ‖Y ‖α = ‖Φ‖α + |q|+ |p|.

В Дополнении доказан следующий результат.

Теорема 2.3. Пусть α ∈ R, выполняются условия V1–V4, (P) и (R), ρ ∈ `2α, если
α > 0. Тогда справедливы следующие утверждения.

(i) для любого Y0 ∈ Eα задача Коши (2.3) имеет и притом единственное решение

Y (t) ∈ C(R, Eα).
(ii) Отображение Ut : Y0 7→ Y (t) непрерывно на Eα для любых t ∈ R.

2.2. Долговременное поведение решений. Чтобы вывести дисперсионные оцен-

ки для решений Y (t), предполагается, что d = n = 1, V – дискретный оператор

Клейна–Гордона, т.е. V = −∆L +m2,m ≥ 0 (см. пример 2.1), и P (q) = κq2/2 с
некоторым κ > 0. Тогда система (2.1) принимает вид:{

ϕ̇(t, x) = ψ(t, x), ψ̇(t, x) = (∆L −m2)ϕ(t, x) + ρ(x)q(t), x ∈ Z,
q̇(t) = p(t), ṗ(t) = −κq(t) + 〈ϕ(t, ·), ρ(·)〉, t ∈ R. (2.6)

На число κ и функцию ρ накладывается более сильное условие R1, чем
условие (R).

R1 κ ∈
(
m2 +

1

2π

∫
T

|ρ̂(θ)|2

2− 2 cos θ
dθ, 4 +m2 − 1

2π

∫
T

|ρ̂(θ)|2

2 + 2 cos θ
dθ
)
.

Кроме того, предполагается, что функция ρ удовлетворяет дополнительным
условиям R2–R5.

R2 ρ – четная функция, ρ(−x) = ρ(x) ∈ R, x ∈ Z.
R3 ρ ∈ `2α с некоторым α > 5/2.

R4 ρ̂(0) = ρ̂(π) = 0.

R5 ρ̂(θ) 6= 0 для любых θ ∈ T \ {0,±π}.
Чтобы сформулировать основной результат для рассматриваемой модели,

введем следующие обозначения. ПустьWt обозначает разрешающий оператор
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задачи Коши для дискретного уравнения Клейна–Гордона (2.7):{
ϕ̈(t, x) = (∆L −m2)ϕ(t, x), t ∈ R, x ∈ Z,
ϕ(t, x)|t=0 = ϕ0(x), ϕ̇(t, x)|t=0 = ψ0(x).

(2.7)

Обозначим черезW ′
t оператор, “формально сопряженный” кWt:

〈Φ,W ′
tf〉 = 〈WtΦ, f〉, где f ∈ [S(Z)]2, Φ ∈ Hα, t ∈ R. (2.8)

Здесь S(Z) обозначает класс последовательностей f(x), x ∈ Z, убывающих
быстрее любой степени |x|. Действие группыW ′

t совпадает с действием группы

Wt с точностью до порядка компонент (см. [3, Лемма 4.1]).

Введем векторнозначную функцию Ξ(x) = (Ξ0(x),Ξ1(x)), где

Ξj(x) =

∫ +∞

0

N (j)(s)(W ′
−sρ0)(x) ds, x ∈ Z, j = 0,1, ρ0 := (ρ,0), (2.9)

с функцией N(s), определенной в следствии 4.4, и обозначим

Ψi(x, y) =

∫ +∞

0

(
(Wsρ

0)(x)
)i
(W ′

−sΞ
0)(y)ds, x, y∈ Z, ρ0 :=(0, ρ), i =0,1. (2.10)

Введем оператор Z : H0 → E−α, α > 5/2, следующим образом

Z : Φ →
(
Φ0 + 〈Φ(·),Ψ0(x, ·)〉,Φ1 + 〈Φ(·),Ψ1(x, ·)〉, 〈Φ,Ξ0〉, 〈Φ,Ξ1〉

)
,

где Φ = (Φ0,Φ1). Из оценок (4.8) и (3.14) вытекает, что Ξj ∈ `2, ‖Ψi(x, ·)‖0 ∈ `2−α

для любых α > 5/2, и Z – ограниченный оператор.

Основным результатом работы является следующая теорема.

Теорема 2.4. Пусть α > 5/2 и выполнены условия R1–R5. Тогда справедливы

следующие утверждения.

(i) UtY0 = Z(WtΦ0) + r(t), где ‖r(t)‖−α ≤ C〈t〉−1/2‖Y0‖0, если Y0 ∈ E0, и
‖r(t)‖−α ≤ C〈t〉−3/2‖Y0‖α, если Y0 ∈ Eα.
(ii) Пусть Y0 ∈ Eα и Φ̂0(0) = Φ̂0(π) = 0. Обозначим через U 0

t оператор Ut в

случае, когда ρ ≡ 0. Тогда существуют операторы Ω± : Eα → E0, такие, что

UtY0 = U 0
t Ω±Y0 + r±(t) t→ ±∞, (2.11)

где Ω± = lim
t→±∞

U 0
−tUt и ‖r±(t)‖0 ≤ C〈t〉−1/2‖Y0‖α.

(iii) Пусть Y0 ∈ Eα и Φ̂0(0) = Φ̂0(π) = 0. Тогда справедлива следующая оценка:

‖UtY0‖−α ≤ C〈t〉−3/2‖Y0‖α, t ∈ R. (2.12)
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Эта теорема будет доказана ниже в разделах 3–5. Чтобы объяснить основные

шаги доказательства, рассмотрим сначала задачу Коши (2.7). Хорошо известно

(см., например, [10]), что для любых начальных данных Φ0 ∈ Hα существует,

и притом единственное, решение Φ(t) = WtΦ0 ∈ C(R,Hα) задачи (2.7). Кроме
того (см. лемму 6.1 в Дополнении), существуют константы C, σ = σ(α) < ∞,

такие, что справедлива следующая оценка

‖WtΦ0‖α ≤ C〈t〉σ‖Φ0‖α, t ∈ R, α ∈ R. (2.13)

Используя операторWt, перепишем систему (2.6) в виде

Φ(t) = WtΦ0 +

t∫
0

Wt−sρ
0q(s) ds, (2.14)

q̈(t) = −κq(t) + 〈ρ0,Φ(t)〉 = −κq(t) +
t∫

0

K(t− s)q(s) ds+ F (t), (2.15)

где Φ(t) = (ϕ(t, ·), ψ(t, ·)), ρ0 = (0, ρ), ρ0 = (ρ,0), F (t) = 〈ρ0,WtΦ0〉 и K(t)
обозначает функцию

K(t) := 〈ρ0,Wtρ
0〉. (2.16)

Первый шаг в доказательстве теоремы 2.4 – изучение поведения функции K(t).
В разделе 3 мы установим, что |K(t)| ≤ C(1 + t)−3/2, t > 0. Для вывода этой
оценки применяются преобразование Фурье–Лапласа и метод Пэли–Винера,

развитый в работах [9, 13] для дискретных уравнений Шредингера и Клейна–

Гордона. Этот подход был впервые использован в работе Вайнберга [15] при

выводе долговременной асимптотики для решений гиперболических уравнений

в Rd. Далее, в разделе 4 изучается уравнение (2.15) с F (t) ≡ 0 и доказывается
оценка для q(t):

|q(t)|+ |q̇(t)| ≤ C(1 + t)−3/2(|q0|+ |p0|) для любых t ≥ 0. (2.17)

Чтобы вывести эту оценку, мы изучаем аналитические свойства преобразования

Фурье–Лапласа q̃(ω) функции q(t) для комплексных значений ω и выводим

оценку (2.12) в случае Φ0 ≡ 0. В общем случае доказательство оценки для

q(t) основано на оценке (2.17) и формуле вариации произвольной постоянной.
Оценка (2.12) для решений Φ(t) вытекает из представления (2.14). Эти оценки
позволяют доказать существование волновых операторов Ω± и представление

(2.11).



– 9 –

3. Оценка функцииK(t)
В этом разделе докажем следующую теорему.

Теорема 3.1. Пусть выполнены условия R2–R4. Тогда справедлива следующая

оценка

|K(t)| ≤ C(1 + |t|)−3/2, t ∈ R. (3.1)

Поскольку K(t) = 〈ρ0,Wtρ
0〉, мы сначала изучим свойства оператора Wt,

используя результаты [9] и [13].

3.1. Свойства резольвенты дискретного оператора Клейна–Гордона. Рас-

смотрим асимптотические свойства решений Φ(t, x) = WtΦ0, x ∈ Z, t ≥ 0,
задачи (2.7), используя преобразование Фурье–Лапласа. В силу оценки (2.13)

преобразование Фурье–Лапласа по переменной t

ϕ̃(ω, x) =

∫ +∞

0

eiωtϕ(t, x) dt, =ω > 0, (3.2)

существует по крайней мере для =ω > 0 и удовлетворяет следующему уравне-
нию

(−∆L +m2 − ω2)ϕ̃(ω, x) = ψ0(x)− iωϕ0(x), x ∈ Z, =ω > 0. (3.3)

Построим решение уравнения (3.3). Отметим, что преобразование Фурье опе-

ратора −∆L + m2 есть оператор умножения на 2 − 2 cos θ + m2. Таким об-

разом, −∆L + m2 является самосопряженным оператором, и его спектр яв-

ляется абсолютно непрерывным и совпадает с областью значений функции

2− 2 cos θ +m2, т.е. [m2,4 +m2]. Обозначим через Λ объединение двух отрез-

ков в R: Λ := [−
√
4 +m2,−m] ∪ [m,

√
4 +m2]. Пусть ϕ – решение уравнения

(−∆L+m
2−ω2)ϕ = f , где f ∈ `2(Z). Введем операторRω следующим образом:

ϕ = Rωf = (−∆L +m2 − ω2)−1f .
Применяя обратное преобразование Фурье–Лапласа относительно перемен-

ной ω, перепишем решение ϕ(t, x) задачи (2.7) в виде

ϕ(t, x) =
1

2π

+∞+iµ∫
−∞+iµ

e−iωtRω(ψ0(x)− iωϕ0(x)) dω, x ∈ Z, t > 0, µ > 0. (3.4)

Для вывода асимптотикиWtΦ0 мы сначала перечислим свойства I–V оператора

Rω = (−∆L + m2 − ω2)−1, ω ∈ C (см. [6, 13, 9]). Чтобы сформулировать их,

обозначим через B(α, α′) = L(`2α, `2α′) пространство ограниченных линейных
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операторов из `2α в `
2
α′, а через Op(K(x, y)) – оператор с ядром K(x, y).

I. Для ω ∈ CΛ = C \ Λ резольвента Rω является оператором с ядром Rω(x, y),

Rω(x, y) =
1

2π

∫
T

e−iθ(x−y)

2− 2 cos θ +m2 − ω2
dθ, x, y ∈ Z.

В силу теоремы Коши о вычетах имеем

Rω(x, y) = −i e
−iθ(ω)|x−y|

2 sin(θ(ω))
, x, y ∈ Z, ω ∈ CΛ, (3.5)

где функция θ(ω) определена в следующей лемме (см. [9, Лемма 2.1]).

Лемма 3.1. Для ω ∈ CΛ ≡ C \ Λ уравнение 2 − 2 cos θ + m2 = ω2 имеет

единственное решение (обозначим его через θ(ω)) в области {θ ∈ C : =θ <
0, −π < <θ ≤ π}.

II. Пусть ω ∈ CΛ. Тогда Rω является аналитической операторнозначной функ-

цией в комплексной области ω с разрезом вдоль отрезков из Λ. Более того,
последовательность {e−iθ(ω)|x|}, x ∈ Z, экспоненциально убывает при |x| → ∞.

Следовательно, Rω с ω ∈ CΛ является ограниченным оператором в `2(Z).
III. Обозначим через Λ0 множество концов отрезков из Λ:

Λ0 := {±m,±
√

4 +m2}.

Положим θ(ω ± i0) := lim
ε→+0

θ(ω ± iε). Для ω ∈ Λ \ Λ0 и x, y ∈ Z справедлива

поточечная сходимость

Rω±iε(x, y) → Rω±i0(x, y) при ε→ +0.

Более того, |θ(ω ± iε)| ≤ C(ω) и | sin θ(ω)| > 0 при ω ∈ Λ \ Λ0. Поэтому

|Rω±iε(x, y)| ≤ C(ω) при ω ∈ Λ \ Λ0. Следовательно, для любых α > 1/2 и
ω 6∈ Λ0 имеем∑

x,y∈Z

|Rω±iε(x, y)−Rω±i0(x, y)|2 〈x〉−2α〈y〉−2α → 0, ε→ +0,

в силу теоремы Лебега о мажорированной сходимости. Таким образом, если

ω ∈ Λ \ Λ0, то оператор Rω±iε сходится к Rω±i0 при ε → +0 как оператор

Гильберта–Шмидта в пространстве B(α,−α) с α > 1/2.

IV. θ(ω) = −θ(ω̄) для ω ∈ CΛ. ПоэтомуRω−i0(x, y) = Rω+i0(x, y) для ω ∈ Λ\Λ0,

x, y ∈ Z.
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V. Оператор Rω±i0 расходится вблизи точек ω ∈ Λ0, так как sin θ(ω + i0) равен
нулю в этих точках. Непосредственно вычисляя, получим формально разложение

Пьюзо оператора Rω при ω → ω0 + i0, ω0 ∈ Λ0. В самом деле, при ω → ±m+ i0
(m 6= 0) имеем

Rω(x, y) =
i

2
(ω2 −m2)−1/2 − 1

2
|x− y| − i

16
(4|x− y|2 − 1)(ω2 −m2)1/2 + . . . ,

где ветвь комплексного корня
√
ω2 −m2 выбирается из условия=

√
ω2 −m2 > 0.

Этот выбор вытекает из условия =θ(ω) < 0. Следовательно, в случаеm 6= 0,

Rω(x, y) ∼
∞∑

j=−1

(ω2 −m2)j/2Rj(x, y), ω → ±m+ i0, (3.6)

где Rj(x, y) =
∑j+1

k=0 ckj|x− y|k с некоторыми ckj ∈ C, j ≥ −1. В случаеm = 0,

Rω(x, y) ∼
∞∑

j=−1

ωjRj(x, y), ω → 0,

с теми же слагаемыми Rj(x, y), как в (3.6). При ω → ±
√
4 +m2 + i0,

Rω(x, y) = (−1)|x−y|
( i
2
(4 +m2 − ω2)−1/2 +

1

2
|x− y|+ . . .

)
, (3.7)

где =
√
4 +m2 − ω2 > 0. Применяя следующие оценки к членам Rj(x, y)∑

x,y∈Z

〈x〉−2α|x− y|2p〈y〉−2α <∞, α >
1

2
+ p, с любым p = 0,1,2, . . . ,

приходим к следующему результату.

Лемма 3.2. Резольвента Rω имеет следующее разложение

Rω =
N∑

j=−1

(ω2 −m2)j/2Rj + rN(ω) при ω → ±m+ i0, (3.8)

где операторыRj = Op(Rj(x, y)) ∈ B(α,−α), еслиα > j+3/2, и ‖rN(ω)‖B(α,−α) =

O(|ω2 −m2|(N+1)/2), если α > 5/2 +N . Аналогичное разложение справедливо

при ω → ±
√
4 +m2 + i0.

Эта лемма доказывается аналогично лемме 3.2 из [9].
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Следствие 3.2. Пусть f ∈ `2α, α > 5/2. При ω → ±m+ i0 получаем

(Rωf)(x) =
if̂(0)

2
√
ω2 −m2

− 1

2

∑
y∈Z

|x− y|f(y) + r1(ω)f,

где ‖r1(ω)f‖−α ≤ C|ω2 −m2|1/2‖f‖α. При ω → ±
√
4 +m2 + i0,

(Rωf)(x) =
i(−1)xf̂(π)

2
√
4 +m2 − ω2

+
1

2

∑
y∈Z

(−1)|x−y||x− y|f(y) + r2(ω)f,

где ‖r2(ω)f‖−α ≤ C|4 +m2 − ω2|1/2‖f‖α.

3.2. Доказательство оценки (3.1). Применяя преобразование Фурье – Лапла-

са к функции K(t), определенной в (2.16), получаем K̃(ω) = 〈ρ,Rωρ〉, ω ∈ C.
Следовательно, из свойств I–V оператора Rω вытекают следующие свойства для

K̃(ω).

(i) Если ω ∈ CΛ ≡ C \ Λ, то K̃(ω) =
1

2π

∫
T

|ρ̂(θ)|2 dθ
2− 2 cos θ +m2 − ω2

.

(ii) Если ω ∈ CΛ, то K̃(ω) – аналитическая функция. Более того,

|K̃(ω)| ∼ C|ω|−2 при |ω| → ∞. (3.9)

(iii) ∀ω ∈ Λ \ Λ0, K̃(ω ± iε) → K̃(ω ± i0) при ε→ +0 в силу условия R3.

(iv) ∀ω ∈ CΛ, K̃(ω̄) = K̃(ω). Поэтому K̃(ω − i0) = K̃(ω + i0) для ω ∈ Λ \ Λ0.

(v) Вблизи особых точек из множества Λ0 из разложения резольвенты Rω (см.

лемму 3.2) вытекает следующая асимптотика для K̃(ω):

K̃(ω) ∼
+∞∑
j=−1

(ω2 −m2)j/2Kj при ω → ±m+ i0, (3.10)

гдеKj = 〈ρ,Rjρ〉 с теми же операторами Rj, как в формуле (3.8). В частности,

K−1 = (i/2)|ρ̂(0)|2, K0 = −(1/2)
∑

x,y∈Z
ρ(x)|x− y|ρ(y). Также

K̃(ω) ∼
+∞∑
j=−1

(4 +m2 − ω2)j/2K ′
j при ω → ±

√
4 +m2 + i0, (3.11)

где K ′
−1 = (i/2)|ρ̂(π)|2, K ′

0 = (1/2)
∑

x,y∈Z
ρ(x)(−1)|x−y||x − y|ρ(y). В частности,

если ρ̂(0) = 0, то в случаеm 6= 0,

|=K̃(ω)| ≤ C|ω2 −m2|1/2‖ρ‖2α при ω → ±m+ i0, α > 5/2,
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а в случаеm = 0, =K̃(ω) = O(|ω|) при ω → 0. Аналогично, если ρ̂(π) = 0, то

|=K̃(ω)| ≤ C|4 +m2 − ω2|1/2‖ρ‖2α, ω → ±
√

4 +m2 + i0, α > 5/2.

Чтобы доказать оценку (3.1), используем свойства (i)–(v) функции K̃(ω) и
применим методы работы [9]. Перепишем K(t) в виде

K(t) =
1

2π

∫
=ω=µ>0

e−iωtK̃(ω) dω = − 1

2π

∫
Γ

e−iωtK̃(ω) dω, t > 0,

где Γ = {ω ∈ C : |ω| = R}, R >
√
4 +m2, и контур Γ ориентирован против

часовой стрелки. Так как K̃(ω) – аналитическая функция на множестве C \ Λ,
мы можем изменить контур интегрирования на Γε, где Γε окружает отрезки из Λ
и принадлежит ε-окрестности Λ. В пределе при ε→ 0 получаем

K(t) =
1

2π

∫
Λ

e−iωt
(
K̃(ω + i0)− K̃(ω − i0)

)
dω

=
i

π

∫
Λ

e−iωt=K̃(ω + i0) dω =
2∑

±,j=1

i

π

∫
Λ

e−iωtP±
j (ω) dω, t > 0. (3.12)

Здесь P±
j (ω) := ζ±j (ω)=K̃(ω + i0), где ζ±j (ω) – гладкие функции, такие, что∑

±,j

ζ±j (ω) = 1, ω ∈ R, supp ζ±1 ⊂ O(±m), supp ζ±2 ⊂ O(±
√
4 +m2) (через O(a)

обозначается окрестность точки ω = a). В случаеm = 0 вместо ζ±1 (P±
1 ) введем

функцию ζ1 (соответственно, P1) с supp ζ1 ⊂ O(0). Из свойства (v) вытекает, что
если ρ̂(0) = 0, то при ω → ±m+ i0,

P±
1 (ω) = O(|ω2 −m2|1/2), если m 6= 0, P1(ω) = O(|ω|), если m = 0.

Если ρ̂(π) = 0, то P±
2 (ω) = O(|4 + m2 − ω2|1/2) при ω → ±

√
4 +m2 + i0.

Следовательно, применяя лемму Като и Йенсена [8, Лемма 10.2] или лемму

Вайнберга [14, Лемма 2], получаем при t→ ∞

K(t) =
∑

±,j=1,2

i

π

∫
Λ

e−iωtP±
j (ω) dω =

{
O(t−3/2), если ρ̂(0) = ρ̂(π) = 0
O(t−1/2) в противном случае.

Формально доказательство этого факта основано на известной оценке∣∣∣ ∫
|ω|=m+1

e−iωt(
√
ω2 −m2)j dω

∣∣∣ ≤ C〈t〉−1−j/2 с нечетными j (3.13)

(см., например, [14, с.144]). Оценка (3.1) при t > 0 доказана. Доказательство при
t < 0 аналогично.
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Замечание 3.3. (i) Если условие R4 не выполнено, то |K(t)| ≤ C〈t〉−1/2.

(ii) Пусть Φ0 ∈ Hα с α > 5/2. Если Φ̂0(0) = Φ̂0(π) = 0, то

‖WtΦ0‖−α ≤ C〈t〉−3/2‖Φ0‖α, t ∈ R. (3.14)

4. Доказательство оценки (2.17)

Сначала рассмотрим задачу Коши для уравнения (2.15) с F (t) ≡ 0:

q̈(t) = −κq(t) +
∫ t

0

K(t− s)q(s) ds, t > 0, (4.1)

q(t)|t=0 = q0, q̇(t)|t=0 = p0. (4.2)

Теорема 4.1. Пусть выполнены условияR1–R5. Тогда решения задачи (4.1)–(4.2)

удовлетворяют следующей оценке

|q(t)|+ |q̇(t)| ≤ C(1 + t)−3/2(|q0|+ |p0|) для любых t ≥ 0.

Чтобы доказать теорему 4.1, применим технику, развитую в работах [9, 13].

В преобразовании Фурье–Лапласа уравнение (4.1) принимает вид

− ω2q̃(ω) = −κq̃(ω) + K̃(ω)q̃(ω) + p0 − iωq0. (4.3)

Перепишем уравнение (4.3) в виде q̃(ω) = [−ω2 + κ − K̃(ω)]−1(p0 − iωq0) ≡
Ñ(ω)(p0 − iωq0), где, по определению,

Ñ(ω) := D̃−1(ω), D̃(ω) := −ω2 + κ− K̃(ω) при =ω > 0. (4.4)

Применяя обратное преобразование Фурье–Лапласа, имеем

N(t) =
1

2π

∫
=ω=µ>0

e−iωtÑ(ω) dω, t > 0, с некоторым µ > 0.

Теорема 4.2. Пусть выполнены условия R1–R5. Тогда

|N(t)| ≤ C(1 + t)−3/2, t ≥ 0. (4.5)

Чтобы доказать эту теорему, мы сначала изучим свойства функций D̃(ω) и
Ñ(ω) при ω ∈ C. Обозначим черезC+ (C−) верхнюю (соответственно, нижнюю)

полуплоскость, C± = {ω ∈ C : ±=ω > 0}.

Лемма 4.1. (i) Для любыхK > 0 существует константа C(K) > 0, такая, что
для любых µ ∈ R, таких, что |µ| ≤ K, справедлива оценка |D̃(ν+iµ)| ≥ C(K)ν2,
ν → ∞. (ii) D̃(ω) 6= 0 для ω ∈ C+ ∪ C−. (iii) D̃(ω) 6= 0 для ω ∈ R \ Λ.
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Доказательство. (i) Заметим, что |K̃(ω)| → 0 при |ω| → ∞. Поэтому

(D̃(ω))−1 существует для больших |ω|. Более того, пункт (i) вытекает из (4.4)
и (3.9). Следовательно, |Ñ(ν + iµ)| ≤ C1|ν|−2 при ν → ∞ для любых µ ∈ R,
таких, что |µ| ≤ K.

(ii) Сначала заметим, что Ñ(ω) – мероморфная функция при ω ∈ CΛ. Из

формулы (4.4) и свойства (ii) для K̃(ω) вытекает аналитичность функции D̃(ω)
при ω ∈ CΛ. Проверим, что D̃(ω) 6= 0 для любых ω ∈ C+. Действительно,

допустим, что D̃(ω0) = 0 для некоторого ω0 ∈ C+. Введем функцию Y (t) =
e−iω0tYω0

, t ≥ 0, такую, что

Yω0
≡ Yω0

(·) = (Rω0
ρ;−iω0Rω0

ρ; 1;−iω0).

Легко проверить, что Y (t) – решение системы (2.6) с начальными данными Yω0
. С

другой стороны, гамильтониан H(Y (t)) имеем вид H(Y (t)) = e2t =ω0H(Yω0
) для

любых t ≥ 0, гдеH(Yω0
) > 0 (см. замечание 6.2 в Дополнении). Так как =ω0 > 0

и Yω0
∈ E0, то этот экспоненциальный рост противоречит энергетической оценке

(6.17). Таким образом, D̃(ω) 6= 0 ∀ω ∈ C+. Из свойства (iv) для K̃(ω) вытекает,

что D̃(ω) = D̃(ω̄) при ω ∈ CΛ. Следовательно, D̃(ω) 6= 0 для любых ω ∈ C−.

(iii) Изучим D̃(ω) при ω ∈ R \ Λ. Для |ω| >
√
4 +m2

K̃(ω) =
1

2π

∫
T

|ρ̂(θ)|2 dθ
2− 2 cos θ +m2 − ω2

≥ 1

2π

∫
T

|ρ̂(θ)|2 dθ
−2− 2 cos θ

.

Поэтому для таких значений ω

D̃(ω) = −ω2 + κ− K̃(ω) < −4−m2 + κ+
1

2π

∫
T

|ρ̂(θ)|2

2 + 2 cos θ
dθ < 0,

в силу условия R1. Пустьm 6= 0 и ω ∈ (−m,0) ∪ (0,m). Следовательно,

K̃(ω) ≤ 1

2π

∫
T

|ρ̂(θ)|2

2− 2 cos θ
dθ.

Поэтому для |ω| < m

D̃(ω) = −ω2 + κ− K̃(ω) > −m2 + κ− 1

2π

∫
T

|ρ̂(θ)|2

2− 2 cos θ
dθ > 0,

в силу условий R1 и R4. Лемма 4.1 доказана.

Положим D̃(ω + i0) = lim
ε→+0

D̃(ω + iε), ω ∈ Λ. Обозначим θ+ = θ(ω + i0).

Лемма 4.2. Пусть выполняются условияR1–R5. Тогда D̃(ω+ i0) 6= 0 для любых
ω ∈ Λ.
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Доказательство. Пусть ω ∈ Λ \ Λ0 = (−
√
4 +m2,−m) ∪ (m,

√
4 +m2). В

этом случае=θ+ = 0 и<θ+ ∈ (−π,0)∪(0, π). Следовательно для таких значений
ω, в силу формулы (3.5) и условий R2 и R5,

=D̃(ω + i0) = −=K̃(ω + i0) = =

(
i

∑
x,y∈Z ρ(x)e

−iθ+|x−y|ρ(y)

2 sin θ+

)

=

∑
x,y∈Z ρ(x) cos (θ+(x− y)) ρ(y)

2 sin θ+
=

|ρ̂(θ+)|2

2 sin θ+
6= 0.

Следовательно, D̃(ω + i0) 6= 0 при ω ∈ Λ \ Λ0.

Теперь изучим поведение D̃(ω + i0) в окрестности особых точек ω ∈ Λ0.

При ω → ±m+ i0 имеет место разложение (3.10) для K̃(ω). Следовательно, при
ω → ±m+ i0,

D̃(ω) ∼ −m2 + κ− (ω2 −m2)−1/2K−1 −K0 − (ω2 −m2)1/2K1 + . . . .

В силу условия R4, K−1 = (i/2)|ρ̂(0)|2 = 0. Положим C0 := κ − m2 − K0.

ПосколькуK0 = (2π)−1

∫
T

|ρ̂(θ)|2

2− 2 cos θ
dθ, то C0 6= 0 в силу условия R1. Следова-

тельно,

(D̃(ω))−1 ∼
{
C−1

0 + C1

√
ω2 −m2 + . . . , ω → ±m+ i0, m 6= 0,

C−1
0 + C1ω + . . . , ω → 0, m = 0,

(4.6)

где C1 = (C0)
−2K1. Используя разложение (3.11) и условие R4, в окрестности

точек ω = ±
√
4 +m2 имеем

D̃(ω) ∼ κ− (4 +m2)−K ′
0 − (4 +m2 − ω2)1/2K ′

1 + ....

ПоложимC ′
0 := κ−(4+m2)−K ′

0. Так какK
′
0 = − 1

2π

∫
T

|ρ̂(θ)|2

2 + 2 cos θ
dθ, тоC ′

0 6= 0

в силу условия R1. Следовательно,

(D̃(ω))−1 ∼ (C ′
0)

−1 + C ′
1(4 +m2 − ω2)1/2 + . . . , ω → ±

√
4 +m2 + i0, (4.7)

где C ′
1 = (C ′

0)
−2K ′

1. Лемма 4.2 доказана.

Вернемся к доказательству теоремы 4.2. Оно аналогично выводу теоремы

3.1. Используя леммы 4.1 и 4.2, получаем

N(t) =
i

π

∫
Λ

e−iωt=Ñ(ω + i0) dω =
∑
±

2∑
j=1

i

π

∫
Λ

e−iωtP̃±
j (ω) dω, t > 0.

Здесь P̃±
j (ω) := ζ±j (ω)=Ñ(ω + i0) с теми же функциями ζ±j (ω), что и в формуле

(3.12). Следовательно, из (4.6), (4.7) и (3.13) вытекает оценка (4.5).
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Следствие 4.3. Пусть выполнены условия R1–R5. Тогда

|N (j)(t)| ≤ C(1 + t)−3/2, t > 0, j = 0,1,2. (4.8)

Доказательство этой оценки аналогично теореме 4.2.

Следствие 4.4. Обозначим через S(t) разрешающий оператор задачи Коши

(4.1), (4.2). Тогда для решений задачи (2.15), (4.2) справедливо следующее пред-

ставление:(
q(t)
q̇(t)

)
= S(t)

(
q0
p0

)
+

∫ t

0

S(τ)

(
0

F (t− τ)

)
dτ, t > 0.

Матрица S(t) имеет вид

(
Ṅ(t) N(t)

N̈(t) Ṅ(t)

)
с матричными членами, удовлетво-

ряющими оценке (4.8).

5. Доказательство теоремы 2.4

(i): Проверим сначала следующее представление

q(j)(t) = 〈WtΦ0,Ξ
j〉+ rj(t), j = 0,1, t > 0, (5.1)

где |rj(t)| ≤ C〈t〉−ν/2 с ν = 1, если Y0 ∈ E0, и ν = 3, если Y0 ∈ Eα. Действительно,
во-первых, из теоремы 4.2 и следствия 4.4 вытекает, что∣∣∣q(j)(t)− ∫ t

0

N (j)(s)F (t− s) ds
∣∣∣ ≤ C〈t〉−3/2. (5.2)

Во-вторых, в силу оценки (5.7) в случае, когда Y0 ∈ Eα, и ограниченности

функции F (t) в случае, когда Y0 ∈ E0, получаем∣∣∣ ∫ +∞

t

N (j)(s)F (t− s) ds
∣∣∣ ≤ C〈t〉−ν/2, t > 0. (5.3)

Таким образом, формула (5.1) вытекает из (5.2), (5.3) и (2.9), так как F (t− s) =
〈WtΦ0,W

′
−sρ0〉.

Используя (2.14) и (5.1), перепишем Φ(t) =
(
Φ0(t),Φ1(t)

)
≡ (ϕ(t, ·), ψ(t, ·))

в виде

Φi(t) = (WtΦ0)
i +

∫ t

0

(
Wsρ

0
)i (〈Wt−sΦ0,Ξ

0〉+ r0(t− s)
)
ds

= (WtΦ0)
i + 〈WtΦ0,Ψ

i(x, ·)〉+ r3(t, x), t > 0, i = 0,1, (5.4)
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где ‖r3(t, ·)‖−α ≤ C〈t〉−ν/2 с числом ν, введенным выше. Докажем разложе-

ние (5.4). В силу условияR4 и оценки (3.14) получаем ‖Wsρ
0‖−α ≤ C〈s〉−3/2‖ρ0‖α.

Следовательно, ∥∥∥∫ t

0

Wsρ
0r0(t− s) ds

∥∥∥
−α

≤ C〈t〉−ν/2, (5.5)

где r0(t) – остаточный член из (5.1). Более того, так как Ξ̂(0) = Ξ̂(π) = 0 (см.
определение (2.9) и условиеR4), то ‖W ′

τΞ
0‖−α ≤ C〈τ〉−3/2 в силу (3.14). Поэтому∥∥∥∫ ∞

t

Wsρ
0〈Φ0,W

′
t−sΞ

0〉 ds
∥∥∥
−α

≤ C〈t〉−ν/2. (5.6)

Таким образом, разложение (5.4) вытекает из формулы (2.10) и оценок (5.5) и

(5.6). Заметим, что из пункта (i) теоремы 2.4 вытекает оценка (2.12), так как если

Φ0 ∈ Hα и Φ̂0(0) = Φ̂0(π) = 0, то ‖Z(WtΦ0)‖−α ≤ C〈t〉−3/2‖Φ0‖α в силу формул
(2.9) и (2.10) и оценки (4.8).

(ii): Для доказательства пункта (ii) теоремы 2.4 применим классический метод

Кука (см. например, [16]). Положим Ut = eLt и U 0
t = eL0t, где L = L0 + B,

L0Y = (ψ, (∆−m2)ϕ, p,−κq), оператор B определяется следующим соотноше-

нием: BY = (0, ρ(x)q,0, 〈ϕ, ρ〉) для Y = (ϕ, ψ, q, p). Следовательно, используя
интегральное представление Дюамеля

UtY0 = U 0
t Y0 +

∫ t

0

U 0
t−sB(UsY0) ds, t ∈ R,

и применяя оценку (2.12), получаем, что Ω± ∈ L(Eα, E0) и

r±(t) :=

∫ ±∞

t

‖U 0
t−sB(Y (s))‖ ds ≤

∫ ±∞

t

[
‖Wt−sρ

0‖ |q(s)|

+
(
| cos(

√
κ(t− s))|+ | sin(

√
κ(t− s))|/

√
κ
)
|〈ϕ(s), ρ〉|

]
ds

≤ C1〈t〉−1/2‖Y0‖α → 0, t→ ±∞.

(iii): Из условия R4 и оценки (3.14) следует, что

|F (t)| = | 〈Φ0,W
′
tρ0〉 | ≤ ‖Φ0‖α‖W ′

tρ0‖−α ≤ C〈t〉−3/2, t ∈ R. (5.7)

Следовательно, из следствия 4.4 и формулы (4.8) вытекает оценка (2.12) для

q(j)(t). Применяя уравнение (2.14), оценку (2.12) для q(t) и формулу (3.14),

получаем оценку (2.12) для Φ(t).
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6. Дополнение: Существование решений

Рассмотрим задачу Коши для гармонического кристалла в Zd:{
ϕ̈(t, x) = −(Vϕ)(t, x) ≡ −

∑
x′∈Zd

V (x− x′)ϕ(t, x′), t ∈ R, x ∈ Zd,

ϕ(t, x)|t=0 = ϕ0(x), ϕ̇(t, x)|t=0 = ψ0(x), x ∈ Zd.
(6.1)

Лемма 6.1. Пусть α ∈ R и выполнены условия V1–V3. Тогда

(i) для любых Φ0 = (ϕ0, ψ0) ∈ Hα существует единственное решение Φ(t) =
(ϕ(t, x), ϕ̇(t, x)) ∈ C(R,Hα) задачи Коши (6.1).
(ii) Для любых t ∈ R отображениеWt : Φ0 7→ Φ(t) непрерывно в Hα, и суще-

ствуют константы C, σ = σ(α, d) <∞, такие, что

‖WtΦ0‖α ≤ C〈t〉σ‖Φ0‖α, t ∈ R. (6.2)

Эта лемма доказана в [3] (см. также [10]). Она вытекает из следующего

представления для Φ(t):

Φ(t) = WtΦ0 =
∑
x′∈Zd

Gt(x− x′)Φ0(x
′), t ∈ R, x ∈ Zd. (6.3)

ЗдесьWt = eLBt с оператором LB =

(
0 I
−V 0

)
,

Gt(x) = (2π)−d

∫
Td

e−ix·θĜt(θ) dθ, Ĝt(θ) = eL̂B(θ)t, L̂B(θ) =

(
0 I

−V̂ (θ) 0

)
.

Вернемся к доказательству теоремы 2.3. Сначала заметим, что для любых

начальных данных Y0 существует, и притом единственное, решение Y (t) задачи
(2.3) для t ∈ [0, ε) с некоторым ε > 0. В самом деле, мы можем переписать урав-

нения (2.1) в интегральной форме и применить метод сжимающих отображений.

Чтобы доказать существование глобального решения, выведем энергетические

оценки (6.4), применяя технику Яксича и Пилле [7].

ДляΦ = (Φ1,Φ2) ∈ Hα и f = (f1, f2) ∈ H−α введем скалярное произведение

〈Φ, f〉E = 〈VΦ1, f1〉+ 〈Φ2, f2〉. Обозначим ‖Φ‖2E = 〈Φ,Φ〉E.

Замечание 6.1. 〈WtΦ, f〉E = 〈Φ,W−tf〉E для любых t ∈ R, Φ ∈ Hα, f ∈ H−α,

α ∈ R.

Введем матричнозначную функцию Vr(x) = F−1
θ→x[(V̂ (θ))r]. Заметим, что

V−1/2 ∗ ρ ∈ `2α при α ≤ 0, так как

‖V−1/2 ∗ ρ‖2α ≤ ‖V−1/2 ∗ ρ‖2 = ρ0
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в силу условия (R). Если α ≥ 0, то мы дополнительно предполагаем, что V−1/2 ∗
ρ ∈ `2α.

Обозначим Eα(Y ) = HA(Q) + ‖Φ‖2α/2, α ∈ R, где Y = (Φ, Q), Φ = (ϕ, ψ) ∈
Hα, Q = (q, p) ∈ R2n, HA(Q) определено в (1.2).

Лемма 6.2. Пусть α ∈ R, выполнены условия V1–V4, (P) и (R), V−1/2 ∗ ρ ∈ `2α в
случаеα > 0. Тогда для любого решения Y (t) задачи (2.3) справедлива следующая
оценка:

Eα(Y (t)) ≤ C〈t〉2σ+4 Eα(Y (0)), t ∈ R, (6.4)

где σ = σ(α, d) <∞ то же, что и в оценке (6.2).

Доказательство. Введем матричнозначную функцию ρV (x):

ρV (x) = −F−1
θ→x[ρ̂(θ)(V̂ (θ))−1], x ∈ Zd,

и R2n-значную функцию ξq(t) = (ρV (x)q(t),0). Тогда LBξq(t) = (0, ρ(x)q(t)).
Применяя операторWt и функцию ξq(t), перепишем систему (2.1) в виде

Φ(t) = WtΦ0 +

∫ t

0

Wt−sLBξq(s) ds, (6.5)

q̈(t) = −∇P (q(t)) + 〈ϕ(t), ρ〉. (6.6)

Заметим, что 〈ϕ(t), ρ〉 · q̇(t) = −〈Φ(t), ξ̇q(t)〉E. Поэтому, применяя уравнения
(6.5) и (6.6), получим

d

dt
HA(Q(t)) =

d

dt

[
P (q(t)) +

1

2
|q̇(t)|2

]
= −〈Φ(t), ξ̇q(t)〉E

= −〈WtΦ0, ξ̇q(t)〉E −
〈∫ t

0

Wt−sLBξq(s) ds, ξ̇q(t)
〉
E
. (6.7)

Используя замечание 6.1 и следующее равенство

W−sLBξq(s) = − d

ds
(W−sξq(s)) +W−sξ̇q(s),

перепишем второе слагаемое в правой части равенства (6.7):〈∫ t

0

Wt−sLBξq(s) ds, ξ̇q(t)
〉
E
=
〈∫ t

0

W−sLBξq(s) ds,W−tξ̇q(t)
〉
E

= −
〈∫ t

0

d

ds
(W−sξq(s)) ds,W−tξ̇q(t)

〉
E
+
〈∫ t

0

W−sξ̇q(s)ds,W−tξ̇q(t)
〉
E
. (6.8)
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Введем R2n-значную функцию R(t) =

∫ t

0

W−s ξ̇q(s) ds. Тогда, применяя замеча-

ние 6.1, перепишем равенство (6.8) в виде

− 〈ξq(t), ξ̇q(t)〉E + 〈ξq(0),W−t ξ̇q(t)〉E + 〈R(t), Ṙ(t)〉E. (6.9)

Из равенств (6.7)–(6.9) следует, что

d

dt
HA(Q(t)) = −〈Φ0,W−t ξ̇q(t)〉E + 〈ξq(t), ξ̇q(t)〉E − 〈ξq(0),W−t ξ̇q(t)〉E

−〈R(t), Ṙ(t)〉E

= −〈Φ0 + ξq(0), Ṙ(t)〉E +
1

2

d

dt
‖ξq(t)‖2E − 1

2

d

dt
‖R(t)‖2E. (6.10)

Введем “эффективный” гамильтониан

Heff
A (Q(t)) := HA(Q(t))−

1

2
‖ξq(t)‖2E. (6.11)

Тогда из уравнения (6.10), получим

Heff
A (Q(t)) = Heff

A (Q0)− 〈Φ0 + ξq(0), R(t)〉E − 1

2
‖R(t)‖2E. (6.12)

Заметим, что из условия (P) вытекает

1

2
‖ξq(t)‖2E ≤ 1

2
(2π)−d

∫
Td

|ρ̂(θ)|2q(t) · (V̂ (θ))−1q(t) dθ ≤ 1

2
|q(t)|2ρ0

≤ ρ0
κ
P (q(t)) ≤ ρ0

κ
HA(Q(t)).

Следовательно, получаем следующую оценку

Heff
A (Q) ≤ HA(Q) ≤ CHeff

A (Q), где C := (1− ρ0/κ)
−1. (6.13)

Для Φ = (ϕ, ψ) ∈ Hα введем следующее обозначение

‖Φ‖2E,α =
∑
x∈Zd

〈x〉2α
(
|(V1/2 ∗ ϕ)(x)|2 + |ψ(x)|2

)
.

В силу условия V1 имеем ‖Φ‖E,α ≤ C‖Φ‖α. Используя (6.12), получаем

Heff
A (Q(t)) ≤ Heff

A (Q0) + |〈Φ0 + ξq(0), R(t)〉E|

≤ Heff
A (Q0) + C

(
‖Φ0‖α + ‖ξq(0)‖E,α

)
‖R(t)‖E,−α, (6.14)
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причем из условия, наложенного на ρ, вытекает, что

‖ξq(0)‖E,α ≤ |q0|‖V−1/2 ∗ ρ‖α <∞.

Оценим ‖R(t)‖E,α для любых t ≥ 0 и α ∈ R. В силу оценок (6.2) и (6.13) имеем

‖R(t)‖E,α ≤
t∫

0

|q̇(τ)|‖W−τ(ρV ,0)‖E,α dτ ≤ C1〈t〉σ+1

√
max
0≤τ≤t

Heff
A (Qτ). (6.15)

ОбозначимM(t) = max
0≤τ≤t

Heff
A (Qτ), t ≥ 0. Тогда из (6.14) и (6.15) вытекает, что

M(t) ≤M(0) + C〈t〉σ+1(‖Φ0‖α + |q0|)
√
M(t). Следовательно,√

HA(Qt) ≤
√
Heff

A (Q(t)) ≤ C1 + C2〈t〉σ+1(‖Φ0‖α + |q0|). (6.16)

Окончательно, применяя уравнение (6.5) и оценку (6.2), получим

‖Φ(t)‖α ≤ ‖WtΦ0‖α +
t∫

0

‖Wt−τ (0, ρ(x)q(τ)) ‖α dτ ≤ C〈t〉σ+2.

Замечание 6.2. Для любых Y0 ∈ E0 справедливо следующее равенство:

H(Y (t)) = H(Y0), t ∈ R, (6.17)

гдефункционалH(Y ) определен в (1.1). Если выполнено условие (P), тоH(Y (t)) ≥
0.

Действительно, перепишем слагаемое с ϕ в гамильтониане H(Y ):∑
x∈Zd

( ∑
x′∈Zd

ϕ(x)V (x− x′)ϕ(x′)− 2q · ϕ(x)ρ(x)
)

≥ −(2π)−d

∫
Td

|ρ̂(θ)|2q · (V̂ (θ))−1q dθ ≥ −|q|2ρ0.

Следовательно, используя условие (R), получаем, что для Y = (ϕ, ψ, q, p)

H(Y ) ≥ 1

2
‖ψ‖2 + 1

2
|p|2 + P (q)− 1

2
|q|2κ ≥ 0, (6.18)

в силу условия (P).
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Замечания. (i) Чтобы доказать существование решений, достаточно пред-

положить, что потенциал P ∈ C2(Rn) и удовлетворяет следующему условию:
P (q) → +∞ при |q| → ∞, поэтому P (q) ≥ P0 при всех q с некоторым P0 ∈ R.
В этом случае, вместо оценки (6.4) можно доказать, что ‖Y (t)‖α ≤ CeBt. Мы

накладываем более сильное условие (P) для того, чтобы получить оценку (6.18),

которая используется в доказательстве теоремы 2.4 (см. доказательство лем-

мы 4.1, пункт (ii)).

В лемме 6.2 мы наложили более сильное условие на функцию ρ, а именно,
предположили, что V−1/2 ∗ ρ ∈ `2α вместо условия ρ ∈ `2α в случае α > 0. Это
было сделано для того, чтобы получить оценку (6.4).

(ii) Из доказательства теоремы 2.4 вытекает, что для любых начальных данных

Y0 ∈ Eα, α > 5/2, имеем |q(j)(t)| ≤ C〈t〉−3/2. Если потребуем еще, чтобы Φ̂0(0) =

Φ̂0(π) = 0, то получим ‖Φ(t)‖−α ≤ C〈t〉−3/2. В противном случае справедлива

оценка ‖Φ(t)‖−α ≤ C〈t〉−1/2.

(iii) Мы доказали теорему 2.4 в случае, когда V (x) имеет вид (2.4). На самом
деле, результаты этой теоремы остаются справедливы для функций V (x) общего
вида, удовлетворяющих условиям V1–V4. В этом случае требуется изменить

условия R1, R4 и R5 следующим образом. Условие R1:

κ ∈
(
Vmin +

∫
T

|ρ̂(θ)|2

V̂ (θ)− Vmin
dθ, Vmax +

∫
T

|ρ̂(θ)|2

V̂ (θ)− Vmax
dθ
)
,

где Vmin = min V̂ (θ), Vmax = max V̂ (θ). Условия R4 и R5 – следующие: ρ̂(θ) = 0

для любых θ ∈ C0 := {θ ∈ T : V̂ ′(θ) = 0}, и ρ̂(θ) 6= 0 при всех θ 6∈ C0.
Дополнительно необходимо предположить, что V̂ ′′(θ) 6= 0 для θ ∈ C0.
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