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Численное исследование процесса кристаллизации чистого веще-

ства из раствора в присутствии примеси

Построена самосогласованная модель кристаллизации чистого ве-
щества из раствора в присутствии примеси в тонкой цилиндрической
ампуле. Модель учитывает диффузионный тепломассоперенос, движе-
ние фронта кристаллизации и теплообмен с окружающей средой. Про-
ведено численное исследование роста кристалла кремния Si из раствора
кремния в алюминии Si—Al в присутствии примеси бора B или фосфо-
ра P.
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Numerical study of the crystallization of a multicomponent solution with
impurity

The self-consistent model of crystallization of alloy with impurity in the
cylindrical ampule was considered. The mathematical model accounts for
the diffusion heat and matter transport in both solid and liquid phases, the
movement of the crystallization front and heat exchangewith the environment.
The proposedmodel was used for numerical simulation for Si crystals growth
from Si—Al melts with impurities boron B or phosphorus P.
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1. Введение

Современное приборостроение предъявляет высокие требования к

качеству используемых полупроводниковых структур иматериалов. На-

турные эксперименты в этой области сложны и трудоемки, требуют

больших энергетических затрат, в них используются дорогостоящие,

порой ядовитые вещества, при этом длительность одного эксперимента

может достигать нескольких недель. Поэтому использование матема-

тического моделирования в исследовании технологических режимов и

установок для анализа результатов физических экспериментов является

неотъемлемой частью работы на пути создания новых материалов.

Данная работа посвящена построениюматематической модели про-

цесса кристаллизации чистого вещества из раствора в присутствии при-

меси. Рассмотрен процесс кристаллизации раствора в тонкой цилин-

дрической ампуле. Математическая модель учитывает диффузионный

тепломассоперенос в твердой и жидкой фазах, движение фронта кри-

сталлизации и теплообмен с окружающей средой. Соответствующая си-

стема уравнений решалась с помощью метода, описанного в работе [1].

Учет движения границы раздела фаз осуществляется с помощью за-

мены переменных типа Ландау. Разностная схема построена интегро–

интерполяционным методом. Система уравнений решалась совместно

относительно вектора неизвестных, компонентами которого являются

концентрации всех веществ в твердой и жидкой фазах, температура и

скорость движения фронта кристаллизации.

Проведено численное исследование роста кристалла кремния Si из

раствора кремния в алюминии Si—Al в присутствии примеси бора B

или фосфора P. Получены температурные режимы, в которых фронт

кристаллизации движется с постоянной скоростью. В расчетах исполь-

зовалась реальная фазовая диаграмма и физические параметры.

2. Постановка задачи

Рассмотрим задачу о кристаллизации чистого вещества A из рас-

твора веществаA в расплаве C в присутствии примеси B. Раствор при-
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водится в контакт с затравкой, расположенной на дне тонкой цилиндри-

ческой ампулы (рис. 1). Затем температура системы понижается, жид-

кая фаза становится пересыщенной, и начинается процесс кристалли-

зации. Математическое моделирование проводится в рамках следую-

щих предположений. Компонент C из раствора не кристаллизуется. На

фронте кристаллизации состав жидкой и твердой фазы находится в ква-

зиравновесии. Кинетические процессы на поверхности протекают до-

статочно быстро и не нарушают квазиравновесия. Фронт кристаллиза-

ции является плоским. Конвекция в жидкой фазе незначительна, тепло-

массоперенос в системе осуществляется механизмом диффузии.

Жидкая фаза занимает подобластьΩl = (ξ, L]×(0, R], гдеL— дли-

на ампулы, ξ = ξ(t)—положение фронта кристаллизации,R—радиус

ампулы (рис. 1), и представляет собой раствор компонентовA иB в рас-

плаве C. Состав жидкой фазы определяется концентрациями элементов

A и B, а концентрация C вычисляется из условия

x l (A) + x l (B) + x l (C) = 1,

где x l (j), (j = A, B, C)—мольная доля соответствующего элемента в

жидкой фазе. Твердая фаза занимает область Ωs = [0, ξ) × (0, R]. Рас-
пределение температуры и состава в системе описывается уравнениями

Cs (A) =
ρs

aA
, (z, r)∈Ωs, (1)

∂Cs(B)

∂t
=
1

r

∂

∂r

(
rDs(B)∂C

s(B)

∂r

)
+

∂

∂z

(
Ds(B)∂C

s(B)

∂z

)
, (z, r)∈Ωs, (2)

∂C l (j)

∂t
=
1

r

∂

∂r

(
r Dl (j) ∂C

l (j)

∂r

)
+

∂

∂z

(
Dl (j) ∂C

l (j)

∂z

)
, (z, r)∈Ωl, (3)

j = A,B,

csp ρ
s∂T

∂t
=

1

r

∂

∂r

(
rks∂T

∂r

)
+

∂

∂z

(
ks ∂T

∂z

)
, (z, r)∈Ωs, (4)

clp ρ
l∂T

∂t
=

1

r

∂

∂r

(
rkl∂T

∂r

)
+

∂

∂z

(
kl ∂T

∂z

)
, (z, r)∈Ωl, (5)

здесь r, z — радиальная и вертикальная координаты цилиндрической

системы координат, t — время, Cγ (j) — объемная концентрация j–го
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компонента в твердой и жидкой фазе,Dγ (j) — коэффициент диффузии

j–го компонента в твердой и жидкой фазе j = A, B, T — температу-

ра, cγp—удельная теплоемкость, kγ —коэффициент теплопроводности,

ργ — плотность, γ принимает значения s при z < ξ (твердая фаза) и l
при z > ξ (жидкая фаза), aA — атомный вес элементаA.

Рис. 1. Цилиндрическая ампула. Раствор компонентов A и B в C,
приведен в контакт с затравкой A, B.

На границе раздела фаз (z = ξ(t)) выполнены следующие условия

1. Условиефазового равновесия: уравнения описывающие связь кон-

центраций компонентовA и B в твердой и жидкой фазах;

F1(C
s (A), C l (A), T ) = 0, (6)

F2(C
s (A), C l (A), T ) = 0, (7)

F3(C
s (B), C l (B), T ) = 0. (8)

Конкретный вид уравненийфазовой диаграммыопределяется свойства-

ми соединенияA – B – C.
2. Закон сохранения энергии (условие Стефана):

k s ∂T

∂z

∣∣∣∣
z=ξ(t)−

− k l ∂T

∂z

∣∣∣∣
z=ξ(t)+

= λ ρs ξt. (9)

Здесь λ—скрытая теплота плавления, ξt —скорость движения фронта

кристаллизации.



6

3. Закон сохранения массы:

Ds(j) ∂C
s(j)

∂z

∣∣∣∣∣
z=ξ(t)−

−Dl(j) ∂C
l(j)

∂z

∣∣∣∣∣
z=ξ(t)+

=−(Cs(j)− C l(j)) ξt, j = A, B.

(10)

Стенки ампулынепроницаемы, поэтому граничные условия для кон-

центрации имеют вид

Dγ(j) ∂C
γ(j)

∂n

∣∣∣∣∣
∂Ω

= 0, j = A, B, γ = s, l, (11)

где ∂Ω— граница области Ω = Ωs

⋃
Ωl.

На боковой поверхности ампулы происходит теплообмен по закону

Ньютона

kγ∂T

∂r

∣∣∣∣
r=R

= α̃(T ∗ − T |r=R). (12)

Здесь α̃ — коэффициент контактного теплообмена, T ∗ — температура

окружающей среды. На торцах ампулы задана температура, изменяю-

щаяся с течением времени

T |z=0 = Tbot(t), T |z=L = Ttop(t). (13)

Состояние системы можно описать функциями T̃ (z, t) и C̃γ(j)(z, t),
j = A, B, γ = s, l где:

1) T̃ (z, t)— средняя температура в сечении z в момент времени t

T̃ (z, t) =
2

R 2

R̂

0

T (r, z, t) r dr. (14)

2) C̃γ(j)(z, t) — средняя концентрация компонента j в сечении z в

момент времени t (j = A, B, γ = s, l)

C̃γ(j)(z, t) =
2

R 2

R̂

0

Cγ(j)(r, z, t) r dr. (15)
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Учитывая условия на боковой поверхности ампулы (11), (12), а та-

кже (14), (15), задачу (1) – (5) можно переписать в виде:

cγp ρ
γ∂T̃

∂t
=

∂

∂z

(
kγ∂T̃

∂z

)
+

2α̃

R
(T ∗ − T̃ ), γ = s, l. (16)

∂C̃γ(j)

∂t
=

∂

∂z

(
Dγ ∂C̃

γ(j)

∂z

)
, γ = s, l, j = A, B. (17)

Граничные условия (13) на торцах ампулы:

T̃
∣∣∣
z=0

= Tbot(t), T̃
∣∣∣
z=L

= Ttop(t). (18)

Граничные условия (11) примут вид:

Dγ ∂C̃
γ(j)

∂z

∣∣∣∣∣
z=0, L

= 0, γ = s, l, j = A, B. (19)

На границе раздела фаз z = ξ(t) выполнены условия Стефана:

k s ∂T̃

∂z

∣∣∣∣∣
z=ξ(t)−

− k l ∂T̃

∂z

∣∣∣∣∣
z=ξ(t)+

= λ ρs ξt, (20)

Ds(j) ∂C̃
s(j)

∂z

∣∣∣∣∣
z=ξ(t)−

−Dl(j) ∂C̃
l(j)

∂z

∣∣∣∣∣
z=ξ(t)+

=−(C̃s(j)− C̃ l(j)) ξt, j = A,B.

(21)

В результате осесимметричная задача (1)—(12) сведена к одномер-

ной задаче (16)—(21). Контактный теплообмен на боковой поверхности

ампулы теперь учитывается в уравнении температуропроводности в ви-

де источника тепла, зависящего от температуры.

Для решения задачи (16)—(21) использовался чистонеявный сов-

местный алгоритм, описанный в работе [1]. Учет движения фронта кри-

сталлизации осуществляется с помощью замены переменных типа Лан-

дау [2]. Разностная схема построена интегро–интерполяционным мето-

дом. Скорость движения фронта, распределение температуры и соста-

ва в твердой и жидкой фазах определяется совместно, что гарантирует

устойчивость и надежность алгоритма.
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3. Результаты расчетов

В рамках поставленной задачи было проведено численное исследо-

вание процесса получения кремния Si из раствора кремния в алюминии

Si—Al в присутствии примеси либо бора B, либо фосфора P.

3.1. Фазовая диаграмма

Условия фазового равновесия при кристаллизации Si из раствора Si

в Al в присутствии примеси B или P имеют вид:

C s (Si) = ρs/aSi (22)

x l (Si) = f (T ). (23)

При этом количество примеси, проникающей в твердую фазу, опреде-

ляется для бора B следующим соотношением

x s (B) = k(B)(T ) x l (B), (24)

и аналогично для фосфора P

x s (P ) = k(P )(T ) x l (P ), (25)

Значения коэффициентовфазовой диаграммы (22)–(25) приведены в при-

ложении 1 (стр. 21).

На рисунке 2 изображена фазовая диаграмма системы Si–Al [3]. Ли-

ния ликвидуса достаточно точно аппроксимируется линейной функци-

ей температуры

f (T ) = αSiAl + βSiAl T, T ∈ [1100К, 1600К].

В работах [4–6] показано, что зависимость коэффициентов сегрега-

ции k(T ) компонентов B, P от температуры в системе Si–Al с высокой

точностью можно считать линейной:

kB(T ) = αB + βB T, T ∈ [1100К, 1600К], (26)

kP (T ) = αP + βP T, T ∈ [1100К, 1600К]. (27)

На рисунке 3 приведены зависимости коэффициентов сегрегации при-

месей бора и фосфора от температуры.
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Рис. 2. Фазовая диаграмма системы Si–Al.

1100 1200 1300 1400 1500 1600

0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7  B
 P

K(
T)

T [K]

Рис. 3. Зависимость коэффициентов сегрегации от температуры.
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3.2. Рост в условиях принудительного охлаждения

Рассмотрим процесс роста кристалла в условиях принудительного

охлаждения. В начальный момент времени затравка, состоящая из чи-

стого вещества Si, приводится в контакт с раствором Si – B – Al (или

Si –P –Al). Температура на торцах ампулыизменяется по закону:T (t) =
T0 − µ t, где T0 — начальная температура соединения, µ — скорость

охлаждения, t — время. На боковой поверхности ампулы происходит

теплообмен с окружающей средой (α̃ = 10−5 Вт/(К см2)), температура

которой также изменяется по закону: T ∗(t) = T0 − µ t. Из–за пониже-
ния температуры раствор становится пересыщенным, начинается про-

цесс кристаллизации.

Рассматривалась кремниевая затравка длиной ls = 30 мкм и ради-

усом R = 0.5 см. При температуре T0 = 1273 K затравка приводится

в контакт с раствором, состав которого x l (Si) = f (T0), x
l (B) = 0.001,

и охлаждается со скоростью µ = 0.25 К/мин. Расчеты проводились на

сетке с числом узлов в твердой фазе i∗ = 1000, в жидкойN− i∗ = 1000
и шагом по времени τ = 0.5. Остальные параметры приведены в при-

ложении 1, таблица 3.

Результаты расчетов, приведены на рисунке 4. С понижением тем-

пературы системы, в соответствии с уравнением линии ликвидуса (23),

в жидкой фазе выстраивается концентрационный градиент, способству-

ющий росту кристалла. В ходе процесса кристаллизации примесь из

раствора проникает в твердую фазу. С понижением температуры вели-

чина коэффициента сегрегации бора убывает (26), и количество при-

меси в твердой фазе уменьшается. Содержание примеси в кристалле

изначально мало, поэтому уменьшение концентрации бора в твердой

фазе вблизи фронта кристаллизации (рис. 4) практически незаметно.

Следовательно, можно считать, что содержание примеси в твердой фа-

зе постоянно и определяется температурой на фронте кристаллизации.

Коэффициент диффузии в твердой фазе мал, поэтому граница между

затравкой и выросшим кристалом ярко выражена и лишь немного раз-

мывается с течением времени (рис. 4). Графики распределения темпе-

ратуры в системе не приводятся, так как рассматриваемые вещества об-

ладают высокой теплопроводностью, и температуру можно считать по-
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Рис. 4. Рост Si из раствора Si в Al в присутствии B в условиях

принудительного охлаждения. Распределение состава твердой и

жидкой фазы.

стоянной по пространству и изменяющейся во времени в соответствии

с режимом охлаждения торцов.

Проводилось исследование влияния примесей,B и P, на состав кри-

сталла. На рисунке 5 приведено распределение примесей в твердойфазе

на момент времени t = 60мин. Видно, что количество бораB в кристал-

ле убывает при понижении температуры быстрее, чем доля фосфора P,

однако количество примеси, проникающей в кристалл из раствора при

фиксированном значении температуры в случае компонента P меньше.

Результаты расчетов показывают, что из-за разницы в величинах коэф-

фициентов диффузии, глубина проникновения компонентаB в затравку

больше, чем у компонента P. Скорость движения фронта кристаллиза-

ции в каждом из экспериментов определяется концентрационным гра-

диентом компонента Si в жидкой фазе, поэтому длины выросших кри-

сталлов, отличаются незначительно.
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Рис. 5. Распределение примесей в твердой фазе (t = 60 мин,

µ = 0.25 К/мин).

Результаты исследования влияния скорости охлаждения ампулы µ
на процесс роста кристаллов приведены на рисунке 6. Видно, что с уве-

личением скорости охлаждения µ скорость движения фронта кристал-

лизации ξt также увеличивается. Данный результат обусловлен тем, что
увеличение скорости охлаждения, в соответствии с фазовой диаграм-

мой системы, приводит к увеличению концентрационного градиента

компонента Si в растворе, а значит и скорости движения границы раз-

дела фаз. На рисунке 7 приведено содержание компонента B в твер-

дой фазе при различных скоростях охлаждения µ через три часа после

начала процесса. С увеличением µ содержание бора падает, что соот-

ветствует фазовой диаграмме системы. Толщина выросщего кристалла

увеличивается: так при µ = 0.1 К/мин за три часа выросло 138 мкм,

при µ = 0.25 К/мин — 345 мкм, а при µ = 0.5 К/мин — 710 мкм.
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Физические свойства рассматриваемых веществ таковы, что коли-

чество примеси на поверхности кристалла с хорошей точностью можно

определить по формуле (24). Общая доля примеси в выросшем кри-

сталле пропорциональна начальному количеству примеси в растворе

(Таблица 1).

Таблица 1. Содержания B в твердой фазе, µ = 0.5 К/мин

Начальная концентрация B в растворе Содержание B в кристалле

5.928 · 10−5 8.32 · 10−7

1.481 · 10−4 2.08 · 10−6

2.960 · 10−4 4.16 · 10−6

3.3. Задача о растворении кремниевой подложки

Рассмотрим следующий температурный режим. В начальный мо-

мент времени затравка, состоящая из кремния Si, приводится в контакт

с раствором Si – B – Al. Температура на торцах ампулы изменяется по

закону: T (t) = T0 + µ t, где T0 — начальная температура соединения,

µ—скорость нагрева, t—время. На боковой поверхности ампулы про-

исходит теплообмен с окружающей средой (α̃ = 10−5 Вт/(К см2)), тем-

пература которой также изменяется по закону: T ∗(t) = T0 + µ t. Из–за
повышения температуры раствор становится недосыщенным, что при-

водит к растворению подложки.

Толщина подложки составила ls = 2 см, длина ампулы ll = 2.5
см, i∗ = 200000, N − i∗ = 2000, µ = 0.2 К/мин. Из расчетов вид-

но, что в жидкой фазе выстраивается концентрационный градиент, спо-

собствующий растворению затравки (см. рис. 8). График распределения

примеси в жидкой фазе не приводится, так как величина концентраци-

онного градиента B в жидкой фазе незначительна и не влияет на про-
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Рис. 6. Скорость движения фронта кристаллизации при

различных µ.

цесс растворения. В силу вида уравнения (24) небольшое количество

примеси попадает в твердую фазу даже при ее растворении. Но из–за

того, что скорость движения фронта кристаллизации превосходит ско-

рость диффузионного массопереноса, примесь не успевает проникнуть

вглубь кристалла и присутствует только на границе твердой фазы. На

рисунке 9 видно, что при повышении температуры, увеличивается со-

держание примеси на фронте кристаллизации, что согласуется с урав-

нением (24).

3.4. Температурные режимы, при которых фронт

кристаллизации движется с постоянной скоро-

стью

В технологии производства монокристаллов важное место занима-

ют процессы, в которых фронт кристаллизации движется с постоянной
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Рис. 7. Содержание B в твердой фазе при различных µ, t = 3 часа.

скоростью. Необходимо определить значения параметров системы, ко-

торые обеспечивают такой режим роста и растворения. В силу того, что

содержание примеси P мало, далее ограничимся рассмотрением рас-

твора Si – B – Al.

Рост с постоянной скоростью

в условиях принудительного охлаждения

Для системы Si – B – Al была проведена серия численных экспе-

риментов, в ходе которой выяснилось, что в режиме роста в условиях

принудительного охлаждения фронт спустя некоторое время tst начина-
ет двигаться с постоянной скоростью vst. Величина постоянной скоро-
сти зависит от начальной температуры и длины жидкой фазы. Скорость

vst можно оценить следующим образом:

vst = α(T0)µl
l + β(T0). (28)
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Рис. 8. Состав твердой ижидкой фазы соединения (µ = 0.2К/мин).

При этом время tst пропорционально квадрату длины жидкой фазы, что

согласуется с имеющимися теоретическими результатами [7].

Для примеси B была проведена серия расчетов при различных дли-

нах жидкой фазы и скоростях охлаждения торцов ампулы µ (Таблица

2), а также начальных температурах T0 = 1273; 1373; 1473 К.
На рисунке 10 приведены зависимости vst от µll при различных T0.

Результаты расчетов показывают, что c увеличением начальной темпе-

ратуры T0 скорость v
st — уменьшается.

Рост с постоянной скоростью из пересыщенного раствора

в условиях принудительного охлаждения

Для растворов большой длины время tst — велико. Например, при

ll = 5 см, µ = 0.02 K/мин — tst = 72 часа. Дальнейшие исследования
показали, что выращивание в условиях принудительного охлаждения

из пересыщенного раствора приводит к уменьшению tst. Суть данного
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Рис. 9. Содержание B в твердой фазе соединения (µ = 0.2 К/мин).

Таблица 2. Параметры расчета

Длина жидкой фазы [см] Сорость охлаждения µ [K/мин]

0.25 0.1; 0.2; 0.3; 0.4;

0.5 0.05; 0.1; 0.15; 0.2;

1.0 0.025; 0.05; 0.075; 0.1;

5 0.02

процесса заключается в том что при начальной температуре T0, затрав-

ка приводится в контакт с раствором, имеющим состав x
l (Si)
0 = f (T0 +

∆T ), а затем торцы ампулы охлаждаются по закону T (t) = T0 − µ t.
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Рис. 10. Зависимость vst от µl
l.

На рисунке 11 приведены результаты численного моделирования для

ls = 2 см, ll = 5 см, µ = 0.02 и различных степеней пересыщения рас-
твора ∆T . Видно, что с увеличением степени пересыщения ∆T время

tst — уменьшается.

Растворение с постоянной скоростью

Для системы Si – B – Al была проведена серия численных экспе-

риментов в ходе которой выяснилось, что как и при росте кристалла,

в случае растворения спустя некоторое время t̃st фронт кристаллиза-
ции начинает двигаться с постоянной скоростью ṽst. Скорость ṽst мож-
но оценить следующим образом:

ṽst = α̃(T0)µl
l + β̃(T0). (29)

При этом α̃(T0) ≈ −α(T0), β̃(T0) ≈ −β(T0). На рисунке 12 приве-

дены результаты расчетов для µll = 0.1. Видно, что с увеличением ll,
tst — увеличивается.
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Рис. 11. Скорость движения фронта кристаллизации при различ-

ных ∆T .
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Рис. 12. Скорость движения фронта кристаллизации при различ-

ных µ и ll.
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4. Заключение

Рассмотрена самосогласованнаямодель кристаллизации чистого ве-

щества из двухкомпонентного раствора с примесью в цилиндрической

ампуле.Модель учитывает движение фронта, диффузионный тепломас-

соперенос в твердой и жидкой фазах. Проведено численное исследо-

вание процесса кристаллизации Si из раствора Si в Al в присутствии

примеси бора B (или фосфора P). В расчетах использовались реальные

термодинамические параметры и фазовые диаграммы. Найдены темпе-

ратурные режимы, в которых фронт кристаллизации движется с посто-

янной скоростью, при этом есть возможность задать эту скорость.

Авторы выражают благодарность за обсуждения задачи ГоникуМ.А.



21

5. Приложение 1

Таблица 3. Значение физических параметров

Параметр Твердая фаза Жидкая фаза

[8]
k 1.04 Вт/(смК) 0.9 Вт/(смК)

[8]
cp 1.08 Дж/(г К) 0.96 Дж/(г К)

[8]
ρ 2.69 г/см3 2.38 г/см3

[4]
DB 5 · 10−12 см2/с 5 · 10−5 см2/с

[5]
DP 5 · 10−15 см2/с 5 · 10−5 см2/с

[9]
DSi 5 · 10−12 см2/с 2 · 10−4 см2/с

[8]
λ 393 Дж/г

[3]
αSiAl −0.61646

[3]
βSiAl 8.287 · 10−4К−1

[4]
αB −1.49855

[4]
βB 1.35 · 10−3К−1

[5]
αP −0.28687

[5]
βP 2.95 · 10−4К−1
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