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Александр Владимирович Колесниченко 

Кинетический вывод новой формы соотношений Стефана−Максвелла и анизо-

тропных коэффициентов переноса для частично ионизованных газов во внеш-

нем магнитном поле. 

Аннотация. Методами кинетической теории получены определяющие со-

отношения для термодинамических потоков диффузии и тепла в многокомпо-

нентной частично ионизованной газовой смеси, находящейся во внешнем элек-

тромагнитном поле. Выведены обобщённые соотношения Стефана−Максвелла 

и соотнесённые с диффузионно-тепловыми процессами алгебраические уравне-

ния для анизотропных коэффициентов переноса (коэффициентов многокомпо-

нентной диффузии, термодиффузии, электрической и термоэлектрической про-

водимости, а также термодиффузионных отношений). Определяющие уравне-

ния второго порядка выводятся процедурой Чепмена−Энскога с использовани-

ем разложений по полиномам Сонина. Соотношения для скоростей электронно-

ионной диффузии использованы для описания амбиполярной диффузии в ионо-

сфере в присутствии сильного магнитного поля.  

Ключевые слова: Теория Чепмена−Каулинга, тепло-массоперенос, анизо-

тропные кинетические коэффициенты, амбиполярная диффузия. 

 

Aleksandr Vladimirovich Kolesnichenko 

Kinetic derivation of new form of  Stefan-Maxwell relations and anisotropic transport 

coefficients for partially ionized gases in an external magnetic field. 

 

Abstract. By the kinetic theory methods, the determining relationships for the 

thermodynamic fluxes of diffusion and heat in a multicomponent partially ionized gas 

mixture in an external electromagnetic field are obtained. Generalized Stefan-

Maxwell relations and algebraic equations correlated with diffusion-thermal process-

es for anisotropic transport coefficients (in particular, the coefficients of multicompo-

nent diffusion, thermal diffusion, electrical and thermoelectric conductivity, and 

thermodiffusion ratios) are derived. The determining equations of the second order 

are derived by the procedure Chapman-Enskog with the use expansions of Sonin pol-

ynomial. The ratios for the velocities of electron-ion diffusion are used to describe 

ambipolar diffusion in an ionospheric plasma with a strong magnetic field. 
 

Key words: Chapman-Cowling theory, heat-masstransfer, anisotropic kinetic 

coefficients, ambipolar diffusion. 
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1. Введение 
 

Для замыкания гидродинамических уравнений многокомпонентных смесей 

газов и плазмы (дифференциальных уравнений сохранения массы, количества 

движения и энергии) необходимы определяющие соотношения переноса («по-

токи через силы») – выражения для диффузионных потоков различных компо-

нентов смеси, для потока тепла и для тензора вязких напряжений, линейно за-

висящие от градиентов гидродинамических переменных. Эти соотношения пе-

реноса в настоящее время выводятся двумя принципиально различными спосо-

бами. Первый из них основывается на использовании классической термодина-

мики необратимых процессов − в том виде, в каком она была разработана Онса-

гером, Пригожиным и другими авторами (см. де Гроот, Мазур, 1964; Дьярмати, 

1974). Несмотря на большую общность термодинамического подхода, который 

может быть применён для широкого класса разнообразных сред, он, к сожале-

нию, не даёт способа вычисления феноменологических коэффициентов (коэф-

фициентов диффузии, термодиффузии, теплопроводности, электропроводности 

и некоторых других коэффициентов, появляющихся в случае многокомпонент-

ной нейтральной среды или плазмы с магнитным полем), фигурирующих в ли-

нейных определяющих соотношениях (см., например, Колесниченко, 2017a). 

Второй − статистический подход основан на решении системы кинетических 

уравнений Больцмана для многокомпонентной смеси нейтральных и заряжен-

ных частиц. Он позволяет получить не только определяющие соотношения, 

связывающих термодинамические потоки с градиентами плотности числа ча-

стиц и температуры, но и расчётные формулы для кинетических коэффициен-

тов (Чепмен, Каулинг, 1960; Гиршфельдер и др., 1961; Ферцигер, Капер, 1976; 

Маров, Колесниченко, 1987). 

В классической форме записи определяющие соотношения1), полученные 

как методами неравновесной термодинамики (см., например, Колесниченко, 

Тирский, 1976; Колесниченко, Маров, 2009), так  и газокинетическими метода-

ми (Гиршфельдер и др., 1961; Ферцигер, Капер, 1976) для диффузионных ско-

ростей 
w  ( 1,2,..., )N   и потока тепла q  имеют следующий вид: 

 

1

ln
N

TD D T
   



   w d ,   ( 1,2,..., )N  ,                   (1.1) 

 

1 1

N N

TT p D h n
    

 

     q d w ,                      (1.2) 

где 

                                                 
1) Далее наше рассмотрение будет касаться только диффузионно-тепловой части процессов переноса в 

многокомпонентной частично ионизованной газовой среде. 



4 

1

( ) ln
Nc

x x c p c
p


      


 
       

 
 

d F F                      (1.3) 

− векторы диффузионных термодинамических сил, 
1

0
N




d ; /c
 
  , 


v , 

( )
 
 w v v , m


, m n

  
  , n


, /x n n

 
  − соответственно, массовая кон-

центрация, средняя массовая скорость, диффузионная скорость, молекулярная 

масса, массовая плотность, числовая плотность и мольная доля компоненты   

( 1,2,..., )N   смеси; h


 − парциальная энтальпия на одну частицу компоненты 

  (для идеального газа 5
2

h kT

 );n n




 , 




   ,T , p kTn , 

1
 



  v v  − соответственно, полная числовая плотность, массовая плот-

ность, температура, давление  и гидродинамическая скорость газовой смеси; k  

− постоянная Больцмана; 
F  − массовая неэлектромагнитная сила, действую-

щая на компоненту  ; D , TD 
,   − соответственно симметричные коэффи-

циенты многокомпонентной диффузии2 ( , 0D D D
  

  ), коэффициенты 

термодиффузии и парциальный коэффициент теплопроводности многокомпо-

нентной смеси. Величина   в (1.2) интерпретируется как коэффициент тепло-

проводности смеси (при отсутствии всех диффузионных сил 

d ). Поскольку 

при этом феноменологические коэффициенты диффузии и термодиффузии яв-

ляются линейно зависимыми: 
 

1

( , ) 0
N

c D t
 



 x ,   1( 1,2,..., ), ( )N      
1

( , ) 0,
N

Tc D t
 



 x 2( )  

 

то для N -компонентной смеси имеется только ( 1) / 2N N   независимых коэф-

фициентов диффузии и ( 1)N   независимых коэффициентов термодиффузии. 

Использование соотношений (1.1) для скоростей диффузии 


w  ( 1,2,..., )N   в 

общем многокомпонентном случае крайне затруднительно, поскольку в литера-

туре за редким исключением отсутствуют какие-либо практические сведения 

по коэффициентам многокомпонентной диффузии D  (так как величины D  

зависят от молярных долей, то они обычно не табулируются), а существующие 

экспериментальные данные относятся в основном к коэффициентам диффузии 

в бинарных газовых смесях 
D .  

                                                 
2) В настоящей работе используются симметричные коэффициенты многокомпонентной диффузии в 

представлении Ферцигера−Капера, которые, в отличие от аналогичных коэффициентов в представлении 

Гиршфельдера и др., согласуются с термодинамическим принципом взаимности Онзагера (Curtiss, 1968). 
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Кинетическая теория газовых смесей даёт следующие выражения для ки-

нетических коэффициентов переноса в любом приближении   при отыскании 

их в виде рядов по полиномам Сонина (Ферцигер, Капер, 1976):  
 

,0 ,0 ,1
1

,1
1

1 1 5
[ ] ( ), [ ] ( ) ( ),

2 2 4

5
[ ] ( ).

4

N

T

N

D d D a n d
n n n

k x a

 
       



  



       



   







          (1.4) 

 

При этом порядок приближения  , с которым определяются коэффициенты 

, ( )pa   и , ( )pd



 , соответствует числу первых членов, удерживаемых при раз-

ложении в ряды (по ортогональным полиномам Сонина 
( )( )pS x
  в методе 

Чепмена−Каулинга) пробных функций ( )
 
a c  и ( )

 
d c , характеризующих воз-

мущения (1) 1 1lnn T n  
  
     a d ...


 d  первого порядка функций рас-

пределения отдельных компонентов (0) (1)(1 )f f
  
   . 

Здесь 

         
(0) 2

, 3/2
0

( ) ( )
2 p

p

m
a S

kT




   


  a VV ,   
1

2
, 3/2

0

( ) ( )
2

p
p

p

m
d S

kT


 
   



 d VV ; 

 


c  − скорость молекулы сорта   относительно неподвижной системы коорди-

нат; ( ) / 2m kT
  
 c vV  − безразмерная тепловая скорость; (0)f

 − максвел-

ловская функция распределения. Коэффициенты (1.4) даются, в конечном счё-

те, в виде отношений определителей порядка 1N  к определителям порядка 

N . Элементы этих определителей выражаются через так называемые парци-

альные интегральные скобки [ ]и [ ] , которые, в свою очередь, выражаются из-

вестным образом через интегралы столкновений ( интегралы), зависящих от 

потенциалов взаимодействия между различными парами частиц, от их масс и 

температуры (Гиршфельдер и др., 1961; Ферцигер, Капер, 1976).  

Следует отметить, что возникающая часто необходимость учёта далёких 

приближений ( 3   и более) при вычислении кинетических коэффициентов 

при исследовании течений частично ионизованных газовых смесей, обуслов-

ленная медленной сходимостью ортогональных разложений возмущённой 

функции распределения электронов (когда сечения столкновений электронов с 

нейтральными частицами быстро растут с ростом скоростей электронов), при-

водит в случае многокомпонентной смеси к обращению матриц высоких поряд-

ков и, тем самым, к чрезвычайно большому объёму вычислений (cм. Devoto, 

1966,1967,1968; Тирский, 1974). Ещё более громоздким оказывается выражение 
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для истинного коэффициента теплопроводности  . Для его вычисления необ-

ходимо исключить из (1.2) векторы 

d  с помощью диффузионных соотноше-

ний (1.1). Формальное решение последних относительно 

d  даёт  

 

1 1

ln
N N

TE T E D
    

 

  d w ,                               (1.5) 

 

где E− элементы матрицы, обратной к матрице с элементами D . Подстав-

ляя (1.5) в (1.2), найдём  
 

1 , 1

5

2

N N

TT kT n p D E
    

  

    q w w ,                   (1.6) 

 

где истинный коэффициент теплопроводности даётся выражением  
 

, 1

N

T Tkn D E D
  

 

      .                                          (1.7) 

 

Двойные суммы в формулах (1.6) и (1.7) также являются чрезвычайно сложны-

ми выражениями в случае многокомпонентной смеси частично ионизованных 

газов, поскольку коэффициенты E , являющиеся элементами обратной матри-

цы к матрице D , в которой, в свою очередь, элементами являются отношения 

определителей порядка 1N  и N . Кроме этого, система уравнений, получае-

мая после подстановки 
w  из (1.1) в систему  уравнений сохранения масс для 

отдельных компонентов смеси, оказывается не разрешённой относительно 

старших производных. Как известно, численная реализация подобных систем 

сопряжена с большими трудностями (Тирский, 1974).  

Вследствие этих причин для описания диффузионно-тепловых процессов в 

многокомпонентной смеси удобно иметь определяющие соотношения (1.1) в 

виде так называемых соотношений Стефана−Максвелла (т.е. в виде соотноше-

ний, разрешённых относительно диффузионных термодинамических сил 
d  

через потоки n
  
J w − «силы через потоки», но полученных некоторым спе-

циальным методом − без обращения матриц D ), в которые вместо многоком-

понентных коэффициентов диффузии D  входят бинарные коэффициенты 

диффузии 
D . Подобное обратное преобразование имеет следующий вид: 
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 2 2
1 1

( )
ln

N N

T T

n n n n
T D D

n n

     

  
  

 


    

J J
d

D D
,   ( 1,2,...,N  )      (1.8) 

 

Преимуществом соотношений (1.8) является то, что в них при низкой плотно-

сти газовой смеси коэффициенты 
D  почти не зависят от концентраций от-

дельных компонентов (см. Чепмен, Каулинг, 1960). 

Исторический обзор. Исторически соотношения (1.8) (без учёта термо-

диффузии, 0TD 
 ) были получены феноменологически Стефаном (Stefan, 

1871) и Максвеллом (Maxwell, 1868) в предположении, что сила, действующая 

на частицы сорта   со стороны частиц сорта  , пропорциональна разности их 

диффузионных скоростей, а полная сила сопротивления движению частиц сор-

та   в смеси равна сумме независимых сил сопротивления от всех остальных 

частиц (других сортов). Обобщённые соотношения Стефана−Максвелла (учи-

тывающие термодиффузию и влияние внешних массовых сил) методами кине-

тической теории одноатомных газов впервые были получены в монографии 

(Гиршфельдер и др., 1961) в рамках учёта первого приближения теории Чепме-

на−Энскога для коэффициентов многокомпонентной диффузии 1[ ]D
  и второ-

го приближения для коэффициентов термодиффузии 2[ ]TD 
. В работах 

(Muckenfuss, Curtiss,1958; Muckenfuss,1973) эти соотношения были выведены в 

рамках полного второго приближения кинетических коэффициентов. Позднее в 

ряде работ предпринимались безуспешные попытки получить соотношения 

(1.8) из газокинетической теории в любом приближении коэффициентов пере-

носа. В связи с этим Трусделлом (см. Truesdell,1984) было высказано предпо-

ложение, что соотношения (1.8) не носят всеобъемлющего характера, а являют-

ся приближённым результатом кинетической теории. Тем не менее, автору этой 

статьи удалось, исходя из методологии решения системы уравнений Больцмана 

для частично ионизованных газов, развитой в монографии (Ферцегер, Капер, 

1976), вывести соотношения Стефана−Максвелла в высших приближениях ко-

эффициентов диффузии (Колесниченко, 1979, 1981, 1982). Этот результат был 

получен также в работе (Колесников, Тирский,1982) на основе методологии, 

развитой в монографии (Гиршфельдер и др.,1961), а в работе (Жданов, Тир-

ский, 2003) − при использовании симметричных коэффициентов многокомпо-

нентной диффузии. 

Наряду с этим, соотношения Стефана−Максвелла были выведены автором 

методами неравновесной термодинамики (диссертация,1973), что фактически 

доказывает их абсолютную универсальность, т.е. обоснованность применения 

при моделировании любых взаимно диффундирующих сплошных сред. В рабо-

те (Колесниченко, Тирский, 1976) развитый термодинамический подход был 

применён к описанию неидеальных (умеренно плотных) смесей газов и жидко-

стей.  
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Важно отметить, что по аналогии с кинетической теорией процессов пере-

носа в газах, представленной в монографии (Ферцегер, Капер, 1976), также и 

при термодинамическом подходе удобно (см. Колесниченко,1994) вводить в 

рассмотрение новые коэффициенты переноса для описания эффектов термо-

диффузии  так называемые термодиффузионные отношения Tk 
: 

 

1

N

T TD k D  


 ,   ( 1,2,..., )N  ,     (1)    

1

( , ) 0
N

Tk t


 x .     (2)              (1.9) 

 

В этом случае выражение (1.1) для диффузионной скорости 


w  может быть за-

писано в виде обобщённого закона Фика: 
 

 
1

ln
N

TD k T
   



   w d ,    ( 1,2,..., )N  ,          (1.10) 

 

а выражение (1.2) для потока тепла приобретает вид 
 

N

1

5

2T

n
T p k

n



 


 
     

 
q w  .                                  (1.11) 

 

Кроме этого, термодинамический подход (Колесниченко,1994, 2017а) позволяет 

получить следующие важные соотношения, которые тождественны аналогич-

ным соотношениям кинетической теории (Curtiss,1968; Ферцегер, Капер, 1976): 

− удобную для практического решения гидродинамических задач форму соот-

ношений Стефана−Максвелла 

 

 
1

ln
N

T

x x
k T

 

   
 



   d w w
D

,   ( 1,2,...,N  );               (1.12) 

 

− выражения для термодиффузионных отношений  
 

2
( )

N

T T T

n n
k D D

n

 

  
 

 
D

,   ( 1,2,..., 1N   ),                  (1.13) 

 

связывающие Tk   с коэффициентами D  и 
D ; 

− выражение для истинного коэффициента теплопроводности многокомпо-

нентной смеси 

1

N

T Tnk k D
 



     ;                                          (1.14) 
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− систему уравнений для нахождения многокомпонентных коэффициентов 

диффузии смеси D  через бинарные (табулированные) диффузионные коэф-

фициенты 
D . 

2

1 1

( )
N Nn n m n n

D n c
m

    
  

   

 
   

 
 

 
D D

,   ( , 1,2,..., )N  .      (1.15) 

 

Заметим, что в случае бинарной смеси уравнения (1.15) позволяют полу-

чить следующие выражения для коэффициентов D
:  

 

2 2
2 2

11 122
1

n n m
D

n



D ,   

2 2
1 1

22 122
2

n n m
D

n



D ,   

2
1 2

12 21 2

n m m
D D  


.               (1.16) 

 

Для смеси, состоящей из трёх компонентов, из (1.15) можно найти 
 

2 2 22
1 3 3 23 31 1 2 2 12 23 2 3 31 12

11 2
1 23 2 31 3 121

22
3 3 23 31 2 1 2 23 12 1 2 3 31 12

12 2
1 23 2 31 3 121

( )
,

( ) ( )
.

n n m n n mn
D

n n nn

n m m mn
D

n n n

    


 


     


  

D D D D D D

D D D

D D D D D D

D D D

                    (1.17) 

 

Остальные коэффициенты D
 получаются из (1.17) с помощью соответствую-

щей перестановки индексов.  

Подчеркнём ещё раз, что, в отличие от газокинетического подхода, термо-

динамический вывод всех приведённых соотношений не связан с постулирова-

нием конкретного вида межмолекулярного взаимодействия. Именно по этой 

причине они носят универсальный характер, т.е. пригодны при моделировании 

диффузионно-тепловых процессов для широкого класса сплошных сред (мно-

гоатомных смесей газов, плотных газов, жидких растворов и т.п.). 

Наряду с приведёнными выше результатами, автором также были термо-

динамически выведены обобщённые соотношения Стефана−Максвелла для ге-

терогенной среды и соотнесённое с ними выражение для полного потока тепла 

(Колесниченко, Максимов, 1997, 2001). На их основе были проанализированы 

фильтрационные движения многофазной смеси в пористом твёрдом теле (с ка-

пиллярными свойствами), при учёте несовпадения давлений в фазах, а также 

получен обобщённый закон фильтрации Дарси, распространяющий классиче-

скую теорию фильтрации на многофазные среды. Эти соотношения были ис-

пользованы также при конструировании турбулентных космических сред, ле-

жащих в основе постановок и численных расчётов задач образования, про-

странственной структуры и эволюции различных астрофизических объектов (в 

частности, газопылевых протопланетных дисков (Marov, Kolesnichenko, 2013; 

Колесниченко, 2017b)). 
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В недавней работе (Жданов, Тирский, 2007) её авторы на основе форма-

лизма расширенной неравновесной термодинамики (Жоу и др., 2006) получили 

новую (релаксационную) модификацию соотношений Стефана−Максвелла, ко-

торая, принимая во внимание вклад в эти соотношения производных по време-

ни и пространству от термодинамических потоков, устраняет парадокс класси-

ческого подхода, связанный с бесконечной скоростью распространения малых 

возмущений концентраций компонентов и температуры (результат использова-

ния «обычных» линейных зависимостей неравновесной термодинамики для со-

ответствующих потоков). 

Наконец, в большом цикле работ (Колесниченко,1980,1995,1998,2002,2003, 

2014а,b, 2015, 2017a; Колесниченко, Маров,1999, 2009; Marov, Kolesnichenko, 

2001,2013), посвящённом изучению эволюции турбулентных газовых смесей 

(частично ионизованной плазмы) и турбулентных газопылевых сред для раз-

личных природных и космических объектов, онзагеровский формализм нерав-

новесной термодинамики позволил получить различные модификации соотно-

шений Стефана−Максвелла для турбулентных диффузионных потоков и турбу-

лентных потоков тепла, которые на первом уровне замыкания осреднённых 

уравнений гидродинамического типа наиболее полно описывают процессы тур-

булентного тепло- и массопереноса.  

Вместе с тем необходимо отметить, что до последнего времени в литера-

туре кинетическое рассмотрение диффузионно-тепловых процессов в частично 

ионизованной среде на основе обобщённых соотношений Стефана−Максвелла 

и соответственного выражения для потока тепла было проведено без учёта ани-

зотропии коэффициентов переноса, возникающей при наличии внешнего маг-

нитного поля. Однако именно эти эффекты часто становятся существенными 

при адекватном моделировании замагниченной плазмы ионосферы и особенно 

магнитосферы планеты. В отличие от нейтральных газов, которые характери-

зуются тремя пространственными параметрами, а именно радиусом действия 

межмолекулярных сил, средней длиной свободного пробега и масштабом изме-

нения макроскопических характеристик, в физике плазмы существенную роль 

играют по меньшей мере ещё три пространственных параметра − дебаевский 

радиус и два циклотронных радиуса (один − для электронов, а другой для 

ионов). По этой причине одной из непростых задач кинетической теории плаз-

мы является вывод расчётных формул для анизотропных коэффициентов пере-

носа. В представленной работе на основе строгого кинетического подхода к 

моделированию частично или полностью ионизованных газовых смесей 

(образованных из электронов, ионов и нейтральных атомов (молекул) 

различных видов, и которые удовлетворяют условие квазинейтральности), раз-

работанного в монографии (Ферцигер, Капер,1976), даётся вывод обобщённых 

соотношений Стефана−Максвелла для диффузионных потоков как в продоль-

ном, так и в перпендикулярном и поперечном направлениях к магнитному 

полю B . Даётся также вывод соотнесённых с диффузионно-тепловыми 

процессами алгебраических уравнений для определения различных анизотроп-
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ных коэффициентов переноса в плазме с внешним электромагнитным полем: 

коэффициентов многокомпонентной диффузии, теплопроводности, электро-

проводимости и др. В качестве примера полученные здесь результаты исполь-

зуются для описания амбиполярной диффузии в ионосферной плазме планеты 

(в области F -слоя), обобщающего известные сведения по амбиполярной диф-

фузии тройной смеси (состоящей из электронов, ионов и нейтральных частиц) 

на многокомпонентную плазму.  
 

2.  Определяющие уравнения и анизотропные коэффициенты 

многокомпонентной диффузии 
 

В рамках основного предположения, что градиенты гидродинамических 

величин и внешние силы вызывают малое отклонение функций распределения 

от равновесного максвелловского распределения 
(0)f , модифицированный ме-

тод Чепмена−Энскога решения системы уравнений Больцмана для ионизован-

ной квазинейтральной N -компонентной смеси невозбуждённых одноатомных 

газов умеренной плотности в изотермическом случае приводит к следующим 

макроскопическим соотношениям первого порядка для диффузионных скоро-

стей 
w  ( 1,2,..., )N   различных компонентов и полного потока тепла q  (Фер-

цигер, Капер, 1976): 

1

ln
N

s s
s T s

s s

D D T
   



     w d ,                              (2.1) 

 

1 1

5

2

N N
s

s s T s
s s

T p D kT n
   

 

        q d w ,                   (2.2) 

где 
 

1 1

( ) ln
N N

s s s s s s

n ec c e
x x c p c

p p m

   
      

 

    
           

      
 d F F E     (2.3) 

 

− диффузионная термодинамическая сила  -компоненты, 





1

0
N

sd ; e


 − элек-

трический заряд частицы сорта  ; 
1c   E E v B − электрическое поле в 

движущейся плазме, E  и B  − электрическое и магнитное поле; с  − скорость 

света в вакууме. Индекс s  означает, что берётся компонента вектора, парал-

лельная (s ), перпендикулярная ( s  ) или поперечная ( s ) к магнитному 

полю B : 
 

( )
 
 d b b d ,     

 d d d ,    
 d b d    ( /b B B ) 
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( )T T  b b ,   T T T


   ,   T T


  b . 

 

Относительно соотношений (2.1) и (2.2) следует отметить следующее. За 

исключением члена, пропорционального электрическому полю, все члены 

имеют такой же вид, как и в случае диффузии обычных (нейтральных) газов. 

Важно, однако, иметь в виду, что в случае ионизованного газа при наличии 

магнитного поля существуют потоки частиц, перпендикулярные как B , так и к 

направлениям обычной диффузии и термодиффузии. Эти поперечные потоки 

частиц характеризуются коэффициентами поперечной диффузии D
и термо-

диффузии TD

 . Входящие в соотношения (2.2) и (2.3) симметричные3) коэффи-

циенты многокомпонентной диффузии 
sD
  (

s sD D
 
 ; 0sc D

 
 ; 0)sD


 , 

коэффициенты термодиффузии 
s
TD   ( 0s

Tc D
 

 ) и парциальный коэффици-

ент теплопроводности s
  (при отсутствии всех диффузионных сил) выражают-

ся через коэффициенты разложения ( )
,pd
 
 , ( )

,pa

  функций возмущения 

(1)

 равно-

весных распределений Максвелла (0)f


 в ряды по ортогональным полиномам 

Сонина следующим образом (см. Ферцигер, Капер, 1976; Колесниченко, 1982): 
 

(1) (1)
,0 ,0

1 1
[ ] ( ) ( )

2 2
D d d

n n
 

   
    ,   (2) (2)

,0 ,0

1 1
[ ] [ ] ( ) ( )

2 2
D i D d d

n n
   
     

     ,  

(2.3(а)) 
 

(1) (1)
,0 ,1

1

(2) (2)
,0 ,1

1

1 5
[ ] ( ) ( ),

2 4

1 5
[ ] [ ] ( ) ( ),

2 4

N

T

N

T T

D a x d
n n

D i D a x d
n n


    



  
      




     



       







               (2.3(b)) 

 

(1)
,1

1

5
[ ] ( )

4

N

k x a
  



   ,   (2)
,1

1

5
[ ] [ ] ( )

4

N

i k x a
     



      .         (2.3(c)) 

 

Порядок приближения 1,2,...  , с которым определяются коэффициенты 

переноса, соответствует числу первых членов, удерживаемых при разложении 

коэффициентов возмущённых функций распределения компонент в ряды по ор-

тогональным полиномам. Таким образом, 
sD
  и s

TD   выражаются только через 

                                                 
3) В соотношениях (2.1) и (2.2) используются  симметричные коэффициенты многоком-

понентной диффузии в полном соответствии с соотношениями взаимности Онзагера в 

неравновесной термодинамике (де Гроот, Мазур, 1964; Ферцигер, Капер, 1976). 
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нулевые коэффициенты, a s
  − только через первый коэффициент разложения 

независимо от числа приближений. Однако величины этих коэффициентов бу-

дут зависеть от числа удерживаемых членов разложения, так как они должны 

находиться из системы линейных алгебраических уравнений  
 

51
( ) ( )2
, 2 0 ,

1 0 1

0

Г( )4 4
( ) ( ) ( )

25 Г( 1)3

8
( ) , ( 1 , 2 , ; 0,1,..., 1; , 1,2,..., ),

25

N N
mp s s

p s m m
p

m

m
d i c x e d

ckp m

c s m N
k


 

      
  

 


        



            

  
B

    (2.4) 

 
5

( ) ( )2
, 2 0 ,

1 0 1

1

Г( )4 4
( ) ( ) ( )

25 Г( 1)3

4
, ( 1 , 2 , ; 0,1,..., 1; 1,2,..., ).

5

N N
mp s s

p s m m
p

m

m
a i c x e a

ckp m

x s m N
k



      
  




        



         

  
B

    (2.5) 

 

Здесь k  − символ Кронекера; Г( )m  − Гамма–функция; 
mp


  − коэффициенты 

(для простых типов ионов − линейные комбинации приведённых 
 интегра-

лов), выражающиеся через парциальные интегральные скобки от полиномов 

Сонина порядков m  и p  следующим образом (см. Гиршфельдер и др.,1961)  
 

( )( ) 2 2
3/2 3/2

1

( )( ) 2 2
3/2 3/2

8
( ), ( )

75

( ), ( )

N
pmp pm m

pm

m m
x x S S

kT

x x S S

 

        




     


          


   


 V V

V V

V V

V V

 

 

и обладающие (согласно закону сохранения импульса) свойствами 
 

0

1

0
N

p




  ;   0

1

0
N

m




  ,   ( 1,2,..., )N  .                     (2.6) 

 

При 0m   системы (2.4) и (2.5) не являются линейно независимыми, в чем не-

трудно убедиться, просуммировав их по индексу   и сопоставив результат с 

тождеством (2.6). Поэтому к ним необходимо добавить ещё два независимых 

соотношения (связанных с условием разрешимости уравнений для возмущений
(1))

 между коэффициентами 

( )
,0a

  и 

( )
,0d
 
 ; они имеют вид:  
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( )
,0

1

( ) 0
N

sc a
 



  ,   ( 1,2s  );   ( )
,0

1

( ) 0
N

sc d
 



  ,   ( 1,2; 1,2,..., )s N   .    (2.7) 

 

В литературе была проделана большая работа по вычислению 
 инте-

гралов как функций температуры для ряда конкретных потенциалов межмоле-

кулярного взаимодействия (см., например, Гиршфельдер и др., 1961). Величины 
mp


  для , 0,1m p  , входящие в выражения для коэффициентов диффузии в 

первом и втором приближениях, а также для коэффициентов термодиффузии и 

теплопроводности в первом приближении4, записанные через коэффициенты 

бинарной диффузии в первом приближении (Ферцигер, Капер, 1976) 
 

1 2 (1,1)
,

3 2 1
[ ]

16

kT

n m 
   




 
D ,  

имеют следующий вид: 

 

00

1 1

4

25 [ ]

N x x

kn

 


 

  
D

,   00 00

1

4

25 [ ]

x x

kn

 

 


    
D

   (  ), 

 

01 10

1 1

2
(6 5)

25 [ ]

N x x m
C

kn m m

   
  

   

     



D

,  

 

01 10

1

2
(6 5) ( )

25 [ ]

x x m
C

kn m m

   
  

  

      
D

, 

 

2 2 215 252
11 2 4

2
11 1

( 3 4 )24

25 [ ] [ ] ( )

N x x m m m B m m Ax A

kn m m

 
         


   

   
   

  


D D

, 

 

11

2
1

4 55
3 4 ( )

25 [ ] 4( )

x x m m A
B A

kn m m


      

  
  

 
       

  D
, 

 

где 1[ ]


D  − коэффициент самодиффузии; комбинации приведённых интегра-

лов 
(2,2) (1,1)
, ,/A  

    
  ,   

(1,2) (1,3) (1,1)
, , ,(5 4 ) /B   

      
     ,   

(1,2) (1,1)
, ,/C  

    
   − 

близкие к единице величины (Чепмен, Каулинг,1960; Ферцигер, Капер, 1976). 

 

                                                 
4) Здесь, также как и в монографии (Ферцигер, Капер, 1976), под первым приближением к коэффициен-

там TD 
 и   понимается первое отличное от нуля  приближение. 
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Термодиффузионные отношения. Таким образом, если считать, что ве-

личины 
mp


  известны, то коэффициенты 
sD
 , s

TD 
 и s

  можно вычислить с 

любой степенью точности через решения системы (2.4)−(2.6). Следует, однако, 

отметить, что, как и в случае нейтрального газа, коэффициенты s
  не являются 

истинными коэффициентами теплопроводности. Для получения истинных ко-

эффициентов теплопроводности (вычисленных при 0

w ) следует исключить 

из (2.2) векторы sd  с помощью диффузионных соотношений (2.1). Это можно 

сделать, если ввести для каждой компоненты смеси соответственно параллель-

ные, перпендикулярные и поперечные термодиффузионные отношения 

( , , )s
Tk s


    с помощью определений 
 

1

N
s s s

T TD k D
  



 ,   ( 1,2,..., )N  ;    
1

1
N

s
Tk 



    ( 1,2s  ).         (2.8) 

 

При этом следует заметить, что поскольку термодиффузионные отношения свя-

зывают коэффициенты диффузии, которые описывают эффекты переноса пер-

вого порядка, с коэффициентами термодиффузии, описывающими эффекты 

второго порядка, то е  приближение для термодиффузионного отношения 

определяется следующим образом: 
 

( ) ( )
,0 ,1

1 1

5
( 1)[ ] ( 1),

2

N N
s s s

Td k x d 
    

 

       ( 1,... ; , , )N s     .    (2.9) 

 

С учётом (2.8) определяющие соотношения (2.1) и (2.2) принимают вид: 
 

1

1

( ln ) , ( )

5
, ( )

2

N
s s

s s T s
s s

N
s

s s T s
s s

D k T a

T p k x b

    


  


  
      

  


  
       

  

  

  

w w d

q w

               (2.10)  

 

где s  − истинные коэффициенты теплопроводности: 
 

1

N
s s

s s T Tnk k D
 



     ,     ( , , )s    .                    (2.11) 

 

Формула (2.11) в общем случае сложна для вычислений коэффициентов 

теплопроводности s , поскольку соответствующая процедура приводит к дву-

кратному обращению матриц. Одно обращение связано с нахождением коэф-

фициентов s
  и s

TD   из системы (2.4), (2.5) и (2.7), а второе − с разрешением 
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системы (2.9) (Devoto, 1966, 1967). В монографии (Ферцигер, Капер, 1976) для 

смесей нейтральных газов приведены выражения для коэффициентов s  и s
Tk 

, 

позволяющие вычислять их в первом приближении непосредственно через ко-

эффициенты 
mp


 . Этот результат обобщён в работах (Колесниченко, 1982) на 

случай частично ионизованных смесей газов в магнитном поле: 
 

11 1
1

, 1

11 1
1

, 1

11 1 11
1

1 , 1

[ ] ( ) ,

[ ] ( ) ,

5
[ ] ( ) 1

2

N

N

N N

x x

x L x

x eckp
L

e e


  

 


   

 

  
  

   


   




 

  
     
   





 
B

                           (2.12) 

 

10 11 1
1

, 1

5
[ ] ( )

2

N

Tk x
   

 

   ,    , 10 11 1
1

, 1

5
[ ] ( )

2

N

Tk L x  
   

 

  ,           (2.13) 

( 1,2,..., )N    
 

что позволяет вычислять коэффициенты теплопроводности s  и термодиффу-

зионные отношения s
Tk 

 в первом приближении непосредственно через вели-

чины 
mp


 ,т.е. без предварительного вычисления коэффициентов  , D  и 

TD   и последующего решения системы уравнений (2.8). Здесь 
11 1( )


  пред-

ставляет собой ( , )  -й элемент матрицы, обратный к 
11


 ; 11 1 11( )
  

    , 

( , 1,2,..., )N   ; 
11 11 (2 / 5 )L i ckp x e
    
    B . 

 

Плотность электрического тока. С учётом (2.10(a)) выражение для плот-

ности электрического тока J  (закон Ома для частично ионизованного газа) за-

пишется в виде 

1 , 1

, 1

( ln )

, ( , , )

N N
s s

s s s T s
s s s

N N
s s

s s
s

n e n e D k T

T s

      
  

  
  

      

 
        

  

    

  

J J w d

d

                (2.14) 

 

где величина 
d  связана с термодинамической силой 

d  (1.3) формулой 
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1

1

Ncp
n e

c m





   
 

 
      

 
 

d d E  

 

1

1 1

( ) ln
N Ne cp
n e x x c p c

c m p



 

       
  

      
                  

 F F ,    (2.15) 

 

а коэффициенты 
s


  и 
s


  выражаются, соответственно, через коэффициенты 

диффузии и термодиффузии: 
 

1

, ( )
N

s se n
D e n c e n a

p
 

      


 
   

  
 ,   

1

, ( )
N

s s s
T

e n
k D b

T

 

  


               (2.16) 

( , , )s     
 

Здесь 
s


 , 
s


  − парциальные коэффициенты электропроводимости и парци-

альные электротермические коэффициенты соответственно. Элементы полных 

тензоров электропроводимости s  и электротермической проводимости s  по-

лучаются путём суммирования парциальных коэффициентов по индексам. 

 

Многокомпонентные коэффициенты диффузии. Система уравнений 

(2.4) может быть переписана в более наглядном виде, позволяющем определить 

диффузионные коэффициенты 
sD
 , необходимые для расчёта диффузионных 

скоростей sw . Для простоты положим 2  ; тогда 

 

(2) 00 01 (2)
,0 ,1

1

4 8
( ) ( )

25 25

( 0) ( , 1,2,..., ),

N

d i x e c d c
cpk k

m для всех N

 
         



   
           

   

   


B

       (2.17) 

 

 

10 (2) 11 (2)
,0 ,1

1

2
0

5

( 1) ( , 1,2,..., ).

N

d i x e d
ckp

m для всех N

 
      



   
        

   

   


B

                              (2.18) 

 

Решая систему (2.18) относительно величин (2)
,1d


и подставляя результат в 

уравнения (2.17), получим следующую систему алгебраических уравнений, 

позволяющих находить анизотропные коэффициенты многокомпонентной 
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диффузии 
sD
  через бинарные коэффициенты диффузии 

D (Колесниченко, 

1982):  

 2 2(1)
1 2

[ ] [ ]
[ ]

N x x
D D c

 

   
 

   
D

,    ( , 1,2,..., )N   ,        (2.19)  

 

 2 2 2(2)
1 12

[ ] [ ] ( ) [ ]
[ ]

N Nx x
D D c c n e D

cp

    
        

 

       
D

B
,  (2.20) 

( , 1,2,..., )N    
 

 2 2 2(2)
1 12

[ ] [ ] ( ) [ ]
[ ]

N Nx x
D D c n e D

cp

    
      

 

     
D

B
,      (2.21) 

                                                                             ( , 1,2,..., )N    
 

2
1

2 2
1 1

[ ] 0 ( ),

[ ] 0 ( ), [ ] 0 ( ),

N

N N

c D a

c D b c D c

 


 
   

 






  





 

                    (2.22) 

 
 

где 
( ) ( )

1[ ] [ ] [ ]k kf
    

 D D  − бинарные коэффициенты диффузии в   прибли-

жении («параллельные» при 1k   и «перпендикулярные» при 2k  ); 
( )[ ]kf
   − 

поправочные множители, учитывающие высшие приближения в коэффициен-

тах 
( )k


D :  

( ) ( ) 1[ ] [1 ( )]k kf 
  

   ,   
( )(1) 0k


  ,  

 

2
01 11 1 01

00
, 1

1
(2) ( ) ,

   
 

    


    
2

, 01 11 1 01

00
, 1

1
(2) ( )L  

   
 

   


 .   (2.23) 

 
 

Коэффициенты переноса D . Системы (2.19) и (2.22(a)) могут быть объ-

единены в следующие алгебраические соотношения, аналогичные (1.15):  
 

2(1) (1)
1 1

[ ]
N Nx x m x x

D c
m

    

  
   

 
    
  

 
D D

,    ( , 1,2,..., )N   ,       (2.24)  
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связывающие многокомпонентные коэффициенты продольной диффузии D  с 

коэффициентами диффузии бинарных смесей (1)D  в первом приближении. Со-

отношения (2.24) аналогичны соотношениям (1.15) для смеси нейтральных га-

зов. Таким образом, в случае плазмы формулы (1.16) и (1.17) для бинарной сме-

си и смеси из трёх компонентов остаются справедливыми для продольных со-

ставляющих диффузионных тензоров переноса. Например, для квазинейтраль-

ной смеси из однократно ионизованных атомов с массой 2m  и электронов с 

массой 1m  из (2.24) следует  
 

(1)
11 2 12 1 1[ ] /D p n m  ,   12 2 11 2[ ] [ ]D D  ,   2

22 2 11 2[ ] [ ]D D  ,           (2.25)  

 

где 
(1) 2 (1) /n m pn
   
  D − средняя обратная частота столкновений (вдоль маг-

нитного поля B ) частиц сорта   и    (
(1) (1)
 
   ); /( )m m m m m

    
   − при-

ведённая масса пары частиц; 1 2/ 1m m   . 

 

Коэффициенты переноса D  и D . Коэффициенты D  и Dудобно вы-

числять совместно. Вводя комплексные величины D D iD 
  
  , перепишем 

(2.20) и (2.21) следующим образом:  
 

   2 2 2(2)
1 12

[ ] [ ] [ ]
[ ]

N Nx x
D D i c n e D c

cp

  
        

 

       
D

B
,     (2.26)  

( , 1,2,..., )N    
 

Отсюда, с учётом (2.22(b),(с)), получим соотношения, связывающие многокомпо-

нентные коэффициенты диффузии 
,D 

  с коэффициентами диффузии бинар-

ных смесей во втором приближении:  
 

2(2) (2)
1 1

[ ]
N Nx x m x x

D c
m

    

  
   

 
    
  

 
B B

,   ( , 1,2,..., )N   ,   (2.27) 

где 
(2)

(2)

(2)1

kTx

m ic




   




  
B .                                        (2.28) 

Здесь 
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/e cm
  

  B ,   
(2) (2)

m

kTx



 


  D                              (2.29) 

 

− соответственно обобщённая гирочастота  -й компоненты и среднее время 

между столкновениями в перпендикулярном направлении (во втором прибли-

жении)  -й компоненты с  -й (
(2) (2)
 
   ).  

Для квазинейтральной бинарной смеси ( 1 2e e e    ) из (2.27) следует  
 

(2)
12

11 (2) 2
1 1 12 121 [ ]

p
D

n m
 


  
,   12 11D D   ,   2

22 11D D   ,                             (2.30) 

 

(2)
(2) 12 12

11 12 (2) 2
1 1 12 121 [ ]

p
D

n m
  
  

  
,    12 11D D   ,   2

22 11D D   ,                   (2.31) 

 

где  12 21   . Поправка 2(2)
12   к коэффициентам (2)

12D  легко может быть получе-

на из (2.23) (Колесниченко, 1978).  

Выпишем также формулы для коэффициентов ,D 
 в случае квазиней-

трального газа, образованного электронами (=1), нейтральными атомами 

( 3)   и ионами (однократно ионизованными атомами того же сорта). Исполь-

зуя далее обозначение для степени ионизации 1 1 3/ ( )n n n    и пренебрегая чле-

нами порядка 1 2( / )m m   из (2.27) получим 
 

 

 

2 2 (2) (2)
1 1 2 21 31 1 3 2(2)

11 21 2 2 2
1 2 1 1

2 (2) (2) (2) 2
13 21 21 31 2 2 2

1 2 1 1

(2) (2) 2
21 31 2 1 1(2)

33 21 2 2 2
1 2 1 1

23

(1 )( ) (1 ) / /1
,

(1 ) 1 / ,

1 (1 ) /
(1 ) ,

W W WkT
D

m W W

WkT
D

m W W

W WkT
D

m W W

D









                 
  

       
 

      
    

 

2

33 12 13 22 33

1 1 1
, , ;D D D D D    














                 

          

(2.32) 
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 

 

2 (2) (2)
1 2 1 21 31 1 3 2 1(2)

11 21 2 2 2
1 2 1 1

2 (2) (2) (2) 1 2
13 21 21 31 2 2 2

1 2 1 1

(2) (2)
21 31 1 2(2)

33 21 1 2 2 2
1 2 1 1

(1 )( ) (1 ) / /1
,

(1 ) 1 / ,

1 (1 ) /
(1 ) ,

W W WkT
D

m W W

WkT
D

m W W

W WkT
D

m W W







                  
  


      

 

     
      

 

2

23 33 12 13 22 33

1 1 1
, , .D D D D D D     














                 

    

(2.33) 
 

В приведённых формулах: (2) (2)
1 21 21 3 23 23, ,         

 

(2)
21 1

1 (2)
31 3

(1 )(1 2 )
W

   
 

  
,   

(2)
2 2 21 1 1

2 1 (2)
31 3 3

(1 )
(1 ) 1W

   
      

     

.     (2.34) 

 

Наконец, приведём здесь выражения для парциальных анизотропных ко-

эффициентов электропроводимости в случае трёхкомпонентной смеси частично 

ионизованного газа. Согласно формуле (2.14) для коэффициентов 
s


  имеем 

22

11 21 222
1

s s s sne
D D D

kT

           
,   ( , , )s    ,                            (2.35) 

 

откуда, с учётом (2.33) и (2.34), для коэффициентов электропроводимости по-

лучаем следующие формулы для продольной, поперечной и холовской прово-

димости  
 

(2) (2)2
(2) 21 1 21 1 1
21 (2) (2)

1 31 3 31 3 3

(1 ) (1 )
/ 1

1

ne

m

          
        

              

,     (2.36(a)) 

 

 
(2)2

(2) 2 2 221 1
21 2 2 1 1(2)

1 31 3

(1 )
/ W W

1

ne
W

m


   
     

      

,                    (2.36(b)) 

 

 
(2)2

(2) 2 2 221 1
21 1 2 1 1(2)

1 31 3

(1 )
/ W W

1

ne
W

m


   
      

      

                  (2.36(c)) 

 

 -интегралы столкновений. Итак, с помощью соотношений (2.24) и 

(2.27) можно свести выражения для многокомпонентных коэффициентов диф-

фузии к комбинациям бинарных коэффициентов различных компонент смеси, 
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которые, в свою очередь, являются комбинациями  -интегралов столкнове-

ний. Приведённые интегралы столкновений для потенциалов межмолекулярно-

го взаимодействия ( ) ( / )r r 


    (  − показатель отталкивания) выводятся 

строго аналитически и имеют следующий вид (Гиршфельдер и др., 1961):  

 

2/
( )
,

0

4( 1)( / ) ( 2 2 / )
[1 cos ( , )

( 1)![2 1 ( 1) ]

l,r l

l

l kT r
z zdz

r l




  

     
    

   
         (2.37) 

 

Здесь 
2 1/ 1( / 2 )z b m g  

 
   ; ( , )z


   − угол отклонения молекул в системе 

координат центра тяжести, причём для данного значения параметра   угол 


не зависит от относительной скорости молекул g  и прицельного параметра b  

по отдельности, а является функцией переменной z . Ниже интеграл по z  в 

формуле (2.37) будем обозначать символом ( )lA  . Трудности вычисления 

(2.37) возникают вследствие того, что кулоновский потенциал дальнодейству-

ющий. Тем не менее 
( )
,
l,r 
 

  -интегралы можно вычислить для точечных центров 

отталкивания (для этого следует положить e e
  

   и 1  ). Тогда для не-

экранированного кулоновского потенциала с радиусом обрезания5) при Dr R  
 

/ ,
( )

0,

D

D

e e r r R
r

r R

 
 

  


                                              (2.38) 

 

(где 21/ 4 /DR n e kT
 

   − дебаевский радиус экранирования) фактор 

( )lA   может быть аппроксимирован следующей величиной (Ферцигер, Капер, 

1976)  

21
1 04
(1) ln(1 4 )A z  ,    

2
2 01

2 02 2
0

4
(1) ln(1 4 )

4 1

z
A z

z

 
   

  

,               (2.39) 

где 0 (2 / ) Dz kT e e R
 

 . В этом случае  интеграл (2.37) вычисляется тривиально, 

и мы имеем следующий результат: 
( ) 1/2 2
, 1( / 2 ) (1)( 1)!( )l,r kT m A r e e / kT

    
    .  

                                                 
5) Обрезание означает, что, когда прицельный параметр b  превышает дебаевский ради-

ус DR , столкновения не происходят ( 0  ), а в интеграле (2.37) верхний предел интегриро-

вания следует заменить величиной DR .Эта замена не приводит к заметному изменению ин-

теграла, за исключением того случая, когда значение прицельного параметра b  весьма близ-

ко к DR . 
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С учётом этого выражения коэффициент бинарной диффузии (в первом 

приближении) и средняя обратная частота столкновений определяются следу-

ющим образом: 
 

5/2

1 2 2 2
0

3 ( )
[ ]

ln(1 4 )2 2

kT

ne e zm


 




D ,   

1/2 3/2

2 2 2

( )3
(1)

ln(1 4 )2 2

m kT

n e e





   

 
 

.   (2.40) 

 

 

3. Соотношения «силы через потоки».  

Обобщённые соотношения Стефана−Максвелла 
 

Систему уравнений (2.19)-(2.22), связывающую многокомпонентные ко-

эффициенты диффузии с коэффициентами диффузии бинарных смесей для раз-

личных пар компонент смеси, часто трудно использовать при решении кон-

кретных задач. Кроме того, как уже отмечалось, подстановка выражений 

(2.1)−(2.2) для потоков в уравнения магнитной гидродинамики приводит к си-

стеме уравнений, не разрешённых относительно старших производных, что ве-

дёт, ввиду отсутствия общих методов, к некоторым затруднениям при числен-

ном решении таких уравнений. Поэтому удобно иметь соотношения (2.1.), раз-

решённые относительно термодинамических диффузионных сил 

d  через по-

токи 


w  и записанные в виде соотношений Стефана−Максвелла, в которые 

вместо многокомпонентных коэффициентов диффузии ( )sD


  входят коэффи-

циенты диффузии в бинарных смесях газов 
( )( )k


D .  

Умножим обе части уравнений (2.19)-(2.21) на lns
s T sk T

 
 d    ( , ,s    ) 

и результат просуммируем по индексу  . Учитывая (2.10(a)), получим следую-

щие обобщённые соотношения Стефана−Максвелла с анизотропными кинети-

ческими коэффициентами для многокомпонентной диффузии в сильном маг-

нитном поле: 

  1(1)
1

[ ] ln
[ ]

N

T

x x
k T

 

    
  

   
D

d w w ,                        (3.1(a)) 

 

1(2)
1

( ) [ ] ln
[ ]

N

T

x x n т
k T e

cp

    
       

  

 
       

 


D
d w w B w J ,   (3. 1(b)) 

 

(2)
1

0 ( )
[ ]

N x x n т
e

cp

   
    

  

 
     

 
 w w B w J

D
.   ( 1,2,..., )N  .      (3. 1(c)) 
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Соотношения (3.1(a)) (как и (3.1(b,с))) не независимы: их сумма по   даёт тожде-

ство. Преимуществом этих уравнений является то, что в них коэффициенты 
( )k


D  почти не зависят от состава газовых смесей при низкой плотности (т.е. 

( ) 2( )N k k
 

    (Брагинский 1963).  

В случае слабого магнитного поля, когда можно считать, что 
(1)


D  

(2)
 

D D  и T T Tk k k
  
  , суммирование соотношений (3.1) по ( , , )s    , 

приводит к соотношениям Стефана−Максвелла в следующем стандартном виде  

 

 
1

ln
N

T

x x
k T

 
   

 

   
D

d v v ,                                        (3.2) 

 

где 
1

( ) ln
Nn

x x c p c
p

  
      



 
       

 
 

d F F ;  1
e

c
m

 
  



   F F E v B ; 
v  

средняя массовая скорость частицы сорта  .  

С другой стороны, используя полное уравнение движения 

1

1

/
N

d dt p c
 



      v J B F  для континуума, моделирующего ионизован-

ный газ в целом, и соотношение p x p
 
  для парциального давления й  

компоненты, соотношениям (3.1) можно придать вид уравнений движения для 

отдельных компонентов смеси, которые в случае квазинейтральной плазмы 

принимают вид:  
 

 (2)
1

ln
N

T

n md
p pk T n e

dt

 

        
 

 
         

 


v
v v F E ,    (3.3) 

 

 (2)
1

ln

1
.

N

T

n md
p pk T

dt

n e
с

 
      

 

     

 
        

 

 
    

 


v

v v

F E v B

              (3.4) 

 

Здесь ( )
 
  v w b b v  и ( )

 
   v w v b b v  − соответственно средняя 

продольная и средняя поперечная скорость частицы сорта. 

 

Анизотропные коэффициенты электропроводности для многокомпо-

нентной плазмы в сильном магнитном поле. При использовании соотноше-
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ний (2.24) для коэффициентов многокомпонентной диффузии D  и формул 

(2.16(а)) для коэффициентов электропроводности 
e e n n

D
p

   

 
   легко по-

лучить следующие алгебраические уравнения, связывающие продольные коэф-

фициенты электропроводности 
  для квазинейтральной многокомпонентной 

плазмы с коэффициентами диффузии бинарных смесей: 

 

2

(1) (1)
1 12 2

[ ]
( ),

[ ] [ ]

N Nx x m x x e n
c

m e x kT

       
 

     

  
    
  

 
D D

   ( , 1,2,..., )N   .   (3.5) 

 

Используя соотношения (2.27), связывающие многокомпонентные коэф-

фициенты диффузии D D iD 
  
   с коэффициентами диффузии бинарных 

смесей  и формулы i 
  

     , можно получить алгебраические уравне-

ния, удобные для определения перпендикулярных и поперечных коэффициен-

тов электропроводности многокомпонентной плазмы  
 

2

(2) (2)
1 1

[ ]
( ),

N Nx x m x x e n
с

m e x kT

       
 

     

  
    
  

 
B B

   ( , 1,2,..., )N   ,    (3.6) 

 

где 

(2) (2)

1 1 e c
i
c kTx

 

 

 
B D

B
                                              (3.7) 

 

Аналогичные соотношения можно получить для парциальных электротер-

мических коэффициентов s


  ( , , )s    . 
 

 

4. Амбиполярная ионосферная диффузия  

при наличии внешнего электромагнитного поля 

 
В аэрономии ионосферы важным фактором является перенос заряженных 

частиц путём диффузии, которая наряду с фотохимическими процессами кон-

тролирует вертикальное распределение ионизации (Ратклифф.1975). Роль про-

цессов переноса особенно велика в области F , где быстро возрастает с высотой 

длина свободного пробега и время жизни заряженных частиц (Jonson, 1951; 

Гершман, 1974). При описании диффузии заряженных частиц в частично иони-

зованной ионосферной плазме по сравнению с диффузией малых составляю-
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щих в условиях нейтральной атмосферы необходимо учитывать ряд дополни-

тельных факторов (Ferraro, 1945). Во-первых, это влияние электрического поля 

амбиполярной диффузии, возникающего при диффузионном разделении более 

лёгких и «быстрых» электронов (шкала высот которых велика) и значительно 

более «медленных» ионов, препятствующего относительной диффузии этих за-

ряженных частиц. Во-вторых, это электростатические силы, возникающие при 

соударениях не только заряженных частиц между собой, но и заряженных и 

нейтральных частиц, когда у последних наводится электрический дипольный 

момент. Одной из особенностей диффузии заряженных частиц  является анизо-

тропия, вызываемая действием магнитного поля (Спитцер, 1957; Голанд, 1963; 

Роуз, Кларк, 1963). 

Известно (Dougherty, 1961; Rishbeth, 1964; Уиттен, Попов, 1977), что в 

случае трёхкомпонентной плазмы (e , i , m ) её электронная и ионная составля-

ющие под действием возникающего в гравитационном поле электрического по-

ля поляризации диффундируют совместно (амбиполярная диффузия) с общим 

коэффициентом диффузии и общей гидродинамической скоростью. Для ионо-

сферной плазмы, состоящей из электронов, многосортных ионов и нейтральных 

частиц, диффузионные скорости отдельных заряженных компонент не равны 

друг другу, особенно при наличии градиентов концентраций и сильного элек-

тромагнитного поля, и должны определяться с учётом условия приближенного 

равенства нулю продольного электрического тока (Ferraro, 1964; Schunk, 

Walker, 1972; 1973).  

В качестве примера предложенного здесь подхода рассмотрим далее слу-

чай, когда учитывается взаимодействие только между заряженными (индексы 

  и  ) и нейтральными (индекс m) компонентами плазмы и не принимаются 

во внимание столкновения электронов и ионов (всех сортов) между собой6). 

При этом гидродинамическую скорость v  будем считать совпадающей со ско-

ростью нейтрального ветра. Воспользуемся уравнениями (3.3) и (3.4), которые 

(для однократно ионизованной квазинейтральной плазмы и с учётом указанных 

ограничений) могут быть переписаны в виде:  
 

(1)
m

m m

x x
p n e

   



 
D

w E G ,       ( 1,2,...,N  ),                      (4.1) 

 

1

(1)
( ) ( )m

m m

x x
p n e с n e

         



     
D

w w E B w w b G ,   (4.2) 

где  

( / ) lns
s s s s T sp d dt pk T

     
    G F v ,  ( , , )s    .           (4.3) 

 

 

                                                 
6) Обобщение теории амбиполярной диффузии на случай учёта столкновений электронов с ионами мож-

но найти, например, в монографии (Гершман, 1974). 
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Здесь в целях упрощения ограничимся первым приближением для кинетиче-

ских коэффициентов и будем пренебрегать инерцией заряженных частиц, а 

также считать, что 

F g .  

Вводя коэффициенты подвижности частиц сорта    
 

1 1

1 1m
m m

m mm

e x c
b e m

kT

 

  
    



   
       

    
 

D B
,                        (4.4) 

 

2 22 2 11

b c
b

c b

 







 

  BB
       

1 2

2 22 2

1

11

c b c
b

c b









 
 

B

BB
,    (4.5) 

 

(где 
1( )m m

m


  
    ), перепишем (4.1) и (4.2) следующим образом:  

 

( / )b n e
    
 w E G ,                                           (4.6) 

 
 

( / ) ( / )b n e b n e
           

      w w E G E G b ;                 (4.7) 

 

отсюда следует: 

2(1 )
c c c

n e n e n e

  

  
     

     
              

     
     

G G G
w E E b E

B B B
.   (4.8) 

 

( 1,2,...)    
 

 

При этом, согласно (4.6) и (4.7), закон Ома для вектора плотности тока J  при-

нимает вид  
 

 b b b
         



            J E E b E G G b G ,            (4.9) 

где  

e n b
  



  ,   e n b
   



  ,   e n b
   



  .                  (4.10) 

 

Любое электрическое поле, образованное стремлением электронов под-

няться выше ионов, будет вертикальным, так как ионосфера горизонтально рас-

слоена. Выберем теперь начало декартовой системы координат в какой-либо 

точке ионосферы таким образом, чтобы оси 0x  и 0y  были направлены соответ-

ственно на магнитный юг и восток, а ось 0z  − вверх. Введём следующие обо-

значения: I  − независящее (по предположению) от координат магнитное 
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наклонение; ,l m  и n  − соответственно единичные векторы в направлениях 0x , 

0y  и 0z . Тогда  
 

x yv v v l m ,   cos sinB I B I  B l n ,   x y zE E E  E l m n ; 

 

   
2 2( cos cos sin ) ( cos sin sin )x z x zE I E I I E I I E I   E l n , 

 

2sin cos sinx y xv I v v I I

  v l m n ,   1c

  
   b E B v b E , 

 

              sin ( cos sin ) cosy z x yE I E I E I E I    b E l m n . 

 

Ограничимся также случаем стратифицированной ионосферы. Тогда  

 

G ( / )s s sp z g
  
    G n n ,   ( , , )s    ,                    (4.11) 

 

где 
2sin cos sinI I I  n l n ,   2sin cos cosI I I


  n l n ,   cos I


n m . Кроме 

того, из уравнений Максвелла для электрического поля / 0xE z   , / 0yE z    

и  / 4z eE z e n Z n
 

      следует, что xE  и yE  не зависят от координаты 

z  и полностью определяются граничными условиями, а переменное поле поля-

ризации ( )z zE E z , возникающее в результате частичной компенсации положи-

тельных и отрицательных зарядов, необходимо исключить из рассмотрения для 

квазинейтральной плазмы (здесь e Z e
 
  − заряд ионов сорта  ).  

Рассматривая далее ионосферу как тонкую оболочку с непроводящей элек-

трический ток нижней границей, можно положить J 0z   (в силу сохранения 

электрического заряда). Тогда из (4.9) следует  
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2 2

2
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

B

(4.12) 
 

Произведём численную оценку коэффициентов проводимости s
  в области 2F : 

1 1 1 10,3 ; 1 ; 35 ( 1480 ); 10m em Hгс сек сек T K m m   


      B  (где Hm  − мас-

са атома водорода), 289,1 10em em m г   , 6 1/ 6,2 10e ee m сек   B , 

2 1/ 1,5 10e m сек
 

   B  и в значительном интервале высот справедливы 

неравенства 1 1 1 1
em em m m
   

 
    . Тогда 1e 

    , b b b
  
  , eb b


   и 

 

/b c


 B ,   e eeb n  ,   0

  .                                        (4.13) 
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В случае пренебрежения малыми членами соотношение (4.12), с учётом 

(4.13), превращается в 
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2 2
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B B
.    (4.14) 

 

Рассмотрим теперь область, далёкую от магнитного экватора (когда 

3 );I   в этом случае в формуле (4.14) можно пренебречь также членами 

2( / sinI)

 , малыми по сравнению с единицей; тогда из (4.14) следует 

 

1 1
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B
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Это соотношение используем теперь для исключения вертикальной компонен-

ты электрического поля zE  из уравнений (4.8), записанных в тех же предполо-

жениях, что и (4.15). Тогда для диффузионных скоростей ионов сорта   и элек-

тронов получим следующие выражения:  
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Здесь введены следующие обозначения: 
 

ln ln 1 ln
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− высота однородной атмосферы ионов сорта  .  

Полученные здесь результаты в целом согласуются с данными классиче-

ских работ (Dougherty,1961; Stubbe, 1970). Отличие состоит лишь в том, что в 

работах этих авторов при выводе выражений для скоростей ионов 


w  через 

концентрации n


 и температуру T  в слабо ионизованной смеси было исполь-

зовано упрощённое уравнение движения электронов 1/e e ep en c   E w B , 

без количественной оценки некоторых отбрасываемых членов. Это позволило 

получить для электростатического поля поляризации zE  выражение (4.15) (но 

без последнего члена в правой части). Однако выведенные при таком подходе 

выражения для диффузионных скоростей ,e w  не дают точной аппроксимации 

при отбрасывании в них членов 2

 . Вместе с тем, в настоящей работе при ис-

пользовании соотношений (4.8) и (4.12) выведены уточнённые выражения для 

,e w . 

Если обозначить через n  скорость образования частиц сорта   ионосфе-

ры в результате всех аэрономических реакций (см., например, Stubbe, 1970), то 

хорошей аппроксимацией уравнения непрерывности  -й ионной составляющей 

для стратифицированной атмосферы может служить следующее уравнение:  
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              (4.18) 

 

где 
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12 2 m
m m

m m m

x
D kT m




  



  
     

   
 

D
 − эффективный коэффициент амби-

полярной диффузии. Это уравнение подтверждает выводы относительно необ-

ходимости модификации классической теории амбиполярной диффузии, когда 

присутствует магнитное поле.  

 
 

Заключение 
 

Вывод замкнутых систем гидродинамических уравнений для многоком- 

понентных частично или полностью ионизованных газовых смесей по 

необходимости включает и вывод соотношений тепло- и массопереноса, 

которые связывают термодинамические потоки массы и энергии с градиентами 

основных гидродинамических переменных и внешних сил (гравитационных и 
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электромагнитных), действующих на отдельные компоненты среды. Общий вид 

подобных определяющих соотношений, полученных на основе как 

термодинамического, так и строгого газокинетического подхода, представлены 

во многих известных монографиях (де Гроот, Мазур, 1964; Чепмен, Каулинг, 

1960; Гиршфельдер и др,1961; Ферцигер, Капер,1976; Седов, 1984; Франк-

Каменецкий, 1987). Однако до настоящего времени в литературе все ещё нет 

единой точки зрения относительно эффективности и целесообразности 

использования той или иной конкретной формы соотношений переноса в 

случае многокомпонентных газовых смесей и плазмы, полученных с 

использованием различных подходов. Классические соотношения переноса, 

полученные как в неравновесной термодинамике, так и в газокинетической 

теории, соответствуют линейным соотношениям между термодинамическими 

потоками диффузии и тепла с одной стороны, и диффузионными 

термодинамическими силами и градиентом температуры с другой (этот метод 

описания можно назвать «потоки через силы»). В этом случае стандартный 

метод Чепмена−Энскога решения системы уравнений Больцмана для N -

компонентных смесей одноатомных молекул приводит к достаточно сложным 

формулам для вычисления коэффициентов переноса (в частности, 

коэффициентов многокомпонентной диффузии и термодиффузии) в виде 

отношений определителей порядка 1N  к определителям порядка N  (где − 

порядок приближения, с которым определяются эти коэффициенты). Вместе с 

тем, возможно и другое представление соотношений переноса, в котором 

взаимосвязанные термодинамические потоки и силы меняются местами, так что 

можно записать уравнения для диффузионных потоков в виде так называемых 

соотношений Стефана−Максвелла («силы через потоки»), а выражение для 

потока тепла − в виде, разрешённом относительно градиента температуры. 

Важно при этом отметить, что в эту новую форму соотношений переноса 

входят только бинарные коэффициенты диффузии для многокомпонентных 

смесей газов и плазмы (с учётом поправочных коэффициентов на высшие 

приближения).  

До последнего времени в литературе кинетическое рассмотрение диффу-

зионно-тепловых процессов в частично ионизованной среде на основе обоб-

щённых соотношений Стефана−Максвелла и соответственного выражения для 

потока тепла было проведено без учёта анизотропии коэффициентов переноса, 

возникающей при наличии внешнего магнитного поля. В представленной рабо-

те на основе строгого кинетического подхода к моделированию частично иони-

зованных газов, разработанного в монографии (Ферцигер, Капер,1976), даётся 

вывод обобщённых соотношений Стефана−Максвелла для диффузионных по-

токов как в продольном, перпендикулярном, так и в поперечном направлениях 

к магнитному полю, а также вывод соотнесённых с диффузионно-тепловыми 

процессами в плазме с внешним магнитным полем системы алгебраических 

уравнений для определения различных анизотропных коэффициентов переноса. 

Важно отметить, что учёт анизотропии коэффициентов переноса, вызванной 
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действием магнитного поля, всё ещё остаётся стержневой проблемой физики 

многокомпонентной плазмы (Спитцер, 1957; Голанд, 1963; Роуз, Кларк, 1963; 

Гершман, 1974). Полученная в работе удобная для решения задач МГД− урав-

нений система анизотропных соотношений переноса позволяет записать эти 

уравнения в нормальной форме Коши, т.е. в виде разрешённом относительно 

первых производных по координате от температуры, концентраций и потоков. 

Как известно, именно для таких случаев были разработаны континуально-

кинетические модели и эффективные численные алгоритмы решения задач 

тепло- и массопереноса в широком диапазоне чисел Кнудсена (см., например, 

Жданов,Тирский, 2007).  
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