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Численное моделирование задач пороупругости

Аннотация. В работе подробно описывается математическая постановка
линейной задачи пороупругости. Рассматривается случай неизотермической
среды. Приведены основные уравнения модели и ее определяющие соотно-
шения для линейного случая малых деформаций. Рассматривается алгоритм
решения задачи на основе метода конечных элементов. Приведены результа-
ты численных расчетов. 1
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Numerical simulation of poroelasticity problems

Abstract. In this work a mathematical problem statement for poroelasticity
is presented in details. The nonisothermal case is considered. Equations of the
model are described as well as constitutive relations for the case of small strains.
A finite element method for the solution of the problem is reviewed. Results of
the numerical simulations for a number of common test problems are presented.
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1 Введение

В настоящее время математическое моделирование является одним из ос-
новных инструментов, используемых для анализа и оптимизации процессов
разработки нефтегазовых месторождений. Традиционно основное внимание
при этом уделяется математическому моделированию фильтрационных про-
цессов, то есть моделированию течения многофазного многокомпонентного
флюида в деформируемом пористом пласте [Азиз2004]. Учет механического
состояния пласта в фильтрационных моделях осуществляется путем зада-
ния зависимости пористости пласта (то есть объемной концентрации пустот,
содержащих флюид) от давления флюида. Для решения фильтрационных
задач описания такой точности обычно достаточно.

Однако известен целый ряд ситуаций, анализ которых требует полноцен-
ного учета напряженно-деформированного состояния пласта. В этом случае
для описания системы «пласт»–«флюид» обычно используется модель поро-
упругой среды, которая позволяет описать фильтрацию флюида в порах сов-
местно с полноценной механической моделью напряженно-деформированного
состояния пласта.

В современном виде такие модели были предложены в работах М. Био
[Biot1941]. Модель Био описывает протекающие совместно процессы дефор-
мации упругой среды (матрицы породы) и течения флюида в ней. Модель
является макроскопической в том смысле, что в рамках нее принимается, что
вмещающее пороупругую среду пространство заполнено двухфазной средой,
причем одна фаза соответствует непосредственно пористой среде, а вторая –
содержащемуся в порах флюиду. Обе фазы присутствуют в каждой точке
физического пространства, а распределение фаз в пространстве описывает-
ся макроскопическими величинами типа пористости (объемной концентра-
ции заполненных флюидом пустот в среде). Подвижную фазу далее будем
называть флюидом. Для обозначения твердой фазы будем использовать тер-
мин «вмещающая среда» или «матрица». Для обозначения твердой фазы, то
есть вещества, из которого состоит образующая матрицу твердая деформи-
руемая «губка», будем использовать термин «скелет». Отметим, что матрица
является пористой средой, в то время как скелет имеет нулевую пористость.
В дальнейшем величины, отнесенные к твердой фазе (матрице, вмещающей
среде), будем обозначать нижним индексом «s», к подвижной фазе (флюи-
ду) — нижним индексом «f».

В общем случае модель Био состоит из двух групп уравнений: (I) уравне-
ния теории (термо)упругости с учетом внутренних сил, связанных с влиянием
давления флюида в порах на напряженно-деформированное состояние сре-
ды и (II) фильтрации флюида в порах с учетом изменения объема порового
пространства, заполненного флюидом, за счет деформации среды.
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В настоящем препринте приведено детальное описание модели Био в ее
современном виде для случая физически и геометрически линейной упру-
гой среды и однофазной фильтрации в порах. При этом считается, что поры
полностью заполнены флюидом. Рассмотрены уравнения модели, имеющие
вид законов сохранения массы, импульса и энергии, приведен полный на-
бор определяющих соотношений. Описание модели основано на [Coussy2004].
Далее рассмотрены вычислительные алгоритмы на основе метода конечных
элементов для решения уравнений модели и результаты их применения для
решения ряда тестовых задач.

Описанная модель является основой разрабатываемого в ИПМ им. М.В.
Келдыша РАН программного комплекса для математического моделирова-
ния динамики развития трещины гидроразрыва пласта в рамках проекта
РНФ № 15-11-00021.

Важно отметить, что назначение разрабатываемого программного ком-
плекса – решение существенно более сложной, чем задача Био, задачи, а
именно – математическое моделирование динамики развития трещины гидро-
разрыва пласта в полной трехмерной постановке. Пороупругая часть задачи
является основной составляющей, но при этом и наиболее простой. По этой
причине для решения задачи Био были использованы простейшие конечно-
элементные методы, которые позволяют получить корректные результаты
моделирования, хотя, возможно, в ущерб вычислительной эффективности
как алгоритмов, так и их программной реализации.

2 Математическая модель

В настоящем разделе описана модель Био пороупругой среды. Приведен-
ная модель является физически и геометрически линейной, то есть соответ-
ствует случаю малых отклонений полей, описывающих состоние среды, от
своих равновесных (опорных) значений.

2.1 Вмещающая среда

Будем считать, что динамическими эффектами (силами инерции) при
описании напряженно-деформированного состояния вмещающей среды мож-
но пренебречь (то есть процесс является квазистационарным).

Рассмотрим случай малых деформаций.
Пусть u = u(x, 𝑡) – вектор перемещений точек вмещающей (трещину)

среды. Симметричный тензор малых деформаций E имеет вид:.

E(u) =
1

2

[︀
∇⊗u + (∇⊗u)𝑇

]︀
.
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Уравнения механического равновесия (уравнения закона сохранения им-
пульса) имеют вид:

∇·T + 𝜌g = 0, (1)

где 𝜌 = 𝜌(x) – плотность вмещающей среды, g – ускорение свободного паде-
ния, T – тензор напряжений. Описанные уравнения должны быть дополнены
граничными условиями.

В общем случае анизотропного пороупругого насыщенного тела опреде-
ляющие соотношения в дифференциальном виде имеют вид [Coussy2004]:

𝑑T = C : 𝑑E−B𝑑𝑝−C : A𝑑Θ, (2)

𝑑𝜑 = B : 𝑑E +
1

𝑁
𝑑𝑝− 3𝛼𝜑𝑑Θ, (3)

𝑑𝑆𝑠 = C : A : 𝑑E− 3𝛼𝜑𝑑𝑝 +
𝐶

Θ0
𝑑Θ, (4)

где T – тензор напряжений, E – тензор деформаций, C = [𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙] – тензор
упругих коэффициентов 4-го ранга (со стандартными свойствами симметрии
𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝐶𝑘𝑙𝑖𝑗 = 𝐶𝑗𝑖𝑙𝑘), B = 𝐵𝑖𝑗 – симметричный тензор Био, A = [𝛼𝑖𝑗] – сим-
метричный тензор коэффициентов термического расширения, Θ – темпера-
тура, 𝜑 – пористость, 𝛼𝜑 – объемный коэффициент термического расширения
порового пространства, 𝑁 – модуль Био, связывающий изменение пористости
с изменением давления флюида, 𝐶 – коэффициент теплоемкости скелета при
постоянном объеме, 𝑆𝑠 – энтропия скелета.

Интегрирование соотношений (2)-(4) от начального (опорного) состояния
до текущего дает:

∆T = C : E−B∆𝑝−C : A∆Θ, ∆𝜑 = B : E +
1

𝑁
∆𝑝− 3𝛼𝜑∆Θ,

∆𝑆𝑠 = C : A : E− 3𝛼𝜑∆𝑝 +
𝐶

Θ0
∆Θ,

где ∆𝑓 = 𝑓 − 𝑓0 для какой-либо величины 𝑓 . В случае изотропной среды
имеем: C = 𝜆I⊗I + 2𝐺I, B = 𝑏I, A = 𝛼I, где 𝜆, 𝐺 – коэффициенты Ламе
скелета, 𝜖 – объемная деформация, 𝜖 = E : I = 𝐸𝑖𝑖, 𝜆 = 𝐾 − (2/3)𝐺, –
объемный модуль упругости. Здесь и далее индексом «0» отмечены значения
параметров в начальный момент времени или их опорные значения.

Плотность 𝜌 в (1) зависит от плотности скелета и флюида и пористости
вмещающей среды: 𝜌 = (1 − 𝜑)𝜌𝑠 + 𝜑𝜌𝑓 , где 𝜌𝑠 – плотность скелета, 𝜌𝑓 –
плотность флюида (см. раздел 2.2).
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2.2 Уравнения течения жидкости во вмещающей среде

В этом разделе рассмотрены уравнения течения (фильтрации) жидкости
в пороупругой насыщенной среде, которые представляют собой уравнения
закона сохранения массы флюида.

Основное их отличие от «обычных» уравнений фильтрации в пористой
среде заключается в том, что они учитывают изменение содержание жидко-
сти (флюида) за счет деформации скелета породы.

2.2.1 Геометрические соотношения

При деформации породы происходит изменение объема, занятого флюи-
дом. Это изменение связано как с изменением объема скелета, так и с изме-
нением объема порового пространства за счет деформации скелета.

В рамках рассматриваемого приближения бесконечно малых деформаций
будем считать, что эйлеров и лагранжев подход описания деформации сре-
ды совпадают, все величины будем считать лагранжевыми (если не указано
обратное).

Пусть 𝑑𝜔 – элементарный объем пористой насыщенной среды в исход-
ном состоянии, а 𝑑Ω – в деформированном. Пусть в деформированном со-
стоянии флюид занимает объем 𝑛𝑑Ω, где 𝑛 – (эйлерова) пористость. Введем
лагранжеву (отнесенную к исходному состоянию) пористость 𝜑 соотношени-
ем: 𝜑𝑑𝜔 = 𝑛𝑑Ω. Отсюда 𝜑 = 𝐽𝑛, где 𝐽 = detF, F = I + ∇⊗u – тензор
градиентов деформаций. Величину 𝑒 = 𝑛/(1 − 𝑛) будем называть приведен-
ной пористостью (void ratio).

В предположении бесконечно малых деформаций имеем: 𝐽 = det𝐹 ≈
1 + ∇·u = 1 + trE, где след тензора деформаций 𝜀 = trE характеризует
изменение объема скелета породы, так что 𝑑Ω = (1 + 𝜀)𝑑𝜔.

Наблюдаемое макроскопическое изменение объема скелета обусловлено
как изменением порового объема, так и изменением объема матрицы (хотя по-
следняя величина не является наблюдаемой в макроскопическом эксперимен-
те). Аналогично ранее полученным выражениям, для изменения объема мат-
рицы имеем: 𝑑Ω𝑆 = (1 + 𝜀𝑆)𝑑𝜔𝑆. С учетом определения эйлеровой и лагран-
жевой пористости имеем: 𝑑Ω𝑆 = (1−𝑛)𝑑Ω = 𝑑Ω−𝜑𝑑𝜔, 𝑑𝜔𝑆 = (1−𝜑0)𝑑𝜔, где
𝜑0 – начальная пористость. В выражениях выше индексом «S» обозначены
величины, отнесенные не к пористой матрице, а к непосредственно скелету,
то есть (твердой деформируемой) среде, из которой состоит пористая «губ-
ка», образующая матрицу.

Комбинируя полученные выражения, получим выражение для описания
баланса объема в пористой насыщенной среде: 𝜖 = (1 − 𝜑0)𝜖

𝑆 + (𝜑− 𝜑0).
Если допустить, что изменение порового объема в основном обусловлено

деформацией скелета и изменением объема матрицы можно пренебречь, то
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последнее выражение примет вид 𝜖 = 𝜑− 𝜑0. В терминах приведенной пори-
стости 𝑒 последнее соотношение можно записать в виде 𝜖 = (𝑒− 𝑒0)/(1 + 𝑒0).

2.2.2 Определяющие соотношения для флюида

Уравнение состояния для флюида в форме уравнения для внутренней
энергии имеет вид:

𝑑𝑒𝑓 = −𝑝𝑑

(︂
1

𝜌𝑓

)︂
+ Θ𝑑𝑠𝑓 .

И далее:
𝑑𝜌𝑓
𝜌𝑓

=
1

𝐾𝑓
𝑑𝑝− 3𝛼𝑓𝑑Θ, 𝑑𝑠𝑓 = −3𝛼𝑓

𝑑𝑝

𝜌𝑓
+ 𝐶𝑝

𝑑Θ

Θ
, (5)

где 𝑝 – давление флюида, 𝜌𝑓 – его плотность, 3𝛼𝑠 – коэффициент температур-
ного расширения флюида, Θ – его температура, 𝑠𝑓 – энтропия, 𝐶𝑝 – тепло-
емкость при постоянном давлении, 𝐾𝑓 – объемный модуль сжатия флюида.

В дальнейшем будем считать, что отклонения от начального состояния
малы и флюид слабо сжимаем, то есть 𝐾𝑓 = const, 𝐶𝑝 = const, 𝛼𝑓 = const –
заданные параметры. В этом случае из (5) имеем:

𝜌𝑓 − 𝜌0𝑓
𝜌0𝑓

=
𝑝− 𝑝0
𝐾𝑓

− 3𝛼𝑓
Θ − Θ0

Θ0
, 𝑠𝑓 − 𝑠0𝑓 = −3𝛼𝑓

𝑝− 𝑝0
𝜌0𝑓

+ 𝐶𝑝
Θ − Θ0

Θ0
.

В частном случае несжимаемой жидкости (𝐾𝑓 → ∞, 𝛼𝑓 = 0) и малых
изменений температуры имеем: 𝜌𝑓 = 𝜌0𝑓 , ∆𝑠𝑓 = 𝐶𝑝∆Θ/Θ0.

2.2.3 Определяющие соотношения для насыщенной среды

Пусть 𝑚𝑓 – масса жидкости, отнесенная к единице объема в лагранжевых
координатах и определяемая соотношением 𝜌𝑓𝑛𝑑Ω = 𝑚𝑓𝑑𝜔, откуда

𝑚𝑓 = 𝜌𝑓𝜑.

Из последнего соотношения следует, что

𝑑𝑚𝑓

𝜌𝑓
= 𝑑𝜑 + 𝜑

𝑑𝜌𝑓
𝜌𝑓

.

Тогда из (5) следует

𝑑𝜑 =
𝑑𝑚𝑓

𝜌𝑓
− 𝜑

(︂
𝑑𝑝

𝐾𝑓
+ 3𝛼𝑓𝑑Θ

)︂
, 𝑑(𝑚𝑓𝑠𝑓) = 𝑠𝑓𝑑𝑚𝑓 − 3𝜑𝛼𝑓𝑑𝑝 + 𝑚𝑓𝐶𝑝

𝑑Θ

Θ
.
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С учетом этого соотношения пористость 𝜑 может быть исключена из урав-
нений (2)-(4), которые с учетом (5) можно будет представить в виде:

𝑑T = C : 𝑑E−B𝑑𝑝−C : A𝑑Θ, (6)
𝑑𝑚𝑓

𝜌𝑓
= B : 𝑑E +

1

𝑀
𝑑𝑝− 3𝛼𝑚𝑑Θ, (7)

𝑑𝑆 = 𝑠𝑓𝑑𝑚𝑓 + C : A : 𝑑E− 3𝛼𝑚𝑑𝑝 +
𝐶𝑑

Θ0
𝑑Θ, (8)

где

𝑆 = 𝑆𝑠 + 𝑚𝑓𝑠𝑓 ,
1

𝑀
=

1

𝑁
+

𝜑

𝐾𝑓
, 𝛼𝑚 = 𝛼𝜑 + 𝜑𝛼𝑓 , 𝐶𝑑 = 𝐶 + 𝑚𝑓𝐶𝑝.

С учетом условий малых изменений свойств насыщенной среды, из (7)
следует:

𝑣𝑓 = B : (E− E0) +
1

𝑀
(𝑝− 𝑝0) − 3𝛼𝑚(Θ − Θ0), (9)

где 𝑣𝑓 – относительное изменение объема жидкости в элементарном объеме
насыщенной среды, которое определяется как

𝑣𝑓 =
𝑚𝑓 −𝑚0

𝑓

𝜌0𝑓
. (10)

2.2.4 Основные уравнения. Закон сохранения массы флюида

Уравнения механического равновесия (уравнения закона сохранения им-
пульса) для насыщенной среды были рассмотрены в разделе 2.1. С учетом
сделанных допущений плотность в правой части уравнения (1) задается вы-
ражением: 𝜌 = (1 − 𝜑0)𝜌

0
𝑠 + 𝜑0𝜌

0
𝑓 .

Уравнения закона сохранения массы для флюида имеют вид (с учетом
допущений о линейности модели и при отсутствии источников):

𝜕𝑚𝑓

𝜕𝑡
+ ∇·(w𝑚) = 0, v =

w𝑚

𝜌0𝑓
= K·(−∇𝑝 + 𝜌0𝑓g),

где w𝑚 = 𝜌0𝑓v – вектор плотности потока массы, v – скорость фильтрации,
определяемая законом Дарси, 𝜌0𝑓 – плотность флюида в начальном состоянии,
𝑚𝑓 – масса флюида в единице объема насыщенной среды,K – симметричный
тензор коэффициентов проницаемости.

Величина 𝑚𝑓 как функция состояния и свойств среды определяется соот-
ношениями (9), (10).
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2.3 Закон сохранения энергии

Считая, что в элементарном объеме насыщенной среды скелет и флюид
находятся в состоянии локального термодинамического равновесия, уравне-
ние закона сохранения энергии (при отсутствии внешних источников энергии)
примет вид:

𝜕𝑒

𝜕𝑡
+ ∇·(ℎ𝑓w𝑚 + qΘ) = 0, qΘ = −Λ∇Θ,

где ℎ𝑓 – энтальпия флюида, qΘ – вектор плотности теплового потока за счет
эффектов теплопроводности, 𝑒 – полная внутренняя энергия элемента объ-
ема насыщенной среды, 𝑒 = 𝜌𝑠(1 − 𝜑)𝑒𝑠 + 𝜌𝑓𝜑𝑒𝑓 , Λ – симметричный тензор
коэффициентов теплопроводности.

Зависимости внутренней энергии от давления и температуры (уравнения
состояния) могут быть получены непосредственно из уравнений (5), (2)-(4).

2.4 Упрощенная математическая модель

В настоящем разделе рассмотрим несколько упрощенный вариант опи-
санной выше модели. Именно такая модель будет использовнна ниже при
описании вычислительных алгоритмов и проведении тестовых расчетов.

Указанные упрощения не являются принципиальными и носят, скорее,
методический характер: упрощенная модель является изотермической, а вме-
щающая среда является однородной и изотропной.

Пусть задача решается в пространственной области Ω. Уравнения, состав-
ляющие линейную модель Био, имеют вид:

∇·T + 𝜌g = 0, (11)

𝜕

𝜕𝑡
(𝑚𝑓) + ∇·

(︂
−𝜌0𝑓

𝐾

𝜇
∇𝑝

)︂
= 0, (12)

где T = T′ − 𝑏𝑝I – тензор полных напряжений, T′ = C : E – тензор эф-
фективных напряжений, C = const – тензор упругих коэффициентов, E –
линейный тензор деформаций, 𝑚𝑓 – массы флюида в единице объема насы-
щенной среды,

𝑚𝑓 = 𝜌0𝑓𝑣𝑓 , 𝑣𝑓 = 𝑏𝜖 +
1

𝑀
𝑝, 𝜖 = E : I;

𝑏 = const и 𝑀 = const – параметры Био, 𝜖 – объемная деформация; 𝜌 =
const – плотность насыщенной среды, 𝜌 = 𝜌0𝑠(1 − 𝜑0) + 𝜌0𝑓𝜑0, где 𝜌0𝑠 = const –
плотность скелета, 𝜌0𝑓 = const – плотность флюида, 𝜑0 = const – начальная
пористость; 𝐾 = const – коэффициент проницаемости пористой среды, 𝜇 –
вязкость флюида, g – ускорение свободного падения, g = 𝑔e3, 𝑔 = const .
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Постановка задачи должна быть дополнена граничными условиями на
границе 𝜕Ω области Ω, а также начальными условиями в момент време-
ни 𝑡 = 0. Для «упругой» части задачи (уравнение (11)) на границе обла-
сти могут быть заданы компоненты (полных) нормальных напряжений либо
компоненты поля перемещений. Для «фильтрационной» части задачи (урав-
нение (12)) могут быть заданы либо значения давления, либо нормальная
компонента вектора плотности потока массы флюида.

Первичными неизвестными задачи являются поле перемещений вмещаю-
щей среды u и давление флюида в пласте 𝑝.

3 Методы решения

В рассматриваемом приближении система уравнений пороупругости пред-
ставляет собой связанную задачу для эллиптического уравнения (описываю-
щего напряженно-деформированное состояние насыщенной среды) и пара-
болического уравнения (описывающего закон сохранения массы флюида во
вмещающей среде). Для решения указанной системы уравнений могут при-
меняться различные методы, среди которых отметим метод конечных объе-
мов, метод конечных элементов и метод граничных интегральных уравнений.
Для аппроксимаций по времени чаще всего используются простые полностью
неявные схемы (например, неявный метод Эйлера); они же будут использо-
ваться и в данной работе.

При этом полная система уравнений может аппроксимироваться как од-
но целое, либо задача «развязывается», и ее решение получается в ходе тех
или иных итераций между группами уравнений фильтрации и упругости. По-
следний подход чаще всего применяется в случае, если для решения задачи
используются две различные программы для расчета фильтрационной части
(например, промышленный симулятор фильтрации) и для решения задачи
теории упругости. Построение эффективных итерационных методов решения
таких задач является отдельной проблемой [Kim2009,Kim2010].

Рассмотренный ниже алгоритм основан на методе конечных элементов.
Детали реализации этого метода для задач теории пороупругости широ-
ко описаны в литературе, см., например, монографию [Lewis1998] и рабо-
ты [Noorishad1982,Philips2005,Zheng2003].

Характерным свойством системы уравнений пороупругости в рассмат-
риваемом приближении является то, что после аппроксимации по време-
ни система уравнений имеет вид задачи о седловой точке [Brezzi1991]. В
этом случае для устойчивости решения задачи как в континуальном, так и
в дискретном случае необходимо выполнение так называемых inf-sup усло-
вий (условий Ладыженской–Бабушки–Бреззи) [Brezzi1991]. При нарушении
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этих условий в задачах пороупругости возникают численные неустойчиво-
сти и эффекты «блокировки» («locking») конечномерного решения, особенно
в несжимаемом пределе, см. [Philips2009,Preisig2011,Haga2012,Vermeer1981].
Простейшим примером конечного элемента, удовлетворяющего этим усло-
виям, является элемент Тэйлора–Худа, в котором для аппроксимации пе-
ремещений используются конечные элементы второго порядка, а для ап-
проксимации давления – первого [Ern2009, Murad1996, Showalter2000]. Аль-
тернативным подходом является регуляризация исходной задачи (см., напри-
мер, [White2008,Commend2004,Wan2002,Xia2009]), цель которой – построить
задачу, для которой inf-sup условия выполняются для стандартных пар про-
странств (конечные элементы одинакового, первого, порядка и для поля пе-
ремещений, и для давления).

В случае, если для конкретной задачи inf-sup устойчивые пары про-
странств неизвестны, необходимы тщательный контроль особенностей реше-
ния и проверка выполнения численных inf-sup условий [Chappele1993].

3.1 Слабая постановка задачи

Для построения аппроксимаций задачи в дальнейшем будем использовать
метод конечных элементов. Одним из основных элементов построения ап-
проксимаций является слабая постановка задачи, которая будет рассмотрена
в данном разделе.

Сначала определим необходимые пространства, в которых будем искать
решение. Пусть поле перемещений u принадлежит пространству гладких
векторных полей в области Ω, u ∈ 𝑉u = 𝑉u(Ω), поле давлений 𝑝 во вме-
щающей среде также принадлежит пространству гладких в Ω функций,
𝑝 ∈ 𝑉𝑝 = 𝑉𝑝(Ω). Все указанные пространства могут быть точно охаракте-
ризованы в терминах пространств Соболева нужной гладкости. Однако мы
не будем этого делать в силу того, что исследование теоретических вопросов,
связанных с анализом существования и единственности решения и скоростью
сходимостью численных аппроксимаций, в данной работе не рассматривают-
ся.

Перейдем к построению слабой постановки задачи. Для простоты будем
считать, что для всех переменных, определенных в Ω, заданы однородные
главные граничные условия (то есть перемещения и поле давления). Учет
естественных граничных условий не представляет труда и может быть вы-
полнен стандартными способами.

Слабая форма уравнения (11) имеет вид:∫︁
Ω

(C : E(u) − 𝑏𝑝I) : E(𝛿u) 𝑑Ω =

∫︁
Ω

𝜌g𝛿u 𝑑Ω, 𝛿u ∈ 𝑉u.
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Аналогично, слабая форма закона сохранения массы флюида во вмеща-
ющей среде будет иметь вид:∫︁

Ω

𝜕

𝜕𝑡
(𝑚𝑓)𝛿𝑝 𝑑Ω +

∫︁
Ω

𝜌0𝑓
𝐾

𝜇
∇𝑝·∇𝛿𝑝 𝑑Ω = 0, 𝛿𝑝 ∈ 𝑉𝑝. (13)

Приведенная система уравнений содержит 2 уравнения относительно 2
неизвестных полей u и 𝑝.

Введем следующие билинейные формы:

A𝑢(u, 𝛿u) =

∫︁
Ω

E(u) : C : E(𝛿u) 𝑑Ω, A𝑝(𝑝,u) =

∫︁
Ω

(−𝑏𝑝I) : E(𝛿u) 𝑑Ω,

B(𝑝, 𝛿𝑝) =

∫︁
Ω

𝜌0𝑓
𝐾

𝜇
∇𝑝·∇𝛿𝑝 𝑑Ω, M𝑢(u, 𝛿𝑝) =

∫︁
Ω

(−𝜌0𝑓𝑏𝛿𝑝I) : E(𝛿u) 𝑑Ω,

M𝑝(𝑝, 𝛿𝑝) =

∫︁
Ω

𝜌0𝑓
1

𝑀
𝑝𝛿𝑝 𝑑Ω,

(14)

где u, 𝛿u ∈ 𝑉u, 𝑝, 𝛿𝑝 ∈ 𝑉𝑝.
Тогда слабая постановка задачи примет вид: определить u ∈ 𝑉u, 𝑝 ∈ 𝑉𝑝,

удовлетворяющие системе уравнений

A𝑢(u, 𝛿u) + A𝑝(𝑝, 𝛿u) = f𝑢(𝛿u),

𝜕

𝜕𝑡
[M𝑢(u, 𝛿𝑝) + M𝑝(𝑝, 𝛿𝑝)] + B(𝑝, 𝛿𝑝) = f𝑝(𝛿𝑝),

(15)

для всех допустимых 𝛿u ∈ 𝑉u, 𝛿𝑝 ∈ 𝑉𝑝. Заметим, что в последней системе
уравнений в случае постоянной плотности флюида билинейные формы M𝑢

и 𝜌0𝑓A𝑝 являются сопряженными в силу того, что сопряженными являются
операторы дивергенции и градиента.

В приведенных выше соотношениях f𝑢(𝛿u) и f𝑝(𝛿𝑝) — линейные функци-
оналы, порождаемые правыми частями уравнений (11), (12). В рассматрива-
емом частном случае имеем f𝑝(𝛿𝑝) = 0,

f𝑢(𝛿u) =

∫︁
Ω

𝜌g𝛿u 𝑑Ω.

3.2 Конечномерные аппроксимации

Для построения конечномерных аппроксимаций задачи (15) необходимо
ввести конечномерные аппроксимации пространств 𝑉u, 𝑉𝑝, которые, соответ-
ственно, будем обозначать верхним индексом «ℎ», 𝑉 ℎ

u ⊂ 𝑉u, 𝑉 ℎ
𝑝 ⊂ 𝑉𝑝. Как
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только аппроксимации пространств выбраны, построение конечномерных ап-
проксимаций не составляет труда: разложение решения и пробных функций
по выбранной системе базисных функций необходимо подставить в вариаци-
онную постановку задачи (15). В результате получается конечномерная систе-
ма линейных обыкновенных дифференциальных уравнений относительно ко-
эффициентов разложения решения по выбранной системе базисных функций.
Далее указанная система уравнений аппроксимируется по времени. В резуль-
тате получается система линейных алгебраических уравнений для определе-
ния решения конечномерной задачи на каждом временном шаге. Указанная
процедура является стандартной и детально описана в обширной литературе
по методу конечных элементов.

Существует множество способов построения конечномерных пространств
𝑉 ℎ
u , 𝑉

ℎ
𝑝 . Традиционно в методе конечных элементов для построения конечно-

мерных пространств используется заданная в аппроксимации Ωℎ расчетной
области Ω сетка конечных элементов 𝜔𝑖. Будем считать, что разбиение Ωℎ

области Ω на конечных элементы правильное, то есть два конечных элемента
либо не пересекаются, либо имеют общую вершину (узел), либо общее ребро,
либо общую грань.

Конечные элементы обычно имеют простую форму и являются тетраэд-
рами, шестигранниками или призмами и т.д. В разрабатываемом программ-
ном комплексе они имеют форму тетраэдров. Для аппроксимации компонент
поля перемещений и давления используются одинаковые кусочно-линейные
базисные функции. Соответствующая пара конечномерных пространств, во-
обще говоря, не является inf-sup устойчивой. По этой причине корректность
расчетов, в том числе приведенных в настоящей работе, дополнительно кон-
тролировалась с точки зрения наличия в решении нефизических осцилляций.

После аппроксимации задачи по пространству соответствующая система
обыкновенных дифференциальных уравнений имеет вид:[︂

0 0
M𝑢 M𝑝

]︂
·
[︂
u̇ℎ

ṗℎ

]︂
+

[︂
A𝑢 A𝑝

0 B

]︂
·
[︂
uℎ

pℎ

]︂
= F,

где точкой обозначена производная по времени, uℎ, pℎ – зависящие от вре-
мени векторы узловых значений конечно-элементных аппроксимаций поля
перемещений и давления соответственно; матрицы A𝑢, A𝑝, M𝑢, M𝑝, B и F –
конечномерные аппроксимации соответствующих билинейных форм и правой
части из (15).

Пусть далее uℎ, pℎ – значения векторов неизвестных в момент времени
𝑡, ûℎ, p̂ℎ – в момент времени 𝑡 + ∆𝑡, ∆𝑡 – шаг времени. Аппроксимируя
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последнюю систему уравнений по времени неявным образом, получим

[︂
0 0

M𝑢 M𝑝

]︂
·

⎡⎢⎣ûℎ − uℎ

∆𝑡
p̂ℎ − pℎ

∆𝑡

⎤⎥⎦ +

[︂
A𝑢 A𝑝

0 B

]︂
·
[︂
ûℎ

p̂ℎ

]︂
= F,

или[︃
A𝑢 A𝑝

1

∆𝑡
M𝑢

1

∆𝑡
M𝑝 + B

]︃
·
[︂
ûℎ

p̂ℎ

]︂
= F̃; F̃ = F−

[︃
0 0

1

∆𝑡
M𝑢

1

∆𝑡
M𝑝 + B

]︃
·
[︂
uℎ

pℎ

]︂
. (16)

Решение этой системы линейных алгебраических уравнений относительно ûℎ

и p̂ℎ позволяет получить решение задачи в момент времени 𝑡 + ∆𝑡.
Отметим, что существует целый ряд подходов для решения указанной

системы уравнений, среди которых отметим следующие:

∙ Непосредственно решение системы относительно «полного» вектора
неизвестных. Такой подход является наиболее надежным (с точки зрения
устойчивости расчета), однако не всегда удобен на практике, особенно
если речь идет о решения задачи, в которой уравнения Био составляют
лишь часть полной системы уравнений – либо в случае, когда расчет
упругой и фильтрационной части задачи осуществляется различными
солверами, которые не могут быть объединены в одну программу.

∙ Организация тех или иных итераций между переменными ûℎ и p̂ℎ и соот-
ветствующими группами уравнений (блочными строками системы (16)).
Эти итерации соответствуют методу простой итерации решения систе-
мы (16) с использованием того или иного варианта предобуславливания
с помощью метода Гаусса–Зейделя.

∙ Наконец, простейший вариант состоит в использовании ровно одной ите-
рации Гаусса–Зейделя на каждом шаге по времени. Этот метод обладает
минимальным запасом устойчивости в смысле величины шага по време-
ни.

Приведенные ниже результаты расчетов соответствуют последнему, про-
стейшему, случаю, в котором сначала на каждом временном шаге решается
уравнение теории упругости, после чего по обновленным данным произво-
дится расчет порового давления (т.н. дренированное расщепление, ≪drained
split≫). Причина этого заключается в том, что, как уже отмечалось во вве-
дении, описанные в работе математическая модель и алгоритмы являются
частью существенно более сложного алгоритма, включающего дополнитель-
ные, по сравнению с рассмотренной здесь задачей Био, группы уравнений.
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Следует также заметить, что используемый тип расщепления является услов-
но устойчивым [Kim2010] в зависимости от физических параметров поровой
среды и флюида:

𝑏2𝑀

𝜆 + 2𝐺
≤ 1. (17)

4 Результаты расчетов

В настоящем разделе представлены результаты численных расчетов, про-
веденных с помощью разработанного авторами программного комплекса.
Рассмотрены как валидационные, так и прикладные задачи, встречающие-
ся при моделировании течений в пороупругих средах.

Параметры пороупругой среды соответствуют песчанику из Берейского
месторождения [Detournay1993], насыщенному водой:

𝜈 = 0.20 – дренированный коэффициент Пуассона,

𝜈𝑢 = 0.33 – недренированный коэффициент Пуассона,

𝐵 = 0.62 – коэффициент Скемптона порового давления,

𝑏 = 0.79 – коэффициент Био,

𝜙 = 0.19 – пористость пласта,

𝑀 = 1.3 × 1010 [Н/м2] – модуль Био,

𝐺 = 6.0 × 109 [Н/м2] – модуль сдвига,

𝐸 = 1.4 × 1010 [Н/м2] – дренированный модуль Юнга,

𝐾 = 8.0 × 109 [Н/м2] – дренированный объемный модуль сжатия,

𝐸𝑢 = 1.6 × 1010 [Н/м2] – недренированный модуль Юнга,

𝐾𝑢 = 1.6 × 1010 [Н/м2] – недренированный объемный модуль сжатия,

𝑘 = 1.9 × 102 [мД] – коэффициент абсолютной проницаемости пласта,

𝜇 = 1.0 × 10−3 [Па·с] – вязкость флюида,

𝜌0𝑓 = 1.0 × 103 [кг/м3] – плотность флюида.

В настоящей работе в качестве первичных переменных используются
𝐸, 𝜈, 𝑏,𝑀, 𝜙, 𝑘, 𝜇, 𝜌0𝑓 , остальные величины выражаются через них с помощью
известных соотношений [Coussy2004]. Также полагается, что массовые силы
отсутствуют.
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4.1 Задача о мгновенном точечном источнике

Данная задача является одной из простейших задач пороупругости, но
составляет, на наш взгляд, полезный тестовый пример. Рассмотрим беско-
нечную невозмущенную пороупругую среду. В начальный момент времени
происходит впрыскивание флюида массы 𝑀𝑓 с объемом 𝑉𝑓 = 𝑀𝑓/𝜌

0
𝑓 в точ-

ку, расположенную в начале системы координат, что мгновенно приводит к
деформации попроупругой среды. В такой постановке решение задачи, оче-
видно, обладает радиальной симметрией.

Аналитическое решение данной задачи записывается в виде [Coussy2004]:

𝑝(𝑟, 𝑡) =
𝑐𝑓𝑉𝑓

(4𝜋𝑐𝑓 𝑡)
3
2 (𝑘/𝜇)

exp

(︂
− 𝑟2

4𝑐𝑓 𝑡

)︂
, (18)

𝑢𝑟(𝑟, 𝑡) =
3𝑏𝑀

3𝐾𝑢 + 4𝜈
· 𝑉𝑓

4𝜋𝑟2
𝑔

(︂
𝑟

√
𝑐𝑓 𝑡

)︂
, (19)

где

𝑐𝑓 = 𝑀
𝑘

𝜇
· 3𝐾 + 4𝜈

3𝐾𝑢 + 4𝜈
, (20)

𝑔(𝜆) = erf

(︂
𝜆

2

)︂
− 𝜆√

𝜋
exp

(︂
−𝜆2

4

)︂
, erf(𝑥) =

2√
𝜋

𝑥∫︁
0

𝑒−𝜆2

𝑑𝜆.

Для расчетов использовалась область в форме куба со стороной 𝐿𝑟, в цен-
тре которого впрыскивался флюид. Схематично постановка задачи представ-
лена на рис. 1. Конкретные значения используемых для расчетов параметров
приведены в табл. 1. На границе расчетной области давление и перемещение
задавались согласно точному решению (18)–(19), аналогичным образом зада-
валось и начальное распределение на момент времени 𝑡start.

𝐿𝑟 𝑉𝑓 𝑡start 𝑡end ∆𝑡

400.0 м 1.0 м3 150.0 с 200.0 с 1.0 с

Таблица 1. Параметры для численного расчета задачи о мгновенном точеч-
ном источнике.

В расчетах использовалась тетраэдральная сетка, состоящая из 𝑁𝑛𝑜𝑑𝑒𝑠 =
68921 узлов и 𝑁𝑒𝑙𝑒𝑚𝑠 = 256000 прямоугольных тетраэдров со сторонами ℎ𝑥 =
ℎ𝑦 = ℎ𝑧 = 1.0 м.

В качестве величин для сравнения используются нормированные значе-
ния 𝑝, 𝑢𝑟:

𝑝 =
𝑝

𝑝0
, 𝑢𝑟 =

𝑢𝑟

𝐿𝑟
,
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Рис. 1. Схематичный вид задачи о мгновенном точечном источнике.

где
𝑝0 = 𝜇𝑉𝑓/2𝑘. (21)

Результаты расчетов и точное решение приведены на рис. 2, где показа-
ны нормированные давления и перемещения в последовательные моменты
времени 𝑡 = 150, 165, 185, 200 с. Как видно из рисунков, получено хоро-
шее совпадение с аналитическими результатами на все указанные моменты
времени.

4.2 Задача о мгновенном линейном источнике

Задача о линейном источнике является простейшей моделью, описыва-
ющей скважину в пороупругой среде. Поэтому расчет этого теста является
обязательной валидационной задачей для программных комплексов, модели-
рующих течения в пороупругих средах.

Задача ставится следующим образом: в бесконечной невозмущенной по-
роупругой среде в момент времени 𝑡 = 0 с на некоторой линии проис-
ходит впрыскивание массы флюида с линейной плотностью 𝑀𝑓 объемом
𝑉𝑓 = 𝑀𝑓/𝜌

0
𝑓 , что мгновенно приводит к деформации попроупругой среды.

В такой постановке решение задачи, очевидно, обладает радиальной симмет-
рией.

Аналитическое решение задачи записывается следующим обра-
зом [Coussy2004]:

𝑝(𝑟, 𝑡) =
𝑉𝑓

4𝜋(𝑘/𝜇)𝑡
exp

(︂
− 𝑟2

4𝑐𝑓 𝑡

)︂
, (22)

𝑢𝑟(𝑟, 𝑡) =
3𝑏𝑀

3𝐾𝑢 + 4𝜈
· 𝑉𝑓

2𝜋𝑟

[︂
1 − exp

(︂
− 𝑟2

4𝑐𝑓 𝑡

)︂]︂
, (23)
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Рис. 2. Задача о мгновенном точечном источнике. Нормированное давле-
ние (вверху) и перемещение (внизу) в различные моменты времени: красным
цветом показано аналитическое решение, синим –– результаты расчета.

где 𝑐𝑓 определяется согласно формуле (20).
Для расчетов использовалась область с линейными размерами 𝐿𝑥, 𝐿𝑦, 𝐿𝑧,

в центре которой располагался линейный источник, проходящий через точки
с координатами (0, 0, 0) и (0, 0, 𝐿𝑧). Схематично постановка задачи представ-
лена на рис. 3. Конкретные значения используемых для расчетов параметров
приведены в табл. 2.

На границе расчетной области перемещение задавались согласно точно-
му решению (22), для давления на всех границах использовалось условие

18



Рис. 3. Схематичный вид задачи о мгновенном линейном источнике.

нулевого потока 𝜕𝑝/𝜕𝑛 = 0. Начальное распределение задавалось согласно
аналитическому решению на момент времени 𝑡start.

𝐿𝑥 𝐿𝑦 𝐿𝑧 𝑉𝑓 𝑡start 𝑡end ∆𝑡

400.0 м 400.0 м 10.0 м 1.0 м3 150.0 с 200.0 с 1.0 с

Таблица 2. Параметры для численного расчета задачи о мгновенном линей-
ном источнике.

В расчетах использовалась тетраэдральная сетка, состоящая из 𝑁𝑛𝑜𝑑𝑒𝑠 =
5043 узлов и 𝑁𝑒𝑙𝑒𝑚𝑠 = 12800 прямоугольных тетраэдров со сторонами ℎ𝑥 =
ℎ𝑦 = ℎ𝑧 = 1.0 м.

В качестве величин для сравнения используются нормированные значе-
ния 𝑝, 𝑢𝑟:

𝑝 =
𝑝

𝑝0
, 𝑢𝑟 =

𝑢𝑟

𝐿𝑟
,

где 𝑝0 определялось согласно формуле (21), 𝐿𝑟 = 𝐿𝑥 = 𝐿𝑦.
Результаты расчетов и точное решение приведены на рис. 4 где показа-

ны нормированные давления и перемещения в последовательные моменты
времени 𝑡 = 150, 165, 185, 200 с. Как видно из рисунков, получено хоро-
шее совпадение с аналитическими результатами на все указанные моменты
времени.

4.3 Задача о постоянном линейном источнике

На основе решения задачи о мгновенном линейном источнике в пороупру-
гой среде путем суперпозиции решений можно получить решение для линей-
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Рис. 4. Задача о мгновенном линейном источнике. Нормированное давле-
ние (вверху) и перемещение (внизу) в различные моменты времени: красным
цветом показано аналитическое решение, синим –– результаты расчета.

ного постоянного источника [Wang2000]:

𝑝(𝑟, 𝑡) =
𝑉𝑓

4𝜋(𝑘/𝜇)
𝐸1

(︂
𝑟2

4𝑐𝑓 𝑡

)︂
, (24)
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𝑢𝑟(𝑟, 𝑡) =
3𝑏

(3𝐾 + 4𝜈)(𝑘/𝜇)
· 𝑉𝑓

8𝜋
𝑟

·
{︂

4𝑐𝑓 𝑡

𝑟2

[︂
1 − exp

(︂
− 𝑟2

4𝑐𝑓 𝑡

)︂]︂
+ 𝐸1

(︂
𝑟2

4𝑐𝑓 𝑡

)︂}︂
, (25)

где

𝐸1(𝑢) =

∞∫︁
𝑢

exp(−𝜉)

𝜉
𝑑𝜉.

В данных выражениях 𝑉𝑓 имеет смысл объема жидкости, притекающего
через источник в единицу времени.

Область, граничные условия и расчетная сетка брались аналогично тако-
вым для задачи о мгновенном линейном источнике. Объем притока в едини-
цу времени задавался как 𝑉𝑓 = 1м3/с. Расчет начинался с момента времени
𝑡start = 1000 c, проводился с шагом ∆𝑡 = 100 c до времени 𝑡end = 1800 c.

Результаты расчетов приведены на рис. 5, где показано распределение
нормированного давления и перемещения в начальный и конечный моменты
времени. Как видно из рисунков, получено приемлемое совпадение с ана-
литическими результатами. Различия связаны с невозможностью разрешить
сингулярность от источника с помощью используемых в программном ком-
плексе методов.

4.4 Задача консолидации Терцаги

Одной из классических задач пороупругости, для которых известно ана-
литическое решение, является классическая одномерная задача консолида-
ции Терцаги [Terzaghi1996].

Рассмотрим насыщенную пороупругую область с линейными размерами
𝐿𝑥, 𝐿𝑦, 𝐿𝑧. Верхняя граница резервуара имеет координату 𝑧 = 0, нижняя –
𝑧 = 𝐿𝑧. Нижняя и боковые границы являются непротекаемыми, при этом
нижняя стенка закреплена, а боковые стенки могут деформироваться только
в вертикальном направлении. Верхняя граница является проницаемой, к ней
прикладывается сжимающее напряжение величиной 𝑇𝑧 = −𝜎0, что приводит
к деформации пороупругой среды. В такой постановке задача является одно-
мерной, решение решение не зависит от 𝑥 и 𝑦. Схематично постановка задачи
представлена на рис. 6.

Граничные условия в одномерной постановке ставятся следующим обра-
зом:

𝑧 = 0 : 𝜎𝑧𝑧(0, 𝑡) = −𝜎0, 𝑝(0, 𝑡) = 0,

𝑧 = 𝐿𝑧 : 𝑢𝑧(𝐿𝑧, 𝑡) = 0,
𝜕𝑝

𝜕𝑧
= 0.

(26)
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Рис. 5. Задача о постоянном линейном источнике. Нормированное давле-
ние (вверху) и перемещение (внизу) в различные моменты времени: красным
цветом показано аналитическое решение, синим –– результаты расчета.

Начальные условия после мгновенного нагружения задаются в виде

𝑢𝑧(𝑧, 0
+) ≡ 𝑢0 = 𝜎0(𝐿𝑧 − 𝑧)/𝐾(𝑢)

𝑣 , 𝑝(𝑧, 0+) ≡ 𝑝0 = 𝛾𝜎0. (27)
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Рис. 6. Схематичный вид задачи Терцаги.

Аналитическое решение задачи может быть записано как [Wang2000]:

𝑝(𝑧, 𝑡) = 𝑝0 − 𝑝0

∞∑︁
𝑚=0

(−1)𝑚
[︂
erfc

(2𝑚 + 1)𝐿𝑧 − (𝑧 − 𝐿𝑧)√
4𝑐𝑡

+ erfc
(2𝑚 + 1)𝐿𝑧 + (𝑧 − 𝐿𝑧)√

4𝑐𝑡

]︂
, (28)

𝑢𝑧(𝑧, 𝑡) = 𝑢0 + 𝑐𝑚𝛾𝜎0

[︃
(𝐿𝑧 − 𝑧) −

8𝐿𝑧

𝜋2

∞∑︁
𝑚=0

1

(2𝑚 + 1)2

· exp

(︂ − (2𝑚 + 1)2𝜋2𝑐𝑡

4𝐿2
𝑧

)︂
· cos

(︂
(2𝑚 + 1)𝜋𝑧

2𝐿𝑧

)︂]︂
. (29)

Здесь

𝛾 =
𝐵(1 + 𝜈𝑢)

3(1 − 𝜈𝑢)
, 𝑐𝑚𝛾 =

𝜈𝑢 − 𝜈

2𝐺(1 − 𝜈)(1 − 𝜈𝑢)
,

𝑐 =
2𝑘𝐺(1 − 𝜈)(𝜈𝑢 − 𝜈)

𝜇𝑏2(1 − 2𝜈)2(1 − 𝜈𝑢)
, 𝐾(𝑢)

𝑣 =
2𝐺(1 − 𝜈𝑢)

1 − 2𝜈𝑢
.
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В качестве данных для сравнения используются нормированные значения
𝑝 и 𝑢𝑧:

𝑝 =
𝑝

𝑝0
, 𝑢 =

𝑢𝑧

𝐿𝑧
, 𝑧 =

𝑧

𝐿𝑧
, 𝜏 =

𝑐𝑡

𝐿2
𝑧

.

Конкретные значения используемых для расчетов параметров приведены
в табл. 3.

𝐿𝑧 𝐿𝑥 𝐿𝑦 𝜎0 𝑡start 𝑡end ∆𝑡

15.0 м 1.0 м 1.0 м 1.0 КПа 0.0 с 1500.0 с 1.0 с

Таблица 3. Параметры для численного расчета задачи Терцаги.

Для численных расчетов использовалась тетраэдральная сетка, состоя-
щая из 𝑁𝑛𝑜𝑑𝑒𝑠 = 1600 узлов и 𝑁𝑒𝑙𝑒𝑚𝑠 = 5346 прямоугольных тетраэдров со
сторонами ℎ𝑥 = ℎ𝑦 = 0.3333 м, ℎ𝑧 = 0.1515 м. В отличие от представленной
выше постановки задачи и аналитического решения для нее при проведе-
нии расчетов в программном комплексе начало координат и ориентация оси
𝑂𝑧 были выбраны другими. В силу этого при сравнении с аналитическим
решением полученное численное решение при необходимости нормировалось
соответствующим образом.

На рис. 7 (вверху) показано распределение нормированного на началь-
ную нагрузку 𝑝0 давления 𝑝 в зависимости от нормированной глубины 𝑧/𝐿𝑧

в последовательные моменты времени 𝑡 = 5, 100, 500, 1000, 1500 c. Рис. 7
(внизу) демонстрирует нормированное на высоту колонны 𝐿𝑧 перемещение
𝑢𝑧 в зависимости от безразмерного времени 𝜏 для нескольких выделенных
глубин 𝑧/𝐿𝑧 = 0.0606, 0.5051, 0.7576, 0.8788. На обоих рисунках красным
цветом показано соответствующие аналитическое решение, синим – результа-
ты численного расчета, при этом данные для анализа брались в центральных
точках области, равноудаленных от боковых границ резервуара. Как видно из
представленных рисунков, расчеты продемонстрировали хорошее совпадение
с аналитическими данными. Также в качестве иллюстрации на рис. 8 приве-
дены полученные в расчетах размерные распределения полей давления 𝑝 и пе-
ремещения 𝑢𝑧 в последовательные моменты времени 𝑡 = 100, 500, 1000, 1500
c.

4.5 Задача Манделя

Мандель в своей работе [Mandel1953] продемонстрировал классический
пример немонотонного поведения распределения порового давления по вре-
мени при недренированном нагружении в условиях плоских деформаций. В
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Рис. 7. Задача консодидации Терцаги. Нормированное давление (вверху) и
перемещение (внизу) в различные моменты времени: красным цветом пока-
зано аналитическое решение, синим — результаты расчета.

оригинальной постановке задача ставилась следующим образом. Рассматри-
валась насыщенная пороупругая среда с линейными размерами 2𝑎 × 2𝑏, за-
жатая между двумя жесткими непроницаемыми пластинами. В начальный
момент времени на пластины мгновенно начинала действовать сжимающая
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Рис. 8. Задача консодидации Терцаги. Распределение давления (вверху) и
перемещений 𝑢𝑧 (внизу) в последовательные моменты времени.
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сила 𝐹 = −2𝜎0𝑎, нормированная на единичную длину в 𝑧 направлении и да-
лее не меняющаяся со временем. Боковые границы области полагались сво-
бодно деформируемыми и проницаемыми, в начальный момент времени среда
покоилась.

В силу симметрии задачи в настоящей работе для численных расчетов ис-
пользуется одна восьмая часть резервуара, с началом координатам в центре
исходной области. Также в отличие от оригинальной постановки предполага-
ется, что нагружение осуществляется в плоскости 𝑂𝑥𝑧. Схематично задача
представлена на рис. 9. Здесь 𝐿𝑥 = 𝑎 м, 𝐿𝑧 = 𝑏 м, 𝑇𝑧 = −𝜎0.

Рис. 9. Схематичный вид задачи Манделя. Желтым цветом выделены плос-
кости симметрии в соответствии с граничными условиями.

Граничные условия в двумерной постановке ставятся следующим обра-
зом:

𝑥 = 0 : 𝑢𝑥 = 0, 𝜕𝑝/𝜕𝑥 = 0,

𝑥 = 𝑎 : 𝜎𝑥𝑥 = 0, 𝑝 = 0,

𝑧 = 0 : 𝑢𝑧 = 0, 𝜕𝑝/𝜕𝑧 = 0,

𝑧 = 𝑏 :

𝑎∫︁
0

𝜎𝑧𝑧(𝑥, 𝑏, 𝑡) 𝑑𝑥 = −𝜎0𝑎, 𝜕𝑝/𝜕𝑧 = 0.

(30)

Аналитическое решение представленной задачи в наиболее полном виде
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представлено в работе [Cheng1988] и имеет вид:

𝑝(𝑥, 𝑡) =
2

3
𝜎0𝐵(1 + 𝜈𝑢)

∞∑︁
𝑚=1

sin𝜆𝑚

𝜆𝑚 − sin𝜆𝑚 cos𝜆𝑚

·
(︂

cos
𝜆𝑚𝑥

𝑎
− cos𝜆𝑚

)︂
· exp

(︂
−
𝜆2
𝑚𝑐𝑡

𝑎2

)︂
, (31)

𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) =

[︃
𝜎0𝜈

2𝐺
− 𝜎0𝜈𝑢

𝐺

∞∑︁
𝑚=1

sin𝜆𝑚 cos𝜆𝑚

𝜆𝑚 − sin𝜆𝑚 cos𝜆𝑚
· exp

(︂
−
𝜆2
𝑚𝑐𝑡

𝑎2

)︂]︃
· 𝑥

+
𝜎0𝑎

𝐺

∞∑︁
𝑚=1

cos𝜆𝑚

𝜆𝑚 − sin𝜆𝑚 cos𝜆𝑚
· sin

𝜆𝑚𝑥

𝑎
· exp

(︂
−
𝜆2
𝑚𝑐𝑡

𝑎2

)︂
, (32)

𝑢𝑧(𝑧, 𝑡) =

[︃
−𝜎0(1 − 𝜈)

2𝐺
+

𝜎0(1 − 𝜈𝑢)

𝐺

∞∑︁
𝑚=1

sin𝜆𝑚 cos𝜆𝑚

𝜆𝑚 − sin𝜆𝑚 cos𝜆𝑚

· exp

(︂
−
𝜆2
𝑚𝑐𝑡

𝑎2

)︂]︂
· 𝑧, (33)

где 𝜆𝑚 – решение соответствующего нелинейного уравнения

tg 𝜆𝑚 =
1 − 𝜈

𝜈𝑢 − 𝜈
𝜆𝑚. (34)

В качестве величин для сравнения используются нормированные значе-
ния 𝑝, 𝑢𝑧, 𝑢𝑥:

𝑝 =
𝑝

𝜎0
, 𝑢𝑥 =

𝑢𝑥

𝑎
, 𝑢𝑧 =

𝑢𝑧

𝑏
, 𝑥 =

𝑥

𝑎
, 𝜏 =

𝑐𝑡

𝑎2
,

где

𝑐 =
2𝑘𝐺(1 − 𝜈)(𝜈𝑢 − 𝜈)

𝜇𝑏2(1 − 2𝜈)2(1 − 𝜈𝑢)
.

Конкретные значения используемых для расчетов параметров приведе-
ны в табл. 4. В качестве начальных данных брались значения, полученные
из аналитического решения (31)–(33) на момент времени 𝑡start. Кроме того,
вместо граничного условия (30) для 𝜎𝑧𝑧 на плоскости 𝑧 = 𝑏 использовались
значения из аналитического решения (33) для 𝑢𝑧.

Для численных расчетов использовалась тетраэдральная сетка, состоя-
щая из 𝑁𝑛𝑜𝑑𝑒𝑠 = 2625 узлов и 𝑁𝑒𝑙𝑒𝑚𝑠 = 12096 прямоугольных тетраэдров со
сторонами ℎ𝑥 = 0.0417, ℎ𝑦 = 0.1667, ℎ𝑧 = 0.0714 м.
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𝐿𝑥 = 𝑎 𝐿𝑧 = 𝑏 𝐿𝑦 𝜎0 𝑡start 𝑡end ∆𝑡

1.0 м 1.0 м 1.0 м 1.0 КПа 3.125 × 10−3 с 1.25 с 3.125 × 10−4 с

Таблица 4. Параметры для численного расчета задачи Манделя.

Для нахождения корней нелинейного уравнения (34) использовался метод
Ньютона.

На рис. 10 показано распределение нормированного на начальную на-
грузку 𝜎0 давления 𝑝 в зависимости от нормированной продольной коор-
динаты 𝑥/𝑎 в последовательные моменты времени 𝑡 = 6.25 × 10−3, 3.75 ×
10−2, 1.28 × 10−1, 3.28 × 10−1, 6.25 × 10−1 c. Отметим, что на малых време-
нах давление растет выше значения, предсказанного эффектом Скемптона,
𝑝(0+)/𝜎0 = 𝐵(1 + 𝜈𝑢)/3 = 0.2879, что является отличительной особенностью
данной задачи.

Рис. 11 и 12 демонстрируют нормированные перемещения 𝑢𝑥 и 𝑢𝑧 соответ-
ственно. Распределение 𝑢𝑥 бралось в плоскости 𝑦 = 0.5/𝑏, 𝑢𝑧 – в плоскости
𝑥 = 0.5/𝑎. На всех рисунках красным цветом показаны соответствующие
аналитические решения, синим – результаты численного расчета.

Как видно из представленных результатов, расчеты продемонстрировали
отличное совпадение с аналитическими данными для всех моментов времени,
в точности воспроизведя характерные особенности задачи.

Также в качестве иллюстрации на рис. 13 приведено полученное в расче-
тах размерное распределение поля давления 𝑝 в последовательные моменты
времени 𝑡 = 3.75 × 10−2, 1.28 × 10−1, 3.28 × 10−1, 6.25 × 10−1 c.

4.6 Пороупругий пласт при наличии скважин

Рассмотренные в предыдущих разделах постановки задач предназначены
для валидации разработанного авторами программного комплекса. Для них
известно точное аналитическое решение, но фактически данные задачи яв-
ляются одномерными или двумерными. В данном разделе рассматривается
полностью трехмерная задача о перераспределении поля пластового давле-
ния при работе двух скважин различной ориентации. К сожалению, эта за-
дача не имеет точного аналитического решения, но иллюстрирует возможно-
сти программного комплекса и позволяет качественно оценить достоверность
полностью трехмерного моделирования задачи фильтрации в пороупругой
среде в рамках разработанных алгоритмов.

Для расчетов использовалась область с линейными размерами 𝐿𝑥, 𝐿𝑦,
𝐿𝑧, внутри которой расположены две скважины, полностью перфорирую-
щие пласт. Скважины моделируются с помощью линейных источника и стока
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Рис. 10. Задача Манделя. Нормированное давление в различные моменты
времени: красным цветом показано аналитическое решение, синим — резуль-
таты расчета.

Рис. 11. Задача Манделя. Нормированное перемещение 𝑢𝑥 в различные мо-
менты времени: красным цветом показано аналитическое решение, синим —
результаты расчета.
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Рис. 12. Задача Манделя. Нормированное перемещение 𝑢𝑧 в различные мо-
менты времени: красным цветом показано аналитическое решение, синим —
результаты расчета.

мощностью 𝑄 и −𝑄 на единицу длины. Нагнетательная скважина располо-
жена вертикально и проходит через точки с координатами (𝐿𝑥/3, 𝐿𝑦/2, 0) и
(𝐿𝑥/3, 𝐿𝑦/2, 𝐿𝑧), добывающая скважина является горизонтальной и проходит
через точки с координатами (2𝐿𝑥/3, 0, 𝐿𝑧/2) и (2𝐿𝑥/3, 𝐿𝑦, 𝐿𝑧/2). Схематично
постановка задачи представлена на рис. 14. Конкретные значения использу-
емых для расчетов параметров приведены в табл. 5.

𝐿𝑥 𝐿𝑦 𝐿𝑧 |𝑄| 𝑡start 𝑡end ∆𝑡

400.0 м 400.0 м 400.0 м 20.0 м2/cутки 0.0 ч 20.0 ч 1.0 ч

Таблица 5. Параметры для численного расчета задачи о двух скважинах.

Предполагается, что пороупругая область изолирована от внешней сре-
ды. На границе области заданы нулевые перемещения и нулевой поток, т.е.
𝜕𝑝/𝜕𝑛 = 0. В качестве начального условия задавалось состояние покоя при
давлении 𝑝 = 100 атм и нулевых перемещениях точек среды.

Для численных расчетов использовалась тетраэдральная сетка, состоя-
щая из 𝑁𝑛𝑜𝑑𝑒𝑠 = 29791 узлов и 𝑁𝑒𝑙𝑒𝑚𝑠 = 162000 прямоугольных тетраэдров со
сторонами ℎ𝑥 = ℎ𝑦 = ℎ𝑧 = 13.3333 м.

На рис. 15 представлены несколько поверхностей уровня порового давле-
ния (вверху) и линий тока (внизу) в конце моделирования при установлении

31



Рис. 13. Задача Манделя. Распределение давления в последовательные мо-
менты времени.

Рис. 14. Схематичный вид задачи о двух скважинах.

псевдостационарного режима течения. Видно, что структура течения суще-
ственно трехмерна и симметрична в силу симметричности постановки задачи.
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Рис. 15. Задача о двух скважинах. Изоповерхности давления (вверху) и линии
тока (внизу) в конце расчета.
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5 Заключение

В настоящей работе подробно описана математическая постановка линей-
ной задачи пороупругости в рамках классической модели Био. Рассмотрен
общий случай неизотермической геометрически и физически линейной сре-
ды. Приведены основные уравнения модели и ее определяющие соотношения.
Рассмотрены основные сложности, возникающие при численном решении за-
дачи.

Описанная модель и алгоритмы легли в основу ядра программного ком-
плекса для математического моделирования пороупругих процессов. Работо-
способность программы иллюстрируется результатами расчета ряда распро-
страненных тестов.
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