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Дудникова Т.В.
О неравновесных состояниях кристаллической решетки

Рассматривается задача Коши для бесконечной кристаллической решет-
ки в Z𝑑, 𝑑 ≥ 1, со случайными начальными условиями. Изучается поведение
распределений решений при 𝑡→ ∞. Главная цель – найти предельные стацио-
нарные неравновесные состояния, в которых существует постоянный ненулевой
поток тепла, проходящий через решетку.
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On the non-equilibrium states of the crystal lattice

We consider the Cauchy problem for an infinite crystal lattice in Z𝑑, 𝑑 ≥ 1,
with random initial data. We study the behavior of the distributions of the solutions
as 𝑡→ ∞. The main goal is to find the limiting stationary non-equilibrium states
in which there is a constant non-zero heat flux passing through the lattice.
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1. Введение
Данная работа касается математических проблем обоснования статисти-

ческой физики. Мы рассмотрим неравновесные состояния (т.е. вероятностные
меры на фазовом пространстве), при которых в изучаемой модели имеется
постоянный поток тепла.

Проблема математического обоснования статистической физики возник-
ла в 19 веке, когда Максвелл, Больцман и Гиббс применили равновеcные
(гиббсовские) статистические распределения для вычисления средних значе-
ний физических величин: средних энергий и скоростей молекул газа, величины
свободного пробега и т.п. (см. книгу [14]). Это привело к хорошим результатам
для теплоемкости газов и твердых тел, электропроводности металлов и т.д.
Такой подход оказался удивительно успешным в классической и еще более в
квантовой физике, но математическое обоснование роли равновесных мер до
сих пор является открытой проблемой.

Эргодическая теория Биркгофа и фон Неймана была одной из первых
попыток такого обоснования (см. [5, 37, 38]). Однако эргодичность реальных
физических систем (газов, жидкостей, электронов в металлах и пр.) до сих
пор не доказана. Далее эргодическая теория получила бурное развитие для
гладких конечномерных динамических систем начиная с 1939 г. в работах
Хопфа (об эргодичности геодезического потока на многообразиях (постоянной)
отрицательной кривизны [45]) и Аносова и Синая (1967) (об эргодичности
У-систем, [3, 42]), подробнее см. в обзорной статье [4].

В 50-х годах появляются работы, в которых впервые изучаются беско-
нечномерные системы, отвечающие движению бесконечного числа невзаимо-
действующих частиц (см. статью Добрушина [15]). Первые достижения на
этом пути – результат Волковысского и Синая (1971) для идеального газа [11]
и Синая (1972) для одномерных твердых шариков [43]. Эргодические свойства
системы твердых стержней были также исследованы в работе Айзенмана,
Голдстейна и Лейбовица [1, 2], а для газа Лоренца – в работе Бунимовича и
Синая [9]. Для решетчатых систем эргодичность и перемешивание впервые
были доказаны Лэнфордом и Лейбовицем в 1975 г. в статье [33] для начальных
мер, которые являются абсолютно непрерывными относительно канониче-
ской гауссовой меры. В 1977 г. Лейбовиц и Шпон [44] доказали сходимость к
равновесию для одномерной цепочки гармонических осцилляторов в случае
двухтемпературных начальных мер, т.е. когда начальная случайная функция
“далеко слева” (при 𝑥 < −𝑁) и “далеко справа” (при 𝑥 > 𝑁) совпадает с
двумя различными однородными случайными процессами, которые имеют
гиббсовские распределения с температурами 𝑇𝐿 ̸= 𝑇𝑅. Эта работа является
продолжением исследований Лейбовица и др. (см., например, [36, 41]), где
изучаются стационарные состояния конечного гармонического кристалла, т.е.
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одномерной цепочки 𝑁 гармонических осцилляторов, которые на правом и
левом концах связаны с двумя тепловыми резервуарами с температурами 𝑇𝐿
и 𝑇𝑅.

В 1977 г. в своем докладе на заседании Московского математического
общества (см. [16]) Добрушин высказал новую идею обоснования равновес-
ных распределений, отличную от эргодичности: равновесная мера должна
появиться как предельная теорема, вытекающая из условий перемешивания
на начальные распределения. Эти условия перемешивания были введены
Добрушиным и Cуховым [16, 17] при исследовании сходимости к равновес-
ным мерам для свободного движения в системах бесконечного числа частиц
или одномерных твердых стержней. Затем аналогичные результаты в этом
направлении были получены Болдригини, Пеллегринотти и Триоло в статье
[6] для одномерных решетчатых систем. В работах Наказавы [36] и Райдера,
Лейбовица, Лиеба [41] был предложен метод построения равновесных мер в
двухтемпературной задаче. Однако сходимость распределений решений при
𝑡→ ∞ не рассматривалась.

В 80-х годах Комеч, Копылова и Ратанов впервые начали изучать эр-
годические свойства динамических систем, описываемых гиперболическими
уравнениями в частных производных (см. [30, 31, 39]). Они доказали сходи-
мость распределений решений к равновесным мерам при условии, что началь-
ная мера является трансляционно-инвариантной и удовлетворяет условиям
перемешивания типа Ибрагимова [29]. Используя условие перемешивания, мы
доказали сходимость для волновых уравнений и уравнений Клейна–Гордона
(см. статью [21] и список литературы в ней) в случае не трансляционно-
инвариантных начальных мер. Для многомерных кристаллов сходимость была
доказана сначала в трансляционно-инвариантном случае [19], а затем и для
двухтемпературной задачи [20]. Данная работа развивает наши предыдущие
результаты [20] на более общий класс начальных мер.

Отметим, что во многих работах изучается поток тепла в конечной
неупорядоченной (disordered) цепочке осцилляторов, массы которых предпо-
лагаются случайными. Такая модель была впервые рассмотрена Дайсоном
[23]. Позднее результаты были получены Матсудом и Ишии [35], Лейбовицем
et al. (см., например, [13, 12]). Также многие авторы изучают сходимость к
неравновесным состояниям и теплопроводность для нелинейных систем, см.
[7, 34] для подробного списка литературы. Например, эргодические свойства и
долговременное поведение были изучены Фидалео и Ливерани [27] для слабого
возмущения бесконечной цепочки гармонических осцилляторов как модель 1D
гармонического кристалла с дефектами и Яксичем и Пилле [28] для конечной
цепочки негармонических осцилляторов, взаимодействующей с одним резер-
вуаром. Конечная цепочка нелинейных осцилляторов, взаимодействующая с
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двумя резервуарами, была изучена Экманном, Рей-Белле и другими [24, 25, 40].
Для такой системы существование неравновесных состояний и сходимость
к ним были изучены в [24, 40]. В работе [25] Экманн, Пилле и Рей-Белле
показали, что тепло (в среднем) течет от “теплого” резервуара к “холодному”.
Закон Фурье для гармонического кристалла со стохастическими резервуарами
был доказан Бонетто, Лейбовицем и Луккаринем [8]. В данной работе мы
вычисляем поток энергии для бесконечного многомерного гармонического
кристалла.

Перейдем к формулировке результатов. В данной работе рассматри-
вается кристаллическая решетка в гармоническом приближении (или так
называемый гармонический кристалл) в Z𝑑. Мы изучаем задачу Коши и
предполагаем, что начальные данные 𝑌0(𝑥), 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑑) ∈ Z𝑑, являются
случайным элементом гильбертового пространства ℋ𝛼, см. определение 2.1
ниже. Предполагается, что распределение случайного поля 𝑌0(𝑥) является
борелевской вероятностной мерой 𝜇0 с нулевым средним и ковариацией, убы-
вающей при |𝑥− 𝑦|−𝑁 с некоторым 𝑁 > 𝑑. Кроме того, налагается условие S3
(см. раздел 2.2), которое означает, грубо говоря, что начальные данные 𝑌0(𝑥)
близки к некоторым пространственно-однородным случайным полям 𝑌n(𝑥) с
распределениями 𝜇n при (−1)𝑛𝑗𝑥𝑗 → +∞ для любых 𝑗 = 1, . . . , 𝑘, где число
𝑘 ∈ [1, 𝑑], а n обозначает вектор n = (𝑛1, . . . , 𝑛𝑘) с координатами 𝑛𝑗 ∈ {1,2}.
Обозначим через 𝜇𝑡, 𝑡 ∈ R, вероятностную меру, которая является распреде-
лением решения 𝑌 (𝑥, 𝑡) динамических уравнений со случайными начальными
данными 𝑌0. Мы изучаем асимптотику 𝜇𝑡 при 𝑡→ ∞. Первая цель работы –
доказать сходимость корреляционных функций мер 𝜇𝑡 к пределу,

𝑄𝑡(𝑥, 𝑦) ≡
∫︁
ℋ𝛼

(︁
𝑌0(𝑥)⊗𝑌0(𝑦)

)︁
𝜇𝑡(𝑑𝑌0) → 𝑄∞(𝑥, 𝑦), 𝑡→ ∞, 𝑥, 𝑦 ∈ Z𝑑. (1.1)

Точные формулы для предельной ковариации 𝑄∞ даны в (2.18)–(2.23). Они
позволяют вывести выражение для предельной плотности потока энергии J∞
в терминах начальной ковариации.

Мы применяем полученные результаты к частному случаю, когда 𝜇n –
гиббсовские меры, соответствующие различным температурам 𝑇n > 0 (опре-
деление гиббсовских мер см. в разделе 4). Поэтому наша модель может быть
представлена как “система + 2𝑘 резервуаров”, где “резервуары” состоят из
частиц кристалла, которые находятся в областях {𝑥 ∈ Z𝑑 : (−1)𝑛𝑗𝑥𝑗 >
𝑎, ∀𝑗 = 1, . . . , 𝑘} с некоторыми 𝑎 > 0, 𝑘 ≥ 1 и 𝑛𝑗 ∈ {1,2}, а “система” – это
остальная часть кристалла. В начальный момент времени (𝑡 = 0) резервуа-
ры имеют гиббсовские распределения с соответствующими температурами
𝑇n, n = (𝑛1, . . . , 𝑛𝑘) (в случае 𝑑 = 𝑘 = 1 аналогичная модель была изучена
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Шпоном и Лейбовицем [44]). Мы покажем, что плотность потока энергии
J∞ постоянна. Более того, при дополнительных условиях симметрии на кри-
сталл координаты потока энергии J∞ ≡ (𝐽1

∞, . . . , 𝐽
𝑑
∞) имеют вид 𝐽 𝑙

∞ = 0 при
𝑙 = 𝑘 + 1, . . . , 𝑑, и

𝐽 𝑙
∞ = −𝑐𝑙

∑︁(︁
𝑇n

⃒⃒⃒
𝑛𝑙=2

− 𝑇n

⃒⃒⃒
𝑛𝑙=1

)︁
при 𝑙 = 1, . . . , 𝑘, (1.2)

с некоторыми числами 𝑐𝑙 > 0. Здесь суммирование берется по 𝑛1, . . . , 𝑛𝑙−1,
𝑛𝑙+1, . . . , 𝑛𝑘 ∈ {1,2} (см. замечание 4.2 и формулу (4.9)). Таким образом,
гармонический кристалл обладает сверхпроводимостью [7], так как гради-
ент температуры отсутствует в формуле (1.2) (напомним, что закон Фурье
теплопроводности есть J = −𝜅∇𝑇 (𝑥)).

Для бесконечной 1D цепочки гармонических осцилляторов на полупрямой
с ненулевым граничным условием мы получили результаты (1.1) и (1.3) в
работе [22] и доказали, что имеется отрицательный предельный поток энергии
в начале координат (см. [22, Remark 2.11]).

Второй результат работы – это доказательство слабой сходимости мер 𝜇𝑡
на гильбертовом пространстве ℋ𝛼 с 𝛼 < −𝑑/2 к предельной мере 𝜇∞:

𝜇𝑡 ⇁ 𝜇∞, 𝑡→ ∞. (1.3)

Это означает сходимость интегралов∫︁
𝑓(𝑌 )𝜇𝑡(𝑑𝑌 ) →

∫︁
𝑓(𝑌 )𝜇∞(𝑑𝑌 ) при 𝑡→ ∞

для любого ограниченного непрерывного функционала 𝑓 на ℋ𝛼. Более того,
предельная мера 𝜇∞ является трансляционно-инвариантной гауссовой мерой
на ℋ𝛼 с ковариацией 𝑄∞, определенной в (1.1). Аналогичная сходимость
справедлива при 𝑡→ −∞, так как изучаемая система обратима по времени.

2. Главные результаты
2.1. Модель. Рассмотрим дискретную подгруппу Γ пространства R𝑑, ко-
торая изоморфна Z𝑑. Мы можем допустить, что Γ = Z𝑑 после подходящей
замены координат. Решетка в R𝑑 – это множество точек вида 𝑟𝜆(𝑥) = 𝑥+ 𝜉𝜆,
где 𝑥 ∈ Z𝑑, 𝜉𝜆 ∈ R𝑑, 𝜆 = 1, . . . ,Λ. Точки решетки представляют собой равно-
весные положения атомов (молекул, ионов,...) кристалла. Обозначим через
𝑟𝜆(𝑥, 𝑡) положения атомов в момент времени 𝑡. Тогда динамика отклонений
𝑟𝜆(𝑥, 𝑡) − 𝑟𝜆(𝑥) подчиняется уравнениям вида{︃

𝑢̈(𝑥, 𝑡) = −
∑︀
𝑦∈Z𝑑

𝑉 (𝑥− 𝑦)𝑢(𝑦, 𝑡), 𝑥 ∈ Z𝑑, 𝑡 ∈ R,

𝑢|𝑡=0 = 𝑢0(𝑥), 𝑢̇|𝑡=0 = 𝑣0(𝑥).
(2.1)
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Здесь 𝑢(𝑥, 𝑡) = (𝑢1(𝑥, 𝑡), . . . , 𝑢𝑛(𝑥, 𝑡)), 𝑢0 = (𝑢01, . . . , 𝑢0𝑛), 𝑣0 = (𝑣01, . . . , 𝑣0𝑛) ∈
R𝑛, 𝑛 = Λ𝑑; 𝑉 (𝑥) – вещественная матрица взаимодействия (или сила), (𝑉𝑘𝑙(𝑥)),
𝑘, 𝑙 = 1, ..., 𝑛. Аналогичные уравнения были рассмотрены в [6, 19, 33, 44]. Ниже
система (2.1) изучается с произвольным 𝑛 = 1,2, ...

Пусть 𝑌 (𝑡) = (𝑌 0(𝑡), 𝑌 1(𝑡)) ≡ (𝑢(·, 𝑡), 𝑢̇(·, 𝑡)), 𝑌0 = (𝑌 0
0 , 𝑌

1
0 ) ≡ (𝑢0(·), 𝑣0(·)).

Тогда уравнения (2.1) могут быть переписаны в виде

𝑌̇ (𝑡) = 𝒜(𝑌 (𝑡)), 𝑡 ∈ R; 𝑌 (0) = 𝑌0. (2.2)

Формально, эта система гамильтонова, так как

𝒜(𝑌 ) = 𝐽

(︂
𝒱 0
0 𝐼

)︂
𝑌 = 𝐽∇𝐻(𝑌 ), 𝐽 =

(︂
0 𝐼
−𝐼 0

)︂
. (2.3)

Здесь 𝒱 – оператор свертки с матричным ядром 𝑉 , 𝐼 – единичная матрица, и
𝐻 – гамильтониан следующего вида

𝐻(𝑌 ) :=
1

2
⟨𝑣, 𝑣⟩ +

1

2
⟨𝒱𝑢, 𝑢⟩, 𝑌 = (𝑢, 𝑣), (2.4)

где кинетическая энергия равна
1

2
⟨𝑣, 𝑣⟩ =

1

2

∑︁
𝑥∈Z𝑑

|𝑣(𝑥)|2, а потенциальная энер-

гия равна
1

2
⟨𝒱𝑢, 𝑢⟩ =

1

2

∑︁
𝑥,𝑦∈Z𝑑

(︁
𝑉 (𝑥− 𝑦)𝑢(𝑦), 𝑢(𝑥)

)︁
, (·, ·) обозначает скалярное

произведение в R𝑛.
Предполагается, что начальные данные 𝑌0 принадлежат фазовому про-

странству ℋ𝛼, 𝛼 ∈ R, определенному ниже.

Определение 2.1. ℋ𝛼 – гильбертово пространство пар 𝑌 ≡ (𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥))
R𝑛-значных функций, зависящих от 𝑥 ∈ Z𝑑, с нормой

‖𝑌 ‖2𝛼 ≡
∑︁
𝑥∈Z𝑑

(︁
|𝑢(𝑥)|2 + |𝑣(𝑥)|2

)︁
(1 + |𝑥|2)𝛼 <∞. (2.5)

Мы накладываем следующие условия E1–E6 на матрицу 𝑉 .
E1 Существуют положительные константы 𝐶, 𝛾, такие, что ‖𝑉 (𝑥)‖ ≤ 𝐶𝑒−𝛾|𝑥|

для всех 𝑥 ∈ Z𝑑. Здесь ‖𝑉 (𝑥)‖ обозначает норму матрицы.
Пусть 𝑉 (𝜃) обозначает дискретное преобразование Фурье функции 𝑉 (𝑥):

𝑉 (𝜃) =
∑︁
𝑥∈Z𝑑

𝑒𝑖(𝑥,𝜃)𝑉 (𝑥) , 𝜃 ∈ T𝑑,

где через T𝑑 обозначается 𝑑-мерный тор R𝑑/(2𝜋Z)𝑑.
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E2 Матрица 𝑉 (𝑥) действительна и симметрична, т.е.,
𝑉𝑙𝑘(−𝑥) = 𝑉𝑘𝑙(𝑥) ∈ R, 𝑘, 𝑙 = 1, . . . , 𝑛, 𝑥 ∈ Z𝑑.

Из условий E1 и E2 вытекает, что 𝑉 (𝜃) – действительно-аналитическая
эрмитова матричнозначная функция от 𝜃 ∈ T𝑑.
E3 Матрица 𝑉 (𝜃) неотрицательно определена при всех 𝜃 ∈ T𝑑.

Это условие означает, что уравнение (2.1) – гиперболическое, подобно волно-
вым уравнениям и уравнениям Клейна–Гордона, рассмотренным в [21].

Введем эрмитову неотрицательно определенную матрицу

Ω(𝜃) =
(︀
𝑉 (𝜃)

)︀1/2 ≥ 0. (2.6)

Матрица Ω(𝜃) имеет собственные значения 𝜔𝜎(𝜃), 𝜎 = 1, . . . , 𝑠 (так называемые
“дисперсионные соотношения”), 0 ≤ 𝜔1(𝜃) < 𝜔2(𝜃) < . . . < 𝜔𝑠(𝜃), 𝑠 ≤ 𝑛,
с кратностью 𝑟𝜎 = tr Π𝜎(𝜃). Через Π𝜎(𝜃) обозначаются соответствующие
спектральные проекторы.

Лемма 2.1. (см. [19, Lemma 2.2]). Пусть выполнены условия E1 и E2. Тогда
существует замкнутое подмножество 𝒞* ⊂ T𝑑 лебеговой меры нуль, такое,
что справедливы следующие утверждения.
(i) Для любой точки Θ ∈ T𝑑 ∖ 𝒞* существует окрестность 𝒪(Θ), такая,
что каждое 𝜔𝜎(𝜃) может быть выбрано как действительно-аналитическая
функция в 𝒪(Θ).
(ii) Собственное значение 𝜔𝜎(𝜃) имеет постоянную кратность в T𝑑 ∖ 𝒞*.
(iii) Справедливо следующее спектральное разложение

Ω(𝜃) =
𝑠∑︁

𝜎=1

𝜔𝜎(𝜃)Π𝜎(𝜃), 𝜃 ∈ T𝑑 ∖ 𝒞*, (2.7)

где ортогональная проекция Π𝜎 – действительно-аналитическая функция
на T𝑑 ∖ 𝒞*.

Кроме того, матрица 𝑉 удовлетворяет следующему условию.
E4 Для любых 𝑙 = 1, . . . , 𝑑 и 𝜎 = 1, . . . , 𝑠 функции 𝜕𝜃𝑙𝜔𝜎(𝜃) не равны нулю

тождественно на множестве T𝑑 ∖ 𝒞* .
Чтобы доказать сходимость (1.3), мы предполагаем более сильное условие
E4’.
E4’ Для любых 𝜎 = 1, . . . , 𝑠 определитель матрицы вторых производных

функции 𝜔𝜎(𝜃) не равен тождественно нулю на множестве T𝑑 ∖ 𝒞*.
Обозначим

𝒞0 = {𝜃 ∈ T𝑑 : det𝑉 (𝜃) = 0},
𝒞𝜎 =

⋃︀𝑑
𝑙=1{𝜃 ∈ T𝑑 ∖ 𝒞* : 𝜕𝜃𝑙𝜔𝜎(𝜃) = 0}, 𝜎 = 1, . . . , 𝑠.

(2.8)
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Тогда лебегова мера множеств 𝒞𝜎 равна нулю, 𝜎 = 0,1, ..., 𝑠 (см. [19, Lemma
2.3]).
E5 Для любых 𝜎 ≠ 𝜎′ тождества 𝜔𝜎(𝜃) ± 𝜔𝜎′(𝜃) ≡ const±, 𝜃 ∈ T𝑑 ∖ 𝒞*, не

выполнены с константами const± ̸= 0.
E6 ‖𝑉 −1(𝜃)‖ ∈ 𝐿1(T𝑑).

Если 𝒞0 = ∅, то условие E6 выполнено.

Пример 2.2. Кристалл со взаимодействием в соседних точках (“nearest
neighbor crystal”). Для любого 𝑑, 𝑛 ≥ 1 рассмотрим решетку, соответствующую
квадратичной форме (см. (2.4))

⟨𝒱𝑢, 𝑢⟩=
𝑛∑︁
𝑙=1

∑︁
𝑥∈Z𝑑

(
𝑑∑︁

𝑖=1

𝜅2𝑙 |𝑢𝑙(𝑥+𝑒𝑖) − 𝑢𝑙(𝑥)|2 +𝑚2
𝑙 |𝑢𝑙(𝑥)|2), 𝜅𝑙 > 0, 𝑚𝑙 ≥ 0,(2.9)

где 𝑒𝑖 = (𝛿𝑖1, . . . , 𝛿𝑖𝑑). Тогда условие E1 выполнено, и 𝑉 (𝜃) =
(︁
𝜔2
𝑙 (𝜃)𝛿𝑘𝑙

)︁𝑛

𝑘,𝑙=1
с

𝜔𝑙(𝜃) =
√︁

2𝜅2𝑙 (1 − cos 𝜃1) + ...+ 2𝜅2𝑙 (1 − cos 𝜃𝑑) +𝑚2
𝑙 , 𝑙 = 1, . . . , 𝑛. (2.10)

Следовательно, 𝑉 (𝑥) удовлетворяет условиям E2–E4’ и 𝒞* = ∅. В силу (2.10)
равенства 𝜔𝑙(𝜃) ± 𝜔𝑙′(𝜃) ≡ const± с const± ̸= 0 невозможны, поэтому условие
E5 тоже выполнено. В случае, когда все 𝑚𝑙 > 0, множество 𝒞0 = {𝜃 ∈ T𝑑 :

det𝑉 (𝜃) = 𝜔2
1(𝜃) · · · · · 𝜔2

𝑛(𝜃) = 0} пусто и условие E6 не нужно. В противном
случае, т.е. когда 𝑚𝑙 = 0 для некоторого 𝑙, множество 𝒞0 = {0}. Тогда E6
эквивалентно условию 𝜔−2

𝑙 (𝜃) ∈ 𝐿1(T𝑑). Последнее условие выполнено, если
𝑑 ≥ 3. Поэтому все условия E1–E6 выполнены для решетки (2.9) в следующих
случаях: (i) 𝑑 ≥ 3, (ii) 𝑑 = 1,2 и все числа 𝑚𝑙 положительны.

Обсудим условия, наложенные на матрицу 𝑉 (𝑥). В аналогичной форме
условия E1–E4 возникают в работах [6, 33]. Условие E1 означает экспонен-
циальное убывание взаимодействия в кристалле. Условие E2 (E3) означает,
что потенциальная энергия действительна (соответственно, неотрицательна).
Условие E4 исключает дискретную часть спектра. Условие E4’ обеспечивает
то, что стационарные точки фазовой функции невырождены вне множества
лебеговой меры нуль. Мы также вводим условие E5 в случае, когда 𝑛 > 1,
которое необходимо для сходимости ковариации 𝑄𝑡. Оно может быть значи-
тельно ослаблено до условия E5’, см. замечание 2.6 (iv). Например, условие
E5’ выполнено в случае канонических гауссовых мер, которые рассматрива-
лись в [33], см. также раздел 4.1. Условия E4 и E5 выполнены для почти
всех функций 𝑉 (𝑥), удовлетворяющих условиям E1–E3 (см. [19]). Кроме того,
мы не требуем, чтобы 𝜔𝜎(𝜃) ̸= 0. Например, 𝜔𝜎(0) = 0 для решетки (2.9),
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если 𝑚𝑙 = 0. Вместо этого мы требуем, чтобы mes {𝜃 ∈ T𝑑 : 𝜔𝜎(𝜃) = 0} = 0
и накладываем условие E6, которое аналогично условию iii) из статьи [33,
p.171]. Условие E6 выполнено для решетки (2.9), если 𝑑 ≥ 3 или 𝑚𝑙 > 0.

Следующее предложение 2.3 доказано в [33, с.150], [6, с.128].

Предложение 2.3. Пусть 𝛼 ∈ R и выполнены условия E1 и E2. Тогда
для любых 𝑌0 ∈ ℋ𝛼 существует, и притом единственное, решение 𝑌 (𝑡) ∈
𝐶(R,ℋ𝛼) задачи Коши (2.2). Оператор 𝑈(𝑡) : 𝑌0 ↦→ 𝑌 (𝑡) непрерывен в ℋ𝛼.

2.2. Условия на начальную меру. Пусть (Ω,Σ, 𝑃 ) – вероятностное про-
странство с математическим ожиданием E, а ℬ(ℋ𝛼) обозначает борелевскую
𝜎-алгебру в ℋ𝛼. Предполагается, что 𝑌0 = 𝑌0(𝜔, ·) в уравнении (2.2) – из-
меримая случайная функция со значениями в (ℋ𝛼, ℬ(ℋ𝛼)). Другими сло-
вами, для каждого 𝑥 ∈ Z𝑑 отображение 𝜔 ↦→ 𝑌0(𝜔, 𝑥) является измери-
мым отображением Ω → R2𝑛 относительно (пополненных) 𝜎-алгебр Σ и
ℬ(R2𝑛). Тогда решение 𝑌 (𝑡) = 𝑈(𝑡)𝑌0 является измеримой случайной функци-
ей со значениями в (ℋ𝛼,ℬ(ℋ𝛼)) в силу Предложения 2.3. Обозначим через
𝜇0(𝑑𝑌0) борелевскую вероятностную меру на пространстве ℋ𝛼, которая явля-
ется распределением функции 𝑌0. Без ограничения общности допустим, что
(Ω,Σ, 𝑃 ) = (ℋ𝛼,ℬ(ℋ𝛼), 𝜇0) и 𝑌0(𝜔, 𝑥) = 𝜔(𝑥) для 𝜇0(𝑑𝜔)-почти всех 𝜔 ∈ ℋ𝛼 и
любого 𝑥 ∈ Z𝑑.

Предположим, что начальная мера 𝜇0 удовлетворяет условиям S1–S3.
S1 𝜇0 обладает нулевым средним значением:

E(𝑌0(𝑥)) ≡
∫︁

(𝑌0(𝑥))𝜇0(𝑑𝑌0) = 0, 𝑥 ∈ Z𝑑.

Обозначим через 𝑎⊗𝑏 линейный оператор (𝑎⊗𝑏)𝑐 = 𝑎
∑︀𝑛

𝑗=1 𝑏𝑗𝑐𝑗 для 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ C𝑛.
S2 Начальные корреляционные функции

𝑄𝑖𝑗
0 (𝑥, 𝑦) := E

(︁
𝑌 𝑖
0 (𝑥) ⊗ 𝑌 𝑗

0 (𝑦)
)︁
, 𝑥, 𝑦 ∈ Z𝑑, (2.11)

удовлетворяют оценке

|𝑄𝑖𝑗
0 (𝑥, 𝑦)| ≤ ℎ(|𝑥− 𝑦|), где 𝑟𝑑−1ℎ(𝑟) ∈ 𝐿1(0,+∞). (2.12)

S3 Зафиксируем некоторое 𝑘 ∈ [1, 𝑑]. Начальная ковариация 𝑄0(𝑥, 𝑦) =(︁
𝑄𝑖𝑗

0 (𝑥, 𝑦)
)︁
𝑖,𝑗=0,1

зависит от разности 𝑥𝑙 − 𝑦𝑙 для 𝑙 = 𝑘 + 1, . . . , 𝑑:

𝑄0(𝑥, 𝑦) = 𝑞0(𝑥̄, 𝑦, 𝑥̃− 𝑦), (2.13)

где 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑑) ≡ (𝑥̄, 𝑥̃), 𝑥̄ = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘), 𝑥̃ = (𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑑). Обозна-
чим

𝒩 𝑘 := {n = (𝑛1, . . . , 𝑛𝑘), 𝑛𝑗 ∈ {1,2}}. (2.14)
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Предположим, что для любого 𝜀 > 0 существует 𝑁(𝜀) ∈ N, такое, что
для всех 𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑘) ∈ Z𝑘, таких, что (−1)𝑛𝑗𝑦𝑗 > 𝑁(𝜀) ∀𝑗 = 1, . . . , 𝑘,
справедлива следующая оценка

|𝑞0(𝑦 + 𝑧, 𝑦, 𝑧) − 𝑞n(𝑧)| < 𝜀 для любого 𝑧 = (𝑧, 𝑧) ∈ Z𝑑. (2.15)

Здесь через 𝑞n(𝑧), n ∈ 𝒩 𝑘, обозначаются корреляционные матрицы
некоторых трансляционно-инвариантных мер 𝜇n с нулевым средним
значением в ℋ𝛼.

Определение 2.4. Мера 𝜇 называется трансляционно-инвариантной, если
𝜇(𝑇ℎ𝐵) = 𝜇(𝐵) для 𝐵 ∈ ℬ(ℋ𝛼) и ℎ ∈ Z𝑑, где 𝑇ℎ𝑌 (𝑥) = 𝑌 (𝑥− ℎ), 𝑥 ∈ Z𝑑.

Заметим, что начальная мера 𝜇0 не является трансляционно-инвариант-
ной, если 𝑞n(𝑧) ̸= 𝑞n′(𝑧) для некоторого n ̸= n′. В частности, если 𝑘 = 1, то
условие S3 означает, что

𝑄0(𝑥, 𝑦) = 𝑞0(𝑥1, 𝑦1, 𝑥̃− 𝑦), где 𝑥 = (𝑥1, 𝑥̃), 𝑥̃ = (𝑥2, . . . , 𝑥𝑑), (2.16)

𝑞0(𝑦1 + 𝑧1, 𝑦1, 𝑧) →
{︂
𝑞1(𝑧) при 𝑦1 → −∞,
𝑞2(𝑧) при 𝑦1 → +∞,

𝑧 = (𝑧1, 𝑧) ∈ Z𝑑. (2.17)

Начальные меры 𝜇0 с корреляцией, удовлетворяющей условиям (2.16) и (2.17),
были изучены в [20]. Примеры мер 𝜇0, удовлетворяющих условиям S1–S3,
даны в разделе 3.

2.3. Сходимость корреляционных функций. Введем предельную кор-
реляционную матрицу 𝑄∞(𝑥, 𝑦) = (𝑄𝑖𝑗

∞(𝑥, 𝑦))1𝑖,𝑗=0 следующем образом:

𝑄∞(𝑥, 𝑦) = 𝑞∞(𝑥− 𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈ Z𝑑, (2.18)

где 𝑞∞(𝑥) имеет вид (в преобразовании Фурье)

𝑞∞(𝜃) =
𝑠∑︁

𝜎=1

Π𝜎(𝜃)(M+
𝑘,𝜎(𝜃) + 𝑖M−

𝑘,𝜎(𝜃))Π𝜎(𝜃), 𝜃 ∈ T𝑑 ∖ 𝒞*. (2.19)

Здесь Π𝜎(𝜃) – спектральная проекция из Леммы 2.1 (iii),

M+
𝑘,𝜎(𝜃) =

1

2𝑘

∑︁
n∈𝒩 𝑘

𝐿+
1 (𝑞n(𝜃))

[︀
1 + 𝑆even

𝑘,n (𝜔𝜎(𝜃))
]︀
,

M−
𝑘,𝜎(𝜃) =

1

2𝑘

∑︁
n∈𝒩 𝑘

𝐿−
2 (𝑞n(𝜃))𝑆odd

𝑘,n (𝜔𝜎(𝜃)),
(2.20)
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𝑆even
𝑘,n (𝜔𝜎) =

∑︁
even𝑚∈{1,...,𝑘}

∑︁
(𝑝1,...,𝑝𝑚)∈𝒫𝑚(𝑘)

sgn

(︂
𝜕𝜔𝜎

𝜕𝜃𝑝1

)︂
· . . . sgn

(︂
𝜕𝜔𝜎

𝜕𝜃𝑝𝑚

)︂
(−1)𝑛𝑝1

+...+𝑛𝑝𝑚

𝑆odd
𝑘,n (𝜔𝜎) =

∑︁
odd𝑚∈{1,...,𝑘}

∑︁
(𝑝1,...,𝑝𝑚)∈𝒫𝑚(𝑘)

sgn

(︂
𝜕𝜔𝜎

𝜕𝜃𝑝1

)︂
· . . . sgn

(︂
𝜕𝜔𝜎

𝜕𝜃𝑝𝑚

)︂
(−1)𝑛𝑝1

+···+𝑛𝑝𝑚

(2.21)

где через 𝒫𝑚(𝑘) обозначается множество всех сочетаний элементов из множе-
ства {1, . . . , 𝑘}, взятых по 𝑚 (например, 𝒫2(3) = {(1,2), (2,3), (1,3)}),

𝐿+
1 (𝑞n(𝜃)) := 1

2 (𝑞n(𝜃) + 𝐶(𝜃)𝑞n(𝜃)𝐶*(𝜃)) ,
𝐿−
2 (𝑞n(𝜃)) := 1

2 (𝐶(𝜃)𝑞n(𝜃) − 𝑞n(𝜃)𝐶*(𝜃)) ,
(2.22)

𝐶(𝜃) =

(︂
0 Ω(𝜃)−1

−Ω(𝜃) 0

)︂
, 𝐶*(𝜃) =

(︂
0 −Ω(𝜃)

Ω(𝜃)−1 0

)︂
. (2.23)

Рассмотрим некоторые примеры формул (2.20) и (2.21). Если 𝑘 = 1, то
начальная ковариация 𝑄0 удовлетворяет условиям (2.16) и (2.17) и формулы
(2.20) принимают вид

M+
1,𝜎(𝜃) = 1

2 𝐿
+
1 (𝑞2(𝜃) + 𝑞1(𝜃)) ,

M−
1,𝜎(𝜃) = 1

2 𝐿
−
2 (𝑞2(𝜃) − 𝑞1(𝜃)) sgn

(︁
𝜕𝜔𝜎(𝜃)
𝜕𝜃1

)︁
.

(2.24)

Если 𝑑 = 𝑛 = 1, то Π𝜎(𝜃) ≡ 1 и формулы (2.24) были получены в [6, p.139].
Для любых 𝑑, 𝑛 ≥ 1 и 𝑘 = 1 эти формулы были выведены в [20].

Если 𝑘 = 2, то условие S3 равносильно тому, что 𝑄0(𝑥, 𝑦) = 𝑞0(𝑥̄, 𝑦, 𝑥̃−𝑦),
где

𝑞0(𝑦 + 𝑧, 𝑦, 𝑧) → 𝑞𝑛1𝑛2
(𝑧) при (−1)𝑛1𝑦1 → +∞ и (−1)𝑛2𝑦2 → +∞.

В этом случае формулы (2.20) имеют вид

M+
2,𝜎(𝜃) =

1

4

2∑︁
𝑛1,𝑛2=1

𝐿+
1 (𝑞𝑛1𝑛2

(𝜃))

[︂
1 + (−1)𝑛1+𝑛2 sgn

(︂
𝜕𝜔𝜎(𝜃)

𝜕𝜃1

)︂
sgn

(︂
𝜕𝜔𝜎(𝜃)

𝜕𝜃2

)︂]︂
,

M−
2,𝜎(𝜃) =

1

4

2∑︁
𝑛1,𝑛2=1

𝐿−
2 (𝑞𝑛1𝑛2

(𝜃))

[︂
(−1)𝑛1 sgn

(︂
𝜕𝜔𝜎(𝜃)

𝜕𝜃1

)︂
+ (−1)𝑛2 sgn

(︂
𝜕𝜔𝜎(𝜃)

𝜕𝜃2

)︂]︂
.

Первым результатом работы является следующая теорема.

Теорема 2.5. Пусть 𝑑, 𝑛 ≥ 1, 𝛼 < −𝑑/2, и выполнены условия E1–E6 и
S1–S3. Тогда имеет место сходимость (1.1), где 𝑄∞ введена в (2.18)–(2.23).
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Замечание 2.6. (i) В случае, когда начальная корреляционная функция
является трансляционно инвариантной, т.е. 𝑄0(𝑥, 𝑦) = 𝑞0(𝑥− 𝑦), матрица 𝑞∞
имеет вид

𝑞∞(𝜃) =
𝑠∑︁

𝜎=1

Π𝜎(𝜃)𝐿+
1 (𝑞0(𝜃))Π𝜎(𝜃), 𝜃 ∈ T𝑑 ∖ 𝒞*. (2.25)

(ii) Пусть начальная корреляция 𝑄0(𝑥, 𝑦) удовлетворяет более силь-
ному условию, чем (2.15). А именно, допустим, что 𝑄0 имеет вид (2.13) и
lim|𝑦|→∞ 𝑞0(𝑦 + 𝑧, 𝑦, 𝑧) = 𝑞*(𝑧) для всех 𝑧 = (𝑧, 𝑧) ∈ Z𝑑. Тогда условие (2.15)
выполнено с 𝑞n(𝑧) = 𝑞*(𝑧) для всех n ∈ 𝒩 𝑘. В этом случае справедлива Тео-
рема 2.5 и 𝑞∞ имеет вид (2.25) с 𝑞* вместо 𝑞0. Поэтому Теорема 2.5 обобщает
результат статьи [19, Proposition 3.2], где сходимость (1.1) была доказана в
случае, когда 𝑄0(𝑥, 𝑦) = 𝑞0(𝑥− 𝑦).

(iii) Предположим, что начальная корреляционная функция вида

𝑄0(𝑥, 𝑦) = 𝑇 (𝑥̄+ 𝑦)𝑟0(𝑥− 𝑦) или 𝑄0(𝑥, 𝑦) =
√︀
𝑇 (𝑥̄)𝑇 (𝑦)𝑟0(𝑥− 𝑦),

где 𝑇 (𝑥̄) – некоторая ограниченная неотрицательная последовательность на
Z𝑘, а 𝑟0(𝑥) = (𝑟𝑖𝑗0 (𝑥)) – корреляционная матрица некоторой трансляционно-
однородной меры на ℋ𝛼, обладающей нулевым средним и удовлетворяющей
условию S2. Допустим, что для любого 𝜀 > 0 ∃𝑁(𝜀) ∈ N такое, что для всех
𝑥̄ = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) ∈ Z𝑘: (−1)𝑛𝑗𝑥𝑗 > 𝑁(𝜀), где 𝑗 = 1, . . . , 𝑘, имеет место оценка
|𝑇 (𝑥̄) − 𝑇n| < 𝜀. Тогда условие (2.15) выполнено с 𝑞n(𝑥) = 𝑇n𝑟0(𝑥). В этом
случае справедлива Теорема 2.5, и формулы (2.20) могут быть записаны в
более простой форме:

M+
𝑘,𝜎(𝜃) = 𝐿+

1 (𝑟0(𝜃)) ·
1

2𝑘

∑︁
n∈𝒩 𝑘

𝑇n
[︀
1 + 𝑆even

𝑘,n (𝜔𝜎(𝜃))
]︀
,

M−
𝑘,𝜎(𝜃) = 𝐿−

2 (𝑟0(𝜃)) ·
1

2𝑘

∑︁
n∈𝒩 𝑘

𝑇n 𝑆
odd
𝑘,n (𝜔𝜎(𝜃)).

(2.26)

(iv) Условие E5 на матрицу 𝑉 может быть значительно ослаблено. А
именно, достаточно наложить следующее условие.
E5’ Если для некоторого 𝜎 ̸= 𝜎′ 𝜔𝜎(𝜃) + 𝜔𝜎′(𝜃) ≡ const+ или 𝜔𝜎(𝜃) −

𝜔𝜎′(𝜃) ≡ const− с const± ̸= 0, то либо 𝑝11𝜎𝜎′(𝜃) − 𝜔𝜎(𝜃)𝜔𝜎′(𝜃)𝑝00𝜎𝜎′(𝜃) ≡ 0 и
𝜔𝜎(𝜃)𝑝01𝜎𝜎′(𝜃) + 𝜔𝜎′(𝜃)𝑝10𝜎𝜎′(𝜃) ≡ 0, либо 𝑝11𝜎𝜎′(𝜃) + 𝜔𝜎(𝜃)𝜔𝜎′(𝜃)𝑝00𝜎𝜎′(𝜃) ≡ 0 и
𝜔𝜎(𝜃)𝑝01𝜎𝜎′(𝜃) − 𝜔𝜎′(𝜃)𝑝10𝜎𝜎′(𝜃) ≡ 0. Здесь по определению

𝑝𝑖𝑗𝜎𝜎′(𝜃) := Π𝜎(𝜃)𝑞𝑖𝑗n (𝜃)Π𝜎′(𝜃), 𝜃 ∈ T𝑑, 𝜎, 𝜎′ = 1, . . . , 𝑠, 𝑖, 𝑗 = 0,1. (2.27)
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2.4. Слабая сходимость мер. Для того чтобы доказать сходимость (1.3)
мер 𝜇𝑡, мы наложим более сильное условие S4 на меру 𝜇0, чем оценка (2.12).
Чтобы сформулировать это условие, обозначим через 𝜎(𝒜) (𝒜 ⊂ Z𝑑) 𝜎-алгебру
в пространстве ℋ𝛼, порожденную начальными данными 𝑌0(𝑥), где 𝑥 ∈ 𝒜.
Введем коэффициент перемешивания Ибрагимова вероятностной меры 𝜇0 (ср.
[29, Определение 17.2.2]) следующим образом

𝜙(𝑟) ≡ sup
𝒜,ℬ ∈ Z𝑑 :

dist(𝒜,ℬ) ≥ 𝑟

sup
𝐴 ∈ 𝜎(𝒜), 𝐵 ∈ 𝜎(ℬ)

𝜇0(𝐵) > 0

|𝜇0(𝐴 ∩𝐵) − 𝜇0(𝐴)𝜇0(𝐵)|
𝜇0(𝐵)

. (2.28)

Определение 2.7. Мера 𝜇0 удовлетворяет равномерно сильному условию
перемешивания Ибрагимова, если 𝜙(𝑟) → 0 as 𝑟 → ∞.

S4 Начальная средняя плотность “энергии” равномерно ограничена:

E[|𝑢0(𝑥)|2+|𝑣0(𝑥)|2] = tr𝑄00
0 (𝑥, 𝑥)+tr𝑄11

0 (𝑥, 𝑥) ≤ 𝑒0 <∞, 𝑥 ∈ Z𝑑.(2.29)

Более того, 𝜇0 удовлетворяет равномерно сильному условию перемеши-
вания Ибрагимова, и ∫︁ ∞

0

𝑟𝑑−1𝜙1/2(𝑟) 𝑑𝑟 <∞. (2.30)

Замечание 2.8. В силу [29, Lemma 17.2.3] и условий S1 и S4 справедлива
оценка (2.12) с ℎ(𝑟) = 𝐶𝑒0𝜙

1/2(𝑟), где число 𝑒0 – из оценки (2.29).

Определение 2.9. Обозначим через 𝜇𝑡 борелевскую вероятностную меру
на ℋ𝛼, которая является распределением 𝑌 (𝑡): 𝜇𝑡(𝐵) = 𝜇0(𝑈(−𝑡)𝐵) для
любого 𝐵 ∈ ℬ(ℋ𝛼), 𝑡 ∈ R. Корреляционные функции меры 𝜇𝑡 определяются
следующим образом:

𝑄𝑖𝑗
𝑡 (𝑥, 𝑦) = E

(︀
𝑌 𝑖(𝑥, 𝑡) ⊗ 𝑌 𝑗(𝑦, 𝑡)

)︀
, 𝑖, 𝑗 = 0,1, 𝑥, 𝑦 ∈ Z𝑑. (2.31)

Здесь 𝑌 𝑖(𝑥, 𝑡) – координаты случайного решения 𝑌 (𝑡) = (𝑌 0(·, 𝑡), 𝑌 1(·, 𝑡)).
Обозначим через 𝒬𝑡 квадратичную форму с матричным ядром (𝑄𝑖𝑗

𝑡 (𝑥, 𝑦))𝑖,𝑗=0,1,

𝒬𝑡(Ψ,Ψ)=

∫︁
|⟨𝑌,Ψ⟩|2 𝜇𝑡(𝑑𝑌 ) =

∑︁
𝑖,𝑗=0,1

∑︁
𝑥,𝑦∈Z𝑑

(︁
𝑄𝑖𝑗

𝑡 (𝑥, 𝑦),Ψ𝑖(𝑥) ⊗ Ψ𝑗(𝑦)
)︁
, 𝑡 ∈ R,

где Ψ = (Ψ0,Ψ1) ∈ 𝒮 := 𝑆 ⊕ 𝑆, 𝑆 ≡ 𝑆(Z𝑑) ⊗ R𝑛, через 𝑆(Z𝑑) обозначается
пространство последовательностей, убывающих быстрее любой степени
1/|𝑥|, ⟨𝑌,Ψ⟩ :=

∑︀
𝑖=0,1

∑︀
𝑥∈Z𝑑

(︀
𝑌 𝑖(𝑥),Ψ𝑖(𝑥)

)︀
. Ниже скобки ⟨·, ·⟩ обозначают также

эрмитово скалярное произведение в гильбертовых пространствах 𝐿2(T𝑑)⊗R𝑛

или в их различных расширениях.
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Для вероятностной меры 𝜇 на ℋ𝛼 обозначим через 𝜇̂ характеристический

функционал (преобразование Фурье): 𝜇̂(Ψ) ≡
∫︁

exp(𝑖⟨𝑌,Ψ⟩)𝜇(𝑑𝑌 ), Ψ ∈ 𝒮.

Мера 𝜇 называется гауссовой (с нулевым средним значением), если ее

характеристический функционал имеет вид 𝜇̂(Ψ) = exp
{︁
− 1

2
𝒬(Ψ,Ψ)

}︁
, Ψ ∈ 𝒮,

где 𝒬 – вещественная неотрицательная квадратичная форма в 𝒮.

Теорема 2.10. Пусть 𝑑, 𝑛 ≥ 1, 𝛼 < −𝑑/2 и выполнены условия E1–E3, E4’,
E5, E6, S1, S3, и S4. Тогда справедливы следующие утверждения.
(i) Меры 𝜇𝑡 слабо сходятся в гильбертовом пространстве ℋ𝛼,

𝜇𝑡 → 𝜇∞ при 𝑡→ ∞. (2.32)

Предельная мера 𝜇∞ является гауссовой, трансляционно-инвариантной ме-
рой на ℋ𝛼. Характеристический функционал меры 𝜇∞ имеет вид 𝜇̂∞(Ψ) =

exp{−1

2
𝒬∞(Ψ, Ψ)}, Ψ ∈ 𝒮, где 𝒬∞ – квадратичная форма с матричным

ядром 𝑄∞(𝑥, 𝑦), определенным в (2.18).
(ii) Мера 𝜇∞ является стационарной, т.е. [𝑈(𝑡)]*𝜇∞ = 𝜇∞, 𝑡 ∈ R.
(iii) Поток 𝑈(𝑡) является перемешивающим относительно меры 𝜇∞, т.е.
для любых 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2(ℋ𝛼, 𝜇∞),

lim
𝑡→∞

∫︁
𝑓(𝑈(𝑡)𝑌 )𝑔(𝑌 )𝜇∞(𝑑𝑌 ) =

∫︁
𝑓(𝑌 )𝜇∞(𝑑𝑌 )

∫︁
𝑔(𝑌 )𝜇∞(𝑑𝑌 ).

В частности, поток 𝑈(𝑡) эргодичен относительно меры 𝜇∞.

Утверждение (i) Теоремы 2.10 вытекает из Лемм 2.2 и 2.3.

Лемма 2.2. Семейство мер {𝜇𝑡, 𝑡 ∈ R} слабо компактно в ℋ𝛼 с любым
𝛼 < −𝑑/2, и справедлива следующая оценка:

sup
𝑡∈R

E‖𝑈(𝑡)𝑌0‖2𝛼 <∞. (2.33)

Лемма 2.3. Для любых Ψ ∈ 𝒮 характеристические функционалы сходятся
к гауссовскому функционалу,

𝜇̂𝑡(Ψ) :=

∫︁
𝑒𝑖⟨𝑌,Ψ⟩𝜇𝑡(𝑑𝑌 ) → exp

{︁
− 1

2
𝒬∞(Ψ,Ψ)

}︁
, 𝑡→ ∞. (2.34)

Лемма 2.2 (Лемма 2.3) обеспечивает существование (соответственно, един-
ственность) предельной меры 𝜇∞. Эти леммы могут быть доказаны, используя
методы из работы [20]. Утверждение (ii) Теоремы 2.10 вытекает из сходимо-
сти (2.32), так как группа 𝑈(𝑡) непрерывна в ℋ𝛼 в силу Предложения 2.3.
Эргодичность и перемешивание предельных мер 𝜇∞ могут быть доказаны,
используя те же рассуждения, как в работе [19].
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3. Примеры начальных мер
Для простоты допустим, что 𝑢0, 𝑣0 ∈ R1, и построим гауссовы начальные

меры 𝜇0, удовлетворяющие условиям S1–S4. Если 𝑘 = 1 (см. условие S3), то
пример такой меры 𝜇0 был построен в [20]. Повторим это построение. Сначала
введем меры 𝜇𝑛, 𝑛 = 1,2, на ℋ𝛼 с помощью корреляционных функций 𝑞𝑖𝑗𝑛 (𝑥−𝑦),
которые равны нулю для 𝑖 ̸= 𝑗, и

𝑞𝑖𝑖𝑛 (𝜃) := 𝐹𝑧→𝜃[𝑞
𝑖𝑖
𝑛 (𝑧)] ∈ 𝐿1(T𝑑), 𝑞𝑖𝑖𝑛 (𝜃) ≥ 0, 𝑖 = 0,1. (3.1)

Тогда в силу теоремы Минлоса [32] существуют борелевские гауссовые меры
𝜇𝑛 на ℋ𝛼, 𝛼 < −𝑑/2, с корреляционными функциями 𝑞𝑖𝑗𝑛 (𝑥− 𝑦), поскольку∫︁

‖𝑌 ‖2𝛼𝜇𝑛(𝑑𝑌 ) =
∑︀
𝑥∈Z𝑑

(1 + |𝑥|2)𝛼tr (𝑞00𝑛 (0) + 𝑞11𝑛 (0))

= 𝐶(𝛼, 𝑑)

∫︁
T𝑑

tr (𝑞00𝑛 (𝜃) + 𝑞11𝑛 (𝜃)) 𝑑𝜃 <∞.

Введем (𝑌1, 𝑌2) как единичную случайную функцию на вероятностном про-
странстве (ℋ𝛼 ×ℋ𝛼, 𝜇1 × 𝜇2). Тогда 𝑌𝑛(𝑥), 𝑛 = 1,2, являются независимыми
гауссовыми векторами на ℋ𝛼. Кроме того, введем функции 𝜁𝑛 ∈ 𝐶(Z) следу-
ющим образом

𝜁1(𝑠) =

{︂
1, при 𝑠 < −𝑎,
0, при 𝑠 > 𝑎,

𝜁2(𝑠) =

{︂
1, при 𝑠 > 𝑎,
0, при 𝑠 < −𝑎, где 𝑎 > 0. (3.2)

Наконец, определим борелевскую вероятностную меру 𝜇0 как распределение
случайной функции 𝑌0(𝑥) = 𝜁1(𝑥1)𝑌1(𝑥) + 𝜁2(𝑥1)𝑌2(𝑥). Тогда корреляционные
функции меры 𝜇0 имеют вид

𝑄0(𝑥, 𝑦) = 𝑞1(𝑥− 𝑦)𝜁1(𝑥1)𝜁1(𝑦1) + 𝑞2(𝑥− 𝑦)𝜁2(𝑥1)𝜁2(𝑦1), (3.3)

где 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑑) = (𝑥1, 𝑥̃), 𝑦 = (𝑦1, 𝑦) ∈ Z𝑑, и 𝑞𝑛(𝑥− 𝑦) – корреляционные
матрицы мер 𝜇𝑛. Поэтому 𝑄0(𝑥, 𝑦) имеет вид 𝑄0(𝑥, 𝑦) = 𝑞0(𝑥1, 𝑦1, 𝑥̃− 𝑦), и

𝑞0(𝑦1 + 𝑧1, 𝑦1, 𝑧) =

{︂
𝑞1(𝑧), если 𝑦1 < −𝑎− |𝑧1|
𝑞2(𝑧), если 𝑦1 > 𝑎+ |𝑧1|

⃒⃒⃒⃒
𝑧 = (𝑧1, 𝑧) ∈ Z𝑑.

Следовательно, мера 𝜇0 удовлетворяет условиям S1 и S3. Допустим, допол-
нительно к (3.1), что

𝑞𝑖𝑖𝑛 (𝑧) = 0 при |𝑧| ≥ 𝑟0. (3.4)

Тогда условие S2 выполнено. Более того, условие S4 тоже выполнено с 𝜙(𝑟) =
0, 𝑟 ≥ 𝑟0. Оценки (3.1) и (3.4) справедливы, например, если мы возьмем
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𝑞𝑖𝑖𝑛 (𝑧) = 𝑓(𝑧1)𝑓(𝑧2) · · · · · 𝑓(𝑧𝑑), где

𝑓(𝑧) =

{︂
𝑁0 − |𝑧|, при |𝑧| ≤ 𝑁0,
0, при |𝑧| > 𝑁0

с 𝑁0 := [𝑟0/
√
𝑑],

(через [·] обозначается целая часть). Тогда 𝑓(𝜃) = (1 − cos𝑁0𝜃)/(1 − cos 𝜃),
𝜃 ∈ T1, и справедлива оценка (3.1).

Для любых 𝑘 ≥ 1 определим меру 𝜇0 следующим образом. Сначала
введем меры 𝜇n (n ∈ 𝒩 𝑘) на пространстве ℋ𝛼 с помощью корреляционных
функций 𝑞𝑖𝑗n (𝑥− 𝑦), которые равны нулю при 𝑖 ̸= 𝑗 и удовлетворяют оценкам
(3.1). Во-вторых, введем (𝑌n(𝑥))n∈𝒩 𝑘 как единичную случайную функцию
на вероятностном пространстве

(︁
(ℋ𝛼)2

𝑘

,
⨂︀

n∈𝒩 𝑘

𝜇n

)︁
. Тогда 𝑌n(𝑥), n ∈ 𝒩 𝑘, –

независимые гауссовые векторы в ℋ𝛼. Далее возьмем функции 𝜁n ∈ 𝐶(Z𝑘),
такие, что

𝜁n(𝑥̄) = 𝜁𝑛1
(𝑥1) · · · · · 𝜁𝑛𝑘

(𝑥𝑘), 𝑥̄ = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘), n = (𝑛1, . . . , 𝑛𝑘), 𝑛𝑗 ∈ {1,2},

где функции 𝜁𝑛 определены в (3.2). Наконец, определим борелевскую вероят-
ностную меру 𝜇0 как распределение случайной функции

𝑌0(𝑥) =
∑︁
n∈𝒩 𝑘

𝜁n(𝑥̄)𝑌n(𝑥), 𝑥 = (𝑥̄, 𝑥̃) ∈ Z𝑑, 𝑥̃ = (𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑑). (3.5)

Тогда корреляционные функции меры 𝜇0 имеют вид

𝑄0(𝑥, 𝑦) =
∑︁
n∈𝒩 𝑘

𝑞n(𝑥− 𝑦)𝜁n(𝑥̄)𝜁n(𝑦), (3.6)

где 𝑥 = (𝑥̄, 𝑥̃), 𝑦 = (𝑦, 𝑦) ∈ Z𝑑, и 𝑞n(𝑥− 𝑦) – корреляционные матрицы мер 𝜇n.
Поэтому 𝑄0(𝑥, 𝑦) = 𝑞0(𝑥̄, 𝑦, 𝑥̃− 𝑦), и для любого 𝑧 = (𝑧, 𝑧) ∈ Z𝑑

𝑞0(𝑦 + 𝑧, 𝑦, 𝑧) = 𝑞n(𝑧) при (−1)𝑛𝑗𝑦𝑗 > 𝑎+ |𝑧𝑗|, 𝑗 = 1, . . . , 𝑘.

Следовательно, мера 𝜇0 удовлетворяет условиям S1 и S3. Если 𝑞𝑖𝑖n(𝑧) = 0 при
|𝑧| ≥ 𝑟0, то условия S2 и S4 тоже выполнены.



– 18 –

4. Поток энергии
Применим Теорему 2.5 в случае, когда 𝜇n являются гиббсовскими мерами,

соответствующими положительным температурам 𝑇n, и выведем выражение
для предельной средней плотности потока энергии J∞ = (𝐽1

∞, ..., 𝐽
𝑑
∞). Кро-

ме того, при дополнительных условиях на матрицу взаимодействия 𝑉 мы
получим, что 𝐽 𝑙

∞ = 0 при 𝑙 = 𝑘 + 1, . . . , 𝑑, и 𝐽 𝑙
∞ удовлетворяет (1.2) при

𝑙 = 1, . . . , 𝑘.
Сначала выведем выражение для потока энергии в случае решений с

конечной энергией 𝑢(𝑥, 𝑡) (см. (2.4)). Для полупространства Ω𝑙 := {𝑥 ∈ Z𝑑 :
𝑥𝑙 ≥ 0} определим энергию в области Ω𝑙 (ср. (2.4)) как

ℰ𝑙(𝑡) :=
1

2

∑︁
𝑥∈Ω𝑙

{︁
|𝑢̇(𝑥, 𝑡)|2 +

∑︁
𝑦∈Z𝑑

(︁
𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑉 (𝑥− 𝑦)𝑢(𝑦, 𝑡)

)︁}︁
.

Введем новые переменные: 𝑥 = 𝑥′+𝑚𝑒𝑙, 𝑦 = 𝑦′+𝑝𝑒𝑙, где 𝑥′, 𝑦′ ∈ Z𝑑 с 𝑥′𝑙 = 𝑦′𝑙 = 0,
𝑒𝑙 = (𝛿𝑙1, . . . , 𝛿𝑙𝑑), 𝑙 = 1, . . . , 𝑑. Применяя уравнения (2.1), получим

ℰ̇𝑙(𝑡) =
∑︁
𝑥′

𝐽 𝑙(𝑥′, 𝑡).

Здесь 𝐽 𝑙(𝑥′, 𝑡) обозначает плотность потока энергии в направлении 𝑒𝑙:

𝐽 𝑙(𝑥′, 𝑡) : =
1

2

∑︁
𝑦′

{︁ ∑︁
𝑚≤−1, 𝑝≥0

(︁
𝑢̇(𝑥′ +𝑚𝑒𝑙, 𝑡), 𝑉 (𝑥′+𝑚𝑒𝑙−𝑦′−𝑝𝑒𝑙)𝑢(𝑦′+𝑝𝑒𝑙, 𝑡)

)︁
−

∑︁
𝑚≥0, 𝑝≤−1

(︁
𝑢̇(𝑥′+𝑚𝑒𝑙, 𝑡), 𝑉 (𝑥′+𝑚𝑒𝑙−𝑦′−𝑝𝑒𝑙)𝑢(𝑦′+𝑝𝑒𝑙, 𝑡)

)︁}︁
,

где 𝑥′, 𝑦′ ∈ Z𝑑 с 𝑥′𝑙 = 𝑦′𝑙 = 0. Теперь пусть 𝑢(𝑥, 𝑡) – случайное решение
уравнения (2.1) с начальной мерой 𝜇0, удовлетворяющей условиям S1–S3. Из
сходимости (1.1) вытекает, что

E
(︀
𝐽 𝑙(𝑥′, 𝑡)

)︀
→ 𝐽 𝑙

∞ := −1

2

∑︁
𝑧∈Z𝑑

𝑧𝑙 tr
[︁
𝑞10∞(𝑧)𝑉 𝑇 (𝑧)

]︁
при 𝑡→ ∞.

Применяя преобразование Фурье и равенство 𝑉 *(𝜃) = 𝑉 (𝜃), получим

𝐽 𝑙
∞ = −(2𝜋)−𝑑

2
tr

∫︁
T𝑑

𝑖 𝑞10∞(𝜃)𝜕𝜃𝑙𝑉 (𝜃) 𝑑𝜃, 𝑙 = 1, . . . , 𝑑, (4.1)

где 𝑞10∞(𝜃) выражается через 𝑞n(𝜃), см. (2.19)–(2.22).
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4.1. Гиббсовские меры. Формально гиббсовские меры 𝑔𝛽 определяются
следующим образом:

𝑔𝛽(𝑑𝑢0, 𝑑𝑣0) =
1

𝑍
𝑒−𝛽𝐻(𝑢0,𝑣0)

∏︁
𝑥∈Z𝑑

𝑑𝑢0(𝑥)𝑑𝑣0(𝑥),

где 𝑍 – нормирующий множитель, 𝐻 – гамильтониан, введенный в (2.4),
𝛽 = 𝑇−1, а 𝑇 > 0 – соответствующая температура. Введем гиббсовские
меры 𝑔𝛽 как гауссовы меры с корреляционными матрицами, определенными с
помощью преобразования Фурье

𝑞00𝛽 (𝜃) = 𝑇𝑉 −1(𝜃), 𝑞11𝛽 (𝜃) = 𝑇𝐼, 𝑞01𝛽 (𝜃) = 𝑞10𝛽 (𝜃) = 0. (4.2)

Пусть ℓ2𝛼 обозначает банахово пространство векторнозначных функций 𝑢(𝑥) ∈
R𝑛 с конечной нормой ‖𝑢‖2𝛼 ≡

∑︀
𝑥∈Z𝑑

(1 + |𝑥|2)𝛼|𝑢(𝑥)|2 <∞.

Зафиксируем 𝛼 < −𝑑/2. Введем гауссовы борелевские вероятностные ме-
ры 𝑔0𝛽(𝑑𝑢), 𝑔1𝛽(𝑑𝑣) в пространствах ℓ2𝛼 с характеристическими функционалами

𝑔0𝛽(𝜓) =

∫︁
exp{𝑖⟨𝑢, 𝜓⟩} 𝑔0𝛽(𝑑𝑢) = exp

{︁
− ⟨𝒱−1𝜓, 𝜓⟩

2𝛽

}︁
𝑔1𝛽(𝜓) =

∫︁
exp{𝑖⟨𝑣, 𝜓⟩} 𝑔1𝛽(𝑑𝑣) = exp

{︁
− ⟨𝜓, 𝜓⟩

2𝛽

}︁
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒𝜓 ∈ 𝑆 ≡ 𝑆(Z𝑑)⊗R𝑛.

В силу теоремы Минлоса [32] борелевские вероятностные меры 𝑔0𝛽, 𝑔
1
𝛽 суще-

ствуют на пространстве ℓ2𝛼, потому что формально∫︁
‖𝑢‖2𝛼 𝑔0𝛽(𝑑𝑢) =

∑︁
𝑥∈Z𝑑

(1+|𝑥|2)𝛼
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁
𝑢𝑖(𝑥)𝑢𝑖(𝑥) 𝑔0𝛽(𝑑𝑢)

=
∑︀
𝑥∈Z𝑑

(1+|𝑥|2)𝛼 tr 𝑞00𝛽 (0) <∞,

так как 𝛼 < −𝑑/2 и в силу (4.2)

tr 𝑞00𝛽 (0) = (2𝜋)−𝑑

∫︁
T𝑑

tr 𝑞00𝛽 (𝜃) 𝑑𝜃 = 𝑇 (2𝜋)−𝑑

∫︁
T𝑑

tr 𝑉 −1(𝜃) 𝑑𝜃 <∞.

Последняя оценка очевидна, если 𝒞0 = ∅. Если 𝒞0 ̸= ∅, то она вытекает из
условия E6. Аналогично,∫︁

‖𝑣‖2𝛼 𝑔1𝛽(𝑑𝑣) =
∑︁
𝑥∈Z𝑑

(1 + |𝑥|2)𝛼 tr 𝑞11𝛽 (0) = 𝐶 𝑇 𝑛 <∞, 𝛼 < −𝑑/2.
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Наконец, определим гиббсовские меры 𝑔𝛽(𝑑𝑌 ) как борелевские вероятностные
меры 𝑔0𝛽(𝑑𝑢) × 𝑔1𝛽(𝑑𝑣) на пространстве {𝑌 ∈ ℋ𝛼 : 𝑌 = (𝑢, 𝑣)}.

Пусть 𝑔0 – борелевская вероятностная мера на пространстве ℋ𝛼, за-
дающая распределение случайной функции 𝑌0, построенной в разделе 3 с
гиббсовскими мерами 𝜇n ≡ 𝑔𝛽n

(𝛽n = 1/𝑇n, 𝑇n > 0), которые имеют корреля-
ционные матрицы вида 𝑞n ≡ 𝑞𝛽n

, где матрица 𝑞𝛽 определена в (4.2). Обозначим
через 𝑔𝑡 распределение решения 𝑈(𝑡)𝑌0, 𝑡 ∈ R. Предположим, дополнительно,
что 𝒞0 = ∅, т.е. (ср. с условием E6)

det𝑉 (𝜃) ̸= 0, ∀𝜃 ∈ T𝑑. (4.3)

Заметим, что в случае гиббсовских мер 𝜇n ≡ 𝑔𝛽n
условие E5’ выполнено (см.

Замечание 2.6 (iv)). Действительно, в силу (4.2) имеем

𝑝00𝜎𝜎′(𝜃) := Π𝜎(𝜃)𝑞00n (𝜃)Π𝜎′(𝜃) = 𝑇n𝜔
−2
𝜎 (𝜃)𝐼𝛿𝜎𝜎′, 𝜎, 𝜎′ = 1, . . . , 𝑠,

𝑝11𝜎𝜎′(𝜃) := Π𝜎(𝜃)𝑞11n (𝜃)Π𝜎′(𝜃) = 𝑇n 𝐼𝛿𝜎𝜎′,

где 𝑝𝑖𝑗𝜎𝜎′(𝜃) ≡ Π𝜎(𝜃)𝑞𝑖𝑗n (𝜃)Π𝜎′(𝜃) = 0 при 𝑖 ≠ 𝑗. Следующая теорема может быть
доказана аналогично теореме 4.1 из работы [20].

Теорема 4.1. Пусть 𝛼 < −𝑑/2 и выполнены условия E1–E4 и (4.3). Тогда
существует гауссова борелевская мера 𝑔∞ на ℋ𝛼, такая, что

𝑔𝑡
ℋ𝛼

−⇁𝑔∞, 𝑡→ ∞. (4.4)

4.2. Предельная ковариация и поток энергии в случае гиббсовских
мер. Перепишем предельную ковариацию 𝑞∞(𝜃) и предельный поток энергии
J∞, определённый в (4.1), в случае, когда 𝜇n = 𝑔𝛽n

– гиббсовские меры.
Сначала применим (2.22) и получим

𝐿+
1 (𝑞n(𝜃)) = 𝑇n

(︂
𝑉 (𝜃)−1 0

0 𝐼

)︂
, 𝐿−

2 (𝑞n(𝜃)) = 𝑇n

(︂
0 Ω(𝜃)−1

−Ω(𝜃)−1 0

)︂
.

Следовательно,

𝑞11∞(𝜃) = 𝑉 (𝜃)𝑞00∞(𝜃) =
𝑠∑︁

𝜎=1

Π𝜎(𝜃)
1

2𝑘

∑︁
n∈𝒩 𝑘

𝑇n
[︀
1 + 𝑆even

𝑘,n (𝜔𝜎(𝜃))
]︀
,

𝑞10∞(𝜃) = −𝑞01∞(𝜃) = −𝑖
𝑠∑︁

𝜎=1

Π𝜎(𝜃)𝜔−1
𝜎 (𝜃)

1

2𝑘

∑︁
n∈𝒩 𝑘

𝑇n𝑆
odd
𝑘,n (𝜔𝜎(𝜃)),

(4.5)
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где функции 𝑆even
𝑘,n (𝜔𝜎) и 𝑆odd

𝑘,n (𝜔𝜎) определены в (2.21). Подставим 𝑞10∞(𝜃) из
(4.5) в правую часть (4.1) и, применяя (2.7), получим

𝐽 𝑙
∞ = − 1

2𝑘

∑︁
n∈𝒩 𝑘

𝑇n ·
(︁ ∑︁

odd𝑚∈{1,...,𝑘}

∑︁
(𝑝1,...,𝑝𝑚)∈𝒫𝑚(𝑘)

𝑐𝑙𝑝1...𝑝𝑚 (−1)𝑛𝑝1
+···+𝑛𝑝𝑚

)︁
, (4.6)

где 𝑙 = 1, . . . , 𝑑, а числа 𝑐𝑙𝑝1...𝑝𝑚 определяются следующим образом

𝑐𝑙𝑝1...𝑝𝑚 :=
1

(2𝜋)𝑑

𝑠∑︁
𝜎=1

∫︁
T𝑑

𝑟𝜎 sign

(︂
𝜕𝜔𝜎(𝜃)

𝜕𝜃𝑝1

)︂
· · · · · sign

(︂
𝜕𝜔𝜎(𝜃)

𝜕𝜃𝑝𝑚

)︂
𝜕𝜔𝜎(𝜃)

𝜕𝜃𝑙
𝑑𝜃. (4.7)

Замечание 4.2. При дополнительных условиях симметрии на матрицу взаи-
модействия 𝑉 формулы (4.6) и (4.7) могут быть записаны проще. А именно,
допустим, что либо (a) каждое собственное значение 𝜔𝜎(𝜃) четно по каждой пе-
ременной 𝜃𝑘+1, . . . , 𝜃𝑑, а если 𝑘 ≥ 2, то каждое 𝜔𝜎(𝜃) четно по 𝑘−1 переменным
из {𝜃1, . . . , 𝜃𝑘}; либо (b) каждое 𝜔𝜎(𝜃) четно по каждой переменной 𝜃1, . . . , 𝜃𝑘;

либо (c) для каждого 𝑝 = 1, . . . , 𝑘 функции sgn
(︁𝜕𝜔𝜎(𝜃)

𝜕𝜃𝑝

)︁
зависят только от

переменной 𝜃𝑝, а если 𝑘 ≥ 3, то каждое 𝜔𝜎(𝜃) четно по 𝑘 − 1 переменным из
{𝜃1, . . . , 𝜃𝑘}. Например, условия (a), (b) и (c) выполнены для кристалла со
взаимодействием в соседних точках, см. (2.10). При этих ограничениях на 𝜔𝜎

числа 𝑐𝑙𝑝1...𝑝𝑚 из формулы (4.7) равны нулю, за исключением случая, когда
𝑚 = 1 и 𝑙 = 𝑝1 ∈ {1, . . . , 𝑘}. Обозначим

𝑐𝑙 ≡ 𝑐𝑙𝑙 =
1

(2𝜋)𝑑

𝑠∑︁
𝜎=1

∫︁
T𝑑

𝑟𝜎

⃒⃒⃒𝜕𝜔𝜎

𝜕𝜃𝑙
(𝜃)

⃒⃒⃒
𝑑𝜃 > 0, 𝑙 = 1, . . . , 𝑘. (4.8)

Тогда

𝐽 𝑙
∞ =

{︃
−𝑐𝑙

1

2𝑘

∑︁′ (︁
𝑇n

⃒⃒
𝑛𝑙=2

− 𝑇n
⃒⃒
𝑛𝑙=1

)︁
, 𝑙 = 1, . . . , 𝑘,

0, 𝑙 = 𝑘 + 1, . . . , 𝑑,
(4.9)

где суммирование
∑︀′ берется по 𝑛1, . . . , 𝑛𝑙−1, 𝑛𝑙+1, . . . , 𝑛𝑘 ∈ {1,2}. В частности,

если 𝑘 = 1, то предельная плотность потока энергии равна

J∞ = −1

2

(︁
𝑐1 (𝑇2 − 𝑇1) ,0, . . . ,0

)︁
, 𝑐1 > 0. (4.10)

В этом случае наша модель может быть рассмотрена как “система + 2 резервуа-
ра”, где под “резервуарами” мы понимаем “левую ” и “правую” части кристалла,
состоящие из частиц с положением 𝑥1 ≤ −𝑎 и 𝑥1 ≥ 𝑎 соответственно (ср. [44]),
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а под “системой” – остальную (“среднюю”) часть. Предполагается, что при
𝑡 = 0 резервуары находятся в термодинамическом равновесии с температу-
рами 𝑇1 и 𝑇2. Следовательно, формула (4.10) соответствует Второму закону
термодинамики (см., например, [7], [44]), т.е. тепло передается от “горячего”
резервуара к “холодному”.

В случае когда 𝑘 = 2, наша модель может быть рассмотрена как “система
+ 4 резервуара”, где резервуары состоят из частиц с {𝑥1, 𝑥2 ≤ −𝑎}, {𝑥1 ≤
−𝑎, 𝑥2 ≥ 𝑎}, {𝑥1 ≥ 𝑎, 𝑥2 ≤ −𝑎} или {𝑥1, 𝑥2 ≥ 𝑎}. Начальные состояния
резервуаров – это гиббсовские меры с соответствующими температурами 𝑇11,
𝑇12, 𝑇21 и 𝑇22. Формула (4.9) принимает вид

J∞ = −1

4

(︁
𝑐1 (𝑇21 − 𝑇11 + 𝑇22 − 𝑇12) , 𝑐2 (𝑇12 − 𝑇11 + 𝑇22 − 𝑇21) ,0, . . . ,0

)︁
с константами 𝑐1, 𝑐2 > 0. Для любых 𝑘 ∈ [1, 𝑑] изучаемая модель может быть
представлена как “система + 2𝑘 резервуаров”, причем при 𝑡 = 0 резервуары
находятся в тепловом равновесии с температурами 𝑇n, n ∈ 𝒩 𝑘.

Замечание 4.3. В работе [22] рассматривалась 1D цепочка гармонических
осцилляторов на полупрямой с ненулевым граничным условием и изучалась
следующая смешанная задача:⎧⎨⎩ 𝑢̈(𝑥, 𝑡) = (∆𝐿 −𝑚2)𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑥 ∈ N, 𝑡 > 0,

𝑢̈(0, 𝑡) = −𝜅𝑢(0, 𝑡) −𝑚2𝑢(0, 𝑡) − 𝛾𝑢̇(0, 𝑡) + 𝑢(1, 𝑡) − 𝑢(0, 𝑡), 𝑡 > 0,
𝑢(𝑥,0) = 𝑢0(𝑥), 𝑢̇(𝑥,0) = 𝑣0(𝑥), 𝑥 ≥ 0.

(4.11)

Здесь 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ R, 𝑚 ≥ 0, 𝛾 ≥ 0, ∆𝐿 обозначает вторую производную на Z.
На коэффициенты 𝑚,𝜅, 𝛾 системы накладываются следующие ограничения.
Предположим, что если 𝛾 > 0, то 𝑚 > 0 или 𝜅 > 0. Если 𝛾 = 0, то 𝜅 ∈
(0,2). Дополнительно, если 𝛾 ∈ (0,1) и 𝑚 = 0, то 𝜅 ̸= 2(1 − 𝛾2), а если
𝛾 ∈ (0, (

√
4 +𝑚2 − 𝑚)/2] и 𝑚 ̸= 0, то 𝜅 ≠ 1 − 𝛾2 ±

√︀
(1 − 𝛾2)2 −𝑚2𝛾2. В

работе [22] мы получили результаты, аналогичные (1.1) и (1.3). Более того,
для модели (4.11) предельный поток в начале координат равен

J∞ := −𝛾 lim
𝑡→∞

E (𝑢̇(0, 𝑡))2 .

Следовательно, в случае, когда 𝛾 > 0, получаем J∞ ̸= 0 при условии, что∫︀
(𝑌 1(0))2 𝜇∞(𝑑𝑌 ) ̸= 0 (предельные меры 𝜇∞, удовлетворяющие последнему

условию, были построены в [22]).
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