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1 Введение
Ортогональные многочлены дискретной переменной имеют множество
приложений. Одно из самых известных относится к теории представ-
лений групп трехмерных вращений [12] и основано на глубокой свя-
зи между классическими многочленами, ортогональными относительно
дискретных и непрерывных мер. Аналогия между этими многочленами
прекрасно отражена в монографии [17].

В настоящей работе изучаются многочлены совместной ортогональ-
ности относительно набора дискретных мер, обобщающих классические.
Исследование также использует аналогию с непрерывным случаем. По-
этому мы начнем изложение с описания некоторых свойств классических
многочленов, ортогональных относительно непрерывных мер.

1.1 Классические ортогональные многочлены
Классическими ортогональными многочленами называют многочлены
Якоби, Лагерра и Эрмита. Они образуют простой, но весьма востребо-
ванный класс специальных функций. Эти многочлены возникают при
решении широкого круга задач в квантовой механике, математической
физике, численных методах и теории аппроксимаций.

Классификация и доказательство основных свойств этих многочле-
нов основываются на уравнении Пирсона для веса ортогональности. По
определению [18], классические ортогональные многочлены— это много-
члены Pn степени n, ортогональные относительно положительного непре-
рывного веса ρ на интервале Sρ ⊂ R:∫

Sρ

Pn(x)xkρ(x)dx = 0, k = 0, . . . , n− 1, (1)

где ρ удовлетворяет дифференциальному уравнению Пирсона:

d

dx
[σ(x)ρ(x)] = τ(x)ρ(x), (2)

а σ и τ — многочлены степени deg σ 6 2 и deg τ = 1. С точностью до
тривиальных преобразований (сдвигов и растяжений) выделяются ров-
но три1 типа классических ортогональных многочленов, см. таблицу 1.

1Иногда к классическим ортогональным многочленам относят также многочлены Бесселя, ор-
тогональные относительно e−1/x на кардиоиде в C. Для целей настоящей работы достаточно рас-
сматривать ортогональность на подмножествах R.
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Для этих многочленов Pn имеется явное представление в виде формулы
Родрига:

Pn(x)ρ(x) = Cn
dn

dxn
[σn(x)ρ(x)], (3)

где Cn 6= 0 — нормировочная постоянная. Условие C1 в таблице 1 обес-
печивает положительность и интегрируемость веса ρ. Все нули Pn явля-
ются простыми и лежат на интервале Sρ.

Таблица 1: Классические ортогональные многочлены

Pn P α,β
n , Якоби Lαn, Лагерра Hn, Эрмита

ρ(x) (1 + x)α(1− x)β xαe−x e−x
2

Sρ (−1, 1) (0,∞) (−∞,∞)

σ(x) x2 − 1 x 1

τ(x) (α + β + 2)x− α + β −x+ α + 1 −2x

С1 α > −1, β > −1 α > −1 —

1.2 Многочлены совместной ортогональности
В ряде приложений, связанных с рациональными аппроксимациями, слу-
чайными матрицами, диофантовыми приближениями возникают много-
члены совместной ортогональности, см. [4, 8, 15, 16, 25]. Такие многочле-
ны определяются набором соотношений ортогональности относительно
нескольких весов.

Пусть ρ1, . . . , ρr — весовые функции, заданные на интервалах веще-
ственной оси Sρ1, . . . , Sρr . Многочленом совместной ортогональности на-
зывается многочлен Pn, такой, что Pn 6≡ 0, degPn 6 rn и выполнены
следующие соотношения ортогональности:∫

Sρj

Pn(x)xkρj(x)dx = 0, k = 0, . . . , n− 1, j = 1, . . . , r. (4)

Случай r = 1 соответствует обычной ортогональности (1).
Известны две конструкции, которые позволяют определить классиче-

ские многочлены совместной ортогональности. В первой конструкции [3]
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интервалы Sρj совпадают, т.е. Sρ1 = · · · = Sρr , а веса ρj удовлетворяют
уравнению Пирсона (2) с различными τ (j). Ограничения на степени σ и
τ (j) при этом сохраняются, т.е. deg σ 6 2 и deg τ (j) = 1.

Вторая конструкция [2, 5, 9], на которой мы остановимся подробнее
для случая r = 2, состоит в том, что весовые функции ρ1, ρ2 пропор-
циональны сужениям некоторой аналитической функции ρ на непересе-
кающиеся интервалы Sρ1, Sρ2, т.е. ρj := cjρ

∣∣
Sρj

, cj = const. При этом,
функция ρ удовлетворяет уравнению Пирсона (2), в котором σ и τ —
многочлены степени deg σ 6 3 и deg τ = 2. Такая конструкция при-
водит к многочленам Анжелеско—Якоби [1, 13], Якоби—Лагерра [22] и
Лагерра—Эрмита [23]. Основные характеристики этих многочленов при-
ведены в таблице 2. Условие MC1 (Multiple Continuous) обеспечивает
положительность и интегрируемость весов, а также Sρ1 ∩ Sρ2 = ∅. Из
ортогональности (4) сразу следует, что многочлен Pn имеет n простых
нулей на Sρj . Замечательное же свойство состоит в том, что для этих
многочленов также справедлива формула Родрига (3).

Таблица 2: Классические совместно ортогональные многочлены

Pn Анжелеско—Якоби Якоби—Лагерра Лагерра—Эрмита

ρ(x) (a+ x)αxβ(1− x)γ (a+ x)αxβe−x xβe−x
2

ρj(x) (a+ x)α|x|β(1− x)γ (a+ x)α|x|βe−x |x|βe−x2

Sρ1, Sρ2 (−a, 0), (0, 1) (−a, 0), (0,∞) (−∞, 0), (0,∞)

σ(x) (x+ a)x(x− 1) (x+ a)x x

τ(x)

(α + β + γ + 3)x2

+ [(β + γ + 2)a

− (α + β + 2)]x

− (β + 1)a

− x2

+ (α + β + 2− a)x

+ (β + 1)a

−2x2 + β + 1

MC1
α > −1, β > −1

γ > −1, a > 0

α > −1, β > −1

a > 0
β > −1
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1.3 Классические ортогональные многочлены
дискретной переменной

До сих пор мы обсуждали непрерывный случай. Перейдем теперь к орто-
гональности относительно дискретных мер. Пусть Sρ— дискретное мно-
жество на R (например, Sρ = Z+ или Sρ = {0, 1, . . . , N}), а функция ρ
принимает неотрицательные значения на Sρ. Поместим в каждую точку
x ∈ Sρ заряд равный ρ(x) и рассмотрим дискретную меру µ:

µ(y) =
∑
x∈Sρ

ρ(x)δ(y − x). (5)

Функцию ρ будем называть дискретным весом меры µ.
Рассмотрим последовательность многочленов Pn степени n, ортого-

нальных относительно меры µ:∫
Pn(x)xkdµ(x) =

∑
x∈Sρ

Pn(x)xkρ(x) = 0, k = 0, . . . , n− 1. (6)

Пусть ∆f и ∇f — соответственно правая и левая разности функции
f , т.е. (∆f)(x) := f(x+1)−f(x), (∇f)(x) := f(x)−f(x−1). Рассмотрим
разностное уравнение Пирсона:

∆[σ(x)ρ(x)] = τ(x)ρ(x), (7)

где, как и ранее, σ и τ — многочлены степени deg σ 6 2 и deg τ = 1.
С точностью до тривиальных преобразований для регулярных реше-
ток существует (см. [17]) четыре класса классических ортогональных
многочленов дискретной переменной: многочлены Шарлье и Мейксне-
ра ортогональны на Z+, многочлены Кравчука и Хана ортогональны на
{0, 1, . . . , N}. Для всех этих многочленов справедлива формула Родрига:

Pn(x)ρ(x) = Cn∇nρn(x), (8)

где снова Cn— это некоторая нормировочная постоянная, а ρn — сме-
щенный вес, см. таблицу 3. Для многочленов Кравчука и Хана пред-
полагается, что n 6 N . Условие D1 обеспечивает положительность и
конечность моментов меры µ из (5). Из соотношений ортогональности
сразу следует, что все нули Pn простые и лежат в выпуклой оболочке
Sρ. Между двумя соседними узлами решетки Sρ расположено не более
одного нуля Pn.
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Таблица 3: Классические ортогональные многочлены дискретной пере-
менной

Pn Шарлье Мейкснера Кравчука Хана

ρ(x) bx

Γ(x+1)
bxΓ(x+α)
Γ(x+1)

bx

Γ(x+1)Γ(N−x+1)
Γ(x+α)Γ(N−x+β)
Γ(x+1)Γ(N−x+1)

Sρ Z+ Z+ 0, 1, . . . , N 0, 1, . . . , N

ρm(x) bx

Γ(x+1)
bxΓ(x+α+m)

Γ(x+1)
bx

Γ(x+1)Γ(N−m−x+1)
Γ(x+α+m)Γ(N−x+β)
Γ(x+1)Γ(N−m−x+1)

ρm+1(x)
ρm(x) 1 x+ α +m N −m− x

(x+ α +m)

× (N −m− x)
ρm+1(x−1)
ρm(x)

x
b

x
b

x
b x(N − x+ β)

D1 b > 0
b ∈ (0, 1)

α > 0
b > 0

α > 0

β > 0

D2 b 6= 0
|b| ∈ (0, 1)

α /∈ −Sρ
b 6= 0

b 6= −1

α + β /∈ Z
α, β /∈ −Sρ

1.4 Многочлены совместной дискретной
ортогональности

В работе [7] для дискретных мер была реализована первая из описанных
выше конструкций («разные веса на общем носителе») построения клас-
сических совместно ортогональных многочленов. Аналогично непрерыв-
ному случаю в [7] рассматривались дискретные меры с общим носителем,
удовлетворяющие разностному уравнению Пирсона (7) с многочленами
σ и τ (j) степеней deg σ 6 2 и deg τ (j) = 1.

Для реализации второй конструкции («один вес на разных носите-
лях») в дискретном случае необходимо рассматривать наборы решеток,
сдвинутых относительно друг друга на нецелые величины. По-видимому,
первым такое наблюдение сделал В.Н. Сорокин в работе [26], где рассмат-
ривались различные обобщения многочленов Мейкснера. Целью насто-
ящей работы является реализация этого подхода в более общем случае.
Отметим еще недавние работы [10, 11, 21], в которых исследуются свой-
ства ортогональных (r = 1) многочленов относительно произведений
классических весов на объединении решеток со сдвигами.

Начнем со следующего наблюдения. Заметим, что формула Родрига
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(8) определяет ортогональный многочлен Pn степени n при достаточно
общих условиях, когда параметры α, β, b могут принимать и комплекс-
ные значения.

Предложение 1. Если параметры функции ρ из таблицы 3 удовлетво-
ряют условию D2, то многочлен Pn, определяемый формулой (8), име-
ет степень n и удовлетворяет соотношениям ортогональности (6)
относительно (вообще говоря, комплекснозначной) меры µ из (5).

Для того, чтобы сформулировать подобное утверждение в случае сов-
местной ортогональности, нам понадобится аналог условия D2, которое
мы обозначим MD2 (Multiple Discrete).

Пусть ρ(1) . . . , ρ(r) — набор классических дискретных весов с услови-
ями D2 на параметры. Введем некоторые обозначения. Обозначим че-
рез rC , rM , rK , rH соответственно количество весов Шарлье, Мейкснера,
Кравчука и Хана в этом наборе, т.е. rC + rM + rK + rH = r. Каждому ве-
су соответствует свой набор параметров. С целью унификации каждому
весу ρ(j) поставим в соответствие четверку параметров αj, βj, bj, Nj по
следующему правилу. Весу Хана соответствует параметр bj = 1, а всем
остальным весам— параметры βj = 0. Для весов Шарлье и Кравчука
выполнено αj = 0, а для весов Шарлье и Мейкснера — Nj = +∞. Пусть
B :=

∏r
j=1 bj и N := minj{Nj}.

Условие MD2 на набор ρ(1) . . . , ρ(r) состоит в следующем:

0) B 6= 0, а параметры αj для весов Мейкснера и параметры αj, βj для
весов Хана удовлетворяют условию D2;

1) rC = 0, rM > 0 ⇒ |B| < 1;

2) rK = r ⇒ B 6= (−1)r;

3) rH > 0 ⇒ rK = r − 1, B = (−1)r−1.

В частности, при условии MD2 набор ρ(1) . . . , ρ(r) не может содержать
более одного веса Хана. Если такой вес есть, то все остальные веса яв-
ляются весами Кравчука.

Теперь мы готовы сформулировать основной результат.

Теорема 2. Пусть ρ(1) . . . , ρ(r) — набор дискретных весов, удовлетво-
ряющий условию MD2. Пусть γ1, . . . , γr — набор вещественных чисел,
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такой, что γj − γk /∈ Z, /∈ αj + Z, /∈ βk + Z при j 6= k. Положим

R(x) :=
r∏
j=1

ρ(j)(x− γj), Rn(x) :=
r∏
j=1

ρ(j)
n (x− γj). (9)

Тогда при n 6 N формула Родрига

Pn(x)R(x) = ∇nRn(x) (10)

определяет многочлен Pn степени rn, удовлетворяющий следующим
соотношениям ортогональности:∑

x∈γj+Sρ(j)

Pn(x)xkR(x) = 0, k = 0, . . . , n− 1, j = 1, . . . , r. (11)

Таким образом, в условиях теоремы 2, формула Родрига (10) опреде-
ляет многочлен Pn, который является многочленом совместной ортого-
нальности:∫

Pn(x)xkdµj(x) = 0, k = 0, . . . , n− 1, j = 1, . . . , r. (12)

относительно r дискретных (вообще говоря, комплекснозначных) мер

µj(y) =
∑

x∈γj+Sρ(j)

R(x)δ(y − x). (13)

с попарно непересекающимися носителями suppµj = γj + Sρ(j) и общей
аналитической весовой функцией R.

Отметим, что весовая функция R удовлетворяет разностному урав-
нению Пирсона:

∆[σ(x)R(x)] = τ(x)R(x), (14)

где σ и τ — многочлены степени deg σ 6 r + 1 и deg τ = r.
В главе 2 мы докажем предложение 1 и теорему 2. В главе 3 для

случая r = 2 мы обсудим условия MD1, аналогичные условиям D1. То
есть рассмотрим условия, при которых меры µj положительны. При этом
введем несколько новых классов многочленов совместной дискретной ор-
тогональности относительно произведений классических весов.
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2 Доказательство основного результата

2.1 Доказательство предложения 1
Предложение 1 является частным случаем теоремы 2. Мы приведем
здесь его краткое доказательство. Нам понадобится простая лемма.

Лемма 3. Пусть q1, q2, p— многочлены с единичными старшими ко-
эффициентами:

qj(x) = xr+1 + ajx
r + . . . , j = 1, 2; p(x) = xm + . . . ,

тогда

q1(x)p(x)− q2(x)p(x− 1) = (a1 − a2 +m)xr+m + . . . ,

где под многоточием понимаются слагаемые меньших степеней.

Мы будем использовать формулу суммирования по частям:
N∑
x=0

g(x− 1)∇f(x) = g(N)f(N)− g(−1)f(−1)−
N∑
x=0

f(x)∇g(x),

а также следующие обозначения (см. таблицу 3):

um(x) :=
ρm+1(x)

ρm(x)
, vm(x) :=

ρm+1(x− 1)

ρm(x)
.

Лемма 4. Пусть ρ(x) — один из классических весов из таблицы 3,
для которого выполнено условие D2. Тогда при всех m = 0, 1, . . . , n и
n = 0, 1, . . . , N равенство

ρn−m(x)P (n)
m (x) = ∇mρn(x), (15)

задает многочлен P (n)
m степени m, ортогональный с весом ρn−m на Sρ.

Доказательство. Индукция по m. Если m = 0, то равенство (15), оче-
видно, задает многочлен нулевой степени P (n)

0 ≡ 1, для которого набор
соотношений ортогональности пуст.

Пусть при m > 1 известно, что P (n)
m−1 является многочленом степе-

ни m− 1, таким, что∑
x∈Sρ

P
(n)
m−1(x)xkρn−m(x) = 0, k = 0, . . .m− 2. (16)
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Тогда P (n)
m выражается через P (n)

m−1:

ρn−m(x)P (n)
m (x) = ∇mρn(x) = ∇[P

(n)
m−1(x)ρn−m+1(x)]. (17)

Вначале проверим, что P
(n)
m является многочленом степени m. Из

соотношения выше следует, что

P (n)
m (x) = un−m(x)P

(n)
m−1(x)− vn−m(x)P

(n)
m−1(x− 1). (18)

Как видно из таблицы 3 во всех случаях, кроме случая многочленов
Хана, функции u и v являются линейными. При выполнении условия D2
сокращения старшего коэффициента не происходит, а значит, в левой
части получаются многочлены степени m.

В случае же многочленов Хана многочлены um(x) и vm(x) имеют
степень 2 и равные старшие коэффициенты, т.е. их разность линейна:

vm(x)− um(x) = (β + α + 2m)x+ (α +m)(m−N).

Поэтому вклады от их старшиx коэффициентов сокращаются независи-
мо от параметров:

[xm+1]P (n)
m (x) = [xm+1]

(
un−m(x)P

(n)
m−1(x)− vn−m(x)P

(n)
m−1(x− 1)

)
= 0.

Следующий же коэффициент может быть найден по лемме 3:

[xm]P (n)
m (x) = [xm]

(
un−m(x)P

(n)
m−1(x)− vn−m(x)P

(n)
m−1(x− 1)

)
= −

(
β + α + 2(n−m)− (m− 1)

)
· [xm−1]P

(n)
m−1(x).

Он не сокращается при выполнении условия D2 из таблицы 3. Стало
быть, правая часть (18) и в этом случае есть многочлен степени m.

Теперь проверим, что P (n)
m удовлетворяет необходимым соотношени-

ям ортогональности. Пусть k 6 m − 1, а Sρ = {0, 1, . . . , N}, где N ∈
N ∪ {∞}. Тогда

N∑
x=0

P (n)
m (x)xkρn−m(x) =

N∑
x=0

xk∇[P
(n)
m−1(x)ρn−m+1(x)]

= (x+ 1)kP
(n)
m−1(x)ρn−m+1(x)

∣∣∣N
x=−1

−
N∑
x=0

P
(n)
m−1(x)ρn−m+1(x)∇(x+ 1)k.

(19)
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По предположению индукции последняя сумма равна нулю. Кроме того,
ρn−m+1(−1) = ρn−m+1(N) = 0 при m 6 n, т.к. функция 1/Γ(x) име-
ет нули в целых неположительных точках. Причем для весов Шарлье
и Мейкснера, которым соответствует N = ∞, условие D2 обеспечивает
cверхполиномиальную скорость затухания веса ρn−m+1(x) при x → ∞.
Таким образом, внеинтегральные слагаемые также равны нулю. Шаг ин-
дукции осуществлен, лемма доказана.

Предложение 1 вытекает из данной леммы при m = n, т.к. ρ = ρ0.

2.2 Доказательство теоремы 2
Теорема 2 является частным случаем (m = n, R = R0) леммы ниже.

Лемма 5. В условиях теоремы 2 при n 6 N и m ∈ {0, . . . , n} равенство

Rn−m(x)P (n)
m (x) = ∇mRn(x) (20)

задает многочлен P
(n)
m степени rm, удовлетворяющий соотношениям

совместной ортогональности с весом Rn−m на множествах γj + Sρ(j):∑
x∈γj+Sρ(j)

P (n)
m (x)xkRn−m(x) = 0, k = 0, . . . ,m− 1, j = 1, . . . , r.

Доказательство. Проведем доказательство индукцией по m. Как и в
случае ортогональности с одним весом, при m = 0 равенству (20) удо-
влетворяет только многочлен нулевой степени P (n)

0 ≡ 1. Заметим, что

Rn−m(x)P (n)
m (x) = ∇mRn(x) = ∇[P

(n)
m−1(x)Rn−m+1(x)]. (21)

Пусть для m ∈ {1, . . . , n} уже доказано, что P (n)
m−1 есть многочлен

степени r(m− 1), удовлетворяющий совместным ортогональностям∑
x∈γj+Sρ(j)

P
(n)
m−1(x)xkRn−m+1(x) = 0, k = 0, . . . ,m− 2, j = 1, . . . , r.
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Проверим, что P (n)
m есть многочлен степени rm. Имеем

P (n)
m (x) =

Rn−m+1(x)

Rn−m(x)
P

(n)
m−1(x)− Rn−m+1(x− 1)

Rn−m(x)
P

(n)
m−1(x− 1)

=
r∏
j=1

ρ
(j)
n−m+1(x− γj)
ρ

(j)
n−m(x− γj)

P
(n)
m−1(x)−

r∏
j=1

ρ
(j)
n−m+1(x− γj − 1)

ρ
(j)
n−m(x− γj)

P
(n)
m−1(x− 1)

=
r∏
j=1

u
(j)
n−m(x− γj) · P (n)

m−1(x)−
r∏
j=1

v
(j)
n−m(x− γj) · P (n)

m−1(x− 1).

Таким образом, справедливо представление:

P (n)
m (x) = Un−m(x) · P (n)

m−1(x)− Vn−m(x) · P (n)
m−1(x− 1), (22)

где

Um(x) :=
r∏
j=1

u(j)
m (x− γj), Vm(x) :=

r∏
j=1

v(j)
m (x− γj).

Так как Un−m и Vn−m— многочлены, то P (n)
m — многочлен. Определим

его степень.
Вначале рассмотрим случай rH = 0, т.е. когда в наборе ρ(1), . . . , ρ(r)

нет веса Хана. В этом случае все u(j) и v(j) линейны и degP
(n)
m 6 rm.

Докажем, что при условии MD2 выполняется равенство: degP
(n)
m = rm.

Если в наборе весов имеется вес Шарлье, то deg Vn−m = r > degUn−m.
Таким образом, если rC > 0, то degP

(n)
m = r + degP

(n)
m−1 = rm.

Если rC = 0, а rM > 0, то

[xr]Un−m = (−1)rK , [xr]Vn−m =
1

B
.

По условию MD2 в этом случае |B| < 1, т.е. старшие коэффициенты
Un−m и Vn−m различны и снова degP

(n)
m = rm.

Наконец, если rH = rC = rM = 0, т.е. rK = r, то

[xr]Un−m = (−1)r, [xr]Vn−m =
1

B
.

Снова по условию MD2 получаем degP
(n)
m = rm.

Теперь рассмотрим случай, когда rH > 0. По условию MD2 rH =
1, rK = r − 1, B = (−1)r−1. Будем считать, что весом Хана является
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последний вес ρ(r) в рассматриваемом наборе. Многочлены Un−m и Vn−m
имеют степень r + 1, но с равными старшими коэффициентами:

[xr+1]Un−m = (−1)r, [xr+1]Vn−m = − 1

B
.

Чтобы вычислить коэффициенты Un−m и Vn−m при xr, выпишем сами
эти многочлены:

Um(x) = (x− γr + α +m)
r∏
j=1

(Nj −m− x+ γj),

Vm(x) =
1

B
(Nr − x+ γr + β)

r∏
j=1

(x− γj).

По теореме Виета имеем

[xr]Um = (−1)r−1

(
r∑
j=1

Nj +
r∑
j=1

γj + γr − (r + 1)m− α

)
,

[xr]Vm =
1

B

(
r∑
j=1

γj + γr +Nr + β

)
.

Снова по лемме 3 найдем коэффициент при xrm многочлена P (m)
n :

(−1)r−1[xrm]P (n)
m (x)

=

(
α + β + r + (r + 1)n− (2r + 1)m−

r−1∑
j=1

Nj

)
[xr(m−1)]P

(n)
m−1(x).

Таким образом, из условий MD2 получаем, что этот коэффициент отли-
чен от нуля, т.е. degP

(m)
n = rm.

Осталось проверить ортогональность. Это делается совершенно ана-
логично случаю r = 1. Условия на параметры сдвигов γj в теореме 2 га-
рантируют выполнение равенств Rn−m+1(−1 +γj) = Rn−m+1(N +γj) = 0
при m ∈ {1, . . . , n}, т.к. в этих точках знаменатели Rn−m+1 имеют полю-
сы, а числители— регулярны. Это обеспечивает равенство нулю внеин-
тегральных слагаемых при проведении шага индукции, см. (19).

При рассмотрении конкретных примеров многочленов совместной дис-
кретной ортогональности условия теоремы 2 на параметры сдвигов γj и
параметры αj, βj можно несколько ослабить. Перейдем к рассмотрению
конкретных примеров в случае r = 2 весов.
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3 Классификация многочленов совместной
дискретной ортогональности

Далее мы ограничимся рассмотрением случая r = 2. Будем изучать мно-
гочлены Pn степени 2n, удовлетворяющие соотношениям совместной ор-
тогональности относительно пары дискретных мер µ1 и µ2:∫

Pn(x)xkdµj(x) = 0, k = 0, . . . , n− 1, j = 1, 2. (23)

Обсудим все следствия теоремы 2, когда меры µ1 и µ2 положительны. В
зависимости от того, пересекаются или нет выпуклые оболочки носите-
лей этих мер (напомним, что suppµj = γj + Sρ(j)), выделим два случая:

• Случай I: conv(γ1 + Sρ(1)) ∩ conv(γ2 + Sρ(2)) 6= ∅;

• Случай II: conv(γ1 + Sρ(1)) ∩ conv(γ2 + Sρ(2)) = ∅.

3.1 Случай I
Многочлены Шарлье—Шарлье. Пусть B := b > 0, а γ1, γ2 — ве-
щественные числа такие, что 0 < |γ2 − γ1| < 1. Тогда функция

R(x) :=
bx

Γ(x− γ1 + 1)Γ(x− γ2 + 1)
(24)

есть произведение двух весов Шарлье на решетках со сдвигами γ1, γ2.
Она принимает положительные значения при x − γj ∈ Z+, j = 1, 2.
Определим пару дискретных мер:

µj(y) :=
∑

x∈γj+Z+

R(x)δ(y − x), j = 1, 2. (25)

Многочлен Шарлье—Шарлье — это многочлен Pn степени 2n, опре-
деляемый формулой:

Pn(x)R(x) = ∇nR(x). (26)

Многочлен Pn удовлетворяет 2n соотношениям ортогональности (23) от-
носительно мер µ1, µ2, определенных в (25).



16

Многочлены Шарлье—Мейкснера. Пусть b > 0 и α > 0, а γ1, γ2 ∈
R, причем 0 < |γ2− γ1| < 1 и γ2− γ1 < α. Следующая функция положи-
тельна при x > min(γ1, γ2):

R(α)(x) :=
bx Γ(x− γ2 + α)

Γ(x− γ1 + 1)Γ(x− γ2 + 1)
. (27)

На целочисленных решетках со сдвигами рассмотрим две дискретные
меры:

µj(y) :=
∑

x∈γj+Z+

R(α)(x)δ(y − x), j = 1, 2. (28)

Тогда многочлен Pn, определяемый формулой Родрига

Pn(x)R(α)(x) = ∇nR(α+n)(x), (29)

имеет степень 2n и удовлетворяет соотношениям ортогональности (23),
относительно мер (28). Такие многочлены Pn будем называть многочле-
нами Шарлье—Мейкснера.

Многочлены Мейкснера—Сорокина. Пусть b ∈ (0, 1), α1, α2 > 0,
а γ1, γ2 ∈ R, причем 0 < |γ2 − γ1| < 1 и γ1 − γ2 < α1, γ2 − γ1 < α2.
Рассмотрим следующую, положительную при x > min(γ1, γ2), функцию

R(α1,α2)(x) := bx
Γ(x− γ1 + α1)Γ(x− γ2 + α2)

Γ(x− γ1 + 1)Γ(x− γ2 + 1)
. (30)

Функция R(α1,α2) является произведением двух весов Мейкснера.
На каждой из решеток γj + Z+ рассмотрим меру µj:

µj(y) :=
∑

x∈γj+Z+

R(α1,α2)(x)δ(y − x), j = 1, 2. (31)

Тогда следующий многочлен Pn степени 2n:

Pn(x)R(α1,α2)(x) = ∇nR(α1+n,α2+n)(x) (32)

удовлетворяет соотношениям ортогональности (23), где меры µj опреде-
лены в (31). Такие многочлены Pn впервые появились в работе В.Н. Со-
рокина [26] и мы назовем их многочленами Мейкснера—Сорокина.
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Многочлены Кравчука—Кравчука. Пусть b > 0, а N1, N2 ∈ N и
γ1, γ2 ∈ R удовлетворяют одному из двух условий:

а) N1 = N2, 0 < |γ1 − γ2| < 1;

б) N1 = N2 − 1, 0 < γ1 − γ2 < 1.

Отметим, что, как и в предыдущих случаях, данные условия означают
перемежаемость узлов рассматриваемых решеток. В данном случае речь
идет о решетках γj +{0, 1, . . . , Nj}. Рассмотрим произведение двух весов
Кравчука:

RN1,N2
(x) :=

bx

Γ(x− γ1 + 1)Γ(N1 − x+ γ1 + 1)

× 1

Γ(x− γ2 + 1)Γ(N2 − x+ γ2 + 1)
. (33)

Определим две положительные дискретные меры:

µj(y) :=

Nj∑
x−γj=0

RN1,N2
(x)δ(y − x), j = 1, 2. (34)

При n ∈ Z+, n 6 N1 определим многочлен Pn степени 2n:

Pn(x)RN1,N2
(x) = ∇nRN1−n,N2−n(x). (35)

Тогда Pn удовлетворяет соотношениям ортогональности (23) относитель-
но мер µ1, µ2 из (34). Многочлен Pn (35) будем называть многочленом
Кравчука—Кравчука.

Многочлены Кравчука—Хана I. Пусть B := −1, а N1, N2 ∈ N и
α, β, γ1, γ2 ∈ R удовлетворяют одному из шести условий:

а) N1 = N2, 0 < |γ2 − γ1| < 1, а α > max{0, γ2 − γ1} < −β −N2;

б) N1 = N2, 0 < |γ1 − γ2| < 1, а β > max{0, γ1 − γ2} < −α−N2;

в) N1 = N2 − 1, 0 < γ1 − γ2 < 1, а α > 0 < −β −N2;

г) N1 = N2 − 1, 0 < γ1 − γ2 < 1, а β > 0 < −α−N2;

д) N1 = N2 + 1, 0 < γ2 − γ1 < 1, а α > γ2 − γ1 < −β −N2;
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е) N1 = N2 + 1, 0 < γ2 − γ1 < 1, а β > 1− (γ2 − γ1) < −α−N2.

Рассмотрим функцию G
(α,β)
N1,N2

:

G
(α,β)
N1,N2

(x) :=
1

Γ(x− γ1 + 1)Γ(N1 − x+ γ1 + 1)

× Γ(x− γ2 + α)Γ(N2 − x+ γ2 + β)

Γ(x− γ2 + 1)Γ(N2 − x+ γ2 + 1)
. (36)

Из каждого из условий а)—е) следует, что при x ∈ [γj, γj +Nj] знамена-
тель функции G(α,β)

N1,N2
положителен, а знак числителя чередуется таким

образом, что функция (−1)x−γjG
(α,β)
N1,N2

(x) является знакопостоянной на
решетке γj + {0, 1, . . . , Nj}, где j = 1, 2.

Рассмотрим две дискретные знакопостоянные меры:

µj(y) :=

Nj∑
x−γj=0

(−1)x−γjG
(α,β)
N1,N2

(x)δ(y − x), j = 1, 2. (37)

При n ∈ Z+, n 6 min{N1, N2} определим многочлен Кравчука—Хана I,
как многочлен Pn, удовлетворяющий соотношению

Pn(x)(−1)xG
(α,β)
N1,N2

(x) = ∇n
[
(−1)xG

(α+n,β+n)
N1−n,N2−n(x)

]
. (38)

Многочлен Pn имеет степень 2n и является многочленом совместной ор-
тогональности (23) относительно мер µ1, µ2 из (37).

Мы рассмотрели случай I, когда выпуклые оболочки носителей мер
µ1, µ2 пересекаются. Отметим, что во всех рассмотренных выше случа-
ях носители мер µ1, µ2 обладали свойством перемежаемости. Нетрудно
убедиться, что в случае I условие перемежаемости узлов двух решеток
является необходимым для того, чтобы рассматриваемые меры были зна-
копостоянными.

3.2 Случай II
Перейдем теперь к случаю, когда выпуклые оболочки носителей мер
µ1, µ2 не пересекаются.
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Многочлены Шарлье—Кравчука. Пусть B := −b, b > 0, N ∈ N,
γ1, γ2 ∈ R, γ1 − γ2 > N , γ1 − γ2 /∈ N. Пусть

GN(x) :=
1

Γ(x− γ1 + 1)Γ(x− γ2 + 1)Γ(N − x+ γ2 + 1)
. (39)

Рассмотрим две дискретные знакопостоянные меры:

µ1(y) :=
∞∑

x−γ1=0

(−b)x−γ1GN(x)δ(y − x),

µ2(y) :=
N∑

x−γ2=0

(−b)x−γ2GN(x)δ(y − x).

(40)

Заметим, что из неравенства γ1 − γ2 > N вытекает, что выпуклые обо-
лочки носителей мер µ1, µ2 не пересекаются.

При n ∈ Z+, n 6 N определим многочлен Pn степени 2n:

Pn(x)(−b)xGN(x) = ∇n [(−b)xGN−n(x)] . (41)

Тогда Pn удовлетворяет соотношениям совместной ортогональности (23)
относительно мер µ1, µ2 из (40). Многочлен Pn назовем многочленом
Шарлье—Кравчука.

МногочленыМейкснера—Кравчука строятся аналогично многочле-
нам Шарлье–Кравчука. Пусть b ∈ (0, 1), N ∈ N, α, γ1, γ2 ∈ R, α >
γ1 − γ2 > N , γ1 − γ2 /∈ N. Пусть

G
(α)
N (x) :=

Γ(x− γ1 + α)

Γ(x− γ1 + 1)Γ(x− γ2 + 1)Γ(N − x+ γ2 + 1)
. (42)

Рассмотрим две дискретные знакопостоянные меры:

µ1(y) :=
∞∑

x−γ1=0

(−b)x−γ1G(α)
N (x)δ(y − x),

µ2(y) :=
N∑

x−γ2=0

(−b)x−γ2G(α)
N (x)δ(y − x).

(43)

Выпуклые оболочки носителей мер µ1, µ2 не пересекаются.
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Как и ранее для n ∈ Z+, n 6 N определим многочлен Pn степени 2n:

Pn(x)(−b)xG(α)
N (x) = ∇n[(−b)xG(α+n)

N−n (x)].

Многочлен Мейкснера—Кравчука Pn удовлетворяет соотношениям орто-
гональности (23) относительно мер из (43).

Многочлены Анжелеско—Кравчука. Пусть b > 0, N1, N2 ∈ N,
γ1, γ2 ∈ R, γ1 − γ2 > N2, γ1 − γ2 /∈ N. Пусть

GN1,N2
(x) :=

1

Γ(x− γ1 + 1)Γ(N1 − x+ γ1 + 1)

× 1

Γ(x− γ2 + 1)Γ(N2 − x+ γ2 + 1)
. (44)

Рассмотрим две дискретные знакопостоянные меры:

µj(y) :=

Nj∑
x−γj=0

(−b)x−γjGN1,N2
(x)δ(y − x), j = 1, 2. (45)

При n ∈ Z+, n 6 min(N1, N2) определим многочлен Pn степени 2n:

Pn(x)(−b)xGN1,N2
(x) = ∇n[(−b)xGN1−n,N2−n(x)]. (46)

Многочлен Pn удовлетворяет соотношениям совместной ортогонально-
сти (23) относительно мер из (45). Выпуклые оболочки носителей мер
µ1, µ2 не пересекаются. Наборы таких мер в литературе [6] принято на-
зывать системами Анжелеско, см. [1, 13]. Многочлен Pn будем называть
многочленом Анжелеско—Кравчука.

Многочлены Кравчука—Хана II. Пусть B := −1, а N1, N2 ∈ N и
α, β, γ1, γ2 ∈ R удовлетворяют одному из двух условий:

а) α > γ2 − γ1 > N1, γ2 − γ1 /∈ N, β > 0;

б) −β −N2 > γ2 − γ1 > N1, γ2 − γ1 /∈ N, −α−N2 > 0.

Рассмотрим пару мер µ1, µ2, определенных в (37). При указанных выше
условиях меры µ1, µ2 являются знакопостоянными, а выпуклые оболочки
их носителей не пересекаются.
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При n ∈ Z+, n 6 min{N1, N2} определим многочлен Кравчука—Ха-
на II, как многочлен Pn, удовлетворяющий соотношению (38). Многочлен
Pn имеет степень 2n и является многочленом совместной ортогонально-
сти (23) относительно мер µ1, µ2 из (37).

3.3 Заключение
Мы рассмотрели несколько примеров многочленов совместной дискрет-
ной ортогональности в случае r = 2 весов. Для всех примеров весовые
функции удовлетворяют разностному уравнению Пирсона, а для много-
членов справедлива формула Родрига (10).

Из формулы Родрига нетрудно получить рекуррентные соотношения
третьего порядка, связывающие многочлены Pn степени 2n, соответству-
ющие диагональным индексам (n, n), и многочленыQn степени 2n+1, со-
ответствующие индексам (n+1, n) (Qn удовлетворяет n+1 соотношению
ортогональности относительно меры µ1 и n соотношениям относитель-
но µ2). Представляет интерес исследование свойств этих рекуррентных
соотношений и соответствующих ленточных операторов Гейзенберга.

В настоящей работе мы не затрагивали вопросы нормальности ин-
дексов и единственности многочленов совместной ортогональности Pn.
В случае II, когда выпуклые оболочки носителей мер ортогональности
µ1, µ2 не пересекаются, система мер µ1, µ2 является совершенной. Это
означает, что все индексы (n1, n2) нормальны, а многочлен совместной
ортогональности определен однозначно с точностью до нормировочного
множителя. Действительно, из соотношений ортогональности следует,
что Pn1,n2 имеет nj простых нулей в выпуклой оболочке носителя µj. То
есть степень Pn1,n2 равна n1 + n2, что и означает нормальность (n1, n2).
В случае I вопрос нормальности требует дополнительного изучения.

Классические ортогональные многочлены являются пределами клас-
сических многочленов дискретной ортогональности. Различные предель-
ные соотношения между гипергеометрическими ортогональными много-
членами представляются схемой Аски [14]. Аналогичными свойствами
обладают и рассмотренные нами совместно ортогональные многочлены.

Вызывает интерес вопрос об асимптотическом поведении многочле-
нов Pn при n → ∞. В работе [26] исследовалась асимптотика сжатых
многочленов Мейкснера—Сорокина (случай I). При исследовании асимп-
тотики возникают новые нетривиальные задачи равновесия векторного
логарифмического потенциала. При этом часть нулей многочленов Pn
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заметают комплексные кривые. В случае II при подходящем масштаби-
ровании можно ожидать стандартных задач равновесия с матрицей вза-
имодействия Анжелеско и ограничением сверху на равновесную меру.

Исследованию этих вопросов мы планируем посвятить дальнейшие
публикации. Мы также надеемся, что рассмотренные многочлены найдут
приложения в комбинаторике, теории представлений и других разделах.
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