
ИПМ им.М.В.Келдыша РАН  •  Электронная библиотека

Препринты ИПМ  •  Препринт № 103 за 2019 г.

ISSN 2071-2898 (Print)
ISSN 2071-2901 (Online)

Варин В.П.

Системы маятникового типа
с точки зрения

компьютерной алгебры

Рекомендуемая форма библиографической ссылки:  Варин В.П. Системы маятникового типа
с точки зрения компьютерной алгебры // Препринты ИПМ им. М.В.Келдыша. 2019. № 103. 28 с.
doi:10.20948/prepr-2019-103 
URL: http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2019-103

http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://library.keldysh.ru/
http://library.keldysh.ru/
http://library.keldysh.ru/
http://library.keldysh.ru/preprints/
http://library.keldysh.ru/preprints/
http://library.keldysh.ru/preprints/
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2019-103
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2019-103
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2019-103
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2019-103
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2019-103
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2019-103
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2019-103
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2019-103
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=2304
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=2304
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=2304
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=2304
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=2304
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=2304
http://doi.org/10.20948/prepr-2019-103
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2019-103


���������� ���	
��� ���
��	
�� �
���� ������� ������	��� ���
������

��
�� ���� �
�	���

���� �����

����
�� ������������ ����
� ����� ��
��� �������
���� ���
���

�� !"�# $%&'



��� �������	��	�

���� ����� ������� ����������� ��� � ����� ������ ����� �����!

"��#��� �������� $�����%� ����"&��! �������� ��� '��� ��"&�(
)*+, '����, �-�.�

)������� ��� �����&������� ��(���� ������ /�� ����������� ��0
�� +1�2&���� ���1 ��(���! ��"����� �&��! �� �"��������1 �&� ��10
����� �%3����%�� ���2����� ����&�� �����"���� �����&������1 ��(���!,
� 4�� ����&� �%3����% � ���"��� 2�, ���"��� ��� �&��� +� 4�� ����&�
#�"� ���&������� &"� �%����� ����, � ������� �1 �������������� �
������1 ����� �����! "��#�� 56789 �� ����& 4::�������� '� ���&"0
��� �����# �����"���� ���1 ��(���!, ��1�&�� ���&��������! &"� 678�
'���& ������ � ���������� %������! � ���;��1 �������� ����&� �
�����"���� &�::����;�������� ������ � ��&� ��������, ��� ��� ��0
���"���� ���&���� � ����%"�;��� � ��"�������
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������&������� ��(����< %������� � ���;��1< :��0
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�������� ����������� ���, �������� �� ���������� � &���! �#�0
��, ����� ��� �� &�::����;�"���� %������� ������� ����&� � ����0
�&�������� ��4::�;������� +�#�"�� �������! 5�� �� ��#�"�� �#3�!9
������ b 4�� %������� c�""�
'����������! ������ 5� ��"������ ��&�:��;����9, %������� ��

&�� ��"�, %������� � :���, %������� d�"�;����, � ��&� b �������� ��"0
��! ������ #�"� #� �������2���
e���� ��& %������� "�#� ��"� ��� ��&��2��"����� �&��� ���

�� ��#�, "�#� ����"� ��� � ���%"���� ��&%�;�� #�"�� �"�2��1 :��������1
�&��
d�"�(������ �� %�����%��1 �&� ���� ��� ��(������, �� ���&�"20

 � ����"�������� %2� � ������� ��&�"���1 �&� &"� &�������;�� ���0
��2�����! ����1 5�"� 1���(� �#���1 ����19 ����&���
�%3����% 3�� ����&� ��(���� ���1 �&� ��"� ��� ��&�:��;����

�"��������1 ����&�� �����&���� � ����"���! :���� "�#� ����& %���&0
������ ��� 4��� �#���� ��1�&��� %������� ���#%���� ����#������ ��,
���#� ��"%������ %������� %�"&��"��� � ���� ������������ ����&�
+������, � �#��1 f�, �g %������� d�"�;���� ���"�&��"��� ����&��

%���&����� ��� �"�1 �������1 ����;�"����� ������ μ� /&���, � ��
����� �� ��� %������� d�"�;���� ������ �� ������ μ �"�����0
���� �#����, &"� ����& %���&����� �����#��"��� ���&��� �"�! ��0
����

√
|μ|, ��� ��%(�� �"��������� %������� � ����(�� �������0

����� ����2&����� $���� �"����, ��"%������ ��&� �� �"��% ������%
������� ���"����% �� �%"�!�
��%��! ��&1�& � 4��! 2� �&�� ���&"�2�� � f	, 
g, �&� �����1 ����

�������� �� ���#%�����
������ � %�������� d�"�;���� ��������, ��� ���"�� �������� 2�"0

��� ��0�� %�������� ������% � ������ �� � %2� ��%������% ���&��%, ��2��
����� �#����! 4::��� &2� &"� �%����� �����
h�� ������ �����"���! � ����� ����, ��, �� �(��% %#�2&��� , ���0

����, ��, �����2��, ������&��� �����"���� ��� ����%"�;�! � ��"����0
��, ����&� ���&�������"����, ��� ����"������� ���3����1 ����"����
��&��2���� :���%" ��� ��&��%��
'� ����"��%�� 4�� ���#�2���� &"� ������%������� ���������� %��0

����"����� "������, �����"� 3��� �����"��� �����&������� ��(����
%������! ����������� ��� � ��&� ��&�� �� �"��% ������%�
��#�� �"��� ������ � �&�� ����& �� ���"�� �����&��, �&��� �

�"%�� �"��������! ���������� %������! �� ������, ������ &���!
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������ � #%&�� 5� #�"�(�! ����������� 9 ���� ��&1�&�3���
e��� �#����, ���"��� ���%"����! ������ ����%3���! �%����, ��(�0

��� �&�� �#���� �3%� � ��&� ��&

y(t) = y0(t) + h y1(t) + h2 y2(t) + . . . , 5�9

�&� h b 4�� ��#����! �"�! ������,  y0(t) b 4�� ��(���� ������%3��0
��! �&��, ������� �������� ���������� ��&������ ��(���� 5�9 � ��1�&0
��� %������� &�� ���%��"��% ������% /��, ������ ��(���� ���"�&��0
��"��� � ��&� ��&��%�� ��� 4��� ��2� ������ � %�"���� ����(������
5��4::�;����� ��� ���������1 �"��19, ������� &�"2�� ����"������,
���#� ��"%������ ��(���� #�"� �����&��������
��� 4�� ����%"�;�� ��������"��� "���� ��%3������� � ��"%������0

������ 5���� ������������9 ��2���, ���& ���#%���� ��#�"�(�� ��"�������
�"���� ��"�2���� 5�9�
/&��� 4��� ��&1�& ���&��� �������"��, ���& �"���%���� ��"%����

&�������� #�"�(�� ���"� �"���� ��"�2���� 5�9�
��0�����1, ��1�&��� %������� 5���#3� ������9 ��"���!��� ��4���% &"�

����, ���#� �����"��� ��(���� � �������� O(hn), ��2�� �����#������
��&������ 5�9 � ��������� ������ � " #�� �"%��, ��&������ 5�9 ���%
2� &�� ����� ������&��� ���2�����
��0�����1, ��(���� ��"%�����! ���%��"���! ������� /�� ���#%�� ���0

�%"�;�! � ������������������� ��"������ � �"�� ��&��%� � ���&0
��� ����"���� ���%"����1 �"�����
'� ���&"��� ��&1�&, ������!, �� �%��, ��"��%�� ����& �"��� ��0

����, �1������� ��"�2����! ��(�, �� �� ���#%�� �� ��"�2���� %����0
��! � ��&�, �� ����%"�;�! � ������������������� ��"�������
)�������� ��"�2����

y(t) =
∞∑
k=0

yk(t)

k!
hk, 5�9

������� :���"��� ����"��%���� ������ 5�9 ��� ��&������� � ��1�&��� %��0
������
� �"%�� ��"� �3���� �"�� ��(���� 5 ������%3����� ��(���� y0(t) ��

�#���� #��� �"��9, ���% ���� 5�9 ���#1�&��� %���2��� � h, ���� ���&0
�����"��� ��&%�� ��(�����
/&��� �����! :��������! ��&������� 5�9 � ��1�&��� %������� ��

���#%����, ��"� ����"������ :���"���� %������� � ���;��1 5��� f	g9�
$�1�&��� %������� ������ �� �"��� ������ h ����� �#���� 5��0

�#3� ������9� )�(���� y(t) ��2� ������ �� h, �� ������� ���&"�����
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�"�&% 3�! :���"��� &"� �����"���� ���%��"���! ������� /�� &"� :��0
�"���1 ���;�! ��(�����
/#������ ��(���� y(t) = y0(t) �� ���;� �%"����� ����&� � ��&0

����� � ��1�&��� %�������� i��� :���"��� &�::����;��%�� ��1�&���
%������� �� ������% h �� ����"%

yk(t) = ∂yk−1(t)/∂h, k = 1, 2, . . . 5	9

�%2��� ���"� ���
i&���, ��%������, �������� �&�j �� �%���� 678 ����"��� &�:0

:����;������ �������"���� ���2���� �� ���������!, ������ �� �1�&��
����� �#���� � ��������� :%��;��� '� �������� � 4��! �&�� ���2��
���"� :���"����� &�::����;������� 5�%2��� ���"� ��9 ��"%��� ���0

%��"��% ������% /�� &"� :���"���1 ���;�! ��(���� ��� h �= 0� e�0
���� ��&���"��� h = 0 � 4�% ������% � ��"%��� ���%��"��% ������% /��
&"� ���;�! � ������%3����� ��(���� y0(t), ���� �� �%�� %������� &"�
:%��;�!, �1�&�3�1 � ��"�2���� 5�9�
/������ ��������� �#3�� �������, ������� ����"� ��� ��� ��(����

" #�! �� �&� %������� ����
�����"��% �����& ��(���� 5���#3� ������9 ������ �� �"��� ������,

�� �����"���� ���;�! �"�&%�� &�"�� �� � ��1�&��� %�������,  � %��0
����� � ���&�����"���! �����! ������� t = P (h) s 5�"� t = s/ω(h)9 ��,
��� �� ������� s ��� :%��;�� %2� #%&%� 2π0�����&���������
k�� �&���������� 5� �����&���9 ����#������� ��1�&���� %�������, ��0

����� ����������� ��"��� � �"%��1 ����������� �����&�
e��� �#����, ������ ���;�! yk(t), � %������� #%&�� �1�&��� ����0

������ :%��;�� P (h), ������ �#�#������� ����� ���� 2� �#����,
�� � yk(t) � 5	9�
��������������, ���&% � ��"�2����� 5�9, ��"%��� ��2� ��"�2����

5�������������9 �����& 5�"� ������9

P (h) =
∞∑
k=0

Pk

k!
hk,

�&� ��"����� Pk b 4�� �&������� ����&�"����� ��3��������� ��������,
������ P0 = 1, ��"� ������%3���� �&� ����� 2π0�����&������� ��(�0
����
� ���%"���� :���"����� &�::����;������� 5�%2��� ���"� ��9 � ��&0

������� h = 0 ��"%��� ���%��"��% ������% /�� &"� ���;�! yk(s) �
��"���� Pk � ������%3����� ��(�����
i�����, ��� ����� ���;�� � 4��! ������� ����������� ��2����

"������;��! ��1�&���� %������� � ������%3����� ��(�����
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e��� �#����, �#3� ���%;�� ���"�&�� ���
+%"��� ���;�� � ������%3����� ��(���� b 4�� "���!��� 5� ����

�&����&���9 &�::����;�"���� %������� ������� ����&�, ��� 3�� 2π0
�����&������� ��(�����
k��� 2� &�::����;�"���! ������� �1�&�� �� ��� ���"�&% 3�� %����0

���, ������� %2� #%&%� ���&����&����, � � ������ ������, �����3���
�� ���� ����&�"����1 :%��;�!�
���"�&����"���� ��(���� ���&����&��1 /�� ���#%�� ����"����� %�"�0

��! ����(������, ������� � ��1���� �#���� ������ � � ����������
$���� �"����, � �2&�� (�� ��(���� ���2���� � ��&� ��&��%0

��, �� ��� #%&�� �����&������! :%��;��! ��"��� ��� %�"���� �#�%"����
���%"����1 5���� ��"�����"���1 �� �������9 �"����� ��4::�;����� ���
���������1 �"��1, ������� ����&�"� ���%"�����, & � "��#��������
%�������, ���#1�&���� &"� ����&�"���� ��4::�;������ ��(�����
��� 4��� ���#1�&��� %�����, ��� ����"����� %�"���! ����(������ �

(�� n �����"��� ����&�"��� ��4::�;����� ��(���� 5���#3� ������9 ��"�0
�� � (�� n, n− 1, n− 2, . . . � ���������� �� ����2&������� ��������0
���! �&���
$���� �"����, �&� ���&���� � ��(��� #���������! "���!��! ��0

����� "��#�������1 %������! &"� M 0&����"���! ����;�, �&� M =

1, 2, . . .
� ������2&����� �"%�� ��� �%2��� � (�� n ��"����� ����&�"� ���

� ��� 2� (�� n, ���� 4��� �"%�! ����������%�� &����"���! "���!��!
��������
�� �� �����"�, �#�� � ��&��%��� � ������1 678 b �� ���! ��0

���"���! �����# ��(�� ���%��"���� ������� /�� &����� ���� ��4���%
���&"����� �"�&% 3�! ��&1�&�
�%��� %������� &"� �%"���! ���;�� � ������%3����� ��(���� �����

��&
L(y0) = 0,

�&� L b 4�� "���!��! &�::����;�"���! ������� ������� ����&� 51���
&���! ��&1�& �#�#3���� � � %������� ���(�1 ����&���9� e��& %��0
����� &"� n0! ���;�� ����� ��&

L(yn) = Rn(s),

�&� Rn(s) b 4�� 2π0�����&������ :%��;��, �����3� �� ���&�&%3�1 ���0
;�!�
l%��;�� Rn(s) #%&�� �������� � ��&� ��"������ m��� �� ���������!

u = exp(i s)�



�

e��� �#����, ��� %������� L(y) = uk, k ∈ Z #%&%� �&������� ����0
(��� � ��&� ��"���� m��� y(u), ��"� k �� ��"����� ���������� ����0
�����
���� k ��"� ��� ����������� b 4�� ����&�"����� �&�� �� &"� �2&�!

�&��� /#���� k = ±1�
���"� 4���� ������� ��"��� ��"�2��� Rn(u) � ������ �� u � ��&�"���

�1 � ���������� � �������������
+����������� �"��� &&%� ���������� ��(���� yn(s) ���"� ����������

������� L−1,  ��4::�;����� ��� ���������1 �"��1 &&%� %�������
&"� ����&�"���� ����������1 ��4::�;������ ��(���� � (�� n, n− 1, n−
2, . . . � ���������� �� ����2&������� �����������! �&���
+% �, ��%������, � �2&�� (�� � ��"%������% ������% ��(��� ���0

#�"����� ��(���� �&����&���� %������� � ������������ ��4::�;������,
������� � ����&�"���� �� ���������1 �"���� � ���"�&% 3�1 (�1�
�"�� � ��&� �������� �� ���2��, �� ���&"�2����! "������ �#�0

��� � ���������1 �&�1�

�� �)*�+a+$a �*+ �a) �/mn

�������� �� &�� ��"�

ẍ(t) + x(t) = h (1− x2(t)) ẋ(t), 5
9

�&� h b 4�� �"�! ������, ��"����� �&��! �� ��#�"�� ���%"����1 ��0
&�"���1 �&� ����������� ����
n���, ��� ��� h = 0 %������� 5
9 ����� &�%������������� ����!����

2π0�����&������1 ��(���!�
'�2�� "���� ������, ��� %������� 5
9 ��"����� &����������� ���

h > 0 � ����� ���&�"���! ;��", �����& �������� ������ �� h�
/&��� �� �� #%&�� ��"�������� ��������! ��:���;��! �# %�������

�� &�� ��"� "�#� ����"������ ����0"�#� ����#�������, ����� �����0
��1 � ��&� ��
�&�"�� � %������� 5
9 ����% ������� t = P (h) s ��, ��� �� �������

s :%��;�� x(s) #%&�� 2π0�����&������!

d2

ds2
x (s) + P 2(h)x(s) = hP (h)

(
1− x2(s)

) d

ds
x (s) .

/����&��, P (0) = 1, ��4���% &�::����;�"���! ������� L, ���� "���
���� ���1 %������! � ���;��1, ����� ��&

L(x(s)) =
d2

ds2
x (s) + x(s).



�

/#������ ��(���� x(s) �� ���;� �%"����� ����&�, ���� x(s) = y0(h),
�&� ���������� ��(���� �� s �� ��� ��� �� �������%��,  �����% ���0
������� ��(���� �� h �� �&�""� ����!� *�"������, P (h) = P0(h)� e��&
��"%��� ���2����, ������� ���#%���� :���"��� &�::����;������ �� h

L(h) = y0(h)− P 2
0 (h) y0(h) + hP0(h)

(
1− y20(h)

)
z0(h), 5�9

�&� z0(h) �#������ �������&�% y0(h) �� s�
/#���� �������, ��� :%��;��, �1�&�3�� � ���2���� 5�9, ���� ���0

��� �� h, ��4���% "������� �����"����� &�::����;������� � ������1
678 �1 ������ � �� :%��;�� �� h� /&��� ������ �#������ �����"�����
&�::����;������� ����������� ����"� 5	9�
+���%&�� &��&����, ���, �����"�� �����"��� ���;�! � ��&����� �

��1 h = 0, �� ����������� ��"%��� ��4::�;����� ��!"�������1 ��"�0
2���! ���1 �%2��1 �� :%��;�!� k�� &�"���� �"�&% 3�� �#�����
+%"��� ���;�� � ������%3����� ��(���� b 4�� ������ "���!��! ��0

;�""����, ��4���%

y0 = (a0 + i b0) u+
a0 − i b0

u
, u = exp(i s),

�&� a0 � b0 b 4�� ��������� ��� ����������� ��3��������� ��4::�;������
/&��� ��1�&��� %������� ��������, ���� ��������� ��������"��� �&���
�� �������, ��4���% ���% ��2�� ����� b0 = 0 5� &"�� �"������9�
�����"��% �� �%2�� ��2� �������&��� :%��;�! �� ���������! ��0

�������! s, � �� ����� �� �����"���� ��&%��� � ��"������ m��� ��
u = exp(i s), �� �������&�� �� s ���(���� ��

d

ds
y(s) = i u

d

du
y(u), 5o9

�� ����"% &�::����;������� �"�2��! :%��;���
e��� �#����, ��"%��� ����% ���;� 

L(y1) =

⎛
⎝1−

(
a0 u+

a0
u

)2⎞⎠
(
i a0 u− i a0

u

)
− 2

(
a0 u+

a0
u

)
P1.

+���%&�� ���������, ��� %�������

L(y) = Auk

����� ��(����

y =
Auk

1− k2
, k �= ±1,



�

���� &"� �����������1 ������! k ������������� /�� ���&���� � "���!��!
����;��, � �� ����� �� ���������� ������� k = ±1 & � ���%"�����
�"���, ������� ���#%���� �#�%"����
��4���% &"� �����! ���;�� 5� ���1 ���"�&% 3�19 �&� ��"�2��� ��0

�% ���� � �%��% ������� �� u � �#�#���� �1 �������������� �1 ��������
�����"��% �&� ��3�������, �� &� ����"�����1 ��4::�;���� ���

k = 1 � k = −1 ����"����� �����2���� /�� & � &� %������� ������0
��"��� ��3��������1 ����������1 a0 � P1�
+ ���� &�"�, �� ��"%��� %������� ������"����, �� �� ��"%�����

������ ����� ��(����

{P1 = P1, a0 = 0}, {P1 = 0, a0 = 1}, {P1 = 0, a0 = −1}.
������ �1 4��1 ��(���! &�� ������ ��2&��������! ��"�,  &� &�%��1

4����"������ ��4���% ��#���� a0 = 1�
'� ����� &�"� � �������! ���%;��!, ������ 3�! ��� ��(���� ���0

�� ��& �&�, ���& �����"���� �����&���� � ��"%������������ ��2�0
�� ��"��� &� %������� ������"����� i&��� ���#1�&��� ��#��� �%2�% 
�����, �����&��, ��%��% � ��� ���"�&% 3�� �����"���� ���������% ���
� ��&� ;��" ��"��� &� (�, ����&�"������ �����"���� ����&��� ���0
;��, �����"����! � ��"� �#����
/���&�"��(��� � �%2��! ����� � ��#����� %2� ����"�������� ����0

������ �"���, ��"%��� �#3�� ��(���� &"� �����! ���;��

y1 = a1 u+
a1
u

+
1

8
i u3 − 1

8

i

u3

� �� �������&��! z1 �� ����"% 5o9�
�"�� ��� �����"���� �&�������, �� &�������� ��������, ���#� �1 ���0

��&��� � ����� ��&�� /�� "���� ���������% ��� � " #�! ������� 678, ��
�� ���#% ��� ��"��� ������� ����;�� � ��"�������
$� �����! ���;�� ��"%��� ���������! �"�� ��� ������� u

(1/4− 4 i a1 − 2P2) u = 0,

���%& �&������� ����&�"��� a1 = 0 � P2 = 1/8, � ��&�
e��� �#����, ��"%��� a2n−1 = 0, n ∈ N, �

[a0, a2, . . .] = [1,
1

64
,− 23

4096
,− 258095

2359296
,
6639888101

6794772480
,
6295638202021

434865438720
, . . .].

* ��2�, P2n−1 = 0, n ∈ N, �

[P0, P2, . . .] = [1,
1

8
,− 5

128
,−2155

6144
,
3899273

884736
,
362044361

17694720
,−233559677135521

84934656000
, . . .].



�	

+������, ��� �� ����"����"� �� �#����� �������&�3�� :%��;��, ����
��������� ��&�,  4�������;�"���� �������&�3�� :%��;��� ��4���%, �0
������, �����������! �����&

P =
∞∑
k=0

Pkh
k

k!
= 1 +

1

16
h2 − 5

3072
h4 − 431

884736
h6 +

557039

5096079360
h8 + . . .

c��� ��"%�����! ��& &"� P ��"����� �����! :%��;��! h, �4�������� �
4��� �� ��"%�����, �� �� ��1�&��� %������� ������ �"�������� ������
�� h� �����3��� � ��1�&��� ����������, ��"%���

x(t) = 2 cos

(
t

P

)
−h

4
sin

(
3 t

P

)
+
h2

2

(
1

32
cos

(
t

P

)
− 3

16
cos

(
3 t

P

)
− 5

48
cos

(
5 t

P

))

+
h3

6

(
45

256
sin

(
3 t

P

)
+

85

384
sin

(
5 t

P

)
+

7

96
sin

(
7 t

P

))
+ . . .

/&� �� ������, �� ������! ��2�� �����#������ �����"���� &������0
�� #�"�(��� ��"������ ��4::�;������ � ���1 �&�1, b 4�� ��"%�����
������� ���#"�2���� &"� ���"�&% 3�1 ���"����1 ��������
��%�� ������ b 4�� ����� �������������! � �����"����1 ��&1 �;�0

��"���1 ����", ���&���"� 3�1 ��4::�;����� ��(�����
�%3����% 3�� ������� 678 �����"� � ����"��� �������������������

������������� � ���1 ��&1, ��� ��2�� &�� ��"���% ��:���;� �#
��������%������ �&���
h�� ������ %������� �� &�� ��"�, �� �����1 �������������! � ��0

4::�;����1 ��(����, &���1 ��(�, �� �#" &����� h�� ��%&�����"���,
�� �� ������� �����1����� ��(���! 4���� %������� %������� :��0
�"��� �"�2�� 5��� f�g9�
'� ���&"��� �����" ������� �( ��&1�& � ��&�;������ ����&��

%���&�����, ��������(���� � 4��! �&�� � fo, �� o	g�

	� �)*�+a+$a �pll$+q*

�������� � ::���

ẍ(t) + x(t) = x3(t), 5r9

��2� ����� ���%"���� �� ��&�"��� �&� &"� &�������;�� �#���
"�������� �����"���� �����&������1 ��(���! 5���, �������, fo, ��r�g, frg9�
����� ����, 4�� %������� ��2�� ������������ �� %���3����! ���0

�� %������� ������������� ������, ������� ��2�� �#�#���� �����
���� 2� �#����, �� ������ ��2��



��

+� �������% � �"�� ��(���� %������� 5r9 � �� ��� 4��" ;�����% �,
���& ��������� �� �"��
/&��� %������� 5r9 ������������ 5� �#�����9, ��4���% ��� &������0

�� �"�� ��(���� #%&%� �����&���������
k�� ������, ��� � ������� �"��� ������ �"�&%�� ����� ��������!

&����� ����� ��(����, ���� �����! ������"� ��"�2��

H2 =

(
d

dt
x(t)

)2
+ x2(t)− 1

2
x4(t). 5s9

)�&%�� ��(���� ��, ��� �%"���� ���#"�2���� #%&�� %2� �� �"�, ����
�&�"�� ����% x(t) = H w(t) � %������� 5r9 � ��� ������ ������"� 5s9�
��"%��� %�������

ẅ(t) + w(t) = H2w3(t) 5.9

� ��� �����! ������"

1 =

(
d

dt
w(t)

)2
+ w2(t)− H2

2
w4(t), 5�-9

��� ��"��� ��#�! ���%"���� ����%3����! "���!��! ��;�""�����
e����� ��&��, ��� �������"��� ���&����! �"�! ������ ��%&�#��,

�� �� %������� 5.9 � 5�-9 �"�������� ������ �� ������ h = H2�
a�� �� � #%&�� &"�� ����"�������
�&�"�� � %�������1 5.9 � 5�-9 ����% ������� t = P (h) s ��, ��� ��

������� s :%��;�� w(s) #%&�� 2π0�����&������!� ��"%��� %�������

d2

ds2
w (s) + P 2(h)w(s) = hP (h)2w3(s)

�

P 2(h) =

(
d

ds
w (s)

)2
+ P 2(h)w2(s)− h

2
P 2(h)w4(s).

e����� ��2� ��&��, ��� ��2�� ������� �4��������, ���� ����% �������
t =

√
P (h) s, � ��"%���� #�"�� ������� :���%"� &"� ���;�!� +� �� ��

#%&�� 4���� &�"���
�����"��% P (0) = 1, �� &�::����;�"���! ������� L, ���� "��� ����

���1 %������! � ���;��1, ���! 2�, �� � &"� %������� �� &�� ��"��
/#������ ��(���� w(s) �� ���;� �%"����� ����&�, ���� w(s) = y0(h),
dw(s)/ds = z0(h), �� �� &�""� ����� *�"������, P (h) = P0(h)� e��&
��"%��� ���2����, ������� ���#%���� :���"��� &�::����;������ �� h

L(h) = y0(h) + hP 2
0 (h) y

3
0(h)− P 2

0 (h) y0(h),

I(h) = z20(h) + P 2
0 (h) y

2
0(h)− h/2P 2

0 (h) y
4
0(h)− P 2

0 (h).
5��9



�


+%"��� ���;�� � ������%3����� ��(���� b 4�� ������ "���!��! ��0
;�""����, ��4���%

y0 = (a0 + i b0) u+
a0 − i b0

u
, u = exp(i s),

�&� �� ��"�2�� b0 = 0, ��"��%��� ����������� ��1�&���� %������� 5�
&"�� �"������9�
+%"��� ���;�� ������� ������" I(h) &��

y20 + z20 = 1,

�&�

z0 = i

(
a0 u− a0

u

)

�� ����"% &�::����;������� 5o9�
��&����� y0 � z0 � �%"��% ���;� I(h), ��"%��� %������� ������0

"����
4 a20 = 1,

���� a0 = ±1/2� �����"��% 4�� &� ��(���� 4����"����� � ��"% �#��������
�������, �� ��#���� a0 = 1/2�
� ��"���� �� %������� �� &�� ��"�, �&��� ��� �%2��� ��"����� ����&�0

"� ��� � �2&�� (��, ��4���% &"�� ������ ����"������ ;��" &� �%2����
����&�� * ������, � (�� nj

Pn ����&�"����� �� ����������� �"��< &"��
yn = an u+ an/u+ L−15�� �����������1 �"����9<
zn = dyn/ds �� ����"% 5o9<
an �1�&���� �� n0! ���;�� I(h)�

e��� �#����, ��"%��� &"� n ∈ N0

{an} = {1
2
,
9

64
,
271

1024
,
32337

32768
,
730839

131072
,
44453805

1048576
,
6808590045

16777216
,
10066966649145

2147483648
, . . .}

�

{Pn} = {1, 3
8
,
105

128
,
3465

1024
,
675675

32768
,
43648605

262144
,
7027425405

4194304
,
677644592625

33554432
, . . .}.

+������, ��� �� ����"����"� 4�������;�"���� �������&�3�� :%��0
;��� ��4���% 5�����������!9 �����& ��(���� &"� ��1�&���� ������� t

P = 1 +
3

8
h+

105

256
h2 +

1155

2048
h3 +

225225

262144
h4 +

2909907

2097152
h5 + . . .

�����3��� � ��1�&��� ����������, ��"%��� ��(���� x(t), �"����0
��� &����% � ��&� � &"� %������� �� &�� ��"��



��

/&��� �&��� �� �������%�� ������, ���� "� ����0"�#� ������������� �
��4::�;����1 ��(����� '� �� �("� � ���� ����� � "�����%��, ��4���%
�������"� �������% tuECKKv, ��"������% � ����� V?JFC � ������
�1�&���� � �������� &���%���
'�2�� ��2� ��������� ���������! ���� tOLEBv, ������! ���&0�� �0

1�&�"�� � �������! #�#"������ V?JFC0������� t8S?@Cv�
� ���%"���� ��"%���

P =
∞∑
n=0

2−nΓ (2n+ 1/2)hn

√
πΓ2 (n+ 1)

=
2

π

1
4
√
1− 2 h

K

⎛
⎝1
2

√√√√2− 2
1√

1− 2 h

⎞
⎠,

�&� K b 4�� �����! 4""���������! ������"�
$4 4��! :���%"� �������&������� ��&��, ��� �&�%� �1�&������ ������0

���� ��& &"� P ���� h = 1/2, ���, �������, ��2�� ��"%���� ����� ��
�"�� ������� ������", �� �� ��� h = 1/2 :����! ������� �����
��������%�
/#���� ��2� �������, ��� ��� h > 0 ��%���� 4""����������� ����0

��" ��"����� ����� ������, �� ��� P → ∞ ��� h → 1/2, �� ����� �����
�"�2�% ��������0"����:������% ���������%�


� �$�ea'* ca+/+*0cawma�*

������ c����0c�!"�� 5�cc9 5��� fsg9 ���������� ��%�"�� � ���0
��2���� &�����"���!, � ��4���% ����� %&�#� �� ��&�"��� �&� &"�
&�������;�� �����2�����! ��"����1 "�������� � ����&���
+������, � �#��� f.g 5� ��� �"�2����� ���"��9 �����"� ��� �"��

�����&������� ��(���� 4��! �&�� � ����3� �����&���� � ����"���!
:�����
�����&���� ������ ����� ��& � ����"���! :���� ��"����� �����

�������"���! �&��! ��� �� ��#� � ���#%�� �"&���� 5� �����"���1 ����0
"19 ���;�"���� ���������� �#�����������
+���"��� :��� %&�#� ���, ��� � ��! ��&�� ��������� ������� ���0

������ �&��, ������� ����"��% ��� &"� ��#����� �&�� � �"%�� �
��&�"%��, ������� ��%� ��� ��&�"����
k�� ���#���� ��������� � ���"�������! ����"���! :���� �cc, �&�

����"��% ��� ���������� &�!�����0%��" 5��� f�-g9�
e�2�, ����&�"����� ���!��� ����"���! :���� ����"��% ��� &"� &�0

����"���� �1�&������ ��"%�����1 ��&�� 5��� f.g9�
/&��� �"��! � 4�� %&�#��� 5������ �#"&��� �%2���� ������ �

�"&���� ������ �������9 ��"����� ������"���� %�"�2����� �&���



��

e�, ������ 2� (��� ����"��;�� ������� ��"����� �� ����"����:�0
�;��, ���� %&������ ���������� �������� �2� 4�� �#������"����� ��2��
�������� � �%3���������% %�"�2���� ��(���!� +������, � %�������
�� &�� ��"� ���� �"�2��� ����&���� ��(���! b 4�� ���&�"���! ;��"� �
�� ����� �� ����"����:��;�� 4���� %������� &���������%�� 1���������
����&���� ��(���! 5��� f�g9�
� �cc ����"����:��;�� �����&�� ����"�&����� � ���#1�&������ ��0

"�"���� ����"������ ��(����, ������1 ��� � ��1�&��! �&�� 5��� f.g9�
�"�� &"� �2&��� ��&�"%�� �3%��� ��"�2���� ��(���! ����"���!

:���� � ��&� �� �"��% ������%� ��4���%, ���#� ��"%���� ��(���� ��0
1�&��! �&��, ���#%���� �3� � �#�3���� ��&�� � ����"�������� ����0
"��% 3��� ����#��������
������ �&��� ���#%���� �� �1�&������ ��&�� �� �"��% ������%, ��

� �1�&������ ����"��% 3��� ����#��������
i�����, ��� �1�&������ ���1 ��&�� �� �"��% ������% ���� &���"�0

�� �����&�, �� �� ��� ��"%� ��� � ���1 ���%"����! ������ ����%3�0
��!� * ��� �1�&������ ����"��% 3��� ����#������� ���#"������ �
���#%�� &���"����"����� �"���
�����"��% �1�&������ ��&�� �� �"��% ������% �"���� �"���������

��(����, �����% �� ���������� 4���"%���%��, �� ���������� � 4���
������� ��&��#����
i�����, ��� ����� ��&1�&�3��� �������� �� ��������% &�� �����%0��

��"��� ���"�� � ������% � ����������! ���������� ��(���� �� �����0
�, ��� &��������� ����������� ������� ���� � �2�� 3�� ���#�0
2�����
��4���% &��2�� �"�&% 3��

�����	������ ����� ������	 
�
�������
	 ������
 ���� �
����
����
	 ������������ ����������� � 
�
�������� �
���	�
	 �� �
����
�
�
����
 h ∈ C ��� ����
���� �
��� |x| � |t| 

ẋ = F (x, h, t), x ∈ C
n, t ∈ C, n ∈ N.

!���
 ������� x(t, h)� x(0) = x0� 
�
�������� �
����� �� h ��� ����
�
���� �
��� |x0|� |t| � |h|"
�	���	� ���"��� ������� ��(� ��(���� x(t, h) ��"����� ��"����:��!

:%��;��! ������� t, ���� ��"����� � #��" ��� �1�&�3�!�� ��������!
��& � ��4::�;������, ������� ��"� ��� ��"����:���� :%�;���� h ��
%�"��� � ��4���% ��2�� ���������� ����&�� �%��������� � ���&������
x(t, h) �� ��"����:�% :%��;� h � ��4::�;������, ������� ��"� ���
��"����:���� :%�;���� t� x�[�Z�



��

)�%������, �"�������� ���&�"2������ ��(���� �� 5��3���������%9
������� t ��"����� ���!����� ���������! �&��� +� � �"%�� �%3������0
��� �"�1 �����&������1 ��(���!, ���� ���&�"2������ ��(���� ��� h = 0
� �������! ������", ����%3����� �"�� ��(���� ��2� ���&�"2 ���
� ��������! ������", �"�������� �����3�! �� h, ��� �"�&%�� �� "��0
�� d���"� � �������� �������� � ������� � ����&����� 5�"��������!
���&�"2������9�
�����(���� �"������� %����2&���� &����� � �����"��� #�"�� ���0

��� �"%��, �� ��� ����&� ��&��#��� � f��, �� �-, �� ��g�
�����3��� � �������! ���� &���! �����, �� �������� �( �����0

"�����! ��&1�& � �cc � ���2��, ��� ��� �"�� �����&������� ��(����
�1�&���� �������&������� �� ���1 %������! � #�� ���10"�#� ����#���0
���!, ����� �������1 �� ���&�����
�cc ��"����� ���"�������! �������! ���������� ����&� �, � �����!

���"�&, �� ��������� � %�������� ����������� ���, ��%����� � 4��!
������ /&��� 4�� �� ���
i��(�� 4�% �&�% � ����"�����! :����

z̈(t) + z(t) = z̄2(t), z(t) = y2(t) + i y1(t), 5��9

�&� y1(t) � y2(t) b 4�� �#����� ��3��������� ����&���� � �"���������
���"������� 5��� f.g9

H =
1

2

(
x2
1 + x2

2 + y21 + y22
)
+ y21 y2 −

1

3
y32,

����
x1(t) = −ẏ1(t), x2(t) = −ẏ2(t).

e��& �����! ������" ������� 5�� 2� ���"������9 �������� ��&

H =
h2

2
=

1

2

∣∣∣∣∣
d

dt
z (t)

∣∣∣∣∣
2

+
1

2
|z (t)|2 − 1

3
Re

(
z3(t)

)
, 5�	9

�&� �"�! ������ h ���&���� �#����� �#����,  ������ H ���&�� &"�
�������� � �#���! f.g�
� ���! ����� �cc ��������� ����� ��1�2�! � %������� � ::����
i�����, ��� 4� �������� :��� ����� ������� ��"����� #��%���,

�� �� ��"����� ���#1�&���! &"� �(��� ���"�&������
��� �����"���� ��2�� �����&��� � ��� ��3��������! ����� %������!,

��� ��2�� ������� &2� %&�#��� &"� &�%��1 �&��
/������ ��2�, ��� ���������� ��&����������, �!&����� � �cc

� f.g � ����3� ����"���! :����, "���� �1�&���� �������&������� ��
%������! 5��9 � 5�	9�



��

e�, ���� (a)j x1(t) = y1(t) ≡ 0 �"� (b)j x1(t) ≡ ±√
3 x2(t), y1(t) ≡

±√
3 y2(t) � 5��9, ��"%��� ��3��������� %�������

ÿ(t) + y(t) = a y2(t), a =

⎧⎨
⎩ 1, (a)

−2, (b)
. 5�
9

/&��� �� �� #%&�� ��"�������� 4��! ��:���;��! � �!&�� ��� ����!���
��(���! �������&������� �� %������! 5��9 � 5�	9�
�����"���� �"�1 �����&������1 ��(���! �cc �"������ ���%, ���

�� ���&�""� &"� %������� � ::���� /&��� � ���������� ����� �%0
3���������� ��"�������
�� #�"� ��������, �����"���� ��&%��� � ������������ ��2��� ��"���

&� %������� ������"����, ���"� ���� �����"���� ������% ��� � ��&� ;��0
"�
� ���������� �� ����2&������� �&��, ���� �� ��������1 ��%������1

t���������v, �������1 ������ � ������(������ ��2&% ��#��������� ��0
������� "���!��! ���� �������, %������� ������"���� ���%� ����"�����
� ����1 (�1 "�������
������ 4�� ���!���� ����2&�������, #%&%�� �� �%�� ��������������,

�����(���� �� ������ �� �����&���� ������� � ����"���! :���� �"� &�%0
��1 ���%"����1 5�"� :���"���19 ����#������!�
e�, �� ���%"����� �#��� f.g �"�&%�� 51��� �� 4�� ���� �� ��������9,

��� � �cc ��� ��� &� %������� ������"����� /&�� � �0�,  &�%��� �

0� (�� "������� e�"��� � f.g 4�� (�� &�" ��� &"� ����"���! :����
�cc,  % �� 4�� ����2&���� ��������� �������&������� � �cc�
�"�&%� ��������% "������%, ��&%�� ��(���� ��, ��� �%"���� ���#"�0

2���� #%&�� %2� �� �"�, ���� �&�"�� ����% z(t) = hw(t) � %������� 5��9
� ��� ������ ������"� 5�	9�
i��� � ��"%�����1 %�������1 �&�"�� ����% ������� t =

√
P (h) s ��,

��� �� ������� s :%��;�� w(s) #%&�� 2π0�����&������!� ��"%��� %�������

ẅ(s) + P (h)w(s) = hP (h) w̄2(s), 5��9

� ��� �����! ������"

P (h) =

∣∣∣∣∣
d

ds
w (s)

∣∣∣∣∣
2

+ P (h) |w (s)|2 − h

3
P (h)

(
w3(s) + w̄3(s)

)
. 5�o9

�&�� ��������� ��������� �� ����&% ���&�"���1 ���� ���������1�
i��� ������� ��#�� � ���! :���� &"� 5��������"�����9 %���3����

���"�&% 3�1 �����"���!�
/��� �� ����"������� :%��;�� Re() ����� � ���, ��� �� �#���� �

��"������ m��� �� ���������! u = exp(i s)� k��, � ��� �����&�, �"����



��

���� �� ���������1 � 678 :%��;�!, �#�� 3�1 � ����"������� ��"���0
����
������ 4���� �� ����"��%�� �&�% "���!�% :%��;� C() 5����"������

�����2����9 �� �"�&% 3��� ���!�����j

dC(f(h))

dh
= C

⎛
⎝df(h)

dh

⎞
⎠ , C(u) =

1

u
, C(i) = −i, C(r) = r, r ∈ R.

/&��� ��� 4��� �� ��0���2���% ��"��%���� ����������� � 678 ���&���0
�� �#��� � ����"������� ������������
e��� �#����, �#������ w(s) = y0(h), dw(s)/ds = z0(h), P (h) = P0(h),

�� �� &�""� ����, ��"%��� ���2����, ������� ���#%���� :���"���
&�::����;������ �� h

L(h) = y0(h) + P0(h)
(
hC(y20(h))− y0(h)

)
,

5�r9
I(h) = z0(h) C(z0(h)) + P0(h)

(
y0(h) C(y0(h))− h

3

(
y30(h) + C(y30(h))

)− 1

)
,

�&� L b 4�� ��� 2� ������� 5���� "���!��! ��;�""����9, ��� � &"� ���1
���&�&%3�1 �"%����
+%"��� ���;�� � ������%3����� ��(���� b 4�� "���!��! 5����"���0

��!9 ��;�""����,  ���"�&% 3�� ���;�� #%&%� %2� ���&����&���� %��0
�������, ��4���%

yn = (an + i bn) u+
cn + i dn

u
+ . . . , u = exp(i s),

�&� ��� ��"����� an, bn, cn, dn, n ∈ N0, ��"� ��� ��3�����������
+ ���� &�"�, � ��"% ����������� ������� ���� ��"���� ��2�� ���%

2� ��"�2��� ������ �%" , ��� �"�&%�� �� �"�&% 3�! "�����

����
 ������� ������������ ������������ ������� 
���������� ���
�
���
���
���	 � 
#���$��� ����	����	 �	� �� �
���� �
�
����� h � ����

y(u) =
∞∑
n=0

hn

⎛
⎝ ∞∑
k=−∞

An,k u
k + Bn,k u

−k

⎞
⎠ , An,k, Bn,k ∈ C,

��� ��������		 ����
 �� k �
 �
��� ���� �����
" !���
 ������� �� ����
���� s ��%�� ��#����	� ��#� ��� ������� An,1 ��� Bn,1 ��
�� �����
��������� &��� ���� �������'"
�	���	� �������� ����&�� �%��������� � ��(����, ��� &��%����� ��

%�"��� � e��&

y(u) =
∞∑

k=−∞

⎛
⎝uk

∞∑
n=0

hnAn,k + u−k
∞∑
n=0

hnBn,k

⎞
⎠ .



��

�&��� �� ������� s → s+ s0(h) %���2�� �%��%

∞∑
n=0

hnAn,1

� ��"����% exp(i s0(h))� ��4���% 4�% �%��% ��2�� �&�"�� ��3��������!�
+� 4�� �"�������� :%��;�� ��3��������! ���������! h, ��4���% ��� ��0
4::�;����� An,1 �"�&%�� ��#��� ��3����������� x�[�Z�
k� "��� ����� �������&�������� ����(���� � ���%��%�� ���2���� ��0

���&������1 ��(���! ��������! ������� /��� /&��������������� ��
h ����!���� ���1 ��(���! "�2�� � &�%������ ���2����� � :����� ���0
�������� � ��"% �����2����� �&��� �&�"� ���������� ��4���% ��� ���0
&�"2���� ����!��� �����&������1 ��(���! �� h ����& �%3����%�� ������0
��! �������", ������! ��"��%���� � ��&� ����"���� �������"���1 �����0
����1, �� ������1 ��(���� � ���� &�"� �� �������
'� %2� ������ ��"����"��� 4��! "����! &"� %������! �� &�� ��"�

� � ::���, 1��� �� 4�� #�"� �����&���
/&��� � �cc �� ��"�2�� �� ����"������� � ;�"� &�������;�� ���0

��2�����! "������, ������! &�"2�� ������� ��� ������� ��������� �
���;���� �#��� ����� "��#��������� ���&������
+%"��� ���;�� ������" I(h) ���"� ��&������� y0 � z0 &��

a20 + b20 + c20 + d20 =
1

2
, 5�s9

� ��� ��� 4�� ���2���� ���� �� ��2�� #��� ����"�������
i&��� � &"�� �"�&%�� ���&��2���� �� �������� ��4::�;����� ����0

����1 ������! &"� ��(���� ��"%����1 %������!�
��"���� ����(������ &"� �����! ���;�� L(h) 5��4::�;����� ��� u

� 1/u9 & �
(a0 + i b0)P1 = 0, (c0 + i d0)P1 = 0,

��4���% ���#1�&��� P1 = 0 5�������, ��� P0 = 19�
����� ���;�� ������" I(h) &�� %�������

a0 a1 + b0 b1 + c0 c1 + d0 d1 = 0,

� 4�� %������� ��2� ������� ��� � �����
������ %������� ������"���� �������� � ������ (�� 5������! ����0

������%�� �"��� ��� h29�
��4::�;����� ��� ���������1 �"��1 5������� ������ ��"��� �� a0,

b0, c0, d0 � P29 � �1 ����"������ �����2����, �" � %������� 5�s9 & �
� %������! �� � ����������1� k�% ������% ���3� ����� ��(���, �����"��



��

#��� q��#���� � ���%"���� ��"%���, ��� "�#� P2 = 5/3 56?KC �9, "�#�
P2 = −2/3 56?KC �9�
���"� ��#�� P2 ����"��%�� �����"����! #��� q��#��� ��������, ��

%2� #�� ���������! P2� � ���%"���� ��"%���⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
P2 =

5
3; a20 + b20 =

1
4, c20 + d20 =

1
4 , Case 1

P2 = −2
3; a20 + b20 =

1
2, c0 = d0 = 0, Case 2a,

P2 = −2
3; c20 + d20 =

1
2, a0 = b0 = 0, Case 2b.

e��� �#����, ����"���� ��(���! �� ��"����� 5���#3� ������9 #���0
���, 1��� �"%�� 2a � 2b ����� ��� 4����"������� � ��"% �#��������
�cc�
/���&�"��(��� � �%2��! ����� , �"�&%�� ����%���� � ��"� "������

� ���&�"�� ��� �����"���� � %2� ��#������ ��������� ��4::�;������,
��� �%2�� "�(� &"� %���3���� �����"���!�
�����"��% 4� �&� %2� ��&��#�� ���"�&���, �� �� �� ����� ��&��#0

�� �������� ��� ��"����� ����� �����&������1 ��(���! 5������ �� ����0
��1 4����"����� � ��"% ��������! �cc � �� �#��������9,  ����������
��"��� �����"����� ����!��� � ��"������ �����&���
)�#���� ����� 6?KC �5?,P9 �� #�"�� ������!�
�����"���� ���#1�&��� �����&��� ��%��% &� (� 
 5���� �"���� ��� h4

� ��"�2���� ��(����9� k��� :�� ������ �����%& �� �"�&%��, �� ��"���
����� � � (� ��������� ����! ���%��%� ��(���� � �����"���� ���0
������% ��� � ��&� ;��"�
�%��� c0 = d0 = 0 56?KC �?9� e��& ���������, ��� ck = dk = 0, k ∈ N�

����� ����, %�"���� a20 + b20 = 1/2 ���� &"�� �� %���3����, ��� �������0
���%�� ;�"��&�������� ����!��� �����&������1 ��(���! � ���"�������!
������� � &�%�� ��������� ���#�&� 5��� f�	, \SCM@CG o����g9� $���� �"����,
��4::�;����� a0 � b0 ��2�� ��#��� �������"���, �� ��, ���#� ����"��0
"��� %�"���� a20 + b20 = 1/2� * ��2�, ��4::�;����� an �"� bn &"�� ��2��
��#���� �������"���, ���� an = an(bn) �"� ��#����, ��� ����&�"����� ��
n0! ���;�� ������� ������" 5�r9�
��4���% ��2�� ��#��� bn = 0, n ∈ N0� e��&, ����%�(��� � ��"� "0

������, ����� � (� n = 3 �����"���� ���������% ��� � ��&� ;��"�
��"%��� Pn �� ����������� �"�� ��� u �"� u−1, � �� ����� �� an �0
1�&���� �� n0! ���;�� ������� ������" 5�r9� e��� �#����, ��"%���
a2n−1 = P2n−1 ≡ 0, �

a2n√
2
= [

1

2
,−17

72
,
3239

864
,−10760969

51840
,
232111109209

9331200
,−7204608236483

1382400
, . . .],

P2n = [1,−2

3
, 10,−14378

27
,
5039062

81
,−192123316

15
,
33245904796951

8100
, . . .]




	

�����"�� ��"�2���� 5�������������9 �����&

P̃ (h) =

⎛
⎝ ∞∑
k=0

Pk

k!
hk

⎞
⎠1/2

=
∞∑
k=0

P̃k h
k, 5�.9

 ���� ��&����� � 4�� ��"�2���� h =
√
2E �"� h =

√
2H &"� �������0

����� �"��� ������ �#��� f��g �"� f.g ��������������� e��& ��"%���
��4::�;����� ��"�2���� � e#"� 	 � f��g, ���� ��4::�;����� �� ����0
����� tNA@NEF?@v �����&� '� ������"� 4�� ��4::�;����� &� ������� h40

5�"� H209�
a�"� ������ ��"�2��� 1/P̃ (h) = ω(H) � ��& �� H, �� ��"%��� �"%�!

ω3 f., :���%" 5�r9g�
� ��2"��� , �����1 �������������! % tNA@NEF?@v ����!��� &"� ��4:0

:�;������ �����& �"� ��"��%&� �� �#��%2�"����
)�������� ������ 6?KC ��
i&��� �������"�� ���%;��, �� ������� � "�����%��, � ��� ���"� � �

"�����%�� �� �cc� * ������, � �cc ������� ������ %������� ������0
"����, ������� ����"����� � 
0� (�� "������� � �#��1 f�-g, f��g, f.g,
�&� #�"� �!&��� ��� ����!��� �"�1 �����&������1 ��(���!, 4��� ������
�#�!&�� ��������,  ��"����� ����!��� ������ ��� ������ �� �"%��
� ��&�"%���
� �"%�� 56?KC �9 %������ ��������� "���% � � ���% ��"�2��� dn ≡ 0,

n ∈ N0� e��& c0 = ±1/2� �����"��% �# 4�� �"%�� 4����"����� 5���
������ �����%& �� �"�&%�� � ���#%�� ��������, �����% �� ��%����9, ��
��"�2�� c0 = −1/2�
���"��� ��������% "������%, %�"���� ��� ���������1 �"��1,  ��0

2� ���;�� ������� ������" & � ��"���!��� %������� &"� �1�&�3�1 �
��1 ��4::�;������� + 
0� (�� 4�� %������� ����"��% ��� &"� �����"�0
��� #��� q��#���, ��� &�� %������� ������"���� &"� �����&,  ��2�
��& �"%��� � ��&�"%����
+ (�� n = 1 � n = 3 ��"%��� P1 = 0 � P3 = 0� + (�� n = 4 �� #���

q��#��� ��"%��� P4 = 33/4 �"� P4 = 145/4�
�����"��% �� �������%�� �"���� �#���� �����&, ��#���� ��#�"��

������ %��������� ����!��� &"� �2&��� �� �����&���
/&�� �� �"%��� b 4�� tNE@QAFABC?@v �����& � e#"� � � f��g� � �(�1 �#�0

�������1 ��"%���

a0 =
1

2
, a1 = 0, b0 = 0, c0 = −1

2
, a2 =

37

144
− 2b21, P4 =

33

4
.

i&���, �� � &"� tNA@NEF?@v �����&, ��4::�;����� bn, n ≥ 1 ��2�� ��0
#���� �������"���, ��� ����������%�� ��"����� �%��� 5��"����! ��0




�

������;��9 � ;�"��&�����! �����1����� � :����� �����������, ����0
������% 3�! ����!���%� k��� 4::��� �� #�" ���� ����� � "�����%�� ��
�cc�
��#���� bn ≡ 0, n > 1, ��� ����������%�� ���������% ������ ����!���

��(���!� e��& �����"���� �����&���� � ��&� ;��" ����� � (� n = 5
�"�&% 3�� �#�����
+ (�� n, Pn � an−2 �1�&���� �� ������� �01 %������!, ������� & �

��4::�;����� ��� ���������1 �"��1� �"�� cn �1�&���� �� ���;��
������� ������"� e��� �#����, ��"%��� bn = dn = P2n−1 ≡ 0, a2n = −c2n,
n ∈ N �

a2n = [
1

2
,
37

144
,−3257

1728
,−51700693

207360
,−222577107431

9331200
,−1279611450929

3110400
, . . .],

P2n = [1,
5

3
,
33

4
,−58471

108
,−580034903

5184
,−23576481467

1728
,
114695069633837

103680
, . . .].

���&�"� ����#������� &"� �����&, �� � 5�.9, � ��"�2�� 1/P̃ (h) =

ω(H) � ��& �� H, ��"%��� �"%�! ω(1.4) f., :���%" 5�r9g�
���&�"2�� ����������� �"%�� 56?KC �9, �� ������� t@CNHAFABC?@v ��0

��!���� 5��� f��, e#"� �g9� e� 2� �� � ����, ���������� ������������
����� �������� �%�� � ;�"��&�����! �����1�����, ����������% 3�! 4���%
����!���% ��(���!�
� �(�1 �#��������1 t@CNHAFABC?@v ����!���� �������� ��

a0 = −1

2
, a1 = 0, b0 = 0, c0 = −1

2
, a2 = − 37

144
+ 2b21, P4 =

145

4
,

� �����"����� &"�� � ��&� ;��" �� 2� �� � ���&�&%3�� tNE@QAFABC?@v
����!�����
e��� �#����, ��"%��� bn = dn = P2n−1 ≡ 0, a2n = c2n, n ∈ N, �

a2n = [−1

2
,− 37

144
,−6343

1728
,−7446055

41472
,−7064160565

373248
,−216605433275

62208
, . . .],

P2n = [1,
5

3
,
145

4
,
256025

108
,
1632994825

5184
,
13564676125

192
,
497541525105625

20736
, . . .].

���&�"� ����#������� &"� �����&, �� � 5�.9, � ��"�2�� 1/P̃ (h) =
ω(H) � ��& �� H, ��"%��� �"%�! ω(2.5) f., :���%" 5�r9g� � &���� �"%��
&"� �����& �%3����%�� ���2���� � ����%��! :����

P̃ (H) = F ([1/6, 5/6], [1], 6H)), 5�-9

�&� F () b 4�� �"�������� ������������������ :%��;�� 5��� ��2� f��g9�







k�� �&���������! �"%�! � �cc, ���& �����& ����!��� �!&�� � �����
��&��
������"����� 4���� :�� ��2�� ��"%���� �� �����&���� �cc � ��&%

5�
9� /# �"%�� � 5�
9 ��� � �&�� � ��� 2� �����& 5�-9, �� �� �������
���"������ &"� ��1 �����"����� ��0�����%�
i�����, ��� ��#�"�� ��&��#��� ���"�&����� ����!��� �����&������1

��(���! ��c #�"� ���&�"�� � f��g, �&� ����"����"�� ����& m��(��&�0
�%����� +( ����&, �� �%��, ��2�� ���������� �� ��&�����;� �
%���3���� 4���� �"���������� ����&, &��������% &"� �����"���! �
678�

�� �$�ea'y, i*�$�nz$a /e �)a'a+$

a�"� � %������� ���� �1�&�� �����&������� �� ������� :%��;��, �� ��0
���&������� ��(���� ����� ����" ����� � ��&� ��& l%���, ���� �� :%��0
;� ���� 2� �����&� ��&������ ����� ��& � ������������ ��4::�;�0
����� � ��1�&��� %������� � ����� 4��1 ��4::�;������ ����� ������
t����& ������������� #"��v � (����� ����"��%���� � ��2������1 �0
&�1�
/&��� � � 4��� �"%�� �( ����& �����"���� �����&������1 ��(���!

����� ����� �����"���"���� �����%3����� '� ����"" �����%�� 4��� ��0
��� � ��������1 ��������1 ������1�
)�������� %�������

z̈ = h(1 + a z2)(1 + b cos2 t). 5��9

���(������, ��� ���1 ��3��������1 a � b �%3����% � �"�� �� h ����0
�&������� ��(���� z(t) %������� 5��9{
k� �&� ��� a = b = 1 ��������"�� � f�
g �� ������ ���"�����0

��! �������, �� ��� 3�! �"�1 �����&������1 ��(���!�
��������

z̈ = exp(i t k) = uk

����� ��(����
z(t) = −uk/k2 + C0 + C1 t,

��4���% ����, ��� � &���� �"%�� ���������� �������� #%&�� k = 0�
��!���%� �� �(�! �1���, � �%"���� (�� ��"%��� z(t) = a0, �&� a0 ���

�� ����&�"����
+ ������ (�� ��4::�;���� ��� ���������� �"��� &�� %������� ��0

����"����
(2 + b) (1 + a a20) = 0,




�

���%& �1�&��, ��� ��"� a < 0, �� z(t) ≡
√
−1/a #%&�� �&���������� ����0

�&������� ��(����� %������� 5��9 ��� b �= −2�
a�"� 2� b = −2, �� � (�� � �!&��, ��� "�#� a0 =

√
−1/a 5� ��&�, �����0

"���� ��(����9, "�#� a0 = 0� � 4��� �"%�� ��� �������"���� ����������
&"�� ����&�"� ��� � ���&������ � � (� �� �%"�� e��� �#����,
��"%���

z(t) = h
4 cos (2 t) + 1

2304 a (cos (6 t) + 27 cos (2 t)) h3+
1

16588800 a
2 (9 cos (10 t) + 725 cos (6 t) + 18450 cos (2 t)) h5 + . . .

)�������� �3� �&�� ������ �� ����� f�
gj �����! �"%�! 1���(� ��0
������! �&�� b ������ � ��#���% 3�! �����! ��&��� ��� ���%������
��"� ��2����

z̈ = −μ cos t sin z. 5��9

�� ������ ���������� ������� 	 � f�
g ���� �(�" �"�� �� μ �����0
&������� ��(���� 4��! �&��, ������� ������"� ��� �� ��"�2���! ����0
����� z = 0 � z = π, � ���"�&��" �1 %���!��������
/&��� �(� �����"���� ������ �, ��� ���1 ��(���! �� �%3����%���

k�� �"�&%�� ��2� �� :���%"� 5���9 � f�
g, �&� �����&��� ��3��"����
�����&������� ��(���� %������� 5��9, ���� z(t) = n t + θ(t), �&� θ(t) b 2π0
�����&������ :%��;��� l���%" 5���9 � f�
g :���"��� �������� ���
���"� ��3���� n = 0, ���� &"� ������ �����&������1 ��(���!, � � 4���
�"%�� &�� z ≡ 0� i����� ��2�, ��� ��� n = 1 ��(����� #%&�� :%��;��

θ(t) =
μ

8
sin 2t+ o(μ).

/������, ��� "������������ � �%"� %������� 5��9 b 4�� %������� '0
���, �������, �� ����%&�� ���������, �� ����� �"�1 �����&������1 ��(�0
��!�
��!���%� �� �(�! �1���, � �%"���� (�� ��"%��� z(t) = a0, �&� a0 ���

�� ����&�"���� +(� �����"���� & � %������� ������"���� � ������
(��

cos a0 sin a0 = 0.

+���%&�� ���������, ��� a0 = 0 �"� a0 = π &&%� �����"���� ��(�����
��%�� ����� a0 = π/2 &�� ��(����

z(t) = π
2 + μ cos (t)− 1

72 (cos (3 t) + 27 cos (t))μ3+
1

259200 (63 cos (5 t) + 3275 cos (3 t) + 80550 cos (t))μ5 + . . .

������� ������� �( ��&1�& � ���, �� 4� �&� ��("�� � f��g�




�

���� �&� &"� ��3��"���1 �����&������1 ��(���! ���"�� ��0
����"��� #�"�� �������"���!� �"�&%� f�
g, ��"�2��

θ̈ = −μ cos t sin(n t+ θ), n ∈ N, 5�	9

� #%&�� ����� 2π0�����&������� ��(���� θ(t), �"�� ������ � μ�
�� �� ����"�, ��� n = 0 �&���������� �����&������� ��(����� 5�	9

��"����� ��2&��������! ��"�� ��� n > 1, &�!���%� �� �(�! �1���, ��"%���

θ(t) =
μ

2

⎛
⎝sin ((n+ 1) t)

(n+ 1)2
+

sin ((n− 1) t)

(n− 1)2
+ a1

⎞
⎠ + . . . ,

��� ����&�� � :���%"�! 5���9 � f�
g, � ���" ������ �������"���! ���0
����� ������������� a1�
�"�� :���%"� ��"%� ��� ����� ������&����, � �� �1 ��%�����
'� �� ��2�� ������ ��"�2��� �������� ������������� ������ �%0

" , �� �� ��� ���%� ���&�#����� � �"�&% 3�1 (�1 &"� %��������
���������1 �"����� /&��� ���"���, ��� ��� 4�� �������� ����"� ���
� ��&� ���2���"� ��� ���������1 �"��1, ���� ���#1�&��� �#�%"� ���, ��
� #�"�� ���&��1 (�1�
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θ(0) ≈ 0.111352042946830367562920, θ̇(0) ≈ 0.026510045122156185366322.
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