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Аппроксимация коэффициентов уравнения Ландау–Лифшица–Блоха

при микромагнитном моделировании

Уравнение Ландау–Лифшица–Блоха в настоящий момент является основ-

ным инструментом для описания эволюции намагниченности с учетом темпера-

турных флуктуаций при создании устройств спинтроники и магнитной микро-

электроники. Коэффициенты уравнения зависят от средней намагниченности

в данной точке пространства и вычисляются как старшие моменты модельной

функции распределения.

Вычисление коэффициентов требует предварительно решения трансцен-

дентного уравнения для определения параметров функции распределения, кроме

того, как правило используется достаточно грубая аппроксимация, не учиты-

вающая существенного отличия в структуре поля анизотропии и остальных

полей.

В данной работе представлена аналитическая аппроксимация коэффициен-

тов уравнения Ландау–Лифшица–Блоха, обеспечивающая точность до третьего

знака, позволяющая повысить адекватность микромагнитного моделирования и

увеличить темп вычислений.

Ключевые слова: уравнение Ландау–Лифшица–Блоха, микромагнитное

моделирование
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e-mail: aiv.racs@gmail.com

Approximating Landau–Lifshitz–Bloch Coefficients in Micromagnetic Si-

mulation

At this time, the Landau–Lifshitz–Bloch equation is the principal tool used to

describe the evolution of magnetization and to account for temperature fluctuations

when creating spintronics and magnetism-based microelectronics. These equation

coefficients depend on average magnetization at a given point in space, and are

calculated as the higher moments of a model distribution function.

For the coefficients to be computed, a transcendental equation must first be

solved to determine the parameters of the distribution function. In addition, a rather

crude approximation is used as a rule that does not account for the significant differ-

ences in the structure of the anisotropy field versus that of the other fields.

This paper presents an analytic approximation of the Landau–Lifshitz–Bloch

coefficients assuring an accuracy up to the third significant digit and helping increase

the adequacy of micromagnetic simulation and computation speed.

Keywords: Landau–Lifshitz–Bloch equation, micromagnetic simulation
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1. Введение

Создание устройств спинтроники и микроэлектроники с использованием

магнитных эффектов требует проведения больших объемов численного моде-

лирования [1–3]. При этом оптимальным с точки зрения соотношения адек-

ватность/вычислительная сложность является уравнение Ландау–Лифшица–

Блоха [4], описывающее эволюцию непрерывного распределения средней намаг-

ниченности по пространству. Коэффициенты этого уравнения исходно записы-

ваются как некоторые старшие моменты модельной функции распределения и,

хотя могут быть выражены в аналитических функциях, но в общем случае имеют

слишком громоздкий вид. Ситуация усугубляется тем, что для расчета коэффи-

циентов на основе вектора средней намагниченности каждый раз необходимо

предварительно решать трансцендентное алгебраическое уравнение. В целом

при проведении численного моделирования такой подход имеет неприемлемо

высокую вычислительную сложность, поэтому, как правило, для вычисления

коэффициентов используется достаточно грубая аналитическая аппроксимация,

негативно влияющая на адекватность результатов.

В частности, основным недостатком традиционно использующейся аппрок-

симации коэффициентов уравнения Ландау–Лифшица–Блоха является единооб-

разная работа с внешним полем, обменным полем, полем диполь–дипольного

взаимодействия и полем анизотропии [5,6]. Между тем, в отличие от остальных

полей, поле анизотропии за счет исходной нелинейности зависит от старших мо-

ментов модельной функции распределения, что в итоге приводит к совершенно

другим эффективным зависимостям от средней намагниченности.

В данной работе построена аппроксимация коэффициентов уравнения

Ландау–Лифшица–Блоха в виде аналитических функций от компонент вектора

средней намагниченности. Построенная аппроксимация обеспечивает точность

до третьего знака и может использоваться для высокопроизводительных микро-

магнитных расчетов при решении широкого круга задач [7].
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2. Уравнение Ландау–Лифшица–Блоха

Наиболее достоверной моделью магнетика является система уравнений

Ландау-Лифшица, описывающая эволюцию N магнитных моментов mi(t),
|mi(t)| = 1, расположенных в узлах кристаллической решетки с координатами ri:

dmi

dt
= −γ

[
mi ×Heff

i

]
− αγ

[
mi ×

[
mi ×Heff

i

]]
+ 2
√

αγTξ(mi, t); (1)

Heff
i = −∇mi

W = Hexch
i +Hanis

i +H
dip
i +Hext;

W exch = −1

2

∑
i,j

Jij
(
mi ·mj

)
, Hexch

i =
∑
j

Jijmj;

W anis = −K
∑
i

(
nK ·mi

)2
, Hanis

i = 2K
∑
i

nK
(
nK ·mi

)
;

H
dip
i =

∑
j

3
(
mj · rij

)
rij −mjr

2
ij

r5ij
, rij = ri − rj;

W ext = −
∑
i

mi ·Hext;

где γ—гиромагнитное соотношение, α—параметр затухания,Heff—эффектив-

ное магнитное поле,W — полная энергия системы, T — температура системы в

единицах энергии, ξ(m, t)—случайный источник, сохраняющий модуль магнит-

ного момента и обеспечивающий единичную дисперсию по направлениям [8],

∇mi — оператор∇ по магнитному моменту mi,W
exch и Hexch — энергия и поле

обменного взаимодействия, Jij — обменный интеграл (как правило, отличен

от нуля только для ближайших соседей), W anis и Hanis — энергия и поле ани-

зотропии, K — параметр анизотропии, nK — направление оси анизотропии,

|nK | = 1, Hdip — поле диполь–дипольного (магнитостатического) взаимодей-

ствия [9],W ext — энергия взаимодействия с однородным внешним полем. Здесь

и далее мы будем использовать безразмерную систему единиц.

Исходной точкой для вывода непосредственно уравненияЛандау–Лифшица–

Блоха является уравнение Фоккера–Планка [10], описывающее эволюцию непре-

рывной в конфигурационном пространстве r функции распределения f(m, r, t)
по направлениям магнитных моментовm, |m| = 1, которое может быть получено
при помощи цепочки Боголюбова в приближении среднего поля [8, 11]:

∂f(m, r, t)

∂t
− γ∇◦

[
m×Heff

]
f = γα∇◦

[
m×

[
m×

(
Heff − T∇◦

)
f
]]
, (2)

Heff = Hexch +Hdip + 2KnK
(
nK ·m

)
+Hext,

Hexch = J
[
a2∆r 〈m〉+ εGnb 〈m〉

]
,
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где a— расстояние между атомами кристаллической решетки, ∆r 〈m〉— опера-

тор Лапласа по пространству от средней намагниченности 〈m〉 (по компонентам
〈m〉), εG — фактор Гаранина для учета флуктуаций среднего поля [12] (для

объемно–центрированной кристаллической решетки εG ≈ 0.795), nb — число

ближайших соседей атома,∇◦ — сферический градиент по намагниченности:

∇◦ = ∇m −
m
(
m · ∇m

)
m2

.

С учетом теоремы Гаусса, после домножения (2) наm и интегрирования

по сфере получаем

− 1

γ

∂ 〈m〉
∂t

= 〈m〉 ×
(
Hext +Hexch +Hdip

)
+ 2K

〈
m× nK

(
m · nK

)〉
+

+ α
〈
m⊗m− Î

〉 (
Hext +Hexch +Hdip

)
+

+ 2αK
〈
m×

[
m× nK

](
m · nK

)〉
+ 2αT 〈m〉 , (3)

где Î — единичная матрица, уголковыми скобками обозначено усреднение

〈A〉 ≡
∫
sph

Af(m, r, t) dm,

под
∫
sph

...dm понимается интегрирование по сфере единичного радиуса.

Для замыкания полученного уравнения (вычисления зависимости старших

моментов функции распределения на основе 〈m〉) необходимо задать вид функ-
ции распределения, что аналогично введению уравнения состояния при выводе

уравнений газовой динамики из уравнения Больцмана. Хорошей аппроксимаци-

ей является

f(m, r, t) =
ep(r,t)·m

Z
, Z =

∫
sph

ep·m dm = 2π

π∫
0

ep cos θ sin θ dθ =
4π

p
sh p, (4)

〈m〉 = 1

Z

∫
sph

m ep·m dm = npL(p), L(p) = cth p− 1

p
, np =

p

p
,

где p— некоторый вектор, являющийся параметром модельной функции рас-

пределения p ‖ 〈m〉, L — функция Ланжевена. Многочисленные сравнения с

результатами прямого численного моделирования «атом–в–атом» [13,14] показы-

вают, что ошибка такой аппроксимации одночастичной функции распределения

при актуальных значениях параметров находится на уровне второго знака, что

является вполне удовлетворительным результатом.
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Традиционно после ряда преобразований и дополнительных предположе-

ний уравнение Ландау–Лифшица–Блоха записывается в следующем виде [4, 5]:

1

γ

∂ 〈m〉
∂t

=−
[
〈m〉 ×HLLB

]
+ α‖

(
〈m〉 ·HLLB) · 〈m〉−

− α⊥

[
〈m〉 ×

[
〈m〉 ×HLLB

]]
, (5)

α‖ =
2αT

3Tc
, α⊥ =

{
α
[
1− T/3Tc

]
, при T ≤ Tc,

α‖, при T > Tc,

HLLB =Hdip + 2KnK
(
nK · 〈m〉

)
+Hext + Ja2∆r 〈m〉+

+


1

2χ

(
1− 〈m〉2

〈m〉2eq

)
〈m〉 , при T ≤ Tc,

−1

χ

(
1 +

3

5

Tc 〈m〉2

T − Tc

)
〈m〉 , при T > Tc,

где Tc—температура Кюри, 〈m〉eq = 〈m〉eq (T )—равновесная намагниченность,

χ = χ(T )— продольная восприимчивость

χ =
L′

T − εGnbJL′ , L′ =
dL

dp

(
εGnbJ 〈m〉eq

T

)
, 〈m〉eq = L

(
εGnbJ 〈m〉eq

T

)
.

Здесь и далее используется обозначение

〈m〉 ≡ |〈m〉|.

Уравнение Ландау–Лифшица–Блоха в форме (5) не имеет с вычислительной

точки зрения серьезных преимуществ перед исходным видом (3), поскольку

требует нахождения вектора p(〈m〉) = L−1(| 〈m〉 |) 〈m〉 /| 〈m〉 | в каждой точке
на основе решения трансцендентного алгебраического уравнения. Между тем

в (5) сделан переход вида〈
m× nK

(
m · nK

)〉
∼
[
〈m〉 × nK

](
〈m〉 · nK

)
,〈

m×
[
m× nK

](
m · nK

)〉
∼
[
〈m〉 ×

[
〈m〉 × nK

]](
〈m〉 · nK

)
,

что может приводить к неверному соотношению поля анизотропии и других

полей и отрицательно влиять на адекватность результатов численного моделиро-

вания.

Входящий в (3) тензор
〈
m⊗m− Î

〉
зависит лишь от средней намагничен-

ности 〈m〉, а старшие моменты
〈
m× nK

(
m · nK

)〉
и
〈
m×

[
m× nK

](
m · nK

)〉
зависят от модуля средней намагниченности 〈m〉 и взаимной ориентации сред-
ней намагниченности и направления оси анизотропии nK . Таким образом, для
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проведения расчетов необходимо построить аналитическую аппроксимацию

этих величин от 〈m〉, причем точность аппроксимации может быть ограничена,

поскольку для учета температурных флуктуаций в уравнение Ландау–Лифшица–

Блоха добавляют случайный источник специального вида.

Надо отметить, что исходное уравнение Фоккера–Планка (2), полученное

в приближении среднего поля, обладает существенным недостатком — при-

ближение среднего поля плохо применимо для ферромагнетиков, поскольку не

учитывает корреляций между ближайшими соседями. Между тем в магнети-

ках сильное обменное взаимодействие носит локальный характер и приводит

к возникновению сильных корреляций между ближайшими соседями даже в

парамагнитной фазе [11, 15]. За счет этого приближение среднего поля дает

неверные критическую температуру Tc (что может быть скомпенсировано за

счет множителя εG [12]), обменную энергию и времена релаксации, причем

отличие во временах релаксации для некоторых постановок может доходить

до одного порядка. Обсуждение и учет этих эффектов далеко выходит за рам-

ки данной работы, здесь мы сосредоточимся на построении аппроксимации

коэффициентов исходного уравнения Ландау–Лифшица–Блоха (3).

3. Коэффициенты, связанные с внешним и линейными поля-

ми

Под линейными полями здесь мы будем понимать поля Hexch и Hdip, зави-

сящие линейно от средней намагниченности 〈m〉.
Для начала рассмотрим старшие моменты функции f(〈m〉), они могут быть

получены при взятии аналитически соответствующих интегралов в сферических

координатах〈
m2

‖p

〉
= 1− 2 〈m〉

p
, lim

〈m〉→0

〈
m2

‖p

〉
=

1

3
,

〈
m2

⊥p

〉
=

1−
〈
m2

‖p

〉
2

,〈
m3

‖p

〉
=

[
1 +

6

p2

]
〈m〉 − 2

p
,
〈
m3

‖p

〉
≈ 3

5
〈m〉 при 〈m〉 � 1,

〈
m3

⊥p

〉
= 0,

здесь
〈
m2,3

‖p

〉
— компоненты старших моментов, параллельные вектору p,〈

m2,3
⊥p

〉
— компоненты, перпендикулярные вектору p.

Поскольку np является главной осью симметричного тензора 〈m⊗m〉, то
компоненты тензора

〈
m⊗m− Î

〉
могут быть выражены как

〈mimj〉−δij =
〈
m2

‖p

〉 3npinpj − δij
2

−δij + npinpj

2
, lim

〈m〉→0
〈mimj〉−δij = −2

3
δij,

где δij — символ Кронекера.
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〈 m

2 ‖
p

〉 ,
〈 m

3 ‖p

〉

〈m〉

〈
m2

‖ p

〉
〈
m3

‖ p

〉

0
0.1
0.2
0.3
0.4
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Рис. 2. Эволюция компоненты 〈mz〉 для исходной модели «атом-в-атом» (LL),
уравнения Ландау–Лифшица–Блоха с построенной аппроксимацией тензора〈
m⊗m− Î

〉
(LLB1) и традиционной аппроксимацией (LLB2)

Зависимости
〈
m2,3

‖p

〉
(〈m〉) могут быть аппроксимированы в диапазоне

〈m〉 ∈ [0, 0.98] с абсолютной ошибкой не более чем 10−3 (рис. 1) как〈
m2

‖p

〉
≈ 1

3
+ 0.4115 · 〈m〉2 + 0.0303 · 〈m〉4 + 0.3523 · 〈m〉6 − 0.1261 · 〈m〉8 ,〈

m3
‖p

〉
≈ 0.6026 · 〈m〉

[
1 + 0.00669 · ch

(
5.288 〈m〉

)]
.

Построенная аппроксимация тензора
〈
m⊗m− Î

〉
оказывается гораздо

более компактной, чем традиционная (5), и полностью отвечает исходному

уравнению (3). Сравним результаты, полученные в рамках построенной аппрок-

симации, с традиционной аппроксимацией и результатами непосредственно-

го моделирования «атом-в-атом» магнетика с объемно–центрированной кри-

сталлической решеткой при начальной намагниченности 〈m〉0 = (〈m〉eq ,0,0),
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а б в

Рис. 3. Сферическая сетка, построенная на основе рекурсивного разбиения

пентакисдодекаэдра: без разбиения (а), однократное разбиение (б), двукратное

разбиение (в)

внешнем поле Hext = (0,0,0.1) для температур T = J и T = 1.5J . Обменный
интеграл J = 1, тогда температура Кюри Tc = 2.12J , диполь–дипольное вза-
имодействие и анизотропия отсутствуют, распределение намагниченности по

пространству будем считать однородным. Из рисунка 2 видно, что в рамках

такой постановки построенная аппроксимация тензора
〈
m⊗m− Î

〉
оказыва-

ется значительно ближе к исходной модели «атом-в-атом», чем традиционная

аппроксимация.

4. Коэффициенты, связанные с анизотропией

При расчете анизотропных членов интегрирование по сфере проводилось

на сетке, построенной на основе рекурсивного разбиения пентакисдодекаэдра

(рис. 3), реализованной в библиотеке aiwlib [16]. В отличие от традиционных

сферических координат, такая сетка изотропна, состоит из почти правильных

сферических треугольников и вместо двух сильных особенностей на полюсах

имеет двенадцать слабых особенностей, отвечающих центрам граней исходного

пентакисдодекаэдра. Кроме того, при заданной точности (размере ячейки) такая

сетка требует вдвое (а при переходе на дуальную сетку из шестиугольников,

вчетверо) меньше узлов, чем традиционная равномерная сетка в сферических

координатах.

Введем параметр β = np · nK = 〈m〉 · nK/ 〈m〉. Из соображений симметрии
следует, что〈
m× nK

(
m · nK

)〉
‖
[
〈m〉×nK

]
→

〈
m× nK

(
m · nK

)〉
=
[
〈m〉×nK

]
Φ(p, β),

и на основе анализа результатов численного интегрирования для различных
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Рис. 4.Множитель при члене
[
〈m〉 × nK

(
〈m〉 · nK

)]
〈m〉, β можно построить аппроксимацию с абсолютной ошибкой менее 2 · 10−3

(рис. 4, 5):〈
m× nK

(
m · nK

)〉
≈
(
0.59256+0.21515·〈m〉2+0.2008·〈m〉4

)(
〈m〉·nK

)[
〈m〉×nK

]
.

Нетрудно видеть, что традиционная аппроксимация〈
m× nK

(
m · nK

)〉
≈
[
〈m〉 × nK

(
〈m〉 · nK

)]
отличается множителем

(
0.59256 + 0.21515 · 〈m〉2 + 0.2008 · 〈m〉4

)
, что может

приводить к ошибке до 40% при малых 〈m〉.
Самым сложнымдля аппроксимации является член

〈
m×

[
m× nK

](
m · nK

)〉
.

Из соображений симметрии〈
m×

[
m× nK

](
m · nK

)〉
= 〈m〉Ψ‖(〈m〉) +

[
〈m〉 ×

[
〈m〉 × nK

]]
Ψ⊥(〈m〉),

и на основе анализа результатов численного интегрирования для различных 〈m〉,
nK (рис. 6, 7) можно построить аппроксимацию с абсолютной ошибкой менее

2 · 10−3:

〈
m×

[
m× nK

](
m · nK

)〉
≈ 〈m〉


〈
m3

‖p

〉
〈m〉

− 1

 3β2 − 1

2
+

+
[
〈m〉 ×

[
〈m〉 × nK

]]〈m3
‖p

〉
〈m〉2

β.

Из рисунка 8 видно, что разница между традиционной аппроксимацией и

аппроксимацией, построенной в данной работе, может доходить до 50%.
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Рис. 8. Зависимость модуля разницы между
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от параметров 〈m〉 и β

5. Заключение

Построенные аппроксимации коэффициентов уравненияЛандау–Лифшица–

Блоха реализованы в виде заголовочного файла llbe на языке C++ библиотеки

aiwlib [16], предоставляющего функции для вычисления коэффициентов с пла-

вающей точкой одинарной точности. С учетом температурных флуктуаций и

ограниченной точности построенной аппроксимации до третьего знака этого

оказывается достаточно.

По сравнению с традиционными решениями, построенные аппроксимации

учитывают различие в структуре внешнего и линейных полей и поля анизотро-

пии, что может быть особенно важно при моделировании переключения ячеек

магниторезистивной памяти.
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