
ИПМ им.М.В.Келдыша РАН  •  Электронная библиотека

Препринты ИПМ  •  Препринт № 108 за 2019 г.

ISSN 2071-2898 (Print)
ISSN 2071-2901 (Online)

Капцов Е.И.

Численная реализация
инвариантной схемы для
одномерных уравнений

мелкой воды в лагранжевых
координатах

Рекомендуемая форма библиографической ссылки:   Капцов Е.И. Численная реализация
инвариантной схемы для одномерных уравнений мелкой воды в лагранжевых координатах //
Препринты ИПМ им. М.В.Келдыша. 2019. № 108. 28 с. doi:10.20948/prepr-2019-108 
URL: http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2019-108

http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://library.keldysh.ru/
http://library.keldysh.ru/
http://library.keldysh.ru/
http://library.keldysh.ru/preprints/
http://library.keldysh.ru/preprints/
http://library.keldysh.ru/preprints/
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2019-108
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2019-108
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2019-108
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2019-108
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2019-108
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2019-108
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2019-108
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2019-108
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=3732
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=3732
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=3732
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=3732
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=3732
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=3732
http://doi.org/10.20948/prepr-2019-108
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2019-108


Îðä å í à Ë å íèí à

ÈÍÑÒÈÒÓÒ ÏÐÈÊËÀÄÍÎÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

èìåíè Ì. Â. Êåëäûøà

Ðî ñ ñ è é ñ ê î é à ê à ä åìèè í à ó ê

Å. È. Êàïöîâ

×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ èíâàðèàíòíîé
ñõåìû äëÿ îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé

ìåëêîé âîäû â ëàãðàíæåâûõ
êîîðäèíàòàõ

Ìîñêâà � 2019



Å.È. Êàïöîâ

×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ èíâàðèàíòíîé ñõåìû äëÿ îäíîìåðíûõ
óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû â ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ

Îáñóæäàþòñÿ ïîäõîäû ê êîíå÷íî-ðàçíîñòíîìó ìîäåëèðîâàíèþ óðàâíåíèé
ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû. Ïðîèçâîäèòñÿ ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ íîâîé èí-
âàðèàíòíîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìû äëÿ îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé ìåëêîé
âîäû â ëàãðàíæåâûõ (ïîòåíöèàëüíûõ) è â ìàññîâûõ ëàãðàíæåâûõ êîîðäè-
íàòàõ, îáëàäàþùåé ëîêàëüíûìè çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, ìàññû, äâè-
æåíèÿ öåíòðà ìàññ è èìïóëüñà. Â êà÷åñòâå òåñòîâûõ çàäà÷ ðàññìàòðèâàþòñÿ
èçâåñòíûå òî÷íûå ðåøåíèÿ îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû, íå ñîäåðæà-
ùèå ñèëüíûõ ðàçðûâîâ. Ðàñ÷åòû ïî ðàçíîñòíûì ñõåìàì ïðîâîäÿòñÿ íà ïðèìå-
ðàõ íåñêîëüêèõ êîíñåðâàòèâíûõ ñõåì ñ èñêóññòâåííîé âÿçêîñòüþ. Ïðèâîäÿòñÿ
ãðàôèêè ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé è îñóùåñòâëÿåòñÿ êîíòðîëü çàêîíîâ ñîõðàíå-
íèÿ íà ýòèõ ðåøåíèÿõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèììåòðèÿ, ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé, èíâàðèàíòíûå ðàç-
íîñòíûå ñõåìû, êîíñåðâàòèâíûå ñõåìû, çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, ìåëêàÿ âîäà, òî÷-
íîå ðåøåíèå.

E.I. Kaptsov

Numerical implementation of an invariant scheme for one-dimensi-
onal shallow water equations in Lagrangian coordinates

Various approaches to a �nite-di�erence modeling of continuum mechanics'
equations are discussed. The numerical implementation of a new invariant �nite-
di�erence scheme for one-dimensional shallow water equations in Lagrangian (po-
tential) and mass Lagrangian coordinates is presented. The new scheme possesses
the local conservation laws of energy, mass, center of mass and momentum. Some
known exact solutions that do not contain essential discontinuities are considered
as test problems. Calculations are carried out for several examples of various
conservative schemes with arti�cial viscosity. The graphic illustrations of the
obtained solutions are given where the conservation laws are checked on the
solutions.

Key words: symmetry, transformation group, invariant scheme, conservative
scheme, conservation law, shallow water, exact solution.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÍÔ (ïðîåêò 18-11-00238).
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1 Ââåäåíèå

Ðàçíîîáðàçèå ìåòîäîâ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ ìå-
õàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ïðèâîäèò ê ïðîáëå-
ìå âûáîðà íàèáîëåå ïîäõîäÿùèõ äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåì.
Ïðè ýòîì òðåáîâàíèå ñîáëþäåíèÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ èñõîäíûõ óðàâíåíèé
(ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, ìàññû, èìïóëüñà è äð.) âñåãäà îñòàåòñÿ êëþ÷åâûì. Íà-
ëè÷èå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ îáóñëîâëåíî íàëè÷èåì ñèììåòðèé ó èñõîäíûõ óðàâ-
íåíèé, òî åñòü èõ èíâàðèàíòíîñòüþ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé íåïðåðûâíîé
ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé. Çíàíèå äîïóñòèìîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé èñõîäíî-
ãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äàåò öåííóþ èíôîðìàöèþ î åãî êà÷åñòâåí-
íûõ îñîáåííîñòÿõ, ïîçâîëÿåò íàõîäèòü åãî çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, ïîíèæàòü ïî-
ðÿäîê óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àòü òî÷íûå ðåøåíèÿ [1�3].

Èçâåñòíî, ÷òî ìíîãèå óðàâíåíèÿ ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû, â òîì ÷èñ-
ëå óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìèêè è ãàçîâîé äèíàìèêè, çàïèñàííûå â ëàãðàíæå-
âûõ êîîðäèíàòàõ, äîïóñêàþò âàðèàöèîííóþ ôîðìóëèðîâêó, ò. å. ìîãóò áûòü
ïðåäñòàâëåíû êàê óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà äëÿ íåêîòîðûõ âàðèàöèîí-
íûõ ôóíêöèîíàëîâ (ñì., íàïðèìåð, [4]; ïîäðîáíûé îáçîð è äîïîëíèòåëüíûå
ññûëêè ìîæíî íàéòè â [5]). Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé ìîãóò áûòü
íàéäåíû ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð [6, 7]. Ïðè ýòîì èíâàðèàíòíîñòü óðàâíå-
íèé îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùèõ íåïðåðûâíûõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé ÿâ-
ëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè ýòîé òåîðåìû.

Òàêèì îáðàçîì, êðèòåðèé èíâàðèàíòíîñòè îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ñóùåñòâåí-
íûì ïðè âûáîðå ìåòîäîâ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Îáùåé òåîðèè è ìåòîäàì ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåì, îáëàäàþ-
ùèõ ñâîéñòâîì èíâàðèàíòíîñòè, ïîñâÿùåíû ðàáîòû [8,9]. Ðàçíîñòíûé àíàëîã
òåîðåìû Í¼òåð è ïðèìåðû åãî ïðèìåíåíèÿ â ñëó÷àÿõ ñõåì äëÿ îáûêíîâåí-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì ìîæíî íàéòè â [10�15]. Â ðàáî-
òàõ [16�18] ïðèâîäèòñÿ ðàçíîñòíûé àíàëîã ãàìèëüòîíîâà ôîðìàëèçìà, òàêæå
ïîçâîëÿþùèé ñòðîèòü êîíñåðâàòèâíûå ðàçíîñòíûå ìîäåëè.

Â íàñòîÿùåé ïóáëèêàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå
ñõåìû äëÿ îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû â ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ è
â ìàññîâûõ êîîðäèíàòàõ Ëàãðàíæà è ïðîèçâîäèòñÿ èõ ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ.
Çà îñíîâó áåðåòñÿ ïîñòðîåííàÿ íàìè â [19] èíâàðèàíòíàÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ
ñõåìà äëÿ îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû íà ðàâíîìåðíîé îðòîãîíàëü-
íîé ñåòêå, êîòîðàÿ íà ãëàäêèõ ðåøåíèÿõ îáëàäàåò âñåìè çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ
â ñëó÷àå íàêëîííîãî ïðîôèëÿ äíà è çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ ìàññû è ýíåðãèè
â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî äíà. Ðàíåå ïîïûòêà öåëåíàïðàâëåííîãî ïîñòðîåíèÿ
èíâàðèàíòíîé ñõåìû äëÿ óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû áûëà îñóùåñòâëåíà â ðàáî-
òå [20], ãäå áûëà ïðåäëîæåíà èíâàðèàíòíàÿ ñõåìà äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ â
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ýéëåðîâûõ êîîðäèíàòàõ, ïîñòðîåííàÿ íà ïîäâèæíîé ñåòêå. Îäíàêî ïîñòðîåí-
íàÿ â [20] ñõåìà íå îáëàäàåò çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.

Åùå îäíèì âàæíûì êðèòåðèåì îòáîðà êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåì ÿâëÿåòñÿ
òðåáîâàíèå èõ ìîíîòîííîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî ñõåìà íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé,
åñëè îíà ñîõðàíÿåò ìîíîòîííîñòü íà÷àëüíûõ äàííûõ ñî âðåìåíåì, ÷òî ïðåïÿò-
ñòâóåò ïîñëåäóþùåìó âîçíèêíîâåíèþ îñöèëëÿöèé â ðåøåíèÿõ. Ìîíîòîííûå
ñõåìû îáû÷íî ñòðîÿò íà îñíîâå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ â èíòåãðàëüíîé ôîðìå
òàê, ÷òîáû îíè óäîâëåòâîðÿëè íà ðàçðûâàõ ñîîòíîøåíèÿì Ãþãîíèî [21]. Äëÿ
ìîíîòîííûõ ñõåì õàðàêòåðíà òî÷íîñòü íà ðàçðûâíûõ ðåøåíèÿõ è ïîâûøåí-
íàÿ òî÷íîñòü (âòîðîé ïîðÿäîê è âûøå) íà ãëàäêèõ ðåøåíèÿõ. Âïåðâûå êðèòå-
ðèè ñîõðàíåíèÿ ìîíîòîííîñòè ðàçíîñòíûõ ñõåì è ëèíåéíàÿ ìîíîòîííàÿ ñõåìà
äëÿ îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè áûëè ïðåäëîæåíû Ñ. Ê. Ãîäóíî-
âûì â êëàññè÷åñêîé ðàáîòå [22]. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ýòèõ èäåé ïðèâåëî ê
ïîÿâëåíèþ ìíîæåñòâà ïîäõîäîâ ê ïîñòðîåíèþ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåì ïî-
âûøåííîé òî÷íîñòè, òàêèõ êàê TVD-ñõåìû [23], WENO-ñõåìû [24] è äð. (ñî-
âðåìåííûé îáçîð ñì., íàïðèìåð, â ðàáîòå [21]).

Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåì, âïåðâûå
ïðåäëîæåííûé äëÿ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè â [25], çàêëþ÷àåòñÿ â ââåäåíèè
â èñõîäíûå óðàâíåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ äèññèïàòèâíûõ ÷ëåíîâ, ñãëàæèâàþ-
ùèõ ðåøåíèÿ íà ðàçðûâàõ. Â ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåìàõ
ýòî, êàê ïðàâèëî, ñâÿçàíî ñ äîáàâëåíèåì èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè, ñãëàæèâà-
þùåé ñêà÷êè äàâëåíèÿ â îáëàñòÿõ ðåçêèõ èçìåíåíèé ðåøåíèé. Ýòîò ïîäõîä,
â ÷àñòíîñòè, áûë èñïîëüçîâàí ïðè ðåàëèçàöèè êëàññè÷åñêèõ ñõåì äëÿ óðàâ-
íåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè [26]. Íåäîñòàòêîì èñïîëüçîâàíèÿ èñêóññòâåííîé âÿç-
êîñòè ÿâëÿåòñÿ íåîáðàòèìàÿ ïîòåðÿ èíôîðìàöèè î òî÷íîì âèäå ðàçðûâíîãî
ðåøåíèÿ [23], ÷òî, åñòåñòâåííî, ñêàçûâàåòñÿ è íà òî÷íîñòè ðåøåíèÿ â îáëàñòè
ðàçðûâà. Â òî æå âðåìÿ ñîõðàíåíèå ìîíîòîííîñòè ñõåìû ïðè òàêîì ïîäõîäå
íå ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðè ñîõðàíåíèè âïîëíå ïðèåìëå-
ìîé òî÷íîñòè èçáåæàòü çíà÷èòåëüíûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ óñëîæíåíèé, âîçíè-
êàþùèõ ïðè ïîñòðîåíèè ìîíîòîííûõ ñõåì ïîâûøåííîé òî÷íîñòè.

Â ñõåìàõ ñ èñêóññòâåííîé âÿçêîñòüþ íà ïåðâûé ïëàí âûõîäÿò óñëîâèÿ êîí-
ñåðâàòèâíîñòè è ïîëíîé êîíñåðâàòèâíîñòè [26, 27] êîíå÷íî-ðàçíîñíûõ ñõåì.
Ïîëíîñòüþ êîíñåðâàòèâíûå ñõåìû, áóäó÷è êîíñåðâàòèâíûìè, óäîâëåòâîðÿþò
åùå äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì, âûðàæàþùèì áàëàíñ ðàçëè÷íûõ êîìïîíåí-
òîâ ýíåðãèè. Ïðèìåðû ïîëíîñòüþ êîíñåðâàòèâíûõ ñõåì ìîæíî íàéòè â ðàáî-
òàõ [26�30].

Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ñõåìû [19], ïîñêîëüêó äëÿ íåå êðèòåðèé
ìîíîòîííîñòè íå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì, áóäåò èñïîëüçîâàí ïîäõîä, ñâÿçàííûé ñ
äîáàâëåíèåì èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè. Êðîìå òîãî, âî âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ â
ïóáëèêàöèè ïðèìåðàõ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ â äèâåðãåíòíîé (ëî-
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êàëüíîé) ôîðìå, ïîýòîìó âàæíî ñäåëàòü ñëåäóþùåå óòî÷íåíèå. Çàêîíû ñî-
õðàíåíèÿ, ïðåäñòàâëåííûå â äèâåðãåíòíîé ôîðìå (â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåìûå
ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð) ñàìè ïî ñåáå íå íåñóò íèêàêîé èíôîðìàöèè î
òîì, êàêèì èìåííî îáîáùåííûì ðåøåíèÿì (â òîì ÷èñëå è êàêèì èíòåãðàëü-
íûì çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ) îíè ñîîòâåòñòâóþò. Ïîýòîìó, õîòÿ íà ïðàêòèêå äè-
âåðãåíòíûå ñõåìû ñ èñêóññòâåííîé âÿçêîñòüþ äàþò âïîëíå ïðèåìëåìûå ïðè-
áëèæåíèÿ ê òî÷íûì ðåøåíèÿì è íà ðàçðûâàõ, òðåáîâàòü îò íèõ ñõîäèìîñòè
ê êàêèì-ëèáî îáîáùåííûì ðåøåíèÿì íà ñèëüíûõ ðàçðûâàõ íå ñëåäóåò [31].
Èìåííî ïîýòîìó â íàñòîÿùåé ïóáëèêàöèè ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ðàññìîòðåíèåì
çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ïðåèìóùåñòâåííî íà ãëàäêèõ òî÷íûõ ðåøåíèÿõ.

2 Îäíîìåðíûå óðàâíåíèÿ ìåëêîé âîäû â

ëàãðàíæåâûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò

Îäíîìåðíûå óðàâíåíèÿ ìåëêîé âîäû ñ ïðîèçâîëüíûì ïðîôèëåì äíà â
êîîðäèíàòàõ Ëàãðàíæà ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèþ [4,32]

xtt −
2xss
x3
s

A(s) +
1

x2
s

A′(s)− h′(x) = 0, (1)

ãäå h = h(x) � ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ïðîôèëü äíà, x = x(t, s) � ôóíêöèÿ
òðàåêòîðèè ÷àñòèöû ñðåäû, s � ëàãðàíæåâà êîîðäèíàòà, êîòîðàÿ â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò âðåìåíè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ x(0, s) = s è êîòîðóþ ñ ïîìîùüþ
ïðåîáðàçîâàíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè [33] ìîæíî ñâÿçàòü ñ íà÷àëüíîé ìàññîé ÷à-
ñòèöû. Ôóíêöèÿ A = A(s) îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèÿ ýíòðîïèè ïî ÷àñòèöàì
ñðåäû [32] è îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ ðàâíî-
ìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äàëåå, âî èçáåæàíèå ïóòàíèöû ñ ëàãðàíæåâûìè ìàññîâûìè êîîðäèíàòà-
ìè, çàïèñü óðàâíåíèé â êîîðäèíàòàõ x = x(s, t) áóäåì íàçâàòü çàïèñüþ â
ïîòåíöèàëüíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé íàêëîííîãî äíà:

h(x) = C1x+ C2, C1, C2 = const.

Â ïîòåíöèàëüíûõ êîîðäèíàòàõ îí ïðîñòîé çàìåíîé

x 7→ x+ C1t
2/2

ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ ïëîñêîãî äíà h(x) = C2, è óðàâíåíèå (1) ïðèâîäèòñÿ ê
ôîðìå

xtt −
2xss
x3
s

A(s) +
1

x2
s

A′(s) = 0, (2)
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ðàññìîòðåíèåì êîòîðîé â äàëüíåéøåì è îãðàíè÷èìñÿ. Ïðè ýòîì ïîñòîÿí-
íóþ C2 áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíîé íóëþ.

Óðàâíåíèå (2) ïðè ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè A(s) äîïóñêàåò 4�ïàðàìåòðè-
÷åñêóþ ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé

X1 = ∂t, X2 = 3t∂t + 2x∂x, X3 = ∂x, X4 = t∂x. (3)

Ïðè A = const àëãåáðà (3) äîïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèìè äâóìÿ îïåðàòîðàìè:

X5 = ∂s, X6 = 3s∂s + x∂x. (4)

Ïîäðîáíîñòè ãðóïïîâîé êëàññèôèêàöèè óðàâíåíèé âèäà (2) ïî ïðîèçâîëüíî-
ìó ýëåìåíòó A ìîæíî íàéòè â [32].

Óðàâíåíèå (2) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèå Ýéëåðà�Ëàãðàíæà
äëÿ ñëåäóþùåãî ëàãðàíæèàíà:

L =
x2
t

2
− A(s)

xs
. (5)

Äëÿ ñèììåòðèé X1, X3 è X4 ïðè ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè A(s) è äëÿ ñèììåò-
ðèè X5 ïðè A = const âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ èíâàðèàíòíîñòè è ¾äèâåðãåíò-
íîé¿ èíâàðèàíòíîñòè [2] ôóíêöèîíàëà (5)

XkL+ L (Dtξ
t
k +Dsξ

s
k) = 0, k = 1, 3,

X4L+ L (Dtξ
t
4 +Dsξ

s
4) = Dt(x),

X5L+ L (Dtξ
t
5 +Dsξ

s
5) = −A′/xs,

÷òî ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì [7] äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñ ïîìîùüþ òåîðå-
ìû Í¼òåð ñëåäóþùèõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ óðàâíåíèÿ (2):

1. çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâóþùèé ñèììåòðèè X1:

Dt

(
A

xs
+
x2
t

2

)
+Ds

(
Axt
x2
s

)
= 0; (6)

2. çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà, ñîîòâåòñòâóþùèé ñèììåòðèè X3 (à òàêæå
ñèììåòðèè X5 ïðè A = const):

Dt(xt) +Ds

(
A

x2
s

)
= 0; (7)

3. çàêîí ñîõðàíåíèÿ äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ, ñîîòâåòñòâóþùèé ñèììåòðèèX4:

Dt(txt − x) +Ds

(
At

x2
s

)
= 0; (8)
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4. çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè â ñèëó ðà-
âåíñòâà ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ (ðàññìàòðèâàþòñÿ ãëàäêèå ðåøåíèÿ):

Dt(xs)−Ds(xt) = 0. (9)

Â ñëó÷àå îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè è ãàçîäèíàìèêè ðàñ÷åòû
÷àñòî óäîáíåå âåñòè â ëàãðàíæåâûõ ìàññîâûõ êîîðäèíàòàõ [34]. Îò ïîòåíöè-
àëüíîé ôîðìû çàïèñè (2) ê íèì ìîæíî ïåðåéòè êàñàòåëüíûì ïðåîáðàçîâàíè-
åì

xs =
1

ρ(t, s)
, xt = u(t, s) (10)

è ââåäåíèåì íîâîé çàâèñèìîé ïåðåìåííîé p ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ

p = Aρ2, (11)

ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ ïîëèòðîïíîãî ãàçà ïðè ïîêàçàòåëå
àäèàáàòû γ = 2 [35].

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (2) (âìåñòå ñ óñëîâèåì ðàâåíñòâà ñìåøàííûõ
ïðîèçâîäíûõ xts = xst) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó(

1
ρ

)
t
− us = 0,

ut + ps = 0,
(12)

ãäå u � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ÷àñòèö ñðåäû, ρ � âûñîòà ñòîëáöà æèäêîñòè íàä
ïëîñêèì äíîì.

Îïåðàòîðû (3) â ëàãðàíæåâûõ ìàññîâûõ êîîðäèíàòàõ ïðèíèìàþò âèä

X1 = ∂t, X2 = 3t∂t + 2x∂x − u∂u − 2ρ∂ρ, X3 = ∂x, X4 = t∂x + ∂u.

Â ñëó÷àå A = const ê íèì äîáàâëÿþòñÿ îïåðàòîðû (4), çàïèñàííûå â ìàññîâûõ
êîîðäèíàòàõ:

X5 = ∂s, X6 = 3s∂s + x∂x + u∂u + 2ρ∂ρ.

Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ (6)�(9) äëÿ ñèñòåìû (12) ñîîòâåòñòâåííî ïåðåõîäÿò â
ñëåäóþùèå:

Dt

(
u2

2
+ Aρ

)
+Ds

(
Aρ2u

)
= 0, (13)

Dt(u) +Ds

(
Aρ2

)
= 0, (14)

Dt(tu− x) +Ds

(
Atρ2

)
= 0, (15)

Dt

(
1

ρ

)
−Ds (u) = 0. (16)
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3 Êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå ñõåìû äëÿ

îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû,

îáëàäàþùèå çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ îäíîìåðíûõ óðàâíå-
íèé ìåëêîé âîäû â ëàãðàíæåâûõ ìàññîâûõ êîîðäèíàòàõ, êîòîðûå ìû â äàëü-
íåéøåì áóäåì òåñòèðîâàòü.

3.1 Èíâàðèàíòíàÿ ñõåìà

Â ðàáîòå [19] ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíîãî àíàëîãà ïðÿìîãî ìåòîäà [36] íàìè
áûëà ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ èíâàðèàíòíàÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ óðàâ-
íåíèÿ (2), çàäàííàÿ íà ðàâíîìåðíîé îðòîãîíàëüíîé ñåòêå â ïîòåíöèàëüíûõ
êîîðäèíàòàõ:

xtť + 1
h−

(
(x̂sx̌s)

−1A(s)− (x̂s̄x̌s̄)
−1A(s−)

)
= 0,

τ+ = τ−, h+ = h−.

(17)

Çäåñü è äàëåå èñïîëüçóþòñÿ ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ, ïðèíÿòûå â ðàáîòàõ
À. À. Ñàìàðñêîãî (ñì., íàïðèìåð, [34]). Ïîñëåäíÿÿ ñõåìà îáëàäàåò ðàçíîñò-
íûìè àíàëîãàìè âñåõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ (6)�(9) ñîîòâåòñòâåííî:

D
−τ

(x2
t + (x−1

s + x̂−1
s )A) + D

−s

(
(x+

t + x̌+
t )(x̂sx̌s)

−1A
)

= 0, (18)

D
−τ

(xt) + D
−s

(
(x̂sx̌s)

−1A
)

= 0, (19)

D
−τ

(txt − x) + D
−s

(
t(x̂sx̌s)

−1A
)

= 0, (20)

D
−τ

(x̂s)−D
−s

(x+
t ) = 0, (21)

ãäå D
−τ

è D
−s

îáîçíà÷àþò îïåðàòîðû ïîëíîãî ðàçíîñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

âëåâî ïî âðåìåíè è ïî ìàññîâîé êîîðäèíàòå.

Ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíîãî àíàëîãà çàìåíû (10)

x̂s + xs = 2
ρ , xt = u,

òðåõñëîéíàÿ ñõåìà (17) ïîñëå íåêîòîðûõ ñòàíäàðòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæåò
áûòü çàïèñàíà â ëàãðàíæåâûõ ìàññîâûõ êîîðäèíàòàõ íà äâóõ âðåìåííûõ ñëî-
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ÿõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

D
−τ

(
1
ρ

)
−D
−s

(
u++ǔ+

2

)
= 0,

D
−τ

(u) + D
−s

(Q) = 0,

1√
p̂

+ 1√
p = 2

ρ
√
A
⇔ x2

s = A
p ,

h+ = h−, τ+ = τ−,

(22)

ãäå
1
Q = 4

ρρ̌A −
2√
pA

(
1
ρ + 1

ρ̌

)
+ 1

p . (23)

Ñõåìà (22) ñîîòâåòñòâóåò òðåì óðàâíåíèÿì (12), (11) à çàêîíû ñîõðàíåíèÿ
(13)�(16) äëÿ íåå èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

D
−τ

(
u2

2
+

p
√
A

2
√
p− ρ

√
A

)
+ D
−s

(
u+ + ǔ+

2
Q

)
= 0, (24)

D
−τ

(u) + D
−s

(Q) = 0, (25)

D
−τ

(tu− x) + D
−s

(tQ) = 0, (26)

D
−τ

(
1

ρ

)
−D
−s

(
u+ + ǔ+

2

)
= 0, (27)

ãäå Q äàåòñÿ ôîðìóëîé (23).

3.2 Ìîäèôèöèðîâàííàÿ ñõåìà Ñàìàðñêîãî�Ïîïîâà

Îäíà èç íåÿâíûõ ïîëíîñòüþ êîíñåðâàòèâíûõ ñõåì Ñàìàðñêîãî�Ïîïîâà [34]
äëÿ îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè, ìîäèôèöèðîâàííàÿ äëÿ ñëó-
÷àÿ óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû (12), (11), ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì

ut + p̂s̄ = 0, 1
ρ = xs,

xt = û+u
2 , p = Aρ2.

(28)

Ñõåìà (28), êàê è ïðåäûäóùàÿ ñõåìà, ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé.
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Â îðèãèíàëüíóþ ñõåìó Ñàìàðñêîãî�Ïîïîâà äëÿ îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé
ãàçîâîé äèíàìèêè òàêæå âõîäèò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

D
+τ

(
ε+

u2+
2

)
+ D

+s

(
(u+û)(p+p̂)

4

)
= 0, (29)

ãäå âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ñðåäû ε îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ

εt = −p̂
(

1

ρ

)
t

, (30)

ñâÿçûâàþùåãî èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè ñ ðàáîòîé ñèë äàâëåíèÿ.
Â ñëó÷àå ìåëêîé âîäû, â îòëè÷èå îò îðèãèíàëüíîé ñõåìû äëÿ óðàâíåíèé

ãàçîâîé äèíàìèêè, óðàâíåíèå ýíåðãèè (29) óæå íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ñõåìû è
íåïîñðåäñòâåííî íå ñëåäóåò èç ñèñòåìû (28). Óðàâíåíèå (29), ñ ó÷åòîì (30),
ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

û+ + u+

2
(u+

t + p̂s)− p̂
((

1

ρ

)
t

− 1

2
(û+ u)s

)
− 1

4
((u+ û)pt)sτ = 0, (31)

îòêóäà âèäíî, ÷òî (29) íå âûïîëíÿåòñÿ íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû (28) è, ñòðîãî
ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû. Òåì íå ìåíåå, ìû áó-
äåì èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèÿ (29) è (30) èç îðèãèíàëüíîé ñõåìû Ñàìàðñêîãî�
Ïîïîâà ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ äëÿ êîíòðîëÿ ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè íà
ðåøåíèÿõ ñèñòåìû.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíèé ÷ëåí óðàâíåíèÿ (31) ìîæíî ñâÿçàòü ñî ñõåìíîé
âÿçêîñòüþ [34], ïåðåïèñàâ åãî â ñëåäóþùåé ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå:

−τ
8
D
+s

[
ρ+ ρ̂

ρρ̂
(u+ û)(u+ û)s

]
.

3.3 Ïðîñòàÿ ÿâíàÿ ñõåìà

Ðàññìîòðèì åùå ñëåäóþùóþ ÿâíóþ ñõåìó, êîòîðàÿ àïïðîêñèìèðóåò óðàâ-
íåíèÿ (12) è çàïèñûâàåòñÿ â äèâåðãåíòíîì âèäå:(

1
ρ

)
t
− us = 0, ut + ps̄ = 0, p = Aρρ̂. (32)

Ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ñõåìû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîîòâåòñòâåííî çàêîíû ñî-
õðàíåíèÿ ìàññû è èìïóëüñà. Òàêæå äëÿ ñõåìû ìîæåò áûòü çàïèñàí çàêîí
ñîõðàíåíèÿ äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ:

D
+τ

(ťu− x) + D
+s

(tp) = 0.
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Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ ñõåìû (32) íå âûïîëíÿåòñÿ: âèäíî (çäåñü ñ öå-
ëüþ óïðîùåíèÿ ïðèíÿòî A = 1), ÷òî åãî ðàçíîñòíûé àíàëîã ìîæíî çàïèñàòü
ëèøü ñ íåâÿçêîé, ïðîïîðöèîíàëüíîé âåëè÷èíå âðåìåííîãî ñëîÿ τ :

D
+τ

(
u2

2 + ρ
)

+ D
+s

(uρ−ρ̂−) =

= u

(
D
+τ

(u) + D
+s

(ρ−ρ̂−)

)
− ρρ̂

(
D
+τ

(
1
ρ

)
−D

+s
(u)

)
+ 1

2u
2
t τ.

Äàííàÿ ñõåìà èëëþñòðèðóåò òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî, íå ðóêîâîäñòâóÿñü êàêèìè-
ëèáî êðèòåðèÿìè ïîñòðîåíèÿ ñõåì, òàêèìè êàê èíâàðèàíòíîñòü èëè ïîëíàÿ
êîíñåðâàòèâíîñòü, ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ñëîæíî ïîäîáðàòü àïïðîêñèìàöèþ
ñèñòåìû óðàâíåíèé, îáëàäàþùóþ âñåìè çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ.

4 Íåêîòîðûå òî÷íûå ðåøåíèÿ

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå òî÷íûå ðåøåíèÿ îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé ìåëêîé
âîäû, êîòîðûå íå ñîäåðæàò ñèëüíûõ ðàçðûâîâ. Ïðè ýòîì âî âñåõ ñëó÷àÿõ â
óðàâíåíèè ñîñòîÿíèÿ (11), åñëè íå óêàçàíî ñïåöèàëüíî, áóäåì ñ÷èòàòü A = 1.

1. Èçâåñòíîå àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è îá èçâëå÷åíèè ïîðøíÿ ñ ïî-
ñòîÿííîé ñêîðîñòüþ èç ñðåäû, èìåþùåé íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ u0,
ρ0, ïðèâîäèòñÿ, íàïðèìåð, â [34]. Â ýòîì ñëó÷àå îáðàçóåòñÿ ïðîñòàÿ âîëíà
ðàçðåæåíèÿ, êîòîðàÿ ñòûêóåòñÿ ñ äâóìÿ òðèâèàëüíûìè ïîñòîÿííûìè ðåøå-
íèÿìè. Ïàðàìåòðû â îáëàñòè âîëíû ðàçðåæåíèÿ â ñëó÷àå îäíîìåðíîé ìåëêîé
âîäû îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

ρ(s) = ρ0(s/s0)
2
3 , u(s) = 2c0

(
(s/s0)

1
3 − 1

)
, (33)

ãäå s0 = c0ρ0 è c
2
0 = 2ρ0.

Ñðåäè ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè òî÷íûõ ðåøåíèé ýòî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå,
èìåþùåå ñëàáûå ðàçðûâû (â òî÷êàõ ñòûêîâêè âîëíû ðàçðåæåíèÿ è òðèâèàëü-
íûõ ðåøåíèé).

2. Èíâàðèàíòíîå ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ïîäàëãåáðå X6 àëãåáðû (3),
(4) â ìàññîâûõ êîîðäèíàòàõ Ëàãðàíæà èìååò ïðåäñòàâëåíèå [33]

x = s1/3ψ, ρ = 1/xs = 3s2/3/ψ, u = xt = s1/3ψ′, (34)

ãäå ôóíêöèÿ ψ = ψ(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â ïîòåí-
öèàëüíîì ïîëå [37]

ψ′′ψ2 + 12 = 0. (35)
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Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ëèíåàðèçîâàíî ñ ïîìîùüþ êàñàòåëüíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ (ñì. ïîäðîáíîñòè â [37]), íî åãî îáùåå ðåøåíèå ÷åðåç ýëåìåí-
òàðíûå ôóíêöèè íå âûðàæàåòñÿ. Òàêæå äëÿ óðàâíåíèÿ (35) èçâåñòåí ïåðâûé
èíòåãðàë

ψ′
2 − 24ψ−1 = const

è ñëåäóþùåå ÷àñòíîå ðåøåíèå [37,38]:

ψ(t) = (54 t2)1/3.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïîñòîÿííîì çíà÷åíèè t âûðàæåíèÿ (34) äëÿ ρ è u íåñëîæ-
íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñâîäÿòñÿ ê (33) è, òàêèì îáðàçîì, â êàæäûé ôèêñè-
ðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè t > 0 ïðèâåäåííîå ðåøåíèå îïèñûâàåò íåêîòîðóþ
âîëíó ðàçðåæåíèÿ èëè ñæàòèÿ.

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ñëåäóþùèõ äâóõ èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé [33] íå ñòîëü
î÷åâèäåí, è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, îãðàíè÷èâàþùèå âèä âõîäÿùèõ
â ýòè ðåøåíèÿ ôóíêöèé, â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ íå èíòåãðèðóþòñÿ. Òåì
íå ìåíåå, îíè ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçà ðàç-
íîñòíûõ ñõåì.

3. Èíâàðèàíòíîå ðåøåíèå, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ïîäàëãåáðå X1+X6, èìå-
åò ïðåäñòàâëåíèå

x = etψ, ρ = e2t/ψ′, u = e−2t(ψe3t − 3sψ′),

ãäå ôóíêöèÿ ψ = ψ(y) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

ψ′′(2− 9ψ′
3
y2)− ψ′(3ψ′y + ψ) = 0, y = se−3t.

4. Èíâàðèàíòíîå ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ïîäàëãåáðå X4 + X2 − X6,
èìååò ïðåäñòàâëåíèå

x = t(ln t+ ψ), ρ = 1/ψ′, u = 1 + ln t+ ψ − sψ′/t,

ãäå ôóíêöèÿ ψ = ψ(y) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(2− ψ′3y2)ψ′′ − ψ′3 = 0, y = s/t.

5. Íàêîíåö, ðàññìîòðèì òî÷íîå ðåøåíèå, âîçíèêàþùåå ïðè íåîäíîðîäíîì
ðàñïðåäåëåíèåì ýíòðîïèè ïî ÷àñòèöàì ñðåäû, ò. å. ïðè A(s)′ 6= 0. Ýòî ðå-
øåíèå (ñì., íàïðèìåð, [39]) îïèñûâàåò ðàçëåò â âàêóóì ìàññû âåùåñòâà, â
êîòîðîé äàâëåíèå è òåìïåðàòóðà ðàñïðåäåëåíû ïî ïàðàáîëè÷åñêîìó çàêîíó
(ñ ìàêñèìóìîì â öåíòðå), à ïëîòíîñòü ïîñòîÿííà ïî ïðîñòðàíñòâó è óáûâàåò
ñî âðåìåíåì [35].
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Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ A(s) èìååò âèä

A(s) = s2/2,

è ïàðàìåòðû ρ è u îïðåäåëÿþòñÿ êàê

ρ(t) = 1/ψ, u(t, s) = sψ′, (36)

ãäå ôóíêöèÿ ψ = ψ(t) > 0 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

ψ′′ = 2k0/ψ
2, k0 = const < 0.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå óæå âñòðå÷àëîñü ðàíåå â âèäå (35).

5 ×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì

äëÿ óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ íà÷àëüíûå äàííûå è ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ êîíå÷íî-
ðàçíîñòíûõ ñõåì, ðàññìîòðåííûõ â ðàçäåëå 3. Íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëî-
âèÿ ôîðìèðóþòñÿ íà îñíîâå ïåðå÷èñëåííûõ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå òî÷íûõ
ðåøåíèé. Åñëè òî÷íûå ðåøåíèÿ íå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü â ÿâíîì âèäå èëè ïðåä-
ñòàâèòü â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ, òî èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû Ðóíãå�Êóòòû.

Âñå ðàññìàòðèâàåìûå ñõåìû â îáùåì ñëó÷àå íå ñîõðàíÿþò ìîíîòîííîñòü
íà÷àëüíûõ äàííûõ, ïîýòîìó ðàñ÷åòû ïî ñõåìàì âåäóòñÿ, êîãäà ýòî öåëåñî-
îáðàçíî, ñ äîáàâëåíèåì èñêóññòâåííîé ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîé âÿçêîñòè [34].
Äëÿ ýòîãî äàâëåíèå p çàìåíÿåòñÿ íà âåëè÷èíó q = p+ ω ïðè

ω = −νρus +
1 + γ

2

κh

π
ρu2

s,

ãäå ν > 0 è κ > 0 � êîýôôèöèåíòû âÿçêîñòè, γ = 2 � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû.
Äëÿ èíâàðèàíòíîé ñõåìû (17) âìåñòî íåïîñðåäñòâåííîãî èçìåíåíèÿ âåëè-

÷èíû äàâëåíèÿ p ìû äîáàâëÿåì èñêóññòâåííóþ âÿçêîñòü ê âåëè÷èíå Q (23),
êîòîðàÿ ïî ñìûñëó êàê ðàç ñîîòâåòñòâóåò äàâëåíèþ.

Äàííûå, èñïîëüçóåìûå ïðè ðàñ÷åòàõ, ïðèâåäåíû â Òàáëèöå 1.
Â ïåðâîé êîëîíêå óêàçàí íîìåð òåñòà ñîãëàñíî ïîðÿäêó èõ ïåðå÷èñëåíèÿ

â ðàçäåëå 4.
Âî âòîðîé êîëîíêå óêàçàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåí-

öèàëüíîé çàäà÷è. Â ñëó÷àå, êîãäà òî÷íîå ðåøåíèå èçâåñòíî, ïðèâîäÿòñÿ çíà-
÷åíèÿ âõîäÿùèõ â íåãî êîíñòàíò. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðèâåäåíû âûáðàííûå
íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ âåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ ìåòîäàìè Ðóíãå�Êóòòû. Â çàäà÷å
î âîëíå ðàçðåæåíèÿ u0 îçíà÷àåò ñêîðîñòü ïîðøíÿ, à ρ0 � íà÷àëüíóþ âûñîòó
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Òàáëèöà 1

� Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ S M ν t∗
Ðèñ.

ρ,u

Ðèñ.

ÇÑ

1 u0 = −0.65, ρ0 = 1 1.0 151 0.1h 0.5 1 6

2 ψ(0) = 1, ψ′(0) = 3π/8 0.5 101 h 0.081 2 7

3 ψ(0) = 1, ψ′(0) = 3π/8 0.175 101 0.1h 0.078 3 8

4 ψ(t0) = 1, ψ′(t0) = π/6, t0 = 1 0.5 101 0.1h 1.2 4 9

5 k0 = −1, t0 = 0.1, s0 = 0.1 1.0 101 0.1h 0.428 5 10

ñòîëáöà æèäêîñòè. Ïàðàìåòðû t0 è s0 óêàçûâàþò íà÷àëüíûå ñäâèãè ïî âðå-
ìåíè t è ìàññîâîé êîîðäèíàòå s, êîãäà â ñèëó âèäà òî÷íîãî ðåøåíèÿ îíè íå
ìîãóò áûòü ðàâíû íóëþ.

Â òðåòüåé è ÷åòâåðòîé êîëîíêå òàáëèöû óêàçàíû îáùàÿ ìàññà âåùåñòâà S
è êîëè÷åñòâî òî÷åê M íà êàæäîì âðåìåííîì ñëîå. Âåëè÷èíû øàãîâ ðàçíîñò-
íîé ñåòêè âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

h = S/(M − 1), τ = µτh,

ãäå âñþäó ïðèíÿòî µτ = 0.05.
Â ïÿòîé êîëîíêå óêàçàí êîýôôèöèåíò ν ëèíåéíîé âÿçêîñòè, êîòîðûé áå-

ðåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûì øàãó h è ïîäáèðàåòñÿ ýìïèðè÷åñêè. Äëÿ ÷èñòîòû
ýêñïåðèìåíòà â ðàìêàõ êàæäîãî òåñòîâîãî çàäàíèÿ âñåì ñõåìàì óñòàíàâëèâà-
þòñÿ îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ âÿçêîñòè, ïðè÷åì äëÿ êâàäðàòè÷-
íîé âÿçêîñòè âñþäó âçÿòî κ = 4.

Â øåñòîé êîëîíêå óêàçàíî âðåìÿ t∗, äëÿ êîòîðîãî ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû
ðàñ÷åòîâ ïî òåñòàì.

Â ïîñëåäíèõ äâóõ êîëîíêàõ óêàçàíû íîìåðà ðèñóíêîâ, íà êîòîðûõ ñîîò-
âåòñòâåííî ïðèâåäåíû ðåøåíèÿ òåñòîâûõ çàäà÷ è çíà÷åíèÿ çàêîíîâ ñîõðàíå-
íèÿ íà ýòèõ ðåøåíèÿõ.

Ïîÿñíèì ïðèíöèïû êîìïîíîâêè ïðèâåäåííûõ íèæå ãðàôèêîâ äëÿ ðåøå-
íèé è çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ íà ïðèìåðå ïåðâîãî òåñòîâîãî çàäàíèÿ. Íà ðèñ. 1
ñëåâà ââåðõó ïðèâîäèòñÿ òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ âûñîòû ñòîëáöà æèäêîñòè ρ
è ãðàôèêè ðåøåíèé, ïîëó÷åííûå ïî òðåì ñõåìàì (èíâàðèàòíîé ñõåìå ( � ),
ÿâíîé ñõåìå ( ◦ ) è ñõåìå Ñàìàðñêîãî�Ïîïîâà ( ? )). Íà òîì æå ðèñóíêå
ñëåâà âíèçó ïðèâîäÿòñÿ àáñîëþòíûå âåëè÷èíû îòêëîíåíèé ðåøåíèé, ïîëó-
÷åííûõ ïî ñõåìàì, îò òî÷íîãî ðåøåíèÿ äëÿ ρ. Àíàëîãè÷íî, íà ðèñ. 1 ñïðàâà
ïðèâîäÿòñÿ ðåøåíèÿ è îòêëîíåíèÿ îò òî÷íûõ ðåøåíèé äëÿ ñêîðîñòåé ÷àñòèö
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Ðèñ. 1: Ðåøåíèÿ ρ (ñëåâà) è u (ñïðàâà) ïåðâîãî òåñòîâîãî çàäàíèÿ: òî÷íîå ðåøåíèå (�), èíâàðèàòíàÿ ñõåìà ( � ),
ÿâíàÿ ñõåìà ( ◦ ) è ñõåìà Ñàìàðñêîãî�Ïîïîâà ( ? )
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Ðèñ. 2: Ðåøåíèÿ ρ (ñëåâà) è u (ñïðàâà) âòîðîãî òåñòîâîãî çàäàíèÿ: òî÷íîå ðåøåíèå (�), èíâàðèàòíàÿ ñõåìà ( � ),
ÿâíàÿ ñõåìà ( ◦ ) è ñõåìà Ñàìàðñêîãî�Ïîïîâà ( ? )
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Ðèñ. 3: Ðåøåíèÿ ρ (ñëåâà) è u (ñïðàâà) òðåòüåãî òåñòîâîãî çàäàíèÿ: òî÷íîå ðåøåíèå (�), èíâàðèàòíàÿ ñõåìà ( � ),
ÿâíàÿ ñõåìà ( ◦ ) è ñõåìà Ñàìàðñêîãî�Ïîïîâà ( ? )
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Ðèñ. 4: Ðåøåíèÿ ρ (ñëåâà) è u (ñïðàâà) ÷åòâåðòîãî òåñòîâîãî çàäàíèÿ: òî÷íîå ðåøåíèå (�), èíâàðèàòíàÿ ñõå-
ìà ( � ), ÿâíàÿ ñõåìà ( ◦ ) è ñõåìà Ñàìàðñêîãî�Ïîïîâà ( ? )
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Ðèñ. 5: Ðåøåíèÿ ρ (ñëåâà) è u (ñïðàâà) ïÿòîãî òåñòîâîãî çàäàíèÿ: òî÷íîå ðåøåíèå (�), èíâàðèàòíàÿ ñõåìà ( � ),
ÿâíàÿ ñõåìà ( ◦ ) è ñõåìà Ñàìàðñêîãî�Ïîïîâà ( ? )
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Ðèñ. 6: Çíà÷åíèÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èì-
ïóëüñà íà ðåøåíèÿõ ïåðâîãî òåñòîâîãî çàäàíèÿ

Ðèñ. 7: Çíà÷åíèÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èì-
ïóëüñà íà ðåøåíèÿõ âòîðîãî òåñòîâîãî çàäàíèÿ

Îáîçíà÷åíèÿ: èíâàðèàòíàÿ ñõåìà ( � ), ÿâíàÿ ñõåìà ( ◦ ), ñõåìà Ñàìàðñêîãî�Ïîïîâà ( ? )
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Ðèñ. 8: Çíà÷åíèÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èì-
ïóëüñà íà ðåøåíèÿõ òðåòüåãî òåñòîâîãî çàäàíèÿ

Ðèñ. 9: Çíà÷åíèÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èì-
ïóëüñà íà ðåøåíèÿõ ÷åòâåðòîãî òåñòîâîãî çàäàíèÿ

Îáîçíà÷åíèÿ: èíâàðèàòíàÿ ñõåìà ( � ), ÿâíàÿ ñõåìà ( ◦ ), ñõåìà Ñàìàðñêîãî�Ïîïîâà ( ? )



22

Ðèñ. 10: Çíà÷åíèÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è
èìïóëüñà íà ðåøåíèÿõ ïÿòîãî òåñòîâîãî çàäàíèÿ.
Îáîçíà÷åíèÿ: èíâàðèàòíàÿ ñõåìà ( � ), ÿâíàÿ ñõå-
ìà ( ◦ ), ñõåìà Ñàìàðñêîãî�Ïîïîâà ( ? )

ñðåäû u. Äàëåå, íà ðèñ. 6 ïðèâåäåíû (ñâåðõó âíèç) ãðàôèê òî÷íîãî ðåøåíèÿ
äëÿ ñêîðîñòåé u è çíà÷åíèÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà äëÿ òðåõ
ñõåì íà ïîëó÷åííûõ ðåøåíèÿõ (èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 1). Çíà÷åíèÿ çàêîíà
ñîõðàíåíèÿ ìàññû íèãäå íå ïðèâîäÿòñÿ, òàê êàê â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìàññà
ñîõðàíÿåòñÿ ñõåìàìè äîñòàòî÷íî õîðîøî, è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìàññû èìåþò
íà ðåøåíèÿõ çíà÷åíèÿ áëèçêèå ê âåëè÷èíå ïîãðåøíîñòè îêðóãëåíèÿ.

Â íåñêîëüêèõ ñëó÷àÿõ ãðàôèêè çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ äëÿ áîëüøåé íàãëÿä-
íîñòè ïðèâåäåíû â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå è ñíàáæåíû ïîìåòêîé �log�.
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Ðàññìîòðèì ãðàôèêè êîíòðîëÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ äëÿ çàäà÷è î âîëíå
ðàçðåæåíèÿ, ïðèâåäåííûå íà ðèñ. 6. Âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò äëÿ èíâàðè-
àíòíîé ñõåìû íàáëþäàåòñÿ íåáîëüøîé ýíòðîïèéíûé ñëåä, íî äàëüøå îñöèëëÿ-
öèè, â îòëè÷èå îò îñòàëüíûõ ñõåì, íå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ, è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ
ýíåðãèè è èìïóëüñà âûïîëíÿþòñÿ íà ðåøåíèÿõ ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè.
Òà æå ñèòóàöèÿ íàáëþäàåòñÿ è íà ðèñ. 8, 9 è 10, ò. å. äëÿ âñåõ òåñòîâûõ çà-
äà÷, êðîìå çàäà÷è �2 (ðèñ. 2 è 7), ãäå âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò ïðîèñõîäèò
ðåçêèé ñêà÷îê ñêîðîñòè u.

Àíàëèçèðóÿ ïåðå÷èñëåííûå ãðàôèêè, ìîæíî â öåëîì ñêàçàòü, ÷òî íà ðå-
øåíèÿõ, íå ñîäåðæàùèõ ñèëüíûõ ðàçðûâîâ, èíâàðèàíòíàÿ ñõåìà (17) äàåò
ðåçóëüòàòû, î÷åíü áëèçêèå ê ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷àåìûì ïî ñõåìå Ñàìàðñêîãî�
Ïîïîâà, è ïðè ýòîì îùóòèìî ïðåâîñõîäèò ÿâíóþ ñõåìó (32), îñîáåííî ïðè
êîíòðîëå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè íà ðåøåíèÿõ.

6 Çàêëþ÷åíèå

Èíâàðèàíòíàÿ ñõåìà (17), ðàíåå ïîñòðîåííàÿ íàìè â ðàáîòå [19] è ðåà-
ëèçîâàííàÿ ÷èñëåííî â íàñòîÿùåé ïóáëèêàöèè, êàê âûÿñíèëîñü, â áîëüøèí-
ñòâå ñëó÷àåâ íå óñòóïàåò ìîäèôèöèðîâàííîé ïîëíîñòüþ êîíñåðâàòèâíîé ñõå-
ìå Ñàìàðñêîãî�Ïîïîâà (28) íà ðåøåíèÿõ, íå ñîäåðæàùèõ ñèëüíûõ ðàçðûâîâ,
êàê â ïëàíå òî÷íîñòè ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé, òàê è â îòíîøåíèè êîíòðîëÿ
çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ íà ýòèõ ðåøåíèÿõ. Äëÿ áîëüøåé ÷àñòè òåñòîâûõ çàäà-
íèé (ñì. ðèñ. 6, 8 è 10) èíâàðèàíòíàÿ ñõåìà ïîêàçûâàåò äàæå çàìåòíî ëó÷øèå
ðåçóëüòàòû ïî çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà.

Ïðîñòàÿ ÿâíàÿ ñõåìà (32), íå îáëàäàþùàÿ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè,
ïðèâåäåííàÿ äëÿ ñðàâíåíèÿ â ðàçäåëå 3, â ðÿäå ñëó÷àåâ çíà÷èòåëüíî ïðî-
èãðûâàåò íàøåé èíâàðèàíòíîé ñõåìå. Çàìåòèì, ÷òî òî æå ìîæíî ñêàçàòü è
î ðàçðûâíûõ ðåøåíèÿõ: ñîîòâåòñòâóþùèå òåñòû (ñ ïîäõîäÿùèìè ïàðàìåòðà-
ìè èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè) áûëè òàêæå ïðîâåäåíû àâòîðîì äëÿ ïðå÷èñëåí-
íûõ ñõåì è ïîçâîëÿþò ïðèéòè ê ñõîæèì âûâîäàì. Íàïîìíèì, ÷òî ðàçðûâíûå
òî÷íûå ðåøåíèÿ â ýòîé ðàáîòå íå ðàññìàòðèâàëèñü, ïîñêîëüêó âûïîëíåíèå
äèâåðãåíòíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ íà òàêèõ ðåøåíèÿõ íå ãàðàíòèðîâàíî è,
êðîìå òîãî, ñõåìû ñ èñêóññòâåííîé âÿçêîñòüþ â îáùåì ñëó÷àå íà ðàçðûâ-
íûõ ðåøåíèÿõ ïðîèãðûâàþò ìîíîòîííûì ñõåìàì â òî÷íîñòè, ïîýòîìó òàêèå
ðåøåíèÿ çäåñü îñîáîãî èíòåðåñà íå ïðåäñòàâëÿþò.

Âàæíûì äîñòîèíñòâîì èíâàðèàíòíûõ ñõåì (è, â ÷àñòíîñòè, ñõåìû (17)) ÿâ-
ëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü èõ ñèñòåìàòè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ
ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ. Íàïðèìåð, ìåòîä êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ èíâàðèàíòîâ [9]
ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü èíâàðèàíòíûå ñõåìû ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîãî àëãîðèò-
ìà, õîòÿ è íå ãàðàíòèðóåò íàëè÷èå ó íèõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ. Äëÿ îáûêíî-
âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìîæíî ïîëó÷àòü èíòåãðèðóåìûå èí-
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âàðèàíòíûå ñõåìû, îáëàäàþùèå âñåìè ïåðâûìè èíòåãðàëàìè, èñïîëüçóÿ ðàç-
íîñòíûé àíàëîã òåîðåìû Í¼òåð [13]. Ñõåìà (17) áûëà ïîñòðîåíà ñ ïîìîùüþ
êîìáèíàöèè ìåòîäîâ: ìåòîäà êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ èíâàðèàíòîâ, ðàçíîñòíîãî
àíàëîãà ïðÿìîãî ìåòîäà [36] è ìåòîäà íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ [31].

Ïðè êîíå÷íî-ðàçíîñòíîì ìîäåëèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåñ-
ñîâ, â òîì ÷èñëå ïðîöåññîâ ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû, âûáîð êðèòåðèÿ èí-
âàðèàíòíîñòè ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ñõåìû îòêðûâàåò âîçìîæíîñòè ïðèìå-
íåíèÿ øèðîêîãî ñïåêòðà ñâÿçàííûõ ñ èíâàðèàíòíîñòüþ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ
ñõåì. Íàéäåííûå òàêèì îáðàçîì èíâàðèàíòíûå ñõåìû ñîõðàíÿþò âàæíûå êà-
÷åñòâåííûå ñâîéñòâà èñõîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ìîäåëåé. Ïîäîáíûå ñõåìû
òðóäíî ïîëó÷èòü, ïðèáåãàÿ ëèøü ê ñîîáðàæåíèÿì èíòóèöèè, êàê ìû âèäåëè
ýòî íà ïðèìåðå ñõåìû (32). Ýòî ÿâëÿåòñÿ âåñîìûì äîâîäîì â ïîëüçó ó÷åòà
êðèòåðèÿ èíâàðèàíòíîñòè â ïðîöåññå êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Àâòîð áëàãîäàðåí Â. À. Äîðîäíèöûíó è Ñ. Â. Ìåëåøêî çà ïîìîùü â ïî-
ñòàíîâêå çàäà÷ è ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ.
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