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Галанин М.П., Исаев А.В., Конев С.А.
О моделировании образования сажи при диффузионном горении углево-

дородных топлив

Изложен подход к математическому моделированию процесса зарожде-
ния и роста частиц сажи при диффузионном горении углеводородных топ-
лив. Процесс описывается цепочкой переходов углерода между различны-
ми выделенными состояниями. Для описания использована жёсткая система
обыкновенных дифференциальных уравнений Колмогорова. Решение систе-
мы представляет собой совокупность функций, соответствующих вероятно-
стям пребывания углерода в выделенных состояниях.
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On a simulation of soot formation under diffusion combustion of hydrocarbon
fuels

An approach to mathematical modeling of soot particles formation and particles
growth under diffusion combustion of hydrocarbon fuel is presented. The process
is described with a chain of carbon transitions between different selected states.
The stiff system of Kolmogorov ordinary differential equations (ODEs) is used
to simulate the process. The solution of the system represents the probability of
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Введение

Работа посвящена построению и применению математической модели об-
разования сажи в процессе горения углеводородных топлив.

В разделе 1 приведены общие представления о физико-химических процес-
сах образования частиц сажи при диффузионном горении углеводородов. В
разделе 2 сформулирована физико-химическая модель процесса образования
сажи при горении углеводородных топлив и представлена постановка зада-
чи. В разделе 3 описана математическая модель процесса образования сажи
при горении углеводородных топлив. В разделе 4 предложен метод решения
задачи и приведены результаты численного моделирования. В заключении
подведены итоги работы.

1. Общие представления о процессах, протекающих при
образовании сажи в ходе горения углеводородных
топлив

Сажа, или дисперсный углерод (ДУ), — одна из форм твердофазного со-
стояния углерода, через которую он проходит в условиях диффузионного го-
рения углеводородных топлив (УВТ), когда скорость горения лимитируется
диффузией паров топлива и кислорода воздуха [1–3].

Непосредственно в пламени форма частиц сажи близка к сферической с
диаметром в диапазоне от 5 до 100 нм [4–7]. При этом распределение частиц
по размерам может быть удовлетворительно описано рядом известных рас-
пределений: логарифмически нормальным, рэлеевским, Розина–Раммлера,
значения параметров которых зависят от склонности УВТ к сажеобразова-
нию и термодинамических параметров среды в зоне горения [8, 9].

Сажа, как правило, является нежелательным продуктом горения. При
этом, несмотря на то что природу и механизмы её образования изучают уже
около 200 лет, многое остается невыясненным, и для многих областей техники
пока нет достаточно эффективных способов управления процессами образо-
вания и последующей газификации сажи. К числу основных направлений
исследований в областях, связанных с сажеобразованием при горении УВТ,
относятся:

∙ исследование процессов в камерах сгорания (КС) газотурбинных дви-
гателей (ГТД) с целью выработки технических решений по улучшению
теплового состояния «горячей» части двигателя;

∙ разработка технических решений по снижению выбросов вредных ком-
понентов отработавших газов (ОГ) поршневых двигателей внутреннего
сгорания (ДВС);
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∙ исследование влияния свойств УВТ и параметров рабочего процесса на
старение моторных масел в дизельных двигателях (ДД) и др.

Известные результаты. В результате проведенных исследований уста-
новлено, что проявление основных закономерностей процессов, связанных с
образованием и газификацией сажи при горении УВТ, не зависит от режи-
ма диффузионного горения — ламинарного или турбулентного. В связи с
этим детальное исследование механизмов отдельных стадий сажеобразования
целесообразно выполнять в условиях ламинарного диффузионного пламени
(ЛДП), а полученные результаты в дальнейшем использовать для описания
процессов горения в более сложных условиях камер сгорания ДВС и различ-
ных топочных устройств [9, 10].

По результатам выполненных исследований процесс образования сажи в
диффузионном пламени может быть представлен в виде части цепочки от-
дельных стадий превращения УВТ и состояний углерода топлива [2, 9, 10]:

1) образование радикалов, а затем бирадикалов карбенного типа при пиро-
лизе УВТ;

2) образование полициклических ароматических углеводородов (ПЦАУ);

3) образование димеров ПЦАУ;

4) образование кристаллитов сажи;

5) образование и рост частиц сажи.

Представленная цепочка превращений частиц сажи пояснена на схеме,
представленной на рис. 1.

Происходящие превращения очень сложны и многостадийны, в них участ-
вует огромное число различных соединений — в основном короткоживущих,
— многие из которых невозможно зарегистрировать известными физически-
ми методами. Поэтому в настоящее время рассматриваемые процессы не мо-
гут быть полностью описаны с помощью классического аппарата химической
кинетики.

2. Физико-химическая модель процесса образования
сажи при горении углеводородных топлив и
постановка задачи

Учитывая отсутствие поперечного конвективного переноса вещества в
ЛДП, можно считать, что во всех элементарных трубках тока цепочка пре-
вращений углерода топлива реализуется одинаковым образом (таким же, как
и в осевой трубке тока, проходящей через точки F, P, S, N, G и H на рис. 1). В
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Рис. 1. Схема процесса образования сажи в ламинарном диффузионном пламени

дальнейшем для определенности будем рассматривать моделируемые превра-
щения применительно к осевой трубке тока, считая, что в остальных трубках
тока процессы протекают подобным образом.

Упрощённо эту цепочку можно представить в виде марковского процес-
са [11], описывающего серию превращений углеводородов топлива в резуль-
тате пиролиза. При этих превращениях углерод топлива последовательно пе-
реходит из исходного состояния в состояние сажи через ряд промежуточных
состояний. В таком случае каждому состоянию углерода 𝑖 будет соответство-
вать своя вероятность 𝑦𝑖 пребывания в нём отдельно взятого атома углерода.
В рассматриваемом нами приближении вероятность 𝑦𝑖 численно равна доле
углерода топлива, находящегося в состоянии 𝑖.

Чтобы получить функцию распределения частиц ДУ по размерам (мас-
сам), разобъём состояние «Сажа» на 𝑀 отдельных состояний, соответствую-
щих различным диапазонам размеров частиц. Сумма вероятностей нахожде-
ния углерода во всех рассматриваемых состояниях равна

𝑀−1∑︁
𝑖=0

𝑦𝑖 = 1.

Величины вероятностей 𝑦𝑖 пребывания углерода в отдельном 𝑖-ом состоянии
входят в систему обыкновенных дифференциальных уравнений Колмогорова
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общего вида, описывающую любой марковский процесс, независимо от его
физической природы [12, с. 132]:

𝑑𝑦𝑖
𝑑𝑡

=
∑︁
𝑗

𝑦𝑗𝜆𝑗,𝑖 − 𝑦𝑖
∑︁
𝑗

𝜆𝑖,𝑗, 𝑖 = 0,𝑀 − 1, (2.1)

здесь 𝜆𝑗,𝑖 — частоты переходов из состояния 𝑗 в состояние 𝑖, а 𝜆𝑖,𝑗 — частоты
переходов из состояния 𝑖 в состояние 𝑗.

Условимся здесь и далее с помощью [ · ] обозначать размерности физиче-
ских величин, поэтому [𝑦𝑖] = 1, [𝜆𝑖,𝑗] = с−1.

Сорта частиц по состояниям. Для моделирования конкретного физи-
ческого процесса необходимо задать частоты переходов 𝜆𝑖,𝑗 в явном виде.
Опишем, каким сортам частиц ДУ соответствуют вероятности 𝑦𝑖 и как необ-
ходимо задать частоты 𝜆𝑖,𝑗 для них.

От выбора количества подвидов 𝑀 состояния «Сажа» зависят точность
и качество результатов, получаемых с помощью представленной модели. В
рамках данной работы примем 𝑀 = 15.

Состоянию «0» соответствуют исходные углеводороды топлива, а также
промежуточные продукты их пиролиза вплоть до состояния «1», исключая
его.

Состоянию «1» соответствуют бирадикалы карбенного типа — конечный
продукт т.н. «досажевого» пиролиза УВТ.

Состояниям «2» и «3» соответствуют полициклические ароматические уг-
леводороды (ПЦАУ) и их димеры соответственно.

Состояние «4» соответствует кристаллитам сажи. Все последующие состо-
яния, начиная с «5», соответствуют крупным частицам сажи, упорядоченным
в порядке возрастания размера.

Заметим, что процесс сажеобразования в рамках данной работы считается
необратимым, поэтому 𝜆𝑗,𝑖 = 0 при 𝑗 > 𝑖.

Переход из состояния «0». Будем считать, что пиролиз топлива начи-
нается с мономолекулярного распада молекул исходных углеводородов (со-
стояние «0»), обусловленного их возбуждением в результате многокванто-
вого поглощения излучения трёхатомных газов и частиц ДУ из «горячих»
областей пламени. Таким образом, зададим частоту 𝜆0,1 (обратную време-
ни уменьшения его массовой доли в состояниях, предшествующих состоянию
«1», в 𝑒 ≈ 2.71828 раз) равной

𝜆0,1 =
1

𝜏𝑅
𝑦𝜈−1
0 , (2.2a)

где

∙ 𝜏𝑅 — время релаксации досажевого углерода в процессе сажеобразова-
ния; является функцией склонности УВТ к сажеобразованию, [𝜏𝑅] = с;
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∙ 𝜈 — порядок кинетики процесса перехода из состояния «0» в состояние
«1», который определяется механизмом пиролиза УВТ. О выборе значе-
ния параметра — см. раздел 3.

Значения остальных частот 𝜆0,𝑗, 𝑗 = 2, 14 полагаются равными нулю.
Переход из состояния «1». Для состояний «1»–«14» интенсивности 𝜆𝑖,𝑗

перехода углерода из состояния «𝑖» в состояние «𝑗» определяются частотами
столкновений соответствующих частиц. При этом переходы углерода в состо-
яния «2» (ПЦАУ) и «3» (димеры ПЦАУ) происходят в результате тройных
столкновений частиц предыдущего для них состояния, а в остальные — в
результате парных столкновений частиц различных состояний.

О тройных столкновениях. Заметим, что при переходе частиц углерода
из состояния «1» в состояние «2» (в результате тройных столкновений частиц
состояния «1») образуется химическое соединение с более высокой молеку-
лярной массой — ПЦАУ. Отскока частиц при столкновении не происходит в
силу высокой химической активности бирадикалов карбенного типа.

В то же время переход частиц углерода состояния «2» в состояние «3» в
результате тройного столкновения сопровождается отскоком одной из сталки-
вающихся частиц. Роль третьей частицы при тройных столкновениях заклю-
чается в отведении части энергии от пары других частиц из тройки столкнув-
шихся. Благодаря этому происходит стабилизация комплекса из остальных
двух частиц и обеспечиваются условия для дальнейшего роста его массы и
размеров за счёт захвата сталкивающихся с ним частиц меньшей массы. Опи-
санный процесс фактически является фазовым переходом ПЦАУ в состояние
димеров ПЦАУ.

Частота тройных столкновений существенно ниже частоты парных столк-
новений, поэтому на ранних стадиях процесса накопление молекул-
предшественников сажи (на рис. 1 обозначены как ПЦАУ) в ходе досажево-
го пиролиза УВТ не происходит. Причина этого в том, что молекулы ПЦАУ
(мономеры), образующиеся в зоне пиролиза, нестабильны в условиях высоких
температур и быстро распадаются, т.е. образование ПЦАУ имеет обратимый
характер.

Следовательно, частоту 𝜆1,2 необходимо задать следующим образом:

𝜆1,2 = 𝑘1,2𝑦
2
1, (2.2b)

где 𝑘1,2 — размерная константа ([𝑘1,2] = с−1), описывающая переход частицы
из состояния «1» в «2», 𝑦21 — вероятность существования чрезвычайно ко-
роткоживущего комплекса из двух частиц типа «1» в момент столкновения
этого комплекса с третьей частицей типа «1».

Остальные частоты 𝜆1,𝑗 определим по формулам

𝜆1,𝑗 = 𝑘1,𝑗𝑦1, 𝑗 = 3, 14, (2.2c)
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что соответствует парным столкновениям частицы типа «1» с частицами дру-
гих типов (𝑘1,𝑗, 𝑗 = 3, 14 — размерные константы того же типа, что и 𝑘1,2).

Переход из состояния «2». Зададим частоту перехода из состояния «2»
в состояние «3» следующим образом:

𝜆2,3 = 𝜆0
2,3 + 𝜆pht

2,3 , (2.2d)

где
𝜆0
2,3 = 𝑘2,3𝑦2

— частота перехода частицы из состояния «2» в состояние «3» за счёт столк-
новения с частицами типа «3», 𝑘2,3 — размерная константа.

В то же время
𝜆pht
2,3 = 𝑘pht2,3 𝑦

2
2,

— частота перехода частиц состояния «2» в состояние «3» в результате трой-
ного столкновения (фазового перехода), 𝑘pht2,3 — размерная константа.

Остальные частоты соответствуют парным столкновениям с частицами
соответствующих состояний:

𝜆2,𝑗 = 𝑘2,𝑗𝑦2, 𝑗 = 4, 14. (2.2e)

Переход из состояния «3». На более поздних стадиях описываемого
процесса происходит накопление химически активных бирадикалов карбен-
ного типа [13], в результате чего интенсивность образования молекул ПЦАУ
начинает превосходить интенсивность их термической деструкции. Благода-
ря этому становится возможным образование устойчивых димеров ПЦАУ (со-
стояние «3»), переходящих затем в результате графитизации и «захвата» ча-
стиц состояний «1» и «2» в кристаллиты сажи (состояние «4»).

С этого момента дальнейший процесс сажеобразования приобретает лави-
нообразный характер. Именно этим можно объяснить наличие чёткой экс-
периментально наблюдаемой нижней границы зоны яркого желтого свече-
ния ЛДП, обусловленного излучением раскалённых частиц сажи (точка S на
рис. 1 находится в месте пересечения этой границы с осью ЛДП) [9,10].

С учётом данных замечаний определим

𝜆3,4 = 𝜆0
3,4 + 𝜆gr

3,4, (2.2f)

где
𝜆0
3,4 = 𝑘3,4𝑦3

— отвечает за столкновения частиц типа «3» с частицами типа «4», а 𝜆gr
3,4 —

описывает переход частицы типа «3» в состояние «4» за счёт её роста.
Отметим, что процессы роста наблюдаются не только в случае частиц типа

«4», но и в случае частиц типов «5»–«13», поэтому для корректного описания
процесса роста частиц всех упомянутых типов необходимо ввести следующие
величины:

8



∙ 𝑚𝑖, 𝑖 = 1, 4 — эффективное значение массы частиц состояния «𝑖»,
[𝑚𝑖] = кг;

∙ 𝑚𝑖,min, 𝑖 = 4, 14 — минимальное значение массы частицы сажи в состоя-
нии «𝑖», соответствующее минимальному количеству атомов углерода C
в ней, [𝑚𝑖,min] = кг.

С помощью введённых величин определим

𝜆gr
3,4 =

𝑚1𝑘1,3𝑦1 +𝑚2𝑘2,3𝑦2
𝑚4,min −𝑚3

,

что явно соответствует процессу поглощения частиц типов «1» и «2» и пере-
ходу в состояние «4» при превышении размеров частиц состояния «3».

Остальные частоты 𝜆3,𝑗 определим по правилу

𝜆3,𝑗 = 𝑘3,𝑗𝑦3, 𝑗 = 5, 14, (2.2g)

что соответствует парным столкновениям с частицами типов «5»–«14».
Переход из состояния «4». Для частиц данного типа ситуация анало-

гична ситуации для частиц типа «3»:

𝜆4,5 = 𝜆0
4,5 + 𝜆gr

4,5, (2.2h)
𝜆0
4,5 = 𝑘4,5𝑦4,

но теперь рост происходит благодаря захвату частиц типов «1», «2» и «3»:

𝜆gr
4,5 =

𝑚1𝑘1,4𝑦1 +𝑚2𝑘2,4𝑦2 +𝑚3𝑘3,4𝑦3
𝑚5,min −𝑚4,min

.

Остальные частоты

𝜆4,𝑗 = 𝑘4,𝑗𝑦4, 𝑗 = 6, 14. (2.2i)

Переход из состояний «5»–«13». Начиная с состояния «5» (что соот-
ветствует достаточно крупным частицам) вводится запрет на их столкнове-
ния между собой ввиду наличия у них одноимённого (положительного) элек-
трического заряда, появившегося в результате термоэлектронной эмиссии с
поверхности частиц сажи [9,10,14].

Это приводит к следующим выражениям для частот:

𝜆𝑖,𝑖+1 = 𝜆gr
𝑖,𝑖+1 =

1

𝑚𝑖+1,min −𝑚𝑖,min

4∑︁
𝑗=1

𝑚𝑗𝑘𝑗,𝑖𝑦𝑗, 𝑖 = 5, 13, (2.2j)

остальные частоты полагаются равными нулю. Т.е. для частиц состояний
«5»–«13» переход в следующие состояния осуществляется только за счёт ро-
ста с помощью поглощения (захвата) частиц состояний «1»–«4».
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Схематическое представление. На рис. 2 представлена схема (граф),
наглядно описывающая процесс превращений для случая 𝑀 = 15: круги с
номерами 𝑖 = 0, 14 обозначают состояния, в которых может оказаться угле-
род УВТ в процессе пиролиза, стрелки соответствуют переходу углерода из
каждого отдельного состояния в последующее.

При этом величины 𝜆𝑖,𝑗 описывают интенсивности этих переходов, обу-
словленных захватом частиц 𝑖-го состояния частицами 𝑗-го состояния; ве-
личины 𝜆gr

𝑖,𝑖+1 описывают интенсивности переходов, обусловленных постепен-
ным ростом частиц 𝑖-го состояния за счёт поглощения частиц малых разме-
ров и переходом в состояние 𝑖 + 1 при превышении максимального для 𝑖-го
состояния размера.

3. Математическая модель процесса образования сажи
при горении углеводородных топлив

С учётом выражений (2.2) для частот 𝜆𝑖,𝑗 система уравнений (2.1) для
случая 𝑀 = 15 приобретает вид

�̇�0 = − 1

𝜏𝑅
𝑦𝜈0 , (3.1a)

�̇�1 =
1

𝜏𝑅
𝑦𝜈0 − 𝑘1,2𝑦

3
1 −

14∑︁
𝑗=3

𝑘1,𝑗𝑦
2
1 (3.1b)

�̇�2 = 𝑘1,2𝑦
3
1 − 𝑘pht2,3 𝑦

3
2 −

14∑︁
𝑗=3

𝑘2,𝑗𝑦
2
2, (3.1c)

�̇�3 =
2∑︁

𝑗=1

𝑘𝑗,3𝑦
2
𝑗 + 𝑘pht2,3 𝑦

3
2 −

14∑︁
𝑗=4

𝑘3,𝑗𝑦
2
3 − 𝜆gr

3,4𝑦3, (3.1d)

�̇�4 =
3∑︁

𝑗=1

𝑘𝑗,4𝑦
2
𝑗 −

14∑︁
𝑗=5

𝑘4,𝑗𝑦
2
4 + 𝜆gr

3,4𝑦3 − 𝜆gr
4,5𝑦4, (3.1e)

�̇�𝑖 =
4∑︁

𝑗=1

𝑘𝑗,𝑖𝑦
2
𝑗 + 𝜆gr

𝑖−1,𝑖𝑦𝑖−1 − 𝜆gr
𝑖,𝑖+1𝑦𝑖, 𝑖 = 5, 13, (3.1f)

�̇�14 =
4∑︁

𝑗=1

𝑘𝑗,14𝑦
2
𝑗 + 𝜆gr

13,14𝑦13, (3.1g)

где
∙ 𝑦𝑖, 𝑖 = 0, 14 — вероятность нахождения углерода в состоянии «𝑖»,
[𝑦𝑖] = 1;

∙ �̇�𝑖 — производная вероятности 𝑦𝑖 по времени, [�̇�𝑖] = с−1;
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Рис. 2. Граф состояний углерода в зоне сажеобразования диффузионного пламени углеводородного топлива
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∙ 𝑘𝑗,𝑖 — константы частот перехода частицы из состояния «𝑗» в состояние
«𝑖», [𝑘𝑗,𝑖] = с−1;

∙ 𝜈 — порядок кинетики процесса перехода из состояния «0» в состояние
«1», определяемый механизмом пиролиза УВТ.
Из описанных выше представлений видно, что этот механизм многоста-
дийный, однако многие его детали недостаточно изучены. Ввиду того,
что для многостадийных механизмов химических реакций значения по-
рядка кинетики находятся в интервале от 1.0 до 1.3, а также учитывая,
что процесс пиролиза углеводородов начинается с мономолекулярного
распада, можно принять значение 𝜈 = 1.0.

Коэффициенты 𝜆gr
𝑖,𝑖+1, 𝑖 = 3, 13 равны

𝜆gr
3,4 =

𝑚1𝑘1,3𝑦1 +𝑚2𝑘2,3𝑦2
𝑚4,min −𝑚3

, (3.2a)

𝜆gr
4,5 =

𝑚1𝑘1,4𝑦1 +𝑚2𝑘2,4𝑦2 +𝑚3𝑘3,4𝑦3
𝑚5,min −𝑚4,min

, (3.2b)

𝜆gr
𝑖,𝑖+1 =

1

𝑚𝑖+1,min −𝑚𝑖,min

4∑︁
𝑗=1

𝑚𝑗𝑘𝑗,𝑖𝑦𝑗, 𝑖 = 5, 13, (3.2c)

где

∙ 𝑚𝑖, 𝑖 = 1, 4 — эффективное значение массы частиц состояния «𝑖»,
[𝑚𝑖] = кг;

∙ 𝑚𝑖,min, 𝑖 = 4, 14 — минимальное значение массы частицы сажи в состоя-
нии «𝑖», соответствующее минимальному количеству атомов углерода C
в ней, [𝑚𝑖,min] = кг.

Система (3.1)–(3.2) дополняется начальными условиями

𝑦0(0) = 1, 𝑦𝑖(0) = 0, 𝑖 = 1, 14. (3.3)

Исходя из постановки задачи очевидно, что сумма вероятностей даёт еди-
ницу:

14∑︁
𝑖=0

𝑦𝑖 = 1,

а сумма вероятностей для состояний с «3» по «14» является функцией вре-
мени, значения которой растут от 0 в точке S (см. рис. 1) до максимально
достижимого в условиях ЛДП значения 𝜉𝑆 < 1 к точке G, что соответствует
физике процесса.

В результате экспериментальных исследований ЛДП установлено, что при
атмосферном давлении на пороге дымления открытых ЛДП 𝜉𝑆 ≈ 0.21. При
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этом время процесса роста частиц сажи от зародыша в точке S до частиц
максимальных размеров в области SG, в зависимости от склонности УВТ к
сажеобразованию, составляет от 4 до 15 мс [10].

Количества атомов углерода в частицах. Для вычисления значений
коэффициентов 𝑘𝑗,𝑖, эффективных значений масс 𝑚𝑖 и величин 𝑚𝑖,min необ-
ходимо обладать информацией о количестве атомов углерода в частице (для
состояний «сажа») или в «средней» углеводородной молекуле (для досаже-
вых состояний углерода), соответствующих состоянию «𝑖».

Состояние «0». В рамках модели примем, что состояние «0» соответству-
ет пребыванию углерода в составе «средней» молекулы исходных углеводо-
родов и промежуточных продуктов их пиролиза, которая в настоящей работе
условно принята за молекулу C8H18. В этом состоянии число атомов углерода
в составе молекулы равно 𝑁0 = 8.

Состояние «1». В состоянии «1» примем число атомов углерода C рав-
ным 𝑁1 = 6, учитывая, что бирадикал карбенного типа является продуктом
термического распада исходных молекул УВТ и бо́льшая часть таких соеди-
нений должна иметь массу (и количество атомов углерода C), меньшую, чем
масса исходных молекул.

Состояние «2». Ранее сделано допущение о том, что переход из состояния
«1» в состояние «2» происходит в результате тройных столкновений и не со-
провождается отскоком ни одной из сталкивающихся частиц. Поэтому число
атомов углерода C в состоянии «2» полагается равным 𝑁2 = 3 ·𝑁1 = 18.

Состояние «3». Переход из состояния «2» в состояние «3» также проис-
ходит в результате тройных столкновений, но он сопровождается отскоком
третьей частицы, поэтому число атомов в состоянии «3» полагается равным
𝑁3 = 2 ·𝑁2 = 36.

Состояния «4»–«14». Переход углерода из состояния «3» в состояние «4»
(зародыши частиц сажи) происходит за счёт поглощения частицей состояния
«3» одной частицы состояния «1» или «2»; в дальнейшем частица состояния
«4» растёт только путём поглощения частиц состояний «1», «2» и «3».

Для всех состояний, относящихся к частицам сажи (состояния «4»–«14»),
диапазоны значений количества атомов C, находящихся в этих состояниях,
определяются в соответствии со следующим правилом:

𝑁4,min = 𝑁3 +𝑁1, 𝑁4,max = 4 ·𝑁3, (3.4a)
𝑁𝑖,min = 𝑁𝑖−1,max +𝑁1, 𝑁𝑖,max = 4 ·𝑁𝑖−1,max, 𝑖 = 5, 14. (3.4b)

Для расчётов масс, размеров частиц и кинетики их столкновений необ-
ходимо использовать значения 𝑁𝑖 среднего количества атомов углерода C в
состоянии «𝑖». Для случаев 𝑖 = 0, 1, 2, 3 величины 𝑁𝑖 получены ранее. Для
состояний 𝑖 = 4, 14 средние количества частиц определим по правилу

𝑁𝑖 =
1

2
(𝑁𝑖,min +𝑁𝑖,max), 𝑖 = 4, 14. (3.5)
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Эффективные значения массы частиц. Для дальнейшего расчёта
необходимо определить среднее число 𝐿𝑖 атомов водорода H в составе мо-
лекулы сажи на стадии «𝑖». В работах [15, 16] установлены следующие соот-
ношения между 𝑁𝑖 и 𝐿𝑖:

𝐿0 = 18, (3.6a)

𝐿𝑖 =
2

3
𝑁𝑖, 𝑖 = 1, 2, (3.6b)

𝐿𝑖 =
1

8
𝑁𝑖, 𝑖 = 3, 14. (3.6c)

На основе полученных соотношений по общей формуле выводятся эффек-
тивные значения 𝑚𝑖 масс частиц состояния «𝑖»:

𝑚𝑖 = 𝑢(𝑁𝑖𝑚C + 𝐿𝑖𝑚H), (3.7)

где 𝑢 = 1.660541 · 10−27 — атомная единица массы, [𝑢] = кг/а.е.м.,
𝑚C = 12.011 и 𝑚H = 1.00794 — относительные массы атомов углерода и
водорода соответственно, [𝑚C] = [𝑚H] = а.е.м.

Величины 𝑚𝑖,min вычисляются по формуле, получаемой из (3.7) с помощью
замен 𝑁𝑖 ↦→ 𝑁𝑖,min, 𝐿𝑖 ↦→ 𝐿𝑖,min, 𝑖 = 4, 14. Выражения для 𝐿𝑖,min, 𝑖 = 4, 14
получаются из (3.6) с помощью той же замены 𝑁𝑖 ↦→ 𝑁𝑖,min.

Эффективные значения диаметров частиц. Эффективные значения
диаметров частиц 𝑑𝑖 в состояниях «0», «1» и «2» определяются исходя из
структурных формул соответствующих химических соединений и справоч-
ных данных [17] о длинах химических связей, что позволяет получить:

𝑑0 = 6.16 · 10−10 м,
𝑑1 = 4.50 · 10−10 м,
𝑑2 = 8.00 · 10−10 м.

Для остальных состояний эффективные значения диаметров частиц рас-
считываются исходя из предположения о сферической форме и однородности
структуры материала частиц по формулам вида:

𝑑𝑖 =

(︂
6𝑚𝑖

𝜋𝜌𝑆

)︂1/3

, 𝑖 = 3, 14, (3.8)

где 𝑚𝑖 — эффективные значения масс, полученные по формуле (3.7), 𝜌𝑆 —
плотность материала частиц, принимаемая равной плотности материала ча-
стиц сажи, [𝜌𝑆] = кг/м3. Принимаем 𝜌𝑆 = 1850 кг/м3.

Константы перехода. Для расчёта констант частот 𝑘𝑗,𝑖 перехода углеро-
да C из состояния «𝑗» в состояние «𝑖» необходимо определить максимально
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возможные значения 𝑟𝑖 мольных долей соответствующих состояний углеро-
да. Для простоты будем рассматривать частицы сажи каждого состояния в
аэрозоле как большие «молекулы», что приводит к формулам

𝑟𝑖 =
𝑥/𝑁𝑖

𝑥/𝑁𝑖 + (𝑦 − 𝐿𝑖𝑥/𝑁𝑖)/2
, 𝑖 = 0, 14,

или
𝑟𝑖 =

1

1 + (𝑁𝑖 · (𝑦/𝑥)− 𝐿𝑖)/2
, 𝑖 = 0, 14, (3.9)

где 𝑥 и 𝑦 — количества атомов углерода C и водорода H соответственно
в составе частиц состояния «0», а 𝑁𝑖 и 𝐿𝑖 — количества атомов углерода
C и водорода H в составе молекул частиц состояния «𝑖», определяемые по
формулам (3.5) и (3.6) соответственно.

Определим приведённые массы 𝜇𝑖,𝑗 и диаметры 𝑑𝑖,𝑗 частиц, участвующих
в парных столкновениях, так же, как это принято в молекулярной кинетике

𝜇𝑖,𝑗 =
𝑚𝑖𝑚𝑗

𝑚𝑖 +𝑚𝑗
, 𝑑𝑖,𝑗 =

𝑑𝑖 + 𝑑𝑗
2

, 𝑖 < 𝑗, 𝑖 = 1, 2, 3, 4, 𝑗 = 3, 14.

Константы частот переходов углерода из состояния «1» в состояние «2», а
также из состояния «2» в состояние «3», происходящих в результате тройных
столкновений частиц, которые относятся к состояниями «1» и «2» соответ-
ственно, равны

𝑘1,2 = 48𝜋3/2(𝑍𝑟1)
2𝑑51

(︂
𝑘𝑇𝑆

𝑚1

)︂1/2

·𝑁1, (3.10a)

𝑘pht2,3 = 48𝜋3/2(𝑍𝑟2)
2𝑑52

(︂
𝑘𝑇𝑆

𝑚2

)︂1/2

·𝑁2, (3.10b)

где 𝑘 = 1.38 · 10−23 Дж/К — постоянная Больцмана, 𝑇𝑆 — абсолютная тем-
пература в зоне генезиса сажи, [𝑇𝑆] = К (в настоящей работе для простоты
принимается постоянной; в более сложной постановке она зависит от склон-
ности УВТ к сажеобразованию и от положения на линии SG на рис. 1), 𝑍 —
константа условий процесса (число молекул газа в 1 м3 при данных значениях
давления и температуры), определяемая соотношением

𝑍 = 𝑁𝐴
𝑝

𝑅𝑇𝑆
,

где 𝑝 — давление в зоне сажеобразования (в условиях открытого ЛДП равно
атмосферному давлению 1.013 · 105 Па), 𝑅 = 8.314Дж/(моль · К) — универ-
сальная газовая постоянная, 𝑁𝐴 = 6.023× 1023 моль−1 — число Авогадро.
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Константы частот переходов углерода, происходящих в результате парных
столкновений частиц состояний «𝑖» и «𝑗» (при 𝑚𝑖 < 𝑚𝑗) и сопровождающих-
ся поглощением частиц состояния «𝑖» частицами состояний «𝑗», определяют-
ся следующим образом:

𝑘𝑖,𝑗 = 𝑍𝑟𝑖𝑑
2
𝑖,𝑗

(︂
8𝜋𝑘𝑇𝑆

𝜇𝑖,𝑗

)︂1/2

·𝑁𝑖, 𝑖 < 𝑗, 𝑖 = 1, 2, 3, 4, 𝑗 = 3, 14. (3.10c)

Время релаксации. Время релаксации 𝜏𝑅 в уравнениях (3.1) рассчиты-
вается по следующей эмпирической формуле, полученной в работах [9, 10]:

𝜏𝑅 = 20.31 · 10−3 ·
(︂
124/𝑖𝑅 + 1166

1360

)︂3/2

с, (3.11)

где 𝑖𝑅 = ПЧДП/100 — безразмерная величина, характеризующая склонность
УВТ к сажеобразованию, а ПЧДП — показатель черноты диффузионного
пламени, определяемый экспериментально по методике, описанной в работах
[18,19].

4. Результаты численного моделирования

Полученная система уравнений (3.1) является достаточно общей, что поз-
воляет моделировать с её помощью горение различных видов углеводородных
топлив. Согласно рассуждениям, изложенным в разделе 3, для моделирова-
ния процесса горения топлива отдельного вида достаточно пересчитать коэф-
фициенты 𝑘𝑖,𝑗 и 𝜏𝑅 системы (3.1), опираясь на ограниченный набор физико-
химических параметров.

Параметры системы. Проведём моделирование процессов горения сле-
дующих топлив:

∙ изооктана (химическая формула C8H18);

∙ толуола (химическая формула C7H8);

∙ смеси изооктана и толуола в соотношении 1 : 1.

В табл. 1 указаны физико-химические характеристики упомянутых топ-
лив. Напомним, что 𝑁0 и 𝐿0 — соответственно количества атомов углерода
C и водорода H в молекуле топлива. Величина 𝑁0 для смеси изооктана и
толуола в соотношении 1 : 1 получена по формуле

𝑁mix
0 = 𝑁 iso

0 · 𝑥+𝑁 tol
0 · 𝑦,

где 𝑁 iso
0 и 𝑁 tol

0 — количества атомов углерода в молекуле изооктана и толуола
соответственно, 𝑥 и 𝑦 — относительные доли веществ в смеси (в случае смеси
1 : 1 доли 𝑥 = 𝑦 = 0.5). Величина 𝐿mix

0 получается аналогично.
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Таблица 1. Виды топлив и значения параметров для них

Параметр
Топливо

Изооктан Толуол Изооктан + толуол
(1 : 1)

𝑁0 8 7 7.5
𝐿0 18 8 13
𝑖𝑅 0.57 1.00 0.80
𝑇𝑆 1475 1390 1433

Показатели черноты 𝑖𝑅 и величины абсолютных температур 𝑇𝑆 в зоне ге-
незиса сажи взяты из работ [9, 10]. Эффективные значения диаметров 𝑑0, 𝑑1
и 𝑑2 молекул полагаются одинаковыми для всех трёх видов топлив.

Выбор численного метода. Исследуемая система (3.1) относится к ти-
пу жёстких, поэтому для численного моделирования использован четырех-
стадийный 𝐿-устойчивый метод Розенброка порядка 4 с вложенным методом
порядка 3 [20, §IV.7], [21].

Критериями точности являются следующие значения величин

RelTol = 10−15, AbsTol = RelTol,

определяемые стандартным образом [22, §II.4].
Выше отмечено, что время роста частиц сажи обычно находится в гра-

ницах 4 ÷ 15 мс, поэтому во всех трёх случаях система интегрировалась на
временно́м отрезке 𝑡 ∈ [0, 0.015]. В результате численного моделирования
процессов горения каждого из указанных топлив получены значения вероят-
ностей 𝑦𝑖(𝑡) пребывания углерода C в каждом из состояний в зависимости от
времени 𝑡.

Моделирование горения изооктана. На рис. 3–11 представлены гра-
фики изменения величин вероятностей 𝑦𝑖, 𝑖 = 1, 6 и 𝑦𝑖, 𝑖 = 10, 14 в зависимо-
сти от времени 𝑡 для случая изооктана.

Заметно существенное отличие (на несколько порядков) значений компо-
нент 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4 от значений компонент с бо́льшими индексами. Это можно
объяснить следующим образом: рассмотрим систему (3.1) и просуммируем
дифференциальные уравнения для соответствующих компонент, получим

4∑︁
𝑖=1

�̇�𝑖 =
1

𝜏𝑅
𝑦𝜈0 −

14∑︁
𝑗=5

4∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖,𝑗𝑦
2
𝑖 − 𝜆gr

4,5𝑦4.

С помощью простейшего анализа получаем оценку порядка компонент в пер-
вые моменты жизни системы (т.е. при 𝑡 → 0 и 𝑦1 ≈ 𝑦2 ≈ 𝑦3 ≈ 𝑦4, 𝑦0 ≈ 1):

𝑦4 ≈ [𝜏𝑅(𝑆 + Λ)]−1/2 ≈ 5.55 · 10−7,
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где

𝑆 =
14∑︁
𝑗=5

4∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖,𝑗, Λ =
𝑚1𝑘1,4 +𝑚2𝑘2,4 +𝑚3𝑘3,4

𝑚5,min −𝑚4,min
,

что примерно соответствует наблюдаемым в расчётах порядкам величин (на-
блюдаемое расхождение для компоненты 𝑦2 объясняется преобладанием трой-
ных столкновений над двойными, что в данной оценке не учитывается).

На рис. 12 представлен график функции 𝜉𝑆(𝑡), определяемой по правилу

𝜉𝑆(𝑡) =
14∑︁
𝑖=3

𝑦𝑖(𝑡), (4.1)

что соответствует суммарному количеству углерода, находящегося в состоя-
нии «сажа».
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Рис. 3. Компонента решения 𝑦0 для изооктана.
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Рис. 4. Компонента решения 𝑦1 для изооктана.
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Рис. 5. Компонента решения 𝑦2 для изооктана.
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Рис. 6. Компонента решения 𝑦3 для изооктана.
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Рис. 7. Компонента решения 𝑦4 для изооктана.
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Рис. 8. Компонента решения 𝑦5 для изооктана.
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Рис. 9. Компонента решения 𝑦6 для изооктана.
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Рис. 10. Компонента решения 𝑦10 для изооктана.
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Рис. 11. Компоненты решения 𝑦𝑖, 𝑖 = 11, 14 для изооктана.
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Рис. 12. Функция 𝜉𝑆(𝑡) для изооктана.

Моделирование горения других топлив. С помощью системы (3.1)
также проведено моделирование горения толуола и смеси толуола с изоок-
таном. Для расчёта коэффициентов системы (по алгоритму, указанному в
разделе 2) использованы значения параметров из табл. 1.

Отметим, что во всех трёх случаях число 𝑁1 атомов углерода C в частице
сажи состояния «1» полагалось одинаковым и равным 𝑁1 = 6. Это связа-
но с тем, что к настоящему времени процессы досажевого пиролиза топлив
ещё недостаточно изучены, и поэтому для описания этого процесса исполь-
зуется допущение о примерном равенстве значений 𝑁1 для случаев горения
трёх указанных углеводородных топлив, которое в дальнейшем может быть
уточнено.

На рис. 13–22 представлены совместные графики компонент 𝑦𝑖, 𝑖 = 1, 6,
𝑦12, 𝑦14 и функции 𝜉𝑆(𝑡) для трёх видов топлива. Из сопоставления графиков
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для каждого из топлив можно заключить, что графики компонент с млад-
шими номерами достаточно хорошо различимы между собой; в то же время
графики компонент со старшими номерами становятся уже близкими друг к
другу (на рис. 20–22 они практически накладываются друг на друга).

Чтобы объяснить это, обратимся к табл. 1, указанные в таблице параметры
влияют на коэффициенты системы следующим образом:

∙ показатель черноты 𝑖𝑅 — на его основе по формуле (3.11) определяется
время релаксации 𝜏𝑅. Таким образом, через формулу (3.11) параметр 𝑖𝑅
задаёт скорость убывания компоненты 𝑦0 и, соответственно, рост значе-
ний компоненты 𝑦1;

∙ количества 𝑁0 и 𝐿0 атомов углерода и водорода соответственно в мо-
лекуле топлива — на их основе по формулам (3.9) получены значения
мольных долей 𝑟𝑖 состояний углерода. В дальнейшем 𝑟𝑖 используются
при расчёте значений коэффициентов 𝑘𝑖,𝑗 (и, соответственно, 𝜆gr

𝑖,𝑖+1);

∙ температура 𝑇𝑆 в зоне генезиса сажи — на её основе по формулам (3.10)
определяются значения коэффициентов 𝑘𝑖,𝑗 и 𝜆gr

𝑖,𝑖+1.
Введём оценки изменений коэффициентов 𝑘𝑖,𝑗 по формуле

𝑔
(1,2)
𝑖,𝑗 =

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑘

(2)
𝑖,𝑗

𝑘
(1)
𝑖,𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ ,

где верхние индексы 1 и 2 отвечают за тип топлива соответственно.
Непосредственный расчёт показал, что для коэффициентов 𝑘𝑖,𝑗, опреде-

ляемых по формулам (3.10c), когда индексу «1» соответствует изооктан, а
индексу «2» — толуол, величина

𝑔
(1,2)
𝑖𝑗 ∈ [2.09, 2.98],

что говорит о почти трёхкратном отличии коэффициентов 𝑘𝑖,𝑗, описывающих
парные столкновения частиц.

В то же время для 𝑘𝑖,𝑗, определяемых по формулам (3.10a) и (3.10b), для
той же пары топлив верно

𝑔
(1,2)
1,2 ≈ 6.13, 𝑔

(1,2)
2,3 ≈ 9.10,

т.е. отличия в коэффициентах 𝑘𝑖,𝑗, описывающих тройные столкновения, зна-
чительно больше: почти в 6 и 9 раз соответственно. Это говорит о суще-
ственно бо́льшем влиянии нелинейных эффектов в системе, связанных с ме-
ханизмом тройных столкновений частиц, по сравнению с механизмом двой-
ных столкновений.

В случае индекса «1», соответствующего изооктану, а «2» — смеси изоок-
тана с толуолом, для коэффициентов (3.10c) получено

𝑔
(1,2)
𝑖𝑗 ∈ [1.32, 1.46],
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а для коэффициентов 𝑘𝑖𝑗 из (3.10a) и (3.10b):

𝑔
(1,2)
1,2 ≈ 1.95, 𝑔

(1,2)
2,3 ≈ 2.16,

что указывает на близость коэффициентов 𝑘𝑖,𝑗 для случаев изооктана и смеси
изооктана с толуолом.

Опираясь на представленные рассуждения, можно заключить, что разли-
чия в значениях времён релаксации 𝜏𝑅 для каждого из топлив приводят к
заметному отличию графиков компоненты 𝑦1.

Дальнейшие превращения в бо́льшей степени зависят от значений коэффи-
циентов 𝑘𝑖,𝑗, но, поскольку превращения частиц состояний «2» и «3» частично
описываются механизмом тройных столкновений, это приводит к появлению
нелинейностей вида 𝑎𝑦3𝑖 , более чувствительных к изменениям коэффициентов
𝑘𝑖,𝑗, чем нелинейности вида 𝑏𝑦2𝑖 , связанные с механизмом парных столкнове-
ний. Именно поэтому наблюдается заметное отличие в графиках для 𝑦1, 𝑦2
𝑦3.

На графиках вероятностей компонент с последующими номерами это раз-
личие постепенно стирается, поскольку рост частиц сажи соответствующих
состояний происходит только в результате парных столкновений и захвата
частиц состояний «1»–«4» — всё это описывается нелинейностями вида 𝑏𝑦2𝑖
и 𝑐𝑦𝑖𝑦𝑗, менее чувствительными к изменениям в значениях коэффициентов
𝑘𝑖,𝑗, и поэтому система как бы «забывает» все различия, что были заданы в
уравнениях первых состояний.

Изооктан

Толуол

Смесь 1:1

0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010 0.012 0.014

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

t

y0

Рис. 13. Компонента решения 𝑦0 для трёх видов топлива.
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Рис. 14. Компонента решения 𝑦1 для трёх видов топлива.
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Рис. 15. Компонента решения 𝑦2 для трёх видов топлива.
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Рис. 16. Компонента решения 𝑦3 для трёх видов топлива.
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Рис. 17. Компонента решения 𝑦4 для трёх видов топлива.

25



Изооктан

Толуол

Смесь 1:1

0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010 0.012 0.014

0.000000

5.× 10-6

0.000010

0.000015

0.000020

0.000025

0.000030

0.000035

t

y5

Рис. 18. Компонента решения 𝑦5 для трёх видов топлива.
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Рис. 19. Компонента решения 𝑦6 для трёх видов топлива.
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Рис. 20. Компонента решения 𝑦12 для трёх видов топлива.
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Рис. 21. Компонента решения 𝑦14 для трёх видов топлива.
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Рис. 22. Функция 𝜉𝑆(𝑡) для трёх видов топлива.

Сравнение с результатами экспериментов. Ранее отмечено (см. раз-
дел 3), что для открытых ЛДП на пороге дымления 𝜉𝑆 ≈ 0.21. Время, за
которое достигается указанное равенство, называют временем роста 𝜏роста.
Будем считать, что

𝜉𝑆(𝜏роста) = 0.21, (4.2)
где 𝜉𝑆 — функция, определяемая (4.1).

В табл. 2 представлены значения времён роста для исследуемых топлив,
полученные в результате натурных экспериментов [9, 10].

Таблица 2. Экспериментально наблюдаемые времена роста

Параметр
Топливо

Изооктан Толуол Изооктан + толуол
(1 : 1)

𝜏рост, мс 11.5 4.8 6

На основе результатов выполненных расчётов возможно оценить време-
на роста, наблюдаемые в численных экспериментах для каждого из топлив.
Для этого проведём интерполяцию полученных сеточных функций 𝜉𝑆(𝑡) для
различных видов топлива и численно решим (4.2) относительно 𝜏рост.

Результаты представлены в табл. 3: видно, что время роста 𝜏рост для толу-
ола, наблюдаемое в результате расчёта, достаточно близко к эксперименталь-
ному значению. В случае изооктана и смеси изооктана с толуолом получено
соответствие худшего качества.
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Таблица 3. Времена роста, наблюдаемые в расчёте

Параметр
Топливо

Изооктан Толуол Изооктан + толуол
(1 : 1)

𝜏рост, мс 4.9 4.4 4.6

Объяснить это можно следующим образом: из графиков, представленных
на рис. 19–22, следует, что наибольшее влияние на значения функции 𝜉𝑆(𝑡)
оказывают компоненты решения 𝑦𝑖 со старшими индексами (𝑖 > 4). Выше
отмечено, что именно эти компоненты меньше всего зависят от величины
параметра 𝜏𝑅 и больше — от значений соответствующих коэффициентов 𝑘𝑖,𝑗.
Поэтому значения времён роста в табл. 3 оказались близки.

Заключение

В работе показано, что зарождение и рост частиц сажи при диффузион-
ном горении углеводородных топлив могут быть представлены в виде мар-
ковского процесса и описаны системой обыкновенных дифференциальных
уравнений (ОДУ) Колмогорова, решением которой является совокупность
функций, представляющих собой вероятности нахождения углерода топлива
в выделенных состояниях. При выводе соотношений для частот переходов
углерода между выделенными состояниями использованы подходы, приня-
тые в молекулярной кинетике, а также представления о механизме процессов
образования и роста частиц сажи, полученные при анализе результатов экс-
периментальных исследований в условиях ламинарных диффузионных пла-
мён (ЛДП). Полученная система относится к типу жёстких, для её решения
применён четырехстадийный 𝐿-устойчивый метод Розенброка порядка 4 с
вложенным методом порядка 3.

С помощью полученной системы ОДУ проведено численное моделирование
указанных процессов в ЛДП изооктана, толуола и смеси изооктана и толуола
в соотношении 1:1 на режиме горения, близком к порогу дымления. Получено
хорошее соответствие результатов расчёта экспериментальным данным для
ЛДП толуола. Однако, в отличие от экспериментально установленного суще-
ственного различия значений 𝜏роста (времени роста) частиц сажи в ЛДП ука-
занных топлив вблизи порога дымления, результаты расчёта показали лишь
незначительное отличие значений 𝜏роста в случаях ЛДП изооктана и смеси
изооктана с толуолом от ЛДП толуола. Это может быть обусловлено приня-
тыми в настоящей работе допущениями. При этом полученные результаты
качественно соответствуют экспериментальным данным.

Полученные результаты свидетельствуют о правомерности использован-
ного подхода к математическому моделированию процессов образования и
роста частиц сажи, а также о необходимости снятия упрощающих допуще-
ний и продолжения исследований сажеобразования с помощью системы ОДУ
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с целью уточнения механизмов сажеобразования при диффузионном горении
углеводородов.
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