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Ãóñåâ À.Î., Ùåðèöà Î.Â., Ìàæîðîâà Î.Ñ.

Ïàðàìåòðè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ïðîöåññà êðèñòàëëèçàöèè ÷èñòîãî âåùåñòâà

â ïðèñóòñòâèè ïðèìåñè

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà ñàìîñîãëàñîâàííàÿ ìîäåëü êðèñòàëëèçàöèè ÷èñòîãî

âåùåñòâà â ïðèñóòñòâèè ïðèìåñè â öèëèíäðè÷åñêîé àìïóëå. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ

ìîäåëü ó÷èòûâàåò äâèæåíèå ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç, êîíâåêòèâíûé òåïëîìàññîïå-

ðåíîñ â ðàñòâîðå, äèôôóçèîííûé òåïëîìàññîïåðåíîñ â òâåðäîé ôàçå. Ïðîâåäåíî

÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ ðîñòîâîé êàìåðû è òåõíîëîãè÷å-

ñêîãî ðåæèìà íà ñîñòàâ è ôîðìó âûðîñøåãî êðèñòàëëà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à Ñòåôàíà; ôàçîâûé ïåðåõîä; ðîñò êðèñòàëëà èç

æèäêîé ôàçû; ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå

Gusev A.O., Shcheritsa O.V., Mazhorova O.S.

Parametric study of dilute alloy crystallization process

The self-consistent model of dilute binary alloy crystallization in the cylindrical

ampoule is considered. The mathematical model accounts for the crystallization

interface movement, convective heat and mass transfer in the solution, di�usion heat

and mass transfer in the crystal. The e�ect of the growth technique parameters on

the crystal composition is studied.

Key words: Stefan problem; phase transition; solution crystal growth; dilute

alloy; mathematical modelling
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1 Ââåäåíèå

Âûðàùèâàíèå êðèñòàëëîâ èç æèäêîé ôàçû ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ðàñ-

ïðîñòðàíåííûõ ñïîñîáîâ ïîëó÷åíèÿ ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ìàòåðèàëîâ. Äëÿ èçìå-

íåíèÿ ýëåêòðîôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ýëåìåíòàðíûõ ïîëóïðîâîäíèêîâ ïðèìåíÿþò

ëåãèðîâàíèå � äîáàâëåíèå ïðèìåñè â êðèñòàëë. Â õîäå ëåãèðîâàíèÿ ïðîèñõîäèò

çàìåùåíèå ÷àñòè àòîìîâ â êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêå ýëåìåíòàðíîãî ïîëóïðî-

âîäíèêà àòîìàìè ýëåìåíòà�ïðèìåñè. Âíåäðåíèå äàæå íåáîëüøîãî êîëè÷åñòâà

àòîìîâ ñî ñâîéñòâàìè (âàëåíòíîñòü, ìàññà, ñòðóêòóðà ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé),

îòëè÷íûìè îò ñâîéñòâ àòîìîâ èñõîäíîãî ìàòåðèàëà, ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî èç-

ìåíèòü îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ïîëó÷àåìîãî ïîëóïðîâîäíèêà � òèï ïðîâîäè-

ìîñòè, ïîäâèæíîñòü íîñèòåëåé çàðÿäà, øèðèíó çàïðåùåííîé çîíû.

Ëåãèðîâàíèå îáû÷íî îñóùåñòâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî â ïðîöåññå âûðàùèâà-

íèÿ ìîíîêðèñòàëëà: íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî ïðèìåñè äîáàâëÿåòñÿ â ðàñïëàâ, è â

õîäå êðèñòàëëèçàöèè ÷àñòü ëåãèðóþùåãî êîìïîíåíòà ïîïàäàåò â òâåðäóþ ôàçó.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ìàòåðèàëîâ âûñîêîãî êà÷åñòâà, ñ ðàâíîìåð-

íûì ðàñïðåäåëåíèåì ëåãèðóþùåé ïðèìåñè â îáúåìå, è çàäàííûìè ðàçìåðàìè

íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü äåòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ðåæèìîì âûðàùèâàíèÿ.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ êðèñòàëëèçàöèè ÷èñòîãî âåùåñòâà â ïðè-

ñóòñòâèè ïðèìåñè â öèëèíäðè÷åñêîé àìïóëå. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ó÷èòûâàåò

äâèæåíèå ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç, äèôôóçèîííûé è êîíâåêòèâíûé òåïëîìàññîïå-

ðåíîñ â ðàñòâîðå, à òàêæå äèôôóçèîííûé òåïëîìàññîïåðåíîñ â òâåðäîé ôàçå.

Íà ãðàíèöå ðàñòâîð-êðèñòàëë âûïîëíåíû óñëîâèÿ áàëàíñà òåïëîòû è ìàññû.

Äëÿ ó÷åòà äâèæåíèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç èñïîëüçóåòñÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ

òèïà Ëàíäàó, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ôðîíò êðèñòàë-

ëèçàöèè îñòàåòñÿ íåïîäâèæíûì íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ïðîöåññà. Äëÿ ÷èñëåííî-

ãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà êðèñòàëëèçàöèè èñïîëüçóåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêè íåé-

òðàëüíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà, â êîòîðîé íà ðàçíîñòíîì óðîâíå âûïîëíÿþò-

ñÿ ñîîòíîøåíèÿ, âûðàæàþùèå áàëàíñû ìàññû è òåïëîòû. (Ïîäðîáíîå îïèñàíèå

âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà ïðèâåäåíî â ðàáîòå [1]). Äàííàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà

ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ ðîñòîâîé êàìåðû è òåõíî-

ëîãè÷åñêîãî ðåæèìà íà ñîñòàâ è ôîðìó âûðîñøåãî êðèñòàëëà.
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2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ êðèñòàëëèçàöèè âåùåñòâàB â ïðèñóòñòâèè ïðèìåñèA. Ðîñò

êðèñòàëëà îñóùåñòâëÿåòñÿ â âåðòèêàëüíîé öèëèíäðè÷åñêîé àìïóëå (ðèñ. 1a), íà-

õîäÿùåéñÿ â ãðàäèåíòíîé ïå÷è (ðèñ. 1b). Íà äíî àìïóëû ïîìåùàåòñÿ çàòðàâêà

èç ÷èñòîãî âåùåñòâà B, íàä òâåðäîé ôàçîé ðàñïîëàãàåòñÿ ðàñïëàâ âåùåñòâà B, â

êîòîðûé äîáàâëåíà ïðèìåñü A. Ñîäåðæàíèå ïðèìåñè íåçíà÷èòåëüíî, xlq ∼ 10−5

[ìîëüíûå äîëè], ïîýòîìó ðàñïëàâ B îòíîñèòåëüíî ïðèìåñè ìîæíî ñ÷èòàòü ðàç-

áàâëåííûì ðàñòâîðîì âåùåñòâà A â B. Àìïóëó ïåðåìåùàþò âíèç âäîëü âåðòè-

êàëüíîé îñè ïå÷è ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ðàñòâîð îõëàæäà-

åòñÿ, è ïðîèñõîäèò ðîñò êðèñòàëëà.

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà êðèñòàëëèçàöèè ïðîâîäèòñÿ â ðàì-

êàõ ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèé. Ïîëÿ òåìïåðàòóðû, êîíöåíòðàöèè è ñêîðîñòåé

æèäêîñòè ïðåäïîëàãàþòñÿ îñåñèììåòðè÷íûìè. Ìîäåëèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ

â îáëàñòè Ω, ðàñïîëîæåííîé â ïëîñêîñòè (r, z), è ñîñòîÿùåé èç òðåõ ïîäîáëàñòåé:

æèäêîé ôàçû Ωl, çàòðàâêè è êðèñòàëëà Ωcr, àìïóëû Ωamp (ñì. ðèñ. 1a). Ïîëî-

æåíèå ïîäâèæíîé ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé zph = ξ(t, r),

0 ≤ r ≤ Rin. Ðàñòâîð ÿâëÿåòñÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ. Ïðè ýòîì

çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè æèäêîé ôàçû îò òåìïåðàòóðû ó÷èòûâàåòñÿ â ðàìêàõ

ïðèáëèæåíèÿ Áóññèíåñêà�Îáåðáåêà.

Îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1.

Óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ýâîëþöèþ ñèñòåìû, çàïèñûâàþòñÿ â áåçðàçìåðíîì

âèäå. Â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâåííîãî ìàñøòàáà èñïîëüçóåòñÿ âíóòðåííèé ðàäèóñ

àìïóëû Rin, âðåìåííîé ìàñøòàá tν = R2
in/ν. Áåçðàçìåðíàÿ òåìïåðàòóðà îïðå-

äåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì T = (T d − T d
0 )/∆T d, ãäå T d � ðàçìåðíàÿ òåìïåðàòóðà,

T d
0 � òåìïåðàòóðà ïëàâëåíèÿ ÷èñòîãî âåùåñòâà B, ∆T d � õàðàêòåðíûé ïåðåïàä

òåìïåðàòóðû â àìïóëå. Áåçðàçìåðíàÿ êîíöåíòðàöèÿ C = Cd/Cd
init, ãäå C

d �

êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñè [ìîëü/ñì3], Cd
init � íà÷àëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñè â

ðàñòâîðå. Òåïëîôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñèñòåìû íîðìèðóþòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå çíà÷åíèÿ ñâîéñòâ æèäêîé ôàçû (ñì. òàáëèöà 2). Áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû,

èñïîëüçóþùèåñÿ â ìîäåëè, ïðèâåäåíû â òàáëèöå 3.

Äâèæåíèå ðàñòâîðà�ðàñïëàâà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Íàâüå�Ñòîêñà, èñ-
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r

z

Ωlq

Ωcr

Ωamp

ξ(t,r)

Rin Rout0

A,B

B

N L

Z0

Z1

Z3

Z4

(a)

z

Td

bot topTdTd
Z0

Z4

(b)

Ðèñ. 1: (a) Öèëèíäðè÷åñêàÿ àìïóëà; (b) Ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû íà áîêîâîé
ïîâåðõíîñòè àìïóëû.

Òàáëèöà 1: Îáîçíà÷åíèÿ

Âåëè÷èíà Ωcr Ωlq Ωamp

Êîýôôèöèåíò ñåãðåãàöèè - kseg -
Êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü - ν -
Êîýôôèöèåíò òåìïåðàòóðíîãî ðàñøèðåíèÿ - βT -
Êîýôôèöèåíò êîíöåíòðàöèîííîãî ðàñøèðåíèÿ - βC -
Ñêðûòàÿ òåïëîòà ïëàâëåíèÿ λ - -
Ïëîòíîñòü ρcr ρlq ρamp

Óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü ccrp clqp ccrp
Êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè kcr klq kcr

Êîýôôèöèåíò äèôôóçèè Dcr Dlq -

ïîëüçóþòñÿ ïåðåìåííûå ¾ôóíêöèÿ òîêà � çàâèõðåííîñòü¿. Êîìïîíåíòû âåêòîðà

ñêîðîñòè V = (Vr, 0, Vz) ïðåäñòàâëåíû â âèäå

Vr =
1

r

∂ψ

∂z
, Vz = −1

r

∂ψ

∂r
,

ãäå ψ � ôóíêöèÿ òîêà.

Çàâèõðåííîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì ω = rotV = (0, ωϕ, 0).
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Òàáëèöà 2: Áåçðàçìåðíûå òåïëîôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè

Âåëè÷èíà Îáîçíà÷åíèå Ωcr Ωlq Ωamp

Îòíîøåíèå ïëîòíîñòåé ρ ρcr/ρlq 1 ρamp/ρlq

Îòíîøåíèå óäåëüíûõ òåïëîåìêîñòåé cp ccrp /c
lq
p 1 camp

p /clqp
Îòíîøåíèå êîýô. òåïëîïðîâîäíîñòè k kcr/klq 1 kamp/klq

Îòíîøåíèå êîýô. äèôôóçèè D Dcr/Dlq 1 -

Òàáëèöà 3: Áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû

Âåëè÷èíà Îïðåäåëåíèå
×èñëî Ïðàíäòëÿ Pr = νclqp ρ

lq/klq

×èñëî Øìèäòà Sc = ν/Dlq

×èñëî Ñòåôàíà St = λρcr/(ρlqclqp ∆T d)
Òåïëîâîå ÷èñëî Ãðàñãîôà GrT = gβTR

3
in∆T

d/ν2

Êîíöåíòðàöèîííîå ÷èñëî Ãðàñãîôà GrC = gβCR
3
inC

d
init/ν

2

Çäåñü

ωϕ =
∂Vr
∂z
− ∂Vz

∂r
.

Äëÿ óäîáñòâà, â êà÷åñòâå íåèçâåñòíîé â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ áóäåì èñïîëüçî-

âàòü ω = −ωϕ/r,.

Òåïëîìàññîïåðåíîñ â ðàñòâîðå îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé.

• Óðàâíåíèå ïåðåíîñà çàâèõðåííîñòè:

∂ω

∂t
+

1

r

[
∂

∂r

(
∂ψ

∂z
ω

)
− ∂

∂z

(
∂ψ

∂r
ω

)]
=

=
1

r

[
∂

∂r

(
1

r

∂

∂r

(
r2ω
))

+
∂

∂z

(
1

r

∂

∂z

(
r2ω
))]

+GrT
1

r

∂T

∂r
. (1)

Ñîäåðæàíèå ïðèìåñè â ðàñòâîðå ìàëî (xlq ∼ 10−5), ïîýòîìó âëèÿíèå ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòà A â æèäêîé ôàçå íà èíòåíñèâíîñòü êîíâåêòèâíîãî

ïåðåíîñà íå ó÷èòûâàåòñÿ (GrC = 0).
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• Óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå çàâèõðåííîñòü è ôóíêöèþ òîêà:

−ω=
1

r

[
∂

∂r

(
1

r

∂ψ

∂r

)
+
∂

∂z

(
1

r

∂ψ

∂z

)]
. (2)

• Óðàâíåíèå êîíâåêòèâíîãî òåïëîïåðåíîñà:

∂T

∂t
+

1

r

[
∂

∂r
(rVrT ) +

∂

∂z
(rVzT )

]
=

1

Pr

1

r

[
∂

∂r

(
r
∂T

∂r

)
+
∂

∂z

(
r
∂T

∂z

)]
. (3)

• Óðàâíåíèå êîíâåêòèâíîãî ìàññîïåðåíîñà:

∂C

∂t
+

1

r

[
∂

∂r
(rVrC) +

∂

∂z
(rVzC)

]
=

1

Sc

1

r

[
∂

∂r

(
r
∂C

∂r

)
+
∂

∂z

(
r
∂C

∂z

)]
. (4)

Ïåðåíîñ òåïëîòû â àìïóëå è êðèñòàëëå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

cpρ
∂T

∂t
=

1

Pr

1

r

[
∂

∂r

(
kr
∂T

∂r

)
+
∂

∂z

(
kr
∂T

∂z

)]
. (5)

Äèôôóçèîííûé ìàññîïåðåíîñ ïðèìåñè â êðèñòàëëå:

∂C

∂t
=

1

Sc

1

r

[
∂

∂r

(
Dr

∂C

∂r

)
+
∂

∂z

(
Dr

∂C

∂z

)]
. (6)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèè òîêà, òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè íà îñè

àìïóëû âûòåêàþò èç óñëîâèé ñèììåòðèè è èìåþò âèä

ψ = ωϕ = 0; k
∂T

∂r
= D

∂C

∂r
= 0. (7)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèè òîêà íà ñòåíêàõ àìïóëû è ôðîíòå êðèñòàë-

ëèçàöèè

ψ = 0,
∂ψ

∂n
= 0. (8)

Çäåñü
∂

∂n
� ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ íîðìàëè ê ñîîòâåòñòâóþùåé ãðàíèöå.
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Âíóòðåííèå ñòåíêè àìïóëû íåïðîíèöàåìû äëÿ âåùåñòâà.

D
∂C

∂n
= 0. (9)

Òâåðäàÿ ôàçà è àìïóëà, à òàêæå æèäêàÿ ôàçà è àìïóëà íàõîäÿòñÿ â èäåàëü-

íîì òåïëîâîì êîíòàêòå

k
∂T

∂n

∣∣∣∣
lq

= k
∂T

∂n

∣∣∣∣
amp

, k
∂T

∂n

∣∣∣∣
cr

= k
∂T

∂n

∣∣∣∣
amp

. (10)

Òåìïåðàòóðà íà ãðàíèöå àìïóëû èçìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïî íåêîòîðîìó

çàêîíó

T |z=Z0
= Tbot(t, r), T |z=Z4

= Ttop(t, r), T |r=Rout
= Twall(t, z). (11)

Ñîäåðæàíèå ïðèìåñè â ðàñòâîðå ìàëî (xlq ∼ 10−5), ÷òî ïîçâîëÿåò ïðåíåáðå÷ü

çàâèñèìîñòüþ òåìïåðàòóðû ôàçîâîãî ïåðåõîäà îò ñîñòàâà ðàñòâîðà:

T d
∣∣
z=ξ(t,r)

= T d
0 . (12)

Çäåñü T d
0 � òåìïåðàòóðà ïëàâëåíèÿ ÷èñòîãî âåùåñòâà B.

Óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ñâÿçü êîíöåíòðàöèé ïðèìåñè íà ãðàíèöå ðàçäåëà â

òâåðäîé è æèäêîé ôàçàõ, èìååò âèä

xcrph = ksegx
lq
ph. (13)

Çäåñü xlqph è xcrph � êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè íà ôðîíòå êðèñòàëëèçàöèè â òâåðäîé

è æèäêîé ôàçàõ, [ìîëüíàÿ äîëÿ].

Áàëàíñíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè è ìàññû íà ôðîíòå êðè-

ñòàëëèçàöèè èìåþò ñëåäóþùèé âèä.

• Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (óñëîâèå Ñòåôàíà):

1

Pr
[[(k∇T ·N)]] = St vph(ez ·N). (14)
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Çäåñü [[f ]] = f cr−f lq, vph � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç, N �

åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ôðîíòó êðèñòàëëèçàöèè, íàïðàâëåííàÿ â æèäêóþ

ôàçó, ez � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè îñè z.

• Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû äëÿ ïðèìåñè:

1

Sc
[[(D∇C ·N)]] =−(Ccr

ph − C
lq
ph)vph(ez ·N). (15)

Çäåñü C lq
ph è Ccr

ph � êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè íà ôðîíòå êðèñòàëëèçàöèè â

òâåðäîé è æèäêîé ôàçàõ, [ìîëü/ñì3].

3 Çàìåíà ïåðåìåííûõ

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ âíóòðåííåé ïîäâèæíîé ãðàíèöåé, ïîëîæåíèå êîòîðîé

íåîáõîäèìî îïðåäåëÿòü â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è, ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä âûïðÿìëåíèÿ

ôðîíòà [2, 3]. Äëÿ ýòîãî âûïîëíÿåòñÿ çàìåíà íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ (t, r, z)

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (t, r, z) ïîëîæåíèå ãðàíèöû

ðàçäåëà ôàç íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ïðîöåññà îñòàåòñÿ íåèçìåííûì è ñîâïàäàåò ñ

íåêîòîðîé êîîðäèíàòíîé ëèíèåé.

Ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìû êîîðäèíàò îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ôèçè÷åñêàÿ îáëàñòü, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñóíêå 2a, ðàçáèâàåòñÿ íà ÷åòûðå ïîäîá-

ëàñòè: íèæíèé òîðåö àìïóëû S0 = (0 ≤ r ≤ Rout,Z0 ≤ z ≤ Z1); çàòðàâêà è ÷àñòü

áîêîâîé ñòåíêè àìïóëû S1 = (0 ≤ r ≤ Rout,Z1 ≤ z ≤ Z2(t, r)), ãäå Z2 � ôðîíò

êðèñòàëëèçàöèè, äîîïðåäåëåííûé âíóòðè ñòåíêè àìïóëû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Z2(t, r) = ξ(t, r) ïðè r < Rin, Z2(t, r) = ξ(t,Rin) ïðè Rin ≤ r < Rout; ðàñòâîð è ñî-

îòâåòñòâóþùàÿ ÷àñòü áîêîâîé ñòåíêè àìïóëû S2 = (0 ≤ r ≤ Rout,Z2 ≤ z ≤ Z3);

âåðõíèé òîðåö àìïóëû S3 = (0 ≤ r ≤ Rout,Z3 ≤ z ≤ Z4). Èñïîëüçóåòñÿ çàìåíà

ïåðåìåííûõ, òàêàÿ ÷òî îáëàñòè Sγ, γ = 0, 1, 2, 3 â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îòîá-

ðàæàþòñÿ íà ïðÿìîóãîëüíèêè (ðèñ. 2b), à ãðàíèöû îáëàñòåé � ïðÿìûå z = Z0,

z = Z1, z = Z2, z = Z3, z = Z4 � ïåðåõîäÿò â ïðÿìûå z = 0, z = 1, z = 2, z = 3,

è z = 4, ñîîòâåòñòâåííî.

9



r

z

Rin Rout

Z1

0

Z2(t,r)

Z0

Z3

Z4
S3

S2

S1

S0

(a)

z=�-1(t,r,z)

Rin Rout0

1

2

3

4

z

r

S0

S1

S2

S3

(b)

Ðèñ. 2: Çàìåíà ïåðåìåííûõ: (a) ôèçè÷åñêàÿ îáëàñòü; (b) ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü.

Ñâÿçü ìåæäó ñèñòåìàìè êîîðäèíàò èìååò âèä

t = t, r = r, z = (z− Zγ)/l
γ + γ, γ = 0, 1, 2, 3, (16)

ãäå lγ = Zγ+1− Zγ äëèíà çîíû Sγ. ßêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ Jγ =
∂(t, r, z)

∂(t, r, z)
=

1

lγ
.

Ïðè ýòîì
∂f

∂t
=
∂f

∂t
+
∂f

∂z

∂z

∂t
,

∂f

∂r
=
∂f

∂r
+
∂f

∂z

∂z

∂r
,

∂f

∂z
=
∂f

∂z

∂z

∂z
. (17)

Âû÷èñëåíèå ìåòðè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ
∂z

∂t
,
∂z

∂r
,
∂z

∂z
ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé

ïðîöåäóðîé è ïðèâåäåíî â [4�6]. Çàïèñü çàäà÷è â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îñó-

ùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèÿõ (1)�(15). Â íîâîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò â óðàâíåíèÿõ, îïèñûâàþùèõ äâèæåíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé

æèäêîñòè, à òàêæå òåïëîìàññîïåðåíîñ â àìïóëå, òâåðäîé è æèäêîé ôàçàõ, ïî-

ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûå ñëàãàåìûå, çàâèñÿùèå îò íåèçâåñòíîé ñêîðîñòè ôðîíòà

êðèñòàëëèçàöèè, â äèññèïàòèâíûõ ÷ëåíàõ âîçíèêàþò ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå.

Äèâåðãåíòíàÿ ôîðìà óðàâíåíèé (1)�(15) â ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

ïðèâåäåíà â ðàáîòå [1].
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4 Âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì

Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà âûïðÿìëåíèÿ ôðîíòà ïîçâîëÿåò ñòàíäàðòíûì îáðàçîì

ââåñòè â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ïðÿìîóãîëüíóþ ñåòêó, è ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷-

íûõ îáúåìîâ ïîñòðîèòü ýíåðãåòè÷åñêè íåéòðàëüíóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñõåìó, â

êîòîðîé íà ðàçíîñòíîì óðîâíå âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ, âûðàæàþùèå áàëàí-

ñû ìàññû è òåïëîòû. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ïîñòðîåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî àëãî-

ðèòìà ïðèâåäåíî â ðàáîòå [1].

Ìåòîä ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ îáúåìîâ ñèñòåìû

íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îñíîâàí íà ðàñùåïëåíèè ïî ôèçè÷åñêèì

ïðîöåññàì [7]. Ñíà÷àëà èç àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà îïðåäåëÿåò-

ñÿ ïîëå ñêîðîñòåé æèäêîñòè. Òàê êàê òåìïåðàòóðà íà ôðîíòå êðèñòàëëèçàöèè

ïîñòîÿííà è íå çàâèñèò îò ñîñòàâà òâåðäîé è æèäêîé ôàç, òî ðåøåíèå ñèñòåìû

ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùåé òåïëîìàññîïåðåíîñ â ñðåäå, ìîæíî ðàçáèòü

íà äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ýòàïà: ñíà÷àëà èç àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèé (3), (5),

(7), (11), (12), (14) îïðåäåëÿþòñÿ ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â îáëàñòè è ñêî-

ðîñòü äâèæåíèÿ ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè, çàòåì, ñ ïîìîùüþ íàéäåííîãî çíà÷å-

íèÿ ñêîðîñòè ãðàíèöû ðàçäåëà, èç äèñêðåòíûõ àíàëîãîâ óðàâíåíèé (4), (6), (7),

(9), (13), (15) âû÷èñëÿåòñÿ ñîäåðæàíèå ïðèìåñè â êðèñòàëëå è ðàñòâîðå.

5 Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ àìïóëû è òåïëîâîãî ðåæèìà íà ñîñòàâ è

ôîðìó âûðîñøåãî êðèñòàëëà ïðîâåäåíà ñåðèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ôèçè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû àìïóëû, ôàç è ïå÷è çàèìñòâîâàíû

èç ðàáîò [8, 9]. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû íà

áîêîâîé ïîâåðõíîñòè àìïóëû T d
wall(z)

∣∣
t=0

= 1466 + ∆T/L · z (ïåðåïàä òåìïåðà-

òóðû ìåæäó âåðõíèì è íèæíèì òîðöàìè àìïóëû ∆T = 100 K, âûñîòà àìïóëû

L = 9.4 ñì), ñêîðîñòü ïðîòÿæêè àìïóëû Vg = 3.9 ìêì/ñåê. Íà÷àëüíîå ðàñïðåäå-

ëåíèå òåìïåðàòóðû âíóòðè îáëàñòè T (0, r, z) = Twall(0, z), òåìïåðàòóðà íà ôðîí-

òå êðèñòàëëèçàöèè T d(0, r,Z2) = T d
0 = 1511 K, íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ãðàíèöû

ðàçäåëà Z2 = 4.2 ñì. Ñîäåðæàíèå ïðèìåñè â ðàñòâîðå ñîñòàâëÿåò xlq = 3 · 10−5.
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Ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû ðîñòîâîé êàìåðû ïðèâåäåíû â òàáëèöå 4. Çíà÷åíèÿ

áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è óêàçàíû â òàáëèöàõ 5 è 6. Â äàëüíåéøåì ìû

áóäåì íàçûâàòü äàííûå ôèçè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû áàçîâûìè.

Òàáëèöà 4: Ïàðàìåòðû óñòàíîâêè

Àìïóëà Ôàçû
Âíóòðåííèé
ðàäèóñ

Âíåøíèé
ðàäèóñ

Òîëùèíà
òîðöîâ

Îáùàÿ
âûñîòà

Âûñîòà
çàòðàâêè

Âûñîòà
ðàñòâîðà

1.27 ñì 1.45 ñì 0.2 ñì 9.4 ñì 4.0 ñì 5.0 ñì

Òàáëèöà 5: Çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíûõ òåðìîôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ

ρcr ρamp ccrp camp
p kcr kamp D kseg

0.91 0.33 0.95 4.47 0.4 3.47 5 · 10−6 0.1

Òàáëèöà 6: Çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ

Pr Sc St GrT
0.0018 42 15.1 2.2 · 106

Â ðàñ÷åòàõ èñïîëüçóåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè ñåòêà: ÷èñ-

ëî óçëîâ âíóòðè àìïóëû ðàâíî 50, âíóòðè áîêîâîé ñòåíêè � 10. Ñåòêà â âåðòè-

êàëüíîì íàïðàâëåíèè ðàâíîìåðíà âíóòðè òîðöîâ àìïóëû (10 óçëîâ) è ñãóùàåòñÿ

ê ôðîíòó êðèñòàëëèçàöèè âíóòðè àìïóëû (200 óçëîâ â êàæäîé èç ôàç). Øàã ïî

âðåìåíè τ = 0.005tν ≈ 2 ñåê, tν = R2
in/ν.

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ áàçîâûõ ïàðàìåòðîâ

ðîñòîâîé êàìåðû.

Íà íà÷àëüíîì ýòàïå ïðîöåññà òåïëîâîå ïîëå ïåðåñòðàèâàåòñÿ, òàê êàê àìïó-

ëà, ðàñòâîð è êðèñòàëë èìåþò ðàçëè÷íûå êîýôôèöèåíòû òåìïåðàòóðîïðîâîä-

íîäíîñòè. Â öåíòðå àìïóëû ïðîèñõîäèò ðàñòâîðåíèå çàòðàâêè, ó áîêîâîé ñòåí-
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êè � ðîñò êðèñòàëëà. Ôðîíò êðèñòàëëèçàöèè èñêðèâëÿåòñÿ, ñòàíîâèòñÿ âîãíó-

òûì. Ãðàíèöà ðàçäåëà ôàç ñîâïàäàåò ñ èçîòåðìîé T = T d
0 (ðèñ. 3a). Ïåðåìåùå-

íèå ðîñòîâîé êàìåðû â ïå÷è â îáëàñòü ñ áîëåå íèçêîé òåìïåðàòóðîé ïðèâîäèò

ê òîìó, ÷òî ïðè t ≈ 1tν íà÷àëüíîå ðàñòâîðåíèå â öåíòðå àìïóëû ñìåíÿåòñÿ ðî-

ñòîì êðèñòàëëà (ïðè áàçîâûõ ïàðàìåòðàõ ìàêñèìàëüíàÿ ãëóáèíà ðàñòâîðåíèÿ

ñîñòàâëÿåò ïðèáëèçèòåëüíî 640 ìêì). Ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû íà ðàçâèòûõ

ýòàïàõ ïðîöåññà ïðèâåäåíî íà ðèñóíêàõ 3b è 3c. Âèäíî, ÷òî êîíâåêòèâíîå äâè-

æåíèå, âîçíèêàþùåå â ðàñòâîðå, íåçíà÷èòåëüíî èñêðèâëÿåò èçîòåðìû â æèäêîé

ôàçå âäàëè îò ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè (Pr = 0.0018).

Âáëèçè ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè ó áîêîâîé ñòåíêè, à òàêæå â âåðõíåì óã-

ëó àìïóëû îáðàçóåòñÿ ðàäèàëüíûé òåìïåðàòóðíûé ãðàäèåíò, ñïîñîáñòâóþùèé

âîçíèêíîâåíèþ êîíâåêòèâíîãî äâèæåíèÿ â ðàñòâîðå. Íà ðèñóíêå 4 ïðèâåäåíû

ôóíêöèÿ òîêà, à òàêæå ñîñòàâ ðàñòâîðà â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè. Íà íà-

÷àëüíîì ýòàïå ïðîöåññà (t = 2.5tν) ðàñòâîð ïîäíèìàåòñÿ ââåðõ âäîëü îñè â öåí-

òðå àìïóëû è îïóñêàåòñÿ ó åå ñòåíêè (ðèñ. 4a). Ñ óìåíüøåíèåì îáúåìà æèäêîé

ôàçû âëèÿíèå âèõðÿ, ðàñïîëîæåííîãî â âåðõíåì óãëó àìïóëû, íà ðàñïðåäåëåíèå

êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè â ðàñòâîðå óñèëèâàåòñÿ (ñì. ðèñ. 4b). Íà áîëåå ïîçäíèõ

ýòàïàõ ïðîöåññà òå÷åíèå ñîñòîèò èç îäíîãî âèõðÿ, âðàùàþùåãîñÿ ïî ÷àñîâîé

ñòðåëêå (ðèñ. 4c).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ óñòàíîâêè íà ñîñòàâ è ôîðìó âûðîñ-

øåãî êðèñòàëëà áóäåì âàðüèðîâàòü îäèí èç ïàðàìåòðîâ òåõíîëîãè÷åñêîãî ðåæè-

ìà, îñòàâëÿÿ ïðè ýòîì äðóãèå íåèçìåííûìè.

Äëÿ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè ñòåïåíè íåîäíîðîäíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèìåñè

ïî ðàäèóñó êðèñòàëëà èñïîëüçóåòñÿ êîýôôèöèåíò ðàäèàëüíîé ñåãðåãàöèè [9]:

∆C = (maxCcr
eq −minCcr

eq)/ < Ccr >,

< Ccr >=

∫ Rin

0

Ccr
eq

√
1 + η2r rdr

/∫ Rin

0

√
1 + η2r rdr.

Âåëè÷èíà ∆H èñïîëüçóåòñÿ äëÿ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè èñêðèâëåíèÿ ôðîíòà

êðèñòàëëèçàöèè:

∆H(t) = ξ(t, Rin)− ξ(t, 0).
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(a) (b) (c)

Ðèñ. 3: Ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â îáëàñòè â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè:
(a) t = 1tν; (b) t = 15tν; (c) t = 25tν.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðîöåññîâ ðàçëè÷íîé äëèòåëüíîñòè â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîé ïåðå-

ìåííîé âìåñòî âðåìåíè t áóäåì èñïîëüçîâàòü äîëþ êðèñòàëëèçîâàâøåãîñÿ ðàñ-

òâîðà f :

f = 1− V(t)/V(0),
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(a) (b) (c)

Ðèñ. 4: Ôóíêöèÿ òîêà (ëåâàÿ ïîëîâèíà) è ñîäåðæàíèå ïðèìåñè â ðàñòâîðå (ïðà-
âàÿ ïîëîâèíà) â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè: (a) t = 2.5tν (b) t = 15tν; (c)
t = 25tν.

ãäå V(t) � îáúåì æèäêîé ôàçû â ìîìåíò âðåìåíè t. (Íà ðàííèõ ýòàïàõ ïðîöåññà,

èç�çà íàëè÷èÿ ïðåäâàðèòåëüíîãî ðàñòâîðåíèÿ çàòðàâêè, f ïðèíèìàåò îòðèöà-

òåëüíûå çíà÷åíèÿ è óáûâàåò. Äëÿ óäîáñòâà, íà âñåõ ïðèâåäåííûõ íèæå ãðàôèêàõ

f = 0 ñîîòâåòñòâóåò îêîí÷àíèþ ïðîöåññà ðàñòâîðåíèÿ.)

5.1 Âëèÿíèå ñêîðîñòè ïðîòÿæêè àìïóëû

Íà ðèñóíêå 5 äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ñêîðîñòè ïðîòÿæêè àìïóëû Vg ïðèâåäå-

íû çàâèñèìîñòè ñðåäíåé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè îò f . Âî

âñåõ ñëó÷àÿõ, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåòè÷åñêèìè è ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííû-

ìè, ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç ñòðåìèòñÿ ê ñêîðîñòè ïðîòÿæêè
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àìïóëû. Ïðè ýòîì, óâåëè÷åíèå Vg ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âûõîä Vph íà ïîñòîÿííûé

óðîâåíü ïðîèñõîäèò ïðè áîëüøåé äîëå êðèñòàëëèçîâàâøåãîñÿ ðàñòâîðà f .
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Ðèñ. 5: Çàâèñèìîñòü ñðåäíåé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè îò f
äëÿ ðàçëè÷íûõ ñêîðîñòåé ïðîòÿæêè àìïóëû.

Èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé Vg

ïðèâåäåíî íà ðèñóíêå 6. ×èñëî Ñòåôàíà ó ðàññìàòðèâàåìîãî ñîåäèíåíèÿ âåëè-

êî, ïîýòîìó ïðè çàòâåðäåâàíèè ðàñòâîðà íà ôðîíòå êðèñòàëëèçàöèè âûäåëÿåòñÿ

áîëüøîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû. Îòâîä òåïëîòû îò ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç â îñíîâ-

íîì îñóùåñòâëÿåòñÿ íå ÷åðåç òîðöû àìïóëû, à ÷åðåç åå áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü (kcr

ïî÷òè íà ïîðÿäîê ìåíüøå ÷åì kamp). Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî íà íà÷àëüíîì

ýòàïå ïðîöåññà ñêîðîñòü ôðîíòà ó áîêîâîé ñòåíêè âûøå, ÷åì â öåíòðå àìïó-

ëû: ôðîíò êðèñòàëëèçàöèè çíà÷èòåëüíî èñêðèâëÿåòñÿ è èìååò âîãíóòóþ ôîð-

ìó. Ïðè óâåëè÷åíèè ñêîðîñòè ïðîòÿæêè, êîëè÷åñòâî òåïëîòû, âûäåëÿåìîå íà

ôðîíòå êðèñòàëëèçàöèè, òàêæå óâåëè÷èâàåòñÿ, à çíà÷èò � âîçðàñòàåò êðèâèçíà

ìåæôàçíîé ãðàíèöû (ðèñ. 6).

Ðàñïðåäåëåíèå ïðèìåñè â âûðîñøèõ êðèñòàëëàõ ïðèâåäåíî íà ðèñóíêå 7. Íà

ðèñóíêå 8 èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü ∆C îò f . Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçûâàþò,

÷òî óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè ïðîòÿæêè çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èâàåò ñòåïåíü íåîäíî-

ðîäíîñòè ñîñòàâà êðèñòàëëà.

16



(a) (b) (c) (d)

Ðèñ. 6: Èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç ïðè ðàçëè÷íûõ ñêîðîñòÿõ
ïðîòÿæêè àìïóëû: (a) Vg = 1.95 ìêì/ñåê; (b) Vg = 3.9 ìêì/ñåê; (c) Vg = 7.8
ìêì/ñåê; (d) Vg = 15.6 ìêì/ñåê. Ïîëîæåíèÿ ïðèâåäåíû äëÿ 0 ≤ f ≤ 0.7 c øàãîì
0.1. Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè.
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(a) (b) (c) (d)

Ðèñ. 7: Ñîäåðæàíèå ïðèìåñè â êðèñòàëëå ïðè f = 0.7 äëÿ ðàçëè÷íûõ ñêîðîñòåé
ïðîòÿæêè àìïóëû: (a) Vg = 1.95 ìêì/ñåê; (b) Vg = 3.9 ìêì/ñåê; (c) Vg = 7.8
ìêì/ñåê; (d) Vg = 15.6 ìêì/ñåê.
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Ðèñ. 8: Çàâèñèìîñòü çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà ðàäèàëüíîé ñåãðåãàöèè ∆C îò f
äëÿ ðàçëè÷íûõ ñêîðîñòåé ïðîòÿæêè àìïóëû.

5.2 Âëèÿíèå òåìïåðàòóðíîãî ãðàäèåíòà íà áîêîâîé ñòåíêå

àìïóëû

Íà ðèñóíêå 9 ïðèâåäåíû ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû â îáëàñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèé ïåðåïàäà òåìïåðàòóðû íà áîêîâîé ñòåíêå àìïóëû (óâåëè÷åíèå ãðàäè-

åíòà ïðîèñõîäèò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè òåìïåðà-

òóðà íà ôðîíòå ñîâïàäàëà ñ òåìïåðàòóðîé êðèñòàëëèçàöèè ÷èñòîãî âåùåñòâà).

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ∆T ïðîèñõîäèò

áîëåå èíòåíñèâíûé îòâîä òåïëîòû, âûäåëèâøåéñÿ ïðè êðèñòàëëèçàöèè, îò ãðà-

íèöû ðàçäåëà ÷åðåç òîðöû àìïóëû. Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ïðèâîäèò ê òîìó,

÷òî ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ôðîíòà áûñòðåå ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé ñêîðîñòè ïðîòÿæêè,

óìåíüøàåòñÿ êðèâèçíà ìåæôàçíîé ãðàíèöû (ðèñ. 10).

Óâåëè÷åíèå ïåðåïàäà òåìïåðàòóðû íà áîêîâîé ñòåíêå àìïóëû íåçíà÷èòåëü-

íî âëèÿåò íà èíòåíñèâíîñòü êîíâåêòèâíîãî ïåðåíîñà â æèäêîé ôàçå. Ñòðóêòó-

ðà òå÷åíèÿ ñîâïàäàåò ñ ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñóíêå 4. Èç ðàñ÷åòîâ âèäíî, ÷òî

óìåíüøåíèå ∆T ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ êðèâèçíû ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè è

êîýôôèöèåíòà ðàäèàëüíîé ñåãðåãàöèè (ðèñ. 11).
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(a) (b) (c) (d)

Ðèñ. 9: Ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ïðè f = 0.5 äëÿ ðàçëè÷íûõ ïåðåïàäîâ òåì-
ïåðàòóðû íà áîêîâîé ñòåíêå: (a) ∆T = 50 K; (b) ∆T = 100 K; (c) ∆T = 200 K;
(d) ∆T = 400 K.
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Ðèñ. 10: Çàâèñèìîñòü êðèâèçíû ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè îò f äëÿ ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèé ïåðåïàäà òåìïåðàòóðû íà áîêîâîé ñòåíêå àìïóëû.
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Ðèñ. 11: Çàâèñèìîñòü çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà ðàäèàëüíîé ñåãðåãàöèè ∆C îò f
äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïåðåïàäà òåìïåðàòóðû íà áîêîâîé ñòåíêå àìïóëû.
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5.3 Âëèÿíèå âíóòðåííåãî ðàäèóñà àìïóëû

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè âíóòðåííåãî ðàäèóñà àì-

ïóëû ñòðóêòóðà òå÷åíèÿ â æèäêîé ôàçå íå èçìåíÿåòñÿ: ðàñòâîð ïîäíèìàåòñÿ

â öåíòðå àìïóëû è îïóñêàåòñÿ ó åå áîêîâîé ñòåíêè. Óâåëè÷åíèå Rin ïðèâîäèò

ê óâåëè÷åíèþ êðèâèçíû ôðîíòà (ðèñ. 12a). Çàâèñèìîñòü ∆H/Rin îò Rin áëèç-

êà ê ëèíåéíîé (ðèñ. 12b). Íà ðàçâèòûõ ýòàïàõ ïðîöåññà ôðîíò êðèñòàëëèçàöèè

äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, ðàâíîé ñêîðîñòè ïðîòÿæêè Vg.
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Ðèñ. 12: (a) Çàâèñèìîñòü êðèâèçíû ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè îò f äëÿ ðàçëè÷íûõ
âíóòðåííèõ ðàäèóñîâ àìïóëû; (b) Çàâèñèìîñòü ∆H/Rin îò Rin ïðè f = 0.7.

Íà íà÷àëüíîì ýòàïå ïðîöåññà â öåíòðå àìïóëû íàáëþäàåòñÿ ðàñòâîðåíèå

çàòðàâêè. Ãëóáèíà ðàñòâîðåíèÿ zdiss óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì âíóòðåííå-

ãî ðàäèóñà àìïóëû (òàáë. 7). Íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè

îïðåäåëÿåòñÿ òåïëîâûìè ïîòîêàìè ÷åðåç ãðàíèöó ðàçäåëà ôàç. Ïðè óâåëè÷å-

íèè Rin, áîêîâîå îõëàæäåíèå ñëàáåå âëèÿåò íà ïîòîê òåïëà â öåíòðå àìïóëû,

äëèòåëüíîñòü ðàñòâîðåíèÿ âîçðàñòàåò.

Òàáëèöà 7: Ãëóáèíà ðàñòâîðåíèÿ zdiss â öåíòðå àìïóëû â çàâèñèìîñòè îò Rin.

Rin 0.635 ñì 1.27 ñì 2.54 ñì 3.81 ñì
zdis 360 ìêì 640 ìêì 1020 ìêì 1300 ìêì
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Ðàñïðåäåëåíèå ïðèìåñè â êðèñòàëëàõ ïðè f = 0.5 ïðèâåäåíî íà ðèñóíêå 13.

Çàâèñèìîñòü ∆C îò f èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 14a.

(a) (b) (c) (d)

Ðèñ. 13: Ñîäåðæàíèå ïðèìåñè â êðèñòàëëå ïðè f = 0.5 äëÿ àìïóë ñ ðàçëè÷íûìè
âíóòðåííèìè ðàäèóñàìè: (a) Rin = 0.635 ñì; (b) Rin = 1.27 ñì; (c) Rin = 2.54 ñì;
(d) Rin = 3.81 ñì.
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Ðèñ. 14: Çàâèñèìîñòü çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà ðàäèàëüíîé ñåãðåãàöèè ∆C: (a)
îò f äëÿ ðàçëè÷íûõ âíóòðåííèõ ðàäèóñîâ àìïóëû; (b) îò Rin ïðè f = 0.7.
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5.4 Âëèÿíèå ñèëû òÿæåñòè

Çàâèñèìîñòü |Ψmin| îò f äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ñèëû òÿæåñòè ïðèâåäåíû íà

ðèñóíêå 15a. Çäåñü gE � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè.

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî èíòåíñèâíîñòü êîíâåêöèè â æèäêîé

ôàçå íåçíà÷èòåëüíî âëèÿåò íà âåëè÷èíó ∆H. Âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ

ñêîðîñòü ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè Vph äîñòèãàåò ïîñòîÿííîãî çíà÷åíèÿ, ðàâíîãî

ñêîðîñòè ïðîòÿæêè àìïóëû Vg, çà îäèíàêîâîå âðåìÿ (ðèñ. 15b).
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Ðèñ. 15: (a) Çàâèñèìîñòü |Ψmin| îò f äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ñèëû òÿæåñòè.
(b) Çàâèñèìîñòü ∆H îò f äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ñèëû òÿæåñòè.

Ôóíêöèÿ òîêà, à òàêæå ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèìåñè â ðàñòâîðå äëÿ ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèé ñèëû òÿæåñòè íà ðàçâèòîì ýòàïå ïðîöåññà êðèñòàëëèçàöèè ïðèâåäå-

íû íà ðèñóíêå 16. Çàâèñèìîñòü çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà ðàäèàëüíîé ñåãðåãàöèè

∆C îò f èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 17. Èç-çà çíà÷èòåëüíîé êðèâèçíû ôðîíòà êðè-

ñòàëëèçàöèè íàèáîëåå îäíîðîäíûì ñîñòàâîì îáëàäàåò êðèñòàëë, âûðàùåííûé

ïðè g = gE, à íå â äèôôóçèîííîì ðåæèìå [8,9]. Ïðè ýòîì ñ óìåíüøåíèåì ñèëû

òÿæåñòè ñòåïåíü íåîäíîðîäíîñòè ñîñòàâà êðèñòàëëà âîçðàñòàåò íåìîíîòîííî �

íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ ∆C íàáëþäàþòñÿ ïðè g = 0.001gE. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì,

÷òî êîíâåêöèÿ óìåðåííîé èíòåíñèâíîñòè ëèøü èñêðèâëÿåò èçîëèíèè êîíöåí-

òðàöèè è íå ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ õîðîøî ïåðåìåøàííîé çîíû ïîñòîÿííîãî

ñîñòàâà â îêðåñòíîñòè ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè (ðèñ. 16).
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(a) (b)

(c) (d)

Ðèñ. 16: Ôóíêöèÿ òîêà (ëåâàÿ ïîëîâèíà) è ñîäåðæàíèå ïðèìåñè â ðàñòâîðå (ïðà-
âàÿ ïîëîâèíà) äëÿ f = 0.2 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ñèëû òÿæåñòè: (a) g = gE;
(b) g = 10−2gE; (c) g = 10−3gE; (d) g = 0.

25



0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5  g=gE

 g=10-1gE

 g=10-2gE

 g=10-3gE
 g=0C

f

Ðèñ. 17: Çàâèñèìîñòü çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà ðàäèàëüíîé ñåãðåãàöèè ∆C îò f
äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ñèëû òÿæåñòè.

5.5 Âëèÿíèå íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ ôðîíòà

Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè òåìïåðàòóðà íà ôðîíòå êðèñòàëëèçàöèè

íå ñîâïàäàåò ñ òåìïåðàòóðîé ïëàâëåíèÿ ÷èñòîãî âåùåñòâà B, ò.å. T d(0, r,Z2) =

T d
0 + δT . Îïðåäåëèì âëèÿíèå ñòåïåíè ïåðåîõëàæäåíèÿ (δT < 0) èëè ïåðåãðåâà

(δT > 0) íà ïðîöåññ êðèñòàëëèçàöèè.

Èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè íà íà÷àëüíîì ýòàïå ïðîöåññà

ïðè δT = 0 Ê ïðèâåäåíî íà ðèñóíêå 18a. Âèäíî, ÷òî èç�çà ïåðåñòðîéêè òåïëîâîãî

ïîëÿ â öåíòðå àìïóëû ïðîèñõîäèò ðàñòâîðåíèå çàòðàâêè, à ó áîêîâîé ñòåíêè �

ðîñò êðèñòàëëà. Ìàêñèìàëüíàÿ ãëóáèíà ðàñòâîðåíèÿ ñîñòàâëÿåò 640 ìêì.

Òå÷åíèå ïðîöåññà â ñëó÷àå δT = −3 Ê èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 18b. Â íà÷àëü-

íûé ìîìåíò âðåìåíè ôðîíò êðèñòàëëèçàöèè íàõîäèòñÿ â ïåðåîõëàæäåííîé îò-

íîñèòåëüíî T d
0 çîíå, ïîýòîìó ó ñòåíêè àìïóëû ñ äîñòàòî÷íîé âûñîêîé ñêîðîñòüþ

ïðîèñõîäèò ðîñò êðèñòàëëà. Ðàñòâîðåíèå çàòðàâêè â öåíòðå ðîñòîâîé êàìåðû îò-

ñóòñòâóåò. Â ñëó÷àå δT = 3 Ê ôðîíò êðèñòàëëèçàöèè íàõîäèòñÿ â ïåðåãðåòîé

îòíîñèòåëüíî T d
0 çîíå. Íà íà÷àëüíîì ýòàïå ïðîöåññà ïðîèñõîäèò ðàñòâîðåíèå çà-
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òðàâêè, ôðîíò êðèñòàëëèçàöèè èìååò âûïóêëóþ ôîðìó (ìàêñèìàëüíàÿ ãëóáèíà

ðàñòâîðåíèÿ ñîñòàâëÿåò 2000 ìêì). Îäíàêî èç�çà ïîíèæåíèÿ òåìïåðàòóðû ÷å-

ðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ðàñòâîðåíèå çàòðàâêè ó ñòåíêè àìïóëû ñìåíÿåòñÿ ðîñòîì

êðèñòàëëà: ãðàíèöà ðàçäåëà ôàç ìåíÿåò ñâîþ ôîðìó, ñòàíîâèòñÿ âîãíóòîé 18c.

Ïîñòóïëåíèå êîìïîíåíòà B â æèäêóþ ôàçó â õîäå ðàñòâîðåíèÿ çàòðàâêè

íåçíà÷èòåëüíî âëèÿåò íà ñîñòàâ êðèñòàëëà, ïîëó÷àåìîãî íà ðàçâèòûõ ýòàïàõ

ïðîöåññà.

(a)

(b) (c)

Ðèñ. 18: Ïîëîæåíèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç â ìîìåíòû âðåìåíè t = 0.1tν (øòðè-
õîâàÿ ëèíèÿ), t = 0.5tν (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ), t = 1.5tν (øòðèõ�ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ)
(a) δT = 0 Ê; (b) δT = −3 Ê; (c) δT = 3 Ê.
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6 Âûâîäû

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ

ïðîöåññà êðèñòàëëèçàöèè ÷èñòîãî âåùåñòâà â ïðèñóòñòâèè ïðèìåñè â öèëèí-

äðè÷åñêîé àìïóëå. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ óìåíüøå-

íèÿ êðèâèçíû ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç è íåîäíîðîäíîñòè ñîñòàâà âûðàùèâàåìîãî

êðèñòàëëà, íåîáõîäèìî óâåëè÷èâàòü òåìïåðàòóðíûé ãðàäèåíò íà áîêîâîé ñòåíêå

àìïóëû è óìåíüøàòü ñêîðîñòü ïðîòÿæêè àìïóëû. Ïðè óâåëè÷åíèè âíóòðåííå-

ãî ðàäèóñà àìïóëû ðàñòåò íåîäíîðîäíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèìåñè â êðèñòàëëå.

Ïîêàçàíî, ÷òî êðèñòàëëû, âûðàùåííûå ïðè íàëè÷èè â æèäêîé ôàçå êîíâåêöèè

óìåðåííîé èíòåíñèâíîñòè (g = 10−2g; 10−3g), îáëàäàþò íàèáîëåå íåîäíîðîäíûì

ñîñòàâîì. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîãëàñóþòñÿ ñ èìåþùèìèñÿ òåîðåòè÷åñêèìè

è ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.
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