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А.С. Меретин, Е.Б. Савенков, Вычислительный алгоритм для описания эволюции термо-

пороупругой среды с учетом разрушения

Аннотация

В настоящей работе приведен вычислительный алгоритм для физико-математической

модели, описывающей эволюцию термопороупругой среды с учетом разрушения. Система

уравнений состоит из закона сохранения массы, импульса и энергии. Разрушение среды

рассматривается в рамках теории континуального разрушения. Вычислительный алго-

ритм основан на методе конечных элементов. Для дискретизации по пространству исполь-

зуются тетраэдральные элементы Тейлора-Худа. Предложенный алгоритм реализован в

виде программного комплекса. Валидация работы программы проводилась на ряде тестов,

имеющих аналитическое решение. Представлены результаты моделирования ряда задач в

содержательных постановках.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных

исследований, проект 16-29-15078 офи_м.

Ключевые слова: термопороупругость, разрушение, метод конечных элементов, элемен-

ты Тейлора-Худа

A.S. Meretin, E.B. Savenkov, A computational algorithm for evolution of thermoporoelastic

medium with damage

Abstract In this paper we propose a computational algroithm for a mathematical model of

thermoporoelastic medium with damage. The system of equations consits of mass, momentum

and energy conservation laws. Damage of the medium is modeled within the framework of the

continuum damage theory. The computational algorithm is based on the finite element method.

The proposed algorithm is implemented as the software application. Validation of the algorithm

was carried out on a number of tests which have an analytical solution. We present results of

some simulation cases with industrial settings.

This work was supported by the Russian Foundation for Basic Research, project No 16-29-

15078 ofi_m.

Key words and phrases: thermoporoelasticity, damage, finite element method, Taylor-Hood
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1 Введение

В работе [1] была представлена термодинамически согласованная математическая мо-

дель для описания эволюции термопороупругой среды с учетом континуального разруше-

ния. Предполагается, что среда состоит из двух континуумов — пористого деформируемо-

го скелета и однофазного слабосжимаемого флюида. Модель включает в себя учет дефор-

мационных, фильтрационных и неизотермических эффектов. Разрушение учитывается в

рамках теории континуального разрушения. В рамках данного подхода для описания сте-

пени разрушения вводится параметр повреждаемости 𝐷.

В настоящей работе представлен вычислительный алгоритм решения предложенной

системы уравнений термопороупругости с учетом разрушения, основанный на методе ко-

нечных элементов. Описан программный комплекс, реализованный с иcпользованием дан-

ного алгоритма. Приведены результаты расчетов, в том числе валидационного характера.
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2 Математическая модель

2.1 Система уравнений

Система уравнений состоит из основных законов сохранения (массы, импульса, энер-

гии) и имеет вид [1]:

𝜕𝑚𝑓

𝜕𝑡
+ div(𝜌𝑓𝑤) = 0,

div𝜎 = 0,

𝜕 (𝑚𝑠𝑒𝑠 + 𝑚𝑓𝑒𝑓 )

𝜕𝑡
+ div

(︂
1

𝜑
𝐸𝑓𝑤

)︂
= div (−𝑝𝑤) − div(𝑞),

𝑤 = −𝑘

𝜇
grad(𝑝), 𝑞 = −𝜅 grad(𝑇 ), 𝜏

𝜕𝐷

𝜕𝑡
= 𝐹 (𝜒),

(1)

где 𝜉 — вектор перемещений скелета, 𝑚𝛼 — масса фазы 𝛼 в некотором элементарном объ-

еме, 𝜌𝑓 — плотность флюида, 𝑤 — вектор фильтрации, 𝜎 — тензор напряжений, 𝑒𝛼 —

удельная внутренняя энергия, 𝜑 — пористость, 𝑝 — поровое давление, 𝑞 — вектор потока

тепла, 𝑘 — тензор проницаемости, 𝜇 — вязкость флюида, 𝜅 — коэффициент теплопровод-

ности, 𝑇 — температура, 𝐷 — параметр повреждаемости, 𝜏 — время релаксации.

Для замыкания системы уравнений (1) используются определяющие соотношения, удо-

влетворяющие принципу термодинамической согласованности. Данные соотношения были

получены с использованием процедуры Колмана-Нолла с учетом второго закона термо-

динамики и имеют вид [1]:

∆𝜎 = 𝐶(1 −𝐷) : ∆𝜀− 𝑏∆𝑝−𝐶 :𝛼𝑇∆𝑇 −𝐶 : 𝜀0 : ∆𝐷,

∆𝑚𝑓 = 𝜌𝑓𝑏 : ∆𝜀 + 𝜌𝑓
∆𝑝

𝑀
− 𝛼𝑚𝜌𝑓∆𝑇,

∆𝑆𝑠 = 𝐶 :𝛼𝑇∆𝜀− 𝛼𝜑∆𝑝 +
𝐶𝑝𝑠

𝑇 0
∆𝑇,

∆𝑌 = 𝐶

(︂
𝜀0 +

1

2
∆𝜀

)︂
∆𝜀.

∆
1

𝜌𝑓
=

1

𝐾𝑓

∆𝑝− 𝛼𝑓∆𝑇,

∆𝑆𝑓 = −𝛼𝑓∆𝑝 +
𝐶𝑝𝑓

𝑇 0
∆𝑇,

(2)

где 𝐶 — тензор упругих коэффициентов, 𝑏 — коэффициент Био, 𝑀 — модуль Био, 𝛼 –

коэффициент термического расширения, 𝐶𝑝 — теплоемкость, 𝑌 — диссипативная сила,

связанная с повреждаемостью, 𝐾𝑓 — модуль сжатия флюида.

Выражение для внутренней энергии скелета имеет вид:

∆𝐸𝑠 = ∆𝐸𝑠𝜀 + ∆𝐸𝑠𝑝 + ∆𝐸𝑠𝑇 + ∆𝐸𝑠𝐷,

4



где

∆𝐸𝑠𝜀 =

[︂
𝜎0 +

1

2
𝐶 : ∆𝜀 + 𝑝0𝑏 + 𝑇 0𝐶 :𝛼𝑇

]︂
∆𝜀,

∆𝐸𝑠𝑝 =

[︂
1

𝑁

(︂
𝑝− 1

2
∆𝑝

)︂
− 𝛼𝜙

(︂
𝑇 − 1

2
∆𝑇

)︂]︂
∆𝑝,

∆𝐸𝑠𝑇 =

[︂
−𝛼𝜙

(︂
𝑝− 1

2
∆𝑝

)︂
+

𝐶𝑝𝑠

𝑇 0

(︂
𝑇 − 1

2
∆𝑇

)︂]︂
∆𝑇,

∆𝐸𝑠𝐷 = −
[︂
𝑌 0 + 𝐶

(︂
𝜀0 +

1

2
∆𝜀

)︂
∆𝜀

]︂
∆𝐷.

(3)

Выражение для внутренней энергии флюида имеет вид:

∆𝐸𝑓 =

[︂
𝜑

𝐾𝑓

(︂
𝑝− 1

2
∆𝑝

)︂
− 𝜑𝛼𝑓

(︂
𝑇 − 1

2
∆𝑇

)︂]︂
∆𝑝−

−
[︂
𝜑𝛼𝑓

(︂
𝑝− 1

2
∆𝑝

)︂
− 𝐶𝑝𝑓

𝑇 0

(︂
𝑇 − 1

2
∆𝑇

)︂]︂
∆𝑇. (4)

Фильтрационно-емкостные свойства среды (пористость 𝜑 и проницаемость 𝑘) и свой-

ства флюида (взякость 𝜇, плотность 𝜌𝑓 ) будем считать зависящими от вектора термоди-

намических параметров системы 𝜒 = {𝜉, 𝑝, 𝑇,𝐷}. В представленной модели реализован

учет эффектов увеличения проницаемости при разрушении и изменения вязкости от тем-

пературы.

Для моделирования зависимости проницаемости от параметра повреждаемости ис-

пользуется формула [2]:

𝑘(𝐷) = 𝑘0 + 𝑘𝑖
1(𝐷)𝐼 − 𝑘𝑖

2(𝐷)𝐼,

𝑘𝑖
1 =

𝑘max − 𝑘𝑖
𝑜

1 + exp [−𝜈1 (𝐷𝑖 −𝐷1)]
, 𝑘𝑖

2 =
𝑘max − 𝑘𝑓

1 + exp [−𝜈2 (𝐷𝑖 −𝐷2)]
, (5)

где 𝑘0 — проницаемость неповрежденной среды.

Для описания зависимости вязкости от температуры используется корреляция Беггса-

Робинсона [3]:

𝜇 = 10𝑋 − 1, 𝑋 = 10𝑍𝑇−1.163, 𝑍 = 3.0324 − 0.02023𝛾0, (6)

где 𝜇 — вязкость нефти в сП (1 сП = 0.001 Па·с), 𝛾0 — удельная плотность нефти в 0𝐴𝑃𝐼,

которая рассчитывается через относительную плотность нефти 𝜌𝑟 = 𝜌𝑜/𝜌𝑤 (𝜌𝑜 и 𝜌𝑤 —

плотности нефти и воды в кг/м3 соответственно) по формуле 𝛾0 = 141.5/𝜌𝑟 − 131.5.

Последнее уравнение в системе (1) задает динамику изменения параметра повреждае-

мости. В качестве такого уравнения использовалась формула, основанная на явной зави-
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симости параметра повреждаемости от деформации породы [2]:

𝐷 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, если 𝜀 < 𝜀𝑐,

𝐷off

𝜀off − 𝜀𝑐
𝜀−𝐷off

𝜀𝑐

𝜀off − 𝜀𝑐
, если 𝜀𝑐 6 𝜀 6 𝜀off,

𝐷lim − (𝐷lim −𝐷off)
𝜀off

𝜀
если 𝜀 > 𝜀off,

(7)

где 𝜀 определяется как

𝜀 =

⎯⎸⎸⎷ 3∑︁
𝑖=1

⟨𝜀𝑖⟩2, ⟨𝜀𝑖⟩ =
𝜀𝑖 + |𝜀𝑖|

2
,

где 𝜀𝑖, 𝑖 = 1, 3 — главные деформации.

В этом случае формально имеем:

𝐹 (𝜀) =
𝐹 (𝜀)

𝜏
=

𝜕𝐷

𝜕𝑡
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, если 𝜀 < 𝜀𝑐,

𝐷off

𝜀off − 𝜀𝑐

𝜕𝜀

𝜕𝑡
, если 𝜀𝑐 6 𝜀 6 𝜀off,

(𝐷lim −𝐷off)
𝜀off

𝜀2
𝜕𝜀

𝜕𝑡
, если 𝜀 > 𝜀off,

(8)

где 𝜏 — время релаксации.

2.2 Граничные условия

Первичными неизвестными системы уравнений (1) являются перемещения 𝜉, давление

𝑝 и температура 𝑇 . Задача рассматривается трехмерной области Ω с границей 𝜕Ω, на кото-

рой для каждого параметра определены граничные условия Дирихле (𝜕Ω𝐷) или Неймана

(𝜕Ω𝑁), 𝜕Ω = 𝜕Ω𝑁 ∪ Ω𝐷. Основные типы граничных условий для данной задачи:

условие Дирихле:

𝜉|𝜕Ω𝐷
= 0 — жестко закрепленная граница области,

𝑝|𝜕Ω𝐷
= 𝑝 — заданное давление на границе области,

𝑇 |𝜕Ω𝐷
= 𝑇 — заданная температура на границе области;

условие Неймана:

𝜎 :𝑛|𝜕Ω𝑁
= 𝑡̃ — заданный вектор напряжения на границе области,

𝑞 · 𝑛|𝜕Ω𝑁
= 𝑞 — заданный поток флюида через границу области,

𝑞𝑇 · 𝑛|𝜕Ω𝑁
= 𝑞𝑇 — заданный поток тепла через границу области.

Стоит отметить, что для каждой переменной области 𝜕Ω𝑁 и 𝜕Ω𝐷 — свои, то есть для
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переменной 𝛼 : 𝜕Ω = 𝜕Ω
(𝛼)
𝑁 ∪ 𝜕Ω

(𝛼)
𝐷 . Однако для упрощения дальнейших выкладок будем

считать, что они совпадают.

3 Слабая постановка задачи

В дальнейшем будем аппроксимировать систему уравнений (1) с помощью метода ко-

нечных элементов. Для этого сначала рассмотрим слабую постановку задачи. Пусть 𝑉𝛼 —

пространство достаточно гладких (вектор)функций в области Ω, причем 𝜉 ∈ 𝑉𝜉, 𝑝 ∈ 𝑉𝑝, 𝑇 ∈
𝑉𝑇 . Введем пробную функцию 𝑣 в пространстве 𝑉 0

𝛼 ⊂ 𝑉 , где 𝑉 0
𝛼 = {𝑣 ∈ 𝑉𝛼 : 𝑣|𝜕Ω𝐷

= 0}. В
этом случае система уравнений в слабой постановке имеет вид:∫︁

Ω

𝑣𝑇 div𝜎𝑑Ω = 0,

∫︁
Ω

𝑣

[︂
𝜕𝑚𝑓

𝜕𝑡
+ div(𝜌𝑓𝑤)

]︂
𝑑Ω = 0,

∫︁
Ω

𝑣

[︂
𝜕𝐸𝑠

𝜕𝑡
+

𝜕𝐸𝑓

𝜕𝑡
+ div

(︂
1

𝜑
𝐸𝑓𝑤

)︂
+ div (𝑝𝑤) + div(𝑞𝑇 )

]︂
𝑑Ω = 0.

(9)

Симметричные тензоры деформаций и напряжений представим с помощью векторных

обозначений Фойгта [4]:

𝜀 =
[︁
𝜀𝑥, 𝜀𝑦, 𝜀𝑧, 𝛾𝑥𝑦, 𝛾𝑦𝑧, 𝛾𝑥𝑧

]︁𝑇
, 𝛾𝑖𝑗 = 2𝜀𝑖𝑗, 𝜎 =

[︁
𝜎𝑥, 𝜎𝑦, 𝜎𝑧, 𝜎𝑥𝑦, 𝜎𝑦𝑧, 𝜎𝑥𝑧

]︁𝑇
.

В этом случае тензор 4-го ранга упругих коэффициентов может быть записан в виде

матрицы размерностью 6 × 6. Предполагая, что упругие свойства материала изотропны,

тензор упругих коэффициентов можно записать через модуль Юнга 𝐸 и коэффициент

Пуассона 𝜈 в виде:

𝐶 =
𝐸

(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 − 𝜈 𝜈 𝜈 0 0 0

𝜈 1 − 𝜈 𝜈 0 0 0

𝜈 𝜈 1 − 𝜈 0 0 0

0 0 0 1−2𝜈
2

0 0

0 0 0 0 1−2𝜈
2

0

0 0 0 0 0 1−2𝜈
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Рассмотрим следующие интегралы:

𝐼1 =

∫︁
Ω

𝑣 div(𝜌𝑓𝑤)𝑑Ω, 𝐼2 =

∫︁
Ω

𝑣𝑇 div𝜎𝑑Ω,
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𝐼3 =

∫︁
Ω

𝑣 div (𝜌𝑓𝑒𝑓𝑤) 𝑑Ω, 𝐼4 =

∫︁
Ω

𝑣 div (𝑝𝑤) 𝑑Ω, 𝐼5 =

∫︁
Ω

𝑣 div(𝑞)𝑑Ω.

Введем следующий дифференциальный оператор, который является матричным пред-

ставлением оператора деформации:

𝐿 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜕

𝜕𝑥
0 0

𝜕

𝜕𝑦
0

𝜕

𝜕𝑧

0
𝜕

𝜕𝑦
0

𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑧
0

0 0
𝜕

𝜕𝑧
0

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

𝑇

,

то есть 𝜀 = 𝐿𝜉, где 𝜉 = [𝜉𝑥, 𝜉𝑦, 𝜉𝑧]
𝑇 .

Тогда в соответствии с формулой Грина данные интегралы можно записать в виде:

𝐼1 = −
∫︁
Ω

(𝐿𝑣)𝑇 𝜌𝑓𝑤𝑑Ω +

∫︁
𝜕Ω𝑁

𝑣𝜌𝑓𝑞 · 𝑛𝑑𝑆,

𝐼2 = −
∫︁
Ω

(𝐿𝑣)𝑇 𝜎𝑑Ω +

∫︁
𝜕Ω𝑁

𝑣𝑇𝜎 :𝑛𝑑𝑆,

𝐼3 = −
∫︁
Ω

(𝐿𝑣)𝑇 𝜌𝑓𝑒𝑓𝑤𝑑Ω +

∫︁
𝜕Ω𝑁

𝑣𝜌𝑓𝑒𝑓𝑞 · 𝑛𝑑𝑆,

𝐼4 = −
∫︁
Ω

(𝐿𝑣)𝑇 𝑝𝑤𝑑Ω +

∫︁
𝜕Ω𝑁

𝑣𝑝𝑞 · 𝑛𝑑𝑆,

𝐼5 = −
∫︁
Ω

(𝐿𝑣)𝑇 𝑞𝑑Ω +

∫︁
𝜕Ω𝑁

𝑣𝑞𝑇 · 𝑛𝑑𝑆.

С учетом данных выражений система уравнений (9) примет вид:∫︁
Ω

(𝐿𝑣)𝑇 𝜎𝑑Ω −
∫︁

𝜕Ω𝑁

𝑣𝑇 𝑡̃𝑑𝑆 = 0,

∫︁
Ω

𝑣
𝜕𝑚𝑓

𝜕𝑡
𝑑Ω −

∫︁
Ω

(𝐿𝑣)𝑇 𝑤𝑑Ω +

∫︁
𝜕Ω𝑁

𝑣𝑞𝑑𝑆 = 0,

∫︁
Ω

𝑣

[︂
𝜕𝐸𝑠

𝜕𝑡
+

𝜕𝐸𝑓

𝜕𝑡

]︂
𝑑Ω −

∫︁
Ω

(𝐿𝑣)𝑇
1

𝜑
𝐸𝑓𝑤𝑑Ω −

∫︁
Ω

(𝐿𝑣)𝑇 𝑝𝑤𝑑Ω −
∫︁
Ω

(𝐿𝑣)𝑇 𝑞𝑑Ω+

+

∫︁
𝜕Ω𝑁

𝑣
1

𝜑
𝐸𝑓𝑞𝑑𝑆 +

∫︁
𝜕Ω𝑁

𝑣𝑝𝑞𝑑𝑆 +

∫︁
𝜕Ω𝑁

𝑣𝑞𝑇𝑑𝑆 = 0.

(10)

Предположим, что начальный тензор напряжений 𝜎0 постоянен для всего объема, а

начальные деформации 𝜀0 равны нулю. Тогда, используя определяющие соотношения для
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тензора напряжений и массы флюида, из (10) получим:∫︁
Ω

(𝐿𝑣)𝑇 : 𝐶(1 −𝐷) : 𝜀(𝜉)𝑑Ω−
∫︁
Ω

(𝐿𝑣)𝑇 𝑏𝑝𝑑Ω−

−
∫︁
Ω

(𝐿𝑣)𝑇 : 𝐶 : 𝛼𝑇𝑇𝑑Ω =

∫︁
𝜕Ω𝑁

𝑣𝑇 𝑡̃𝑑𝑆,

∫︁
Ω

𝑣𝑏 : 𝐿
𝜕𝜉

𝜕𝑡
𝑑Ω+

∫︁
Ω

𝑣
1

𝑀

𝜕𝑝

𝜕𝑡
𝑑Ω −

∫︁
Ω

𝑣𝛼𝑚
𝜕𝑇

𝜕𝑡
𝑑Ω+

+

∫︁
Ω

(𝐿𝑣)𝑇
𝑘

𝜇
grad(𝑝)𝑑Ω = −

∫︁
𝜕Ω𝑁

𝑣𝑞𝑑Ω,

∫︁
Ω

𝑣

[︂
𝜕𝐸𝑠

𝜕𝑡
+

𝜕𝐸𝑓

𝜕𝑡

]︂
−
∫︁
Ω

(𝐿𝑣)𝑇
1

𝜑
𝐸𝑓𝑤𝑑Ω −

∫︁
Ω

(𝐿𝑣)𝑇 𝑝𝑤𝑑Ω −
∫︁
Ω

(𝐿𝑣)𝑇 𝑞𝑇𝑑Ω =

= −
∫︁

𝜕Ω𝑁

𝑣𝜌𝑓𝑒𝑓𝑞𝑑𝑆 −
∫︁

𝜕Ω𝑁

𝑣𝑝𝑞𝑑𝑆 −
∫︁

𝜕Ω𝑁

𝑣𝑞𝑇𝑑𝑆.

(11)

Рассмотрим первое подынтегральное выражение в последнем уравнении системы (11).

Воспользовавшись выражениями для внутренней энергии скелета (3), найдем её произ-

водную по времени:

𝜕𝐸𝑠

𝜕𝑡
=
[︀
𝜎0 + 𝐶 : ∆𝜀 + 𝑝0𝑏 + 𝑇 0𝐶 :𝛼𝑇

]︀ 𝜕𝜀
𝜕𝑡

+

+

[︂
1

𝑁

(︂
𝑝− 1

2
∆𝑝

)︂
− 𝛼𝜙

(︂
𝑇 − 1

2
∆𝑇

)︂]︂
𝜕𝑝

𝜕𝑡
+

[︂
1

𝑁

1

2

𝜕𝑝

𝜕𝑡
− 𝛼𝜙

1

2

𝜕𝑇

𝜕𝑡

]︂
∆𝑝+

+

[︂
−𝛼𝜙

(︂
𝑝− 1

2
∆𝑝

)︂
+

𝐶𝑝𝑠

𝑇 0

(︂
𝑇 − 1

2
∆𝑇

)︂]︂
𝜕𝑇

𝜕𝑡
+

[︂
−𝛼𝜙

1

2

𝜕𝑝

𝜕𝑡
+

𝐶𝑝𝑠

𝑇 0

1

2

𝜕𝑇

𝜕𝑡

]︂
∆𝑇−

−
[︂
𝑌 0 + 𝐶

(︂
𝜀0 +

1

2
∆𝜀

)︂
∆𝜀

]︂
𝜕𝐷

𝜕𝑡
−
[︂
𝐶 : ∆𝜀

𝜕𝜀

𝜕𝑡

]︂
∆𝐷 =

=
[︀
𝜎0 + 𝐶(1 − ∆𝐷) : ∆𝜀 + 𝑝0𝑏 + 𝑇 0𝐶 :𝛼𝑇

]︀ 𝜕𝜀
𝜕𝑡

+

+

[︂
1

𝑁
𝑝− 𝛼𝜙𝑇

]︂
𝜕𝑝

𝜕𝑡
+

[︂
−𝛼𝜙𝑝 +

𝐶𝑝𝑠

𝑇 0
𝑇

]︂
𝜕𝑇

𝜕𝑡
−
[︂
𝑌 0 + 𝐶 :

(︂
𝜀0 +

1

2
∆𝜀

)︂
∆𝜀

]︂
𝜕𝐷

𝜕𝑡
.

Аналогично для внутренней энергии флюида (4) получим:

𝜕𝐸𝑓

𝜕𝑡
=

[︂
𝜑

𝐾𝑓

𝑝− 𝜑𝛼𝑓𝑇

]︂
𝜕𝑝

𝜕𝑡
+

[︂
−𝜑𝛼𝑓𝑝 +

𝐶𝑝𝑓

𝑇 0
𝑇

]︂
𝜕𝑇

𝜕𝑡
.

Таким образом, в соответствии с введенными ранее обозначениями, а также предпола-

гая, что 𝜀0 = 0, 𝐷0 = 0 и 𝑌 0 = 0, производная суммарной внутренней энергии системы по
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времени имеет вид:

𝜕𝐸𝑠

𝜕𝑡
+

𝜕𝐸𝑓

𝜕𝑡
=
[︀
𝜎0 + 𝐶(1 −𝐷) : 𝜀 + 𝑝0𝑏 + 𝑇 0𝐶 :𝛼𝑇

]︀ 𝜕𝜀
𝜕𝑡

+

+

[︂
1

𝑀
𝑝− 𝛼𝑚𝑇

]︂
𝜕𝑝

𝜕𝑡
+

[︂
−𝛼𝑚𝑝 +

𝐶𝑝𝑠 + 𝐶𝑝𝑓

𝑇 0
𝑇

]︂
𝜕𝑇

𝜕𝑡
−
[︂

1

2
𝜀𝑇 :𝐶 : 𝜀

]︂
𝜕𝐷

𝜕𝑡
.

Поскольку производная параметра повреждаемости по времени по сути описывает раз-

витие повреждаемости, задаваемое законом (8), то

𝜕𝐸𝑠

𝜕𝑡
+

𝜕𝐸𝑓

𝜕𝑡
=
[︀
𝜎0 + 𝐶(1 −𝐷) : 𝜀 + 𝑝0𝑏 + 𝑇 0𝐶 :𝛼𝑇

]︀ 𝜕𝜀
𝜕𝑡

+

+

[︂
1

𝑀
𝑝− 𝛼𝑚𝑇

]︂
𝜕𝑝

𝜕𝑡
+

[︂
−𝛼𝑚𝑝 +

𝐶𝑝𝑠 + 𝐶𝑝𝑓

𝑇 0
𝑇

]︂
𝜕𝑇

𝜕𝑡
−
[︂

1

2
𝐹 (𝜀)𝐶 : 𝜀

]︂
𝜀.

3.1 Пространственная аппроксимация системы уравнений

Рассмотрим пространственную аппроксимацию системы уравнений (11). Для этого вве-

дем конечномерные пространства 𝑉 ℎ
𝛼 ⊂ 𝑉𝛼, 𝑉

0,ℎ
𝛼 ⊂ 𝑉 0

𝛼 , причем 𝑉 ℎ
𝛼 = span(𝜑

(𝛼)
𝑖 ), где 𝜑

(𝛼)
𝑖 —

базисные функции. Тогда для произвольной функции 𝑓 имеем:

𝑓 =
𝑁𝛼∑︁
𝑖=1

𝜑
(𝛼)
𝑖 𝑓𝑖, 𝑓 = 𝜉, 𝑝, 𝑇.

Соответственно, аппроксимация системы (11) в матричном виде записывается как

𝐴𝜉𝜉 𝜉 −𝐴𝜉𝑝 𝑝 + 𝐴𝜉𝑡 𝑇 = 𝑓 𝜉,

𝐴𝑝𝜉
𝜕𝜉

𝜕𝑡
+ 𝐴𝑝𝑝

𝜕𝑝

𝜕𝑡
+ 𝐴𝑝𝑇

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝐵𝑝𝑝𝑝 = 𝑓 𝑝,

𝐴𝑇𝜉
𝜕𝜉

𝜕𝑡
+ 𝐴𝑇𝑝

𝜕𝑝

𝜕𝑡
+ 𝐴𝑇𝑇

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝐵𝑇𝜉𝜉 + 𝐵𝑇𝑝𝑝 + 𝐵𝑇𝑇𝑇 = 𝑓 𝑡,

(12)

где используются следующие обозначения:

𝐴𝜉𝜉 =

∫︁
Ω

(︀
𝐿𝜑𝜉

)︀𝑇
𝐶(1 −𝐷)

(︀
𝐿𝜑𝜉

)︀
𝑑Ω, 𝐴𝜉𝑝 = 𝐴𝑇

𝑝𝜉 =

∫︁
Ω

(︀
𝐿𝜑𝜉

)︀𝑇
𝑏𝜑𝑝𝑑Ω,

𝐴𝜉𝑇 = −
∫︁
Ω

(︀
𝐿𝜑𝜉

)︀𝑇
𝐶(1 −𝐷) : 𝛼𝑇𝜑𝑇𝑑Ω, 𝐵𝑝𝑝 =

∫︁
Ω

(grad𝜑𝑝)
𝑇 𝑘

𝜇
(grad𝜑𝑝)𝑑Ω,

𝐴𝑝𝑝 =

∫︁
Ω

𝜑𝑝
𝑇 1

𝑀
𝜑𝑝𝑑Ω, 𝐴𝑝𝑇 = −

∫︁
Ω

𝜑𝑇
𝑝 𝛼𝑚𝜑𝑇𝑑Ω,

𝐴𝑇𝜉 =

∫︁
Ω

𝜑𝑇
𝑇

(︀
𝜎0 + 𝐶(1 −𝐷) : 𝜀 + 𝑝0𝑏 + 𝑇 0𝐶 :𝛼𝑇

)︀ (︀
𝐿𝜑𝜉

)︀
𝑑Ω,

𝐴𝑇𝑝 =

∫︁
Ω

𝜑𝑇
𝑇

(︂
1

𝑀
𝑝− 𝛼𝑚𝑇

)︂
𝜑𝑝𝑑Ω,

(13)
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𝐴𝑇𝑇 =

∫︁
Ω

𝜑𝑇
𝑇

[︃
−𝛼𝑚𝑝 + (𝐶𝑝𝑠 + 𝐶𝑝𝑓 )

𝑇

𝑇 0

]︃
𝜑𝑇𝑑Ω,

𝐵𝑇𝜉 =

∫︁
Ω

grad𝜑𝑇
𝑇

[︂
1

2
𝐹 (𝜀)𝐶 : 𝜀

]︂ (︀
𝐿𝜑𝜉

)︀
𝑑Ω,

𝐵𝑇𝑝 =

∫︁
Ω

grad𝜑𝑇
𝑇

{︂
𝐸0

𝑓 +

[︂
1

𝐾𝑓

𝑝− 𝛼𝑓𝑇

]︂
∆𝑝−

[︂
𝛼𝑓𝑝−

𝐶𝑝𝑓

𝜑

]︂
∆𝑇

}︂
𝑘

𝜇
grad𝜑𝑝𝑑Ω,

𝐵𝑇𝑇 =

∫︁
Ω

grad𝜑𝑇
𝑇𝜅 grad𝜑𝑇𝑑Ω,

𝑓 𝜉 =

∫︁
𝜕Ω𝑁

𝜑𝑇
𝜉 𝑡̃𝑑𝑆, 𝑓 𝑝 = −

∫︁
𝜕Ω𝑁

𝜑𝑇
𝑝 𝑞𝑑Ω,

𝑓𝑇 = −
∫︁

𝜕Ω𝑁

𝜑𝑇
𝑇𝜌𝑓𝑒𝑓𝑞𝑑𝑆 −

∫︁
𝜕Ω𝑁

𝜑𝑇
𝑇𝑝𝑞𝑑𝑆 −

∫︁
𝜕Ω𝑁

𝜑𝑇
𝑇 𝑞𝑇𝑑𝑆.

В матричном виде систему (12) можно записать как⎡⎢⎣ 0 0 0

𝐴𝑇
𝜉𝑝 𝐴𝑝𝑝 𝐴𝑝𝑇

𝐴𝑇𝜉 𝐴𝑇𝑝 𝐴𝑇𝑇

⎤⎥⎦ ·

⎡⎢⎣𝜕𝜉/𝜕𝑡𝜕𝑝/𝜕𝑡

𝜕𝑇/𝜕𝑡

⎤⎥⎦+

⎡⎢⎣𝐴𝜉𝜉 −𝐴𝜉𝑝 𝐴𝜉𝑇

0 𝐵𝑝𝑝 0

𝐵𝑇𝜉 𝐵𝑇𝑝 𝐵𝑇𝑇

⎤⎥⎦ ·

⎡⎢⎣𝜉𝑝
𝑇

⎤⎥⎦ =

⎡⎢⎣𝑓 𝜉

𝑓 𝑝

𝑓𝑇

⎤⎥⎦ .

Первая матрица системы, которую в результате необходимо будет обращать для реше-

ния системы на временном слое, несимметрична. Для её симметризации продифференци-

руем первое уравнение по времени. Получим:⎡⎢⎣−𝐴𝜉𝜉 𝐴𝜉𝑝 −𝐴𝜉𝑇

𝐴𝑇
𝜉𝑝 𝐴𝑝𝑝 𝐴𝑝𝑇

𝐴𝑇𝜉 𝐴𝑇𝑝 𝐴𝑇𝑇

⎤⎥⎦
⎡⎢⎣𝜕𝜉/𝜕𝑡𝜕𝑝/𝜕𝑡

𝜕𝑇/𝜕𝑡

⎤⎥⎦+

⎡⎢⎣ 0 0 0

0 𝐵𝑝𝑝 0

𝐵𝑇𝜉 𝐵𝑇𝑝 𝐵𝑇𝑇

⎤⎥⎦
⎡⎢⎣𝜉𝑝
𝑇

⎤⎥⎦ =

⎡⎢⎣−𝜕𝑓 𝜉/𝜕𝑡

𝑓 𝑝

𝑓𝑇

⎤⎥⎦ . (14)

Вычисление интегралов в уравнении (13) производится с использованием квадратур-

ных формул Гаусса второго порядка [5].

Для дискретизации уравнения (15) по пространству использовалась тетраэдральная

сетка с квадратичными базисными функциями для перемещений и линейными для давле-

ния и температуры (элементы Тейлора-Худа [6], рисунок 2). Линейные базисные функции

вычисляются по формуле 𝜑(𝑖)
𝑝,𝑇 = 𝑁𝑖, где 𝑁𝑖 — 𝑖-я барицентрическая координата рассматри-

ваемой точки. Квадратичные базисные функции вычисляются как 𝜑𝜉(𝑖) = 𝑁𝑖(2𝑁
2
𝑖 −1) для

неизвестных, расположенных в узлах тетраэдра, и 𝜑
(𝑖𝑗)
𝜉 = 4𝑁𝑖𝑁𝑗 для неизвестных, нахо-

дящихся в центре ребра, расположенного между узлами 𝑖 и 𝑗. Графики данных функций

в одномерном случае представлены на рисунке 1.
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Рис. 1. Линейные (слева) и квадратичные (справа) базисные функции

Использование элементов Тейлора-Худа обеспечивает выполнение inf − sup условий

(условия Ладыженской-Бабушки-Бреззи, [7]), которые необходимы для устойчивости ре-

шения уравнений пороупругости. Рассмотрим подробнее данные условия. Пусть 𝑉 и 𝑄 —

гильбертовы пространства, 𝑎 : 𝑉 × 𝑉 → R и 𝑏 : 𝑉 × 𝑄 → R — билинейные формы, а

𝑓 ∈ 𝑉 *, 𝑔 ∈ 𝑄*, где 𝑉 * и 𝑄* — пространства, сопряженные пространствам 𝑉 и 𝑄. Рас-

смотрим задачу нахождения седловой точки: для пар 𝑎 и 𝑏 найти 𝑢 ∈ 𝑉 и 𝑝 ∈ 𝑄, такие,

что для любых 𝑣 ∈ 𝑉 и 𝑞 ∈ 𝑄:

𝑎(𝑢, 𝑣)+𝑏(𝑣, 𝑝) = ⟨𝑓, 𝑣⟩,

𝑏(𝑢, 𝑞) = ⟨𝑔, 𝑞⟩.

Предположим, что существует такое 𝛼, что 𝑎(𝑣, 𝑣) > 𝛼‖𝑣2‖𝑉 для любого 𝑣, такого что

𝑏(𝑣, 𝑞) = 0 для любого 𝑞 ∈ 𝑄. В этом случае, если 𝑏 удовлетворяет inf − sup условию:

sup
𝑣∈𝑉,𝑣 ̸=0

𝑏(𝑣, 𝑞)

‖𝑢‖𝑉
> 𝛽‖𝑞‖𝑄,

то для любого 𝑞 существует единственное решение задачи седловой точки, непрерывно

зависящее от 𝑓 и 𝑔.

3.2 Дискретизация по времени и решение нелинейной системы

Для аппроксимации системы уравнений по времени будем использовать полностью

неявную схему относительно перемещений 𝜉, давления 𝑝 и температуры 𝑇 . Параметр по-

вреждаемости𝐷 будет учитываться явным образом. Пусть 𝑓 = 𝑓(𝑡) — значение какой-либо

величины в момент времени 𝑡, тогда 𝑓 = 𝑓(𝑡+ ∆𝑡) — её значение в момент времени 𝑡+ ∆𝑡.
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Рис. 2. Элемент Тейлора-Худа.

Соответственно, система уравнений (14) после аппроксимации по времени примет вид:

⎡⎢⎣ −𝐴𝜉𝜉 𝐴𝜉𝑝 −𝐴𝜉𝑇

𝐴𝑇
𝜉𝑝 𝐴𝑝𝑝 + ∆𝑡𝐵𝑝𝑝 𝐴𝑝𝑇

𝐴𝑇𝜉 + ∆𝑡𝐵𝑇𝜉 𝐴𝑇𝑝 + ∆𝑡𝐵𝑇𝑝 𝐴𝑇𝑇 + ∆𝑡𝐵𝑇𝑇

⎤⎥⎦ ·

⎡⎢⎣𝜉𝑝
𝑇

⎤⎥⎦ =

=

⎡⎢⎣−𝐴𝜉𝜉 𝐴𝜉𝑝 −𝐴𝜉𝑇

𝐴𝑇
𝜉𝑝 𝐴𝑝𝑝 𝐴𝑝𝑡

𝐴𝑇𝜉 𝐴𝑇𝑝 𝐴𝑇𝑇

⎤⎥⎦ ·

⎡⎢⎣𝜉𝑝
𝑇

⎤⎥⎦+ ∆𝑡

⎡⎢⎣−∆𝑓 𝜉/∆𝑡

𝑓 𝑝

𝑓𝑇

⎤⎥⎦ . (15)

В связи с тем, что коэффициенты матрицы 𝐵𝑇𝑝 зависят от давления и температу-

ры, то система уравнений (15) является нелинейной. Для её решения используется метод

Ньютона. Суть данного метода заключается в итерационном поиске решения нелинейной

системы уравнений 𝑅(𝑋) = 0 по формуле:

𝑋𝑘+1 = 𝑋𝑘 − 𝐽−1(𝑋𝑘)𝑅(𝑋𝑘), 𝑘 = 0, 1, 2...,

где 𝑅 — рассматриваемая система нелинейных уравнений с вектором решения 𝑋 и яко-

бианом 𝐽 = 𝜕𝑅(𝑋)/𝜕𝑋. Критерием сходимости итерационного процесса является одно-

временное выполнение условий:

||𝑋𝑘+1 −𝑋𝑘|| < 𝜀1, 𝑓(𝑋𝑘) < 𝜀2,

где 0 6 𝜀1,2 6 1 — параметры, определяющие точность решения, ||·|| — подходящая норма.

Вычислим якобиан рассматриваемой системы уравнений. Для этого запишем систе-
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му (15) в виде

−𝐴𝜉𝜉∆𝜉 + 𝐴𝜉𝑝∆𝑝−𝐴𝜉𝑇∆𝑇 + ∆𝑓 𝜉 = 0,

𝐴𝑇
𝜉𝑝∆𝜉 + 𝐴𝑝𝑝∆𝑝 + 𝐴𝑝𝑇∆𝑇 + ∆𝑡𝐵𝑝𝑝𝑝− ∆𝑡𝑓 𝑝 = 0,

𝐴𝑇𝜉∆𝜉 + 𝐴𝑇𝑝∆𝑝 + 𝐴𝑇𝑇∆𝑇 + ∆𝑡𝐵𝑇𝜉𝜉 + ∆𝑡𝐵𝑇𝑝𝑝 + ∆𝑡𝐵𝑇𝑇𝑇 − ∆𝑡𝑓𝑇 = 0.

С учетом вида матриц (13) якобиан данной системы имеет вид:

𝐽 =

⎡⎢⎣−𝐴𝜉𝜉 𝐴𝜉𝑝 −𝐴𝜉𝑇

𝐴𝑇
𝜉𝑝 𝐴𝑝𝑝 + ∆𝑡𝐵𝑝𝑝 𝐴𝑝𝑇

𝐽𝑇𝜉 𝐽𝑇𝑝 𝐽𝑇𝑇

⎤⎥⎦ ,

где

𝐽𝑇𝜉 = 𝐴𝑇𝜉 + ∆𝑡𝐵𝑇𝜉 + (𝜕𝐴𝑇𝜉/𝜕𝜉) ∆𝜉 + ∆𝑡𝐵𝑇𝜉𝜉,

𝐽𝑇𝑝 = 𝐴𝑇𝑝 + ∆𝑡𝐵𝑇𝑝 + (𝜕𝐴𝑇𝑝/𝜕𝑝) ∆𝑝 + (𝜕𝐴𝑇𝑇/𝜕𝑝) ∆𝑇 + ∆𝑡 (𝜕𝐵𝑇𝑝/𝜕𝑝) 𝑝,

𝐽𝑇𝑇 = 𝐴𝑇𝑇 + ∆𝑡𝐵𝑇𝑇 + (𝜕𝐴𝑇𝑝/𝜕𝑇 ) ∆𝑝 + (𝜕𝐴𝑇𝑇/𝜕𝑇 ) ∆𝑇 + ∆𝑡 (𝜕𝐵𝑇𝑝/𝜕𝑇 ) 𝑝,

𝜕𝐴𝑇𝜉

𝜕𝜉
=

∫︁
Ω

𝜑𝑇
𝑇 [𝐶(1 −𝐷) : 𝐼]

(︀
𝐿𝜑𝜉

)︀
𝑑Ω,

𝜕𝐴𝑇𝑝

𝜕𝑝
=

∫︁
Ω

𝜑𝑇
𝑇

1

𝑀
𝜑𝑝𝑑Ω,

𝜕𝐴𝑇𝑝

𝜕𝑇
= −

∫︁
Ω

𝜑𝑇
𝑇𝛼𝑚𝜑𝑝𝑑Ω,

𝜕𝐴𝑇𝑇

𝜕𝑝
= −

∫︁
Ω

𝜑𝑇
𝑇𝛼𝑚𝜑𝑇𝑑Ω,

𝜕𝐴𝑇𝑇

𝜕𝑇
=

∫︁
Ω

𝜑𝑇
𝑇

𝐶𝑝𝑠 + 𝐶𝑝𝑓

𝑇 0
𝜑𝑇𝑑Ω,

𝜕𝐵𝑇𝜉

𝜕𝜉
=

∫︁
Ω

grad𝜑𝑇
𝑇

[︂
1

2

(︂
𝜕𝐹 (𝜀)

𝜕𝜉
𝐶 : 𝜀 + 𝐹 (𝜀)𝐶 :(𝐿𝐼)

)︂]︂ (︀
𝐿𝜑𝜉

)︀
𝑑Ω,

𝜕𝐵𝑇𝑝

𝜕𝑝
=

∫︁
Ω

(︀
𝐿𝜑𝜉

)︀𝑇 [︂ 1

𝐾𝑓

(2𝑝− 𝑝0) − 𝛼𝑓 (2𝑇 − 𝑇 0)

]︂
𝑘

𝜇
grad𝜑𝑝𝑑Ω,

𝜕𝐵𝑇𝑝

𝜕𝑇
=

∫︁
Ω

(︀
𝐿𝜑𝜉

)︀𝑇 [︂𝐶𝑝𝑓

𝜑
− 𝛼𝑓 (2𝑝− 𝑝0)

]︂
𝑘

𝜇
grad𝜑𝑝𝑑Ω.

3.3 Решение системы линейных алгебраических уравнений

Решение системы линейных уравнений на каждой ньютоновской итерации про-

изводится с использованием стабилизированного метода бисопряженных градиентов

(BiCGStab) [8]. В качестве предобуславливателя использовалось неполное LU разложе-

ние с одноуровневым заполнением (ILU(1)).

Для обеспечения устойчивости конечномерной задачи применялся ряд подходов, в со-

ответствии с которыми преобразовывалась матрица системы (15).

В первую очередь, для матриц масс 𝐴𝑝𝑝, 𝐴𝑝𝑇 , 𝐴𝑇𝑝 и 𝐴𝑇𝑇 использовался метод диаго-

нализации матриц масс (mass lumping, [9]). Диагонализованные матрицы при этом будут
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иметь вид:[︁ ̃︀𝐴𝑝𝑝

]︁
𝑖,𝑖

=
∑︁
𝑗

𝐴𝑝𝑝𝑖,𝑗,
[︁ ̃︀𝐴𝑝𝑇

]︁
𝑖,𝑖

=
∑︁
𝑗

𝐴𝑝𝑇 𝑖,𝑗,
[︁ ̃︀𝐴𝑇𝑝

]︁
𝑖,𝑖

=
∑︁
𝑗

𝐴𝑇𝑝𝑖,𝑗,
[︁ ̃︀𝐴𝑇𝑇

]︁
𝑖,𝑖

=
∑︁
𝑗

𝐴𝑇𝑇 𝑖,𝑗.

Помимо этого производилось обезразмеривание системы путем введения для каждой

переменной (𝜉, 𝑝, 𝑇 ) своего обезразмеривающего коэффициента. Таким образом, уравнение

вида:

𝐴𝜉𝜉 + 𝐴𝑝𝑝 + 𝐴𝑇𝑇 = 𝑓

преобразовывалось к виду

𝛼𝜉𝐴𝜉 (𝜉/𝛼𝜉) + 𝛼𝑝𝐴𝑝 (𝑝/𝛼𝑝) + 𝛼𝑇𝐴𝑇 (𝑇/𝛼𝑇 ) = 𝑓,

где 𝛼𝜉, 𝛼𝑝, 𝛼𝑇 — соответствующие размерные параметры. Далее каждая строка полученной

таким образом матрицы системы и правой части нормировались на диагональный элемент.

Таким образом, диагональ матрицы состоит из единичных коэффициентов.

Для уменьшения ширины ленты разреженной матрицы системы использовался алго-

ритм Катхилла-Макки [10].

4 Программный комплекс

В данном разделе приведено описание программного комплекса для расчета неизотер-

мического течения в пороупругой среде с учетом разрушения породы в рамках разработан-

ной математической модели и численного алгоритма. Программный комплекс реализован

на языке программирования С++ и состоит из трех основных компонентов: препроцессор,

вычислительное ядро и постпроцессор.

Препроцессор. Блок препроцессинга отвечает за построение расчетной сетки, зачиты-

вание и предварительную обработку параметров модели, а также за задание начальных и

граничных условий.

Модуль построения расчетной сетки не интегрирован в основной код и является неза-

висимой частью программы. Данный модуль написан на языке программирования Matlab

и основан на использовании встроенной функции триангуляции по алгоритму Делоне [11].

Генератор расчетной сетки принимает на вход данные о форме и размере расчетной обла-

сти и шаге расчетной сетки (может быть переменным), а на выходе выдает набор тексто-

вых файлов, содержащих информацию о координатах расчетных узлов, а также список

узлов, формирующих каждую расчетную ячейку. Пример расчетной сетки приведен на

рисунке 3.
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Рис. 3. Пример расчетной сетки.

Основные параметры модели хранятся в трех текстовых файлах. Первый файл содер-

жит информацию об узлах с граничным условием первого рода. Формат записи данных:

номер соответствующей переменной (компонента вектора перемещений, давление или тем-

пература) в векторе неизвестных и её значение. Второй файл содержит информацию о

гранях, на которых задано граничное условие второго рода. Каждая строка данного фай-

ла описывает грань и содержит данные о номерах узлов, формирующих грань, векторе

напряжений, действующем на неё, потоке и температуре флюида, протекающего через эту

грань. В третьем файле хранится информация об основных параметрах модели, таких как

геомеханические свойства породы (модуль Юнга, коэффициент Пуассона), коэффициент

Био, параметры сжимаемости (модуль Био для скелета и коэффициент объемного сжа-

тия флюида), плотности скелета и флюида, фильтрационно-емкостные свойства пласта

(пористость, проницаемость), теплофизические свойства (теплоемкости, коэффициенты

объемного термического сжатия) и начальные условия.

Вычислительное ядро. Вычислительное ядро рассчетного модуля состоит из следую-

щих блоков: вычисление якобиана и правой части, итерационное решение системы нели-

нейных уравнений и линейный солвер.

В разработанном программном комплексе заполнение матрицы Якоби производится

поблочно путем вычисления соответствующих объемных интегралов для каждого элемен-

та расчетной сетки. Интегрирование производится по квадратурным формулам Гаусса

второго порядка для тетраэдральных элементов. Для хранения и выполнения операций

над тензорами используется библиотека Eigen [12]. В связи с тем, что якобиан является

разреженной матрицей, то на время его сборки значения ненулевых элементов матрицы
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хранятся в массиве триплетов, где каждый триплет содержит информацию о значении

элемента и его положении в матрице. Правая часть системы вычисляется с учетом задан-

ных граничных условий.

Как уже отмечалось ранее, для решения системы нелинейных уравнений используется

метод Ньютона. Условием сходимости итерационного алгоритма является одновременное

выполнение следующих условий:

max |∆𝑥| < 0.001, max |𝑅| < 0.001,

где ∆𝑥 – величина приращения неизвестных на текщей итерации, 𝑅 — значение нелиней-

ной невязки. В случае если количество итераций на одном временном шаге превысило 5,

то временной шаг уменьшается в 2 раза и итерационный алгоритм повторяется с начала.

В случае успешной сходимости алгоритма осуществляется расчет следующего временного

периода с постепенным увеличением шага по времени.

На каждой ньютоновской итерации осуществляется решение системы линейных урав-

нений. После предварительной подготовки матрицы системы по алгоритмам, описанным

в предыдущей главе, запускается линейный солвер. В качестве солвера используется

BicGStab, реализованный в библиотеке HYPRE [13] с предобуславливателем ILU(1) из этой

же библиотеки. Относительная погрешность вычислений линейного солвера установлена

равной 10−5.

После расчета временного шага производится пересчет некоторых параметров моде-

ли, явно зависящих от текущего состояния среды. В первую очередь производится расчет

параметра повреждаемости по формуле (7). Для этого в центре рассматриваемого эле-

мента по известным перемещениям производится расчет тензора деформаций, после чего

вычисляются главные деформации, являющиеся собственными значениями тензора де-

формаций. Для этого используется модуль, входящий в состав библиотеки Eigen.

После расчета параметра повреждаемости, для каждого элемента пересчитываются

тензор упругих коэффициентов и проницаемость по формуле (5). Кроме того, при изме-

нении средней температуры в элементе пересчитывается вязкость флюида по формуле (6).

Постпроцессор. В постпроцессоре производится выгрузка основных результатов (дав-

ление, температура, деформации, напряжения, параметр повреждаемости, компоненты

энергии и так далее) на каждый момент времени для последующей визуализации и анали-

за. Для визуализации используется программа Paraview [14], которая принимает на вход

.vtu файл с неструктурированной сеткой и заданными на неё распределениями свойств.

Для генерации данного файла используется библиотека VTK [15].
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5 Результаты моделирования

В данном разделе приведены результаты моделирования с использованием программ-

ного комплекса, описанного в предыдущей главе. Валидация алгоритма проводилась на

ряде тестов (задача Терцаги, тест Манделя и тест на одномерное неизотермическое рас-

ширение), для которых известно аналитическое решение. Кроме того, был проведен ряд

расчетов, моделирующих воздействие на пласт добывающих и нагнетательных скважин

при различных условиях с целью оценки влияния геомеханических эффектов.

5.1 Термопороупругость

Задача Терцаги. В первом тесте моделировалась консолидация пороупругого матери-

ала под воздействием внешней нагрузки (рисунок 4). Расчетная область имеет форму

параллелепипеда, размер области в латеральном направлении равны 𝐿𝑎 = 1 м, в верти-

кальном — 𝐿𝑧 = 1 м. Нижняя грань области зафиксирована, а на боковых гранях равны

нулю горизонтальные перемещения. На боковых и нижней грани задано условие непроте-

кания, к верхней грани приложено постоянное вертикальное напряжение 1 кПа. Поровое

давление на верхней грани постоянно. Граничные условия имеют вид:

𝑥 = 0, 𝑥 = 𝐿𝑎 : 𝑢𝑥 = 0,
𝜕𝑝

𝜕𝑥
= 0,

𝑦 = 0, 𝑦 = 𝐿𝑎 : 𝑢𝑦 = 0,
𝜕𝑝

𝜕𝑦
= 0,

𝑧 = 0 : 𝑢𝑥 = 0, 𝑢𝑦 = 0, 𝑢𝑧 = 0,
𝜕𝑝

𝜕𝑧
= 0,

𝑧 = 𝐿𝑧 : 𝜎𝑧 = const, 𝑝 = 0.

Расчетная сетка состоит из 200 тетраэдров, причем в латеральном направлении — 2

элемента, а в вертикальном — 100. Общее количество узлов — 1809. Параметры модели

представлены в таблице 1.

Таблица 1. Значения входных параметров для задачи Терцаги

Параметр Значение
Модуль Юнга, 𝐸 14 ГПа
Коэффициент Пуассона, 𝜈 0.2
Модуль Био, 1/𝑁 13 ГПа
Коэффициент Био, 𝑏 0.79
Проницаемость, 𝑘 1, 9 · 10−13 м2

Вязкость, 𝜇 1 мПа · с

В работе Терцаги [17] приведено аналитическое решение рассматриваемой задачи. Ре-
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Рис. 4. Схема расчетной области для задачи Терцаги.

шение для порового давления и перемещений может быть записано в виде [18]:

𝑝(𝑧, 𝑡) = 𝑝0 − 𝑝0

∞∑︁
𝑚=0

(−1)𝑚

[︃
erfc

(2𝑚 + 1)𝐿𝑧 − (𝑧 − 𝐿𝑧)√
4𝑐𝑡

+ erfc
(2𝑚 + 1)𝐿𝑧 + (𝑧 − 𝐿𝑧)√

4𝑐𝑡

]︃
,

𝑢𝑧(𝑧, 𝑡) = 𝑢0+𝑐𝑚𝛾𝜎0

[︃
(𝐿𝑧 − 𝑧) − 8

𝐿𝑧

𝜋2

∞∑︁
𝑚=0

1

(2𝑚 + 1)2
exp

(︃
− (2𝑚 + 1)2𝜋2𝑐𝑡

4𝐿2
𝑧

)︃
cos

(︃
(2𝑚 + 1)𝜋𝑧

2𝐿𝑧

)︃]︃
,

где

𝛾 =
𝐵(𝑧 + 𝜈𝑢)

3(1 − 𝜈𝑢)
, 𝑐𝑚𝛾 =

𝜈𝑢 − 𝜈

2𝐺(1 − 𝜈)(1 − 𝜈𝑢)
, 𝑐 =

2𝑘𝐺(1 − 𝜈)(𝜈𝑢 − 𝜈)

𝜇𝑏2(1 − 2𝜈)2(1 − 𝜈𝑢)
,

𝐺 — модуль сдвига, 𝜈𝑢 — недренированный коэффициент Пуассона, 𝐵 = 𝑏𝑚/(𝐾 + 𝑏2𝑁) —

коэффициент Скемптона.

На рисунках 5 и 6 приведено сравнение зависимости порового давления и вертикаль-

ных перемещений соответственно от высоты для рассчитанного и аналитического решения

в интервале времен от 5 до 100 с. В результате получено хорошее совпадение с аналити-

ческим решением.
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Рис. 5. Сравнение рассчитанного нормированного давления с аналитическим решением
для моментов времени 5-100 с.

Рис. 6. Сравнение динамики изменения рассчитанного нормированного перемещения с
аналитическим решением.

20



Рис. 7. Схема расчетной области для теста Манделя.

Тест Манделя. В работе Манделя [19] рассматривался случай трехмерной консолида-

ции пороупругого материала, при котором наблюдается немонотонная динамика измене-

ния порового давления с течением времени (эффект Манделя-Крайера). В оригинальной

постановке рассматривается образец пороупругого материала длиной 2𝑎 и высотой 2𝑏, на-

сыщенного флюидом (рисунок 7). Образец закреплен между двумя жесткими вертикаль-

ными непроницаемыми пластинами, к верхней грани приложена распределенная нагрузка

с силой 2𝐹 .

В силу симметрии задачи для тестовых расчетов рассматривалась 1/8 часть образца.

Таким образом, граничные условия в данной постановке имеют вид:

𝑥 = 0 : 𝑢𝑥 = 0,
𝜕𝑝

𝜕𝑥
= 0,

𝑥 = 𝑎 : 𝜎𝑥 = 0, 𝑝 = 0,

𝑦 = 0, 𝑦 = 𝑎 : 𝑢𝑦 = 0,
𝜕𝑝

𝜕𝑥
= 0,

𝑧 = 0 : 𝑢𝑧 = 0,
𝜕𝑝

𝜕𝑧
= 0,

𝑧 = 𝑏 :

𝑎∫︁
0

𝜎𝑧(𝑥, 𝑏, 𝑡)𝑑𝑥 = −𝜎0𝑎,
𝜕𝑝

𝜕𝑧
= 0.

Размеры образца составляли 1 × 1 × 1 м. Расчетная сетка является равномерной в

каждом направлении. Общее количество элементов — 48000, узлов — 78182. Вертикаль-

ное напряжение, действующее на верхнюю грань, равно 1 кПа. Начальное давление и

перемещения равны 0. Значения параметров среды и флюида приведены в таблице 2.

21



Таблица 2. Значения входных параметров для теста Манделя

Параметр Значение
Модуль Юнга, 𝐸 14 ГПа
Коэффициент Пуассона, 𝜈 0.2
Модуль Био, 𝑏 13 ГПа
Коэффициент Био, 1/𝑁 0.79
Проницаемость, 𝑘 1, 9 · 10−13 м2

Вязкость, 𝜇 1 мПа · с

Аналитическое решение для данной задачи представлено в [20] и имеет вид:

𝑝(𝑥, 𝑡) =
2

3
𝜎0𝐵(1 + 𝜈𝑢)

∞∑︁
𝑚=1

sin𝜆𝑚

𝜆𝑚 − sin𝜆𝑚 cos𝜆𝑚

(︃
cos

𝜆𝑚𝑥

𝑎
− cos𝜆𝑚

)︃
exp

(︃
−
𝜆2
𝑚𝑐𝑡

𝑎2

)︃
,

𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) =

[︃
𝜎0𝜈

2𝐺
−

𝜎0𝜈𝑢

𝐺

∞∑︁
𝑚=1

sin𝜆𝑚 cos𝜆𝑚

𝜆𝑚 − sin𝜆𝑚 cos𝜆𝑚

exp

(︃
−
𝜆2
𝑚𝑐𝑡

𝑎2

)︃]︃
𝑥+

+
𝜎0𝑎

𝐺

∞∑︁
𝑚=1

cos𝜆𝑚

𝜆𝑚 − sin𝜆𝑚 cos𝜆𝑚

sin
𝜆𝑚𝑥

𝑎
exp

(︃
−
𝜆2
𝑚𝑐𝑡

𝑎2

)︃
,

𝑢𝑧(𝑧, 𝑡) =

[︃
−
𝜎0(1 − 𝜈)

2𝐺
+

𝜎0(1 − 𝜈𝑢)

𝐺

∞∑︁
𝑚=1

sin𝜆𝑚 cos𝜆𝑚

𝜆𝑚 − sin𝜆𝑚 cos𝜆𝑚

exp

(︃
−
𝜆2
𝑚𝑐𝑡

𝑎2

)︃]︃
𝑧,

где 𝜆𝑚 — решение уравнения

tg 𝜆𝑚 =
1 − 𝜈

𝜈𝑢 − 𝜈
𝜆𝑚.

Сравнение рассчитанных распределений порового давления вдоль оси 𝑥 и проекции

перемещения вдоль осей 𝑥 и 𝑧 в сравнении с аналитическим решением для моментов

времени 0.00625 — 0.325 с представлены на рисунке 8.
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Рис. 8. Распределение нормированного порового давления вдоль оси 𝑥 (сверху), проекция
нормированного перемещения по 𝑥 (по центру) и 𝑧 (снизу) компоненте.
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Одномерное неизотермическое расширение. В данном тесте рассматривается од-

номерная задача термической деформации образца (рисунок 9). Размеры образца: 𝑎×𝑎×ℎ.

Основание образца закреплено, боковые границы допускают только вертикальные переме-

щения, верхняя граница свободна. Предполагается, что образец термически изолирован и

в начальный момент времени имеет температуру 𝑇0. Верхняя граница имеет постоянную

температуру, равную 𝑇0+𝜃0. С учетом данной постановки начальные и граничные условия

имеют вид:

𝑧 = 0 : 𝑢𝑥 = 0, 𝑢𝑦 = 0, 𝑢𝑧 = 0,
𝜕𝑇

𝜕𝑧
= 0,

𝑥 = 0, 𝑥 = 𝑎 : 𝑢𝑦 = 0, 𝜎𝑥 = 0,
𝜕𝑇

𝜕𝑥
= 0,

𝑦 = 0, 𝑦 = 𝑎 : 𝑢𝑥 = 0, 𝜎𝑦 = 0,
𝜕𝑇

𝜕𝑦
= 0,

𝑧 = ℎ : 𝜎𝑧 = 0, 𝑇 = 𝑇0 + 𝜃0,

𝑢(𝑡 = 0) = 0, 𝑇 (𝑡 = 0) = 𝑇0.

Рис. 9. Модель одномерного изотермического расширения.

Задача имеет аналитическое решение в образах преобразования Лапласа по времени

([21]):

𝜃(𝑧, 𝑠) =

(︃
𝜃0

𝑠

)︃
cosh(𝜇𝑧)

cosh(𝜇ℎ)
, 𝑤̃ =

(︃
𝜃0

𝜇𝑠

)︃(︃
𝛽

𝑀

)︃
sinh(𝜇𝑧)

cosh(𝜇ℎ)
,

где 𝜇 =
√︀
𝜌𝑐𝑣(𝑠𝐴/𝑘𝑀).

Здесь 𝜃 и 𝑤̃ — изменение температуры и вертикальные перемещения в образах преоб-

разования Лапласа, 𝑠 — переменная Лапласа, 𝛽 — модуль температурной деформации, 𝑀

и 𝐴 — компрессионные модули деформации в изотермическом и адабатическом состоянии
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соответственно:

𝑀 =
𝐸(1 − 𝜈)

(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)
, 𝐴 = 𝑀 +

𝛽2𝑇0

𝜌𝑐𝑣
.

Для получения точного решения в основных переменных был реализован модуль вы-

числения обратного преобразования Лапласа, основанный на использовании численного

алгоритма Стефеста ([22]).

Сравнение численного и аналитического решений проводилось для моментов времени

от 10 до 200 ч. Параметры тестовых расчетов приведены в таблице 3. Результаты пред-

ставлены на рисунках 10, 11.

Таблица 3. Значения параметров для теста на одномерное изотермическое расширение

Параметр Значение
Размер сетки 1 × 1 × 100 ячеек
Размер модели, 𝑎× 𝑎× ℎ 1 × 1 × 1 м
Модуль Юнга, 𝐸 14 ГПа
Коэффициент Пуассона, 𝜈 0.2
Коэффициент линейного расширения, 𝛼 10−5 1/K
Теплоемкость, 𝐶𝑝𝑠 2 МДж/(м3· К)
Теплопроводность, 𝜅 2 Вт/(м · К)
Начальная температура, 𝑇0 373 К
Температура на верхней границе, 𝑇0 + 𝜃0 573 К

Рис. 10. Распределение температуры по образцу.
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Рис. 11. Вертикальное перемещение на верхней границе образца.

Таблица 4. Значения входных параметров для модели термического воздействия на пласт

Параметр Значение
Толщина пласта, ℎ 1 м
Начальное пластовое давление, 𝑝0 200 бар
Начальная температура пласта, 𝑇0 100 ∘C
Начальное значение напряжения по направлению 𝑥, 𝜎0

𝑥𝑥 300 бар
Начальное значение напряжения по направлению 𝑦, 𝜎0

𝑥𝑥 330 бар
Модуль Юнга, 𝐸 20 ГПа
Коэффициент Пуассона, 𝜈 0.3
Модуль Био, 𝑁 10 ГПа
Модуль объемного сжатия флюида, 𝐾𝑓 3.3 ГПа
Коэффициент Био, 𝑏 0.79
Проницаемость, 𝑘 1 · 10−16 м2

Пористость, 𝜙 0.1
Вязкость, 𝜇 1 мПа · с
Плотность скелета, 𝜌𝑠 2100 кг/м3

Плотность флюида, 𝜌𝑠 1000 кг/м3

Коэффициент объемного температурного расширения скелета, 𝛼𝑠 1 · 10−6 1/К
Коэффициент объемного температурного расширения флюида, 𝛼𝑓 1 · 10−4 1/К
Удельная теплоемкость скелета, 𝑐𝑝𝑠 1000 Дж/(кг · К)
Удельная теплоемкость флюида, 𝐶𝑝𝑓 4200 Дж/(кг · К)
Эффективная теплопроводность, 𝜅 2 Вт / (м · К)
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5.2 Моделирование развития повреждаемости вблизи

нагнетательной скважины

Моделирование развития повреждаемости в малой окрестности скважины в начальные

моменты времени проводилось на модели размером 1×1×1 м. Расчетная сетка изображена

на рисунке 3. Общее количество элементов составляет 59508, общее количество узлов —

120183. В углу модели расположена нагнетательная скважина цилиндрической формы

радиусом 0,1 м, работающая с постоянной приемистостью 0,5 м3/сут. Параметры модели

приведены в таблице 4. Для моделирования процесса разрушения использовалась формула

(7) с параметрами из [2] (𝐷lim = 1, 𝐷off = 1, 𝜀off = 0.015, 𝜀𝑐 = 0.0002).

Поля динамических параметров на моменты 2 часа, 1 и 10 суток представлены на

рисунках 12, 13.

Рис. 12. Распределение давления 𝑝 (сверху), температуры 𝑇 (по центру), параметра по-
вреждаемости 𝐷 (снизу) через 2 часа (слева), 1 сутки (по центру) и 10 суток (справа).
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Рис. 13. Распределение напряжений 𝜎𝑥𝑥,𝜎𝑥𝑦,𝜎𝑦𝑦 через 2 часа (слева), 1 сутки (по центру)
и 10 суток (справа).

5.3 Моделирование термического воздействия на пласт с

добывающей и нагнетательной скважиной

В данном разделе рассматривается модель трехслойного изотропного пласта размером

100 × 100 × 1 м, на противоположных концах диагонали которого расположены нагне-

тательная и добывающая скважины. Для более точного моделирования эффектов, воз-

никающих в прискважинной зоне, расчетная сетка имеет локальное измельчение вдоль

границы модели (рисунок 14). Общее количество узлов — 127575, количество ячеек —

80802. Минимальное значение шага сетки — 0.2 м, максимальное — 2 м.

Режим работы нагнетательной скважины — постоянная приемистость 0.2 м3/сут, тем-

пература нагнетаемого флюида 300∘C, добывающая — постоянное давлении 100 бар. Про-

чие значения параметров использовались те же самые, что и в предыдущем случае.

На примере данной модели рассматривались эффекты, возникающие при термическом

воздействии на пласт в течении 5 лет. Распределения давления, температуры, напряжения

и параметра разрушаемости через 6, 12 и 60 месяцев приведены на рисунках 15, 16.
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Рис. 14. Расчетная сетка для моделирования развития повреждаемости вблизи нагнета-
тельной скважины.

Рис. 15. Распределение давления 𝑝 (сверху), температуры 𝑇 (по центру), параметра по-
вреждаемости 𝐷 (снизу) через 6 месяцев (слева), 12 месяцев (по центру) и 5 лет (справа).
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Рис. 16. Компонента тензора напряжений 𝜎𝑥𝑥,𝜎𝑥𝑦,𝜎𝑦𝑦 через 6 месяцев (слева), 12 месяцев
(по центру) и 5 лет (справа).

Также был проведен расчет данной модели при отсутсвии учета повреждаемости. Срав-

нение распределений компоненты 𝜀𝑥𝑥 тензора деформаций на момент времени 5 лет для

случаев учета и в отсутствие учета повреждаемости приведено на рисунке 17.
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Рис. 17. Компонента 𝜀𝑥𝑥 тензора деформаций на момент времени 5 лет при учете (слева)
и в отсутствие учета (справа) повреждаемости.

5.4 Моделирование работы скважины в слоистом пласте

В данном расчете моделировалась закачка горячего флюида в пласт с различными

свойствами по слоям. Рассматривалась модель размером 50 × 50 × 5 м, имеющая 5 слоев.

Проницаемость и модуль Юнга в каждом пропластке распределены в соответствии с рас-

пределением Гаусса. Средние значения величин приведены в таблице 5, их распределение

изображено на рисунках 18 и 19. Значения прочих параметров в таблице 4.

В углу модели расположена нагнетательная скважина, полностью вскрывающая пласт

и закачивающая флюид с приемистостью 1 м3/сут при температуре 400𝑜C. Предполага-

лось, что распределение закачиваемого флюида по пропласткам прямо пропорционально

проницаемости соответствующего слоя.

Моделировалась работа скважины в течение 30 сут. Распределение параметра повре-

ждаемости, давления и температуры на различные моменты времени показано на рисун-

ках 20, 21 и 22 соответственно.
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Таблица 5. Средние значения проницаемости и модуля Юнга по слоям

Номера слоев Средняя проницаемость, мД Средний модуль Юнга, ГПа
1 1 30
2-4 0.1 10
1 1 30

Рис. 18. Начальное распределение модуля Юнга в модели.

Рис. 19. Начальное распределение проницаемости в модели.
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Рис. 20. Распределение параметра повреждаемости через 1, 15 и 30 сут.

Рис. 21. Распределение давления через 1, 15 и 30 сут.

Рис. 22. Распределение температуры через 1, 15 и 30 сут.

В данном тесте оценивался вклад каждого эффекта в энергию скелета. Для этого

суммарная энергия скелета, вычисляемая по формуле (3), была разделена на компоненты,

соответствующие вкладу деформационных эффектов (𝐸𝑠𝜉), влияния порового давления

(𝐸𝑠𝑝), влияния неизотермичности (𝐸𝑠𝑇 ) и затраты энергии на разрушение (𝐸𝑠𝐷):

∆𝐸𝑠 = ∆𝐸𝑠𝜉 + ∆𝐸𝑠𝑝 + ∆𝐸𝑠𝑇 − ∆𝐸𝑠𝐷,
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где

∆𝐸𝑠𝜉 =
(︀
𝜎0 + 𝑝0𝑏 + 𝑇 0𝐶 : 𝛼

)︀
: ∆𝜀, ∆𝐸𝑠𝑝 =

(︂
𝑝0

1

𝑁
− 𝑇 0𝛼𝜙

)︂
∆𝑝,

∆𝐸𝑠𝑇 =
(︀
𝐶𝑝𝑠 − 𝛼𝜙𝑝

0
)︀

∆𝑇, ∆𝐸𝑠𝐷 = 𝑌 0∆𝐷.

График изменения величины каждой компоненты представлен на рисунке 23.

Рис. 23. Распределение компонент энергии по времени.

6 Заключение

В настоящей работе представлен вычислительный алгоритм для моделирования эволю-

ции термопороупругой среды с учетом разрушения. Система уравнений модели включает

в себя законы сохранения массы, импульса и энергии, которые замыкаются определяю-

щими соотношениями, удовлетворяющими условию термодинамической согласованности.

Разрушение среды моделируется в рамках теории континуального разрушения.

Вычислительный алгоритм основан на методе конечных элементов. Для простран-

ственной аппроксимации использовались тетраэдральные элементы Тейлора-Худа. Пред-

ложенная модель реализована в виде программного комплекса, написанного на языке

C++. Валидация алгоритма проводилась на классических тестах для модели термопоро-

упругой среды (тест Манделя, Терцаги, одномерное неизотермическое расширение), име-

ющих аналитическое решение.

Для оценки эффектов, связанных с разрушением среды, был проведен ряд расче-

тов, моделирующих термическое воздействие на нефтяной пласт. По результатм моде-

лирования был сделан вывод о значительном влиянии разрушения на величину упругих

модулей вблизи нагнетательной скважины и, как следствие, на эволюцию напряженно-

деформированного состояния. При этом доля внутренней энергии, связанной с разруше-

нием, незначительна.
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