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ÓÄÊ 517.968.7

Çåíþê Ä. À., Ìàëèíåöêèé Ã. Ã.

Îäíîìåðíûé áðþññåëÿòîð ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî âðåìåíè

Â ðàáîòå íà ïðèìåðå àáñòðàêòíîé ìîäåëè áðþññåëÿòîðà ðàññìîòðåíû ñöå-
íàðèè ôîðìèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ïàòòåðíîâ â íåëèíåéíûõ ñðåäàõ ñ äèôôóçèåé
è äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè íåöåëîãî ïîðÿäêà. Ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðò-
íîé òåõíèêè ëèíåéíîãî àíàëèçà ïîëó÷åíû òî÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ êðèòè÷å-
ñêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ â ñèñòåìå íàáëþäàþòñÿ íåóñòîé÷è-
âîñòè îïðåäåëåííîãî òèïà. Äëÿ áèôóðêàöèè Õîïôà è áèôóðêàöèè êîðàçìåð-
íîñòè 2 êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò ïîðÿäêà äðîáíîé ïðî-
èçâîäíîé. Ïðåäñêàçàíèÿ ëèíåéíîé òåîðèè ïîäêðåïëåíû ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåí-
íîãî àíàëèçà. Òàêæå äàí êðàòêèé îáçîð òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ òåîðèè äðîáíîãî
èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íåöåëîãî ïîðÿäêà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà : äðîáíîå èñ÷èñëåíèå, ñèñòåìû ðåàêöèÿ�äèôôóçèÿ.

Dmitry Alexeyevich Zenyuk, Georgy Gennadiyevich Malinetsky

One-dimensional Brusselator with time-fractional derivative

In the present paper possible scenarios of pattern formation in non-linear
media with di�usion and di�erential operators of non-integer order are studied
for the abstract Brusselator model. By means of the standard linear analysis
exact critical values for di�erent types of instabilities are derived. It is shown
that stability criteria signi�cantly depend on the order of the fractional derivative
in case of the Hopf and C2TH bifurcations. Predictions of the linear theory are
con�rmed by numerical simulation. The exposition is accompanied by a concise
survey of the main results in the �elds of fractional calculus and dynamical systems
of non-integer order.

Key words : fractional calculus, reaction�di�usion systems.
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Ââåäåíèå

Âïåðâûå âîïðîñ î ñìûñëå ïðîèçâîäíîé íåöåëîãî ïîðÿäêà âîçíèê ïî÷òè ñðàçó
æå ïîñëå ââåäåíèÿ ñàìîãî ïîíÿòèÿ ïðîèçâîäíîé: â ïèñüìàõ ê Ã. Ëîïèòàëþ
(1695 ã.) è Äæ. Óîëëèñó∗ (1697 ã.) Ã. Ëåéáíèö äàë íåêîòîðûå êîììåíòàðèè îò-
íîñèòåëüíî òîãî, êàêèì ñìûñëîì ìîãëè áû îáëàäàòü äèôôåðåíöèàëû è ïðî-
èçâîäíûå ïîðÿäêà 1/2. Ðàçëè÷íûå ôîðìàëüíûå ïîäõîäû ê ïðîáëåìå äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ íåöåëîãî ïîðÿäêà ïðåäëàãàëèñü â ðàáîòàõ Ë. Ýéëåðà (1738 ã.),
Ï.-Ñ. Ëàïëàñà (1812 ã.) èÆ. Ôóðüå (1822 ã.). Â òðàêòàòå Ñ. äå Ëàêðóà (1819 ã.)
â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à î âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíîé
íåöåëîãî ïîðÿäêà äëÿ ñòåïåííîé ôóíêöèè; èíòåðåñíî, ÷òî ïîëó÷åííîå èì âû-
ðàæåíèå â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ òåì, êîòîðîå áóäåò ïîëó÷åíî ïðè ïðèìåíåíèè
ñîâðåìåííûõ ïðîèçâîäíûõ Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ.

Èñòîðèþ ñîáñòâåííî äðîáíîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðèíÿòî îòñ÷èòûâàòü îò ðàáîò
Í. Àáåëÿ (1823 è 1826 ãã.), ïîñâÿùåííûõ ðåøåíèþ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ∫ x

a

u(ξ)dξ

(x− ξ)α
= f(x), x > a, 0 < α < 1,

ñâÿçàííîãî ñ ò.í. çàäà÷åé î òàóòîõðîíå. Ðåøåíèå u(x) ýòîãî óðàâíåíèÿ, êàê
ïîçæå îêàçàëîñü, ïðîïîðöèîíàëüíî äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà α îò ôóíê-
öèè f(x). Ïðè ýòîì ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ñàì Àáåëü íå ðàññìàòðèâàë
ýòî ðåøåíèå êàê îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ïðîèçâîäíîé è ïîëó÷èë åãî ñ ïîìîùüþ
ìåòîäîâ êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà (ïîäðîáíåå î ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Àáåëÿ ñì.,
íàïðèìåð, [1]). Ïåðâàÿ ïîïûòêà ïîëíîöåííîãî èçëîæåíèÿ òåîðèè äðîáíîãî
èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ áûëà ïðåäïðèíÿòà â ñåðèè ïóáëèêàöèé Æ. Ëè-
óâèëëåì (1832�1837). Õîòÿ íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå òàì, îêàçà-
ëèñü íå ñîâñåì ñòðîãèìè ñ ñîâðåìåííîé òî÷êè çðåíèÿ, èìåííî â íèõ áûëè
âûñêàçàíû ìíîãèå âàæíûå èäåè è êîíöåïöèè. Ïî çíà÷èìîñòè ñ ðàáîòàìè
Ëèóâèëëÿ ñðàâíèìû ðàáîòû Á. Ðèìàíà (1847, îïóáëèêîâàíà âïåðâûå â 1876
óæå ïîñëå åãî ñìåðòè) è Õ. Õîëìãðåíà (1865). Çàâåðøåííàÿ òåîðèÿ èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ íåöåëîãî ïîðÿäêà áûëà äàíà â ðàáîòàõ À. Â.
Ëåòíèêîâà (1874) è Í. ß. Ñîíèíà (1872).

Ñ íà÷àëà 20 â. ïëîòü äî 50-õ ãã. òåîðèÿ äðîáíîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðîäîëæàåò
ðàçâèâàòüñÿ óæå â êîíòåêñòå èññëåäîâàíèé â îáëàñòè ôóíêöèîíàëüíîãî àíà-
ëèçà. Çäåñü óìåñòíî óïîìÿíóòü ðàáîòû Æ. Àäàìàðà (1892 ã., ââåäåíà íîâàÿ
ôîðìà îáîáùåííîãî äðîáíîãî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà), Ã. Õàðäè è Ì. Ðèññà
(1915 ã.), Ã. Âåéëÿ (1917 ã., äðîáíîå èíòåãðèðîâàíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé),
Ã. Õàðäè è Äæ. Ëèòòëâóäà (1928 ã.), Ì. Ðèññà (1936, 1938 è 1949 ãã., äðîá-
íîå èíòåãðèðîâàíèå äëÿ ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ
òèïà ïîòåíöèàëà), À. Ýðäåéè è Ã. Êîáåðà (1940 ã., äàëüíåéøåå îáîáùåíèå

∗Âî ìíîãèõ èñòî÷íèêàõ ïðèâîäèòñÿ ôîíåòè÷åñêè ìåíåå òî÷íàÿ òðàíñêðèïöèÿ åãî ôàìèëèè � Âàëëèñ
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èíòåãðàëüíûõ è äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íåöåëîãî ïîðÿäêà), È. Ì.
Ãåëüôàíäà è Ã. Å. Øèëîâà (1964 ã.), Ì. Ì. Äæðáàøÿíà (1966 ã., èíòåãðàëü-
íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè). Çàèíòåðåñîâàííûé
÷èòàòåëü ñìîæåò íàéòè áîëåå äåòàëüíóþ ðåòðîñïåêòèâó èññëåäîâàíèé â îá-
ëàñòè äðîáíîãî èñ÷èñëåíèÿ è ïîäðîáíóþ áèáëèîãðàôèþ â [2], à òàêæå â [1].

Îòäåëüíî îñòàíîâèìñÿ íà ïðîáëåìå íàçâàíèé. Â ïåðâóþ î÷åðåäü, ñàì òåð-
ìèí ¾äðîáíîå èñ÷èñëåíèå¿ (fractional calculus) ÿâëÿåòñÿ íåòî÷íûì, ïîñêîëüêó
â ñîâðåìåííîé òåîðèè ïîðÿäîê èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ìî-
æåò áûòü ëþáûì ÷èñëîì, â òîì ÷èñëå è êîìïëåêñíûì. Òåì íå ìåíåå, èìåííî
òàêîå íàçâàíèå ñòàëî îáùåóïîòðåáèòåëüíûì è çàôèêñèðîâàíî âî âñåõ îñíîâ-
íûõ èñòî÷íèêàõ, ïîýòîìó îòêàçàòüñÿ îò íåãî, ïî-âèäèìîìó, óæå íåëüçÿ. Êðî-
ìå òîãî, â äðîáíîì èñ÷èñëåíèè çà åãî áîãàòóþ è íàñûùåííóþ èñòîðèþ ìíîãèå
êîíñòðóêöèè è ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû íåçàâèñèìî ðàçíûìè àâòîðàìè, à
íåêîòîðûå ðàáîòû îñòàëèñü íåçàñëóæåííî ìàëî èçâåñòíûìè. Ïîýòîìó íàèìå-
íîâàíèÿ ñàìèõ îïåðàòîðîâ ÷àñòî óêàçûâàþòñÿ ïî-ðàçíîìó. Â íàñòîÿùåé ðàáî-
òå ìû áóäåì ñëåäîâàòü â îñíîâíîì ìîíîãðàôèè [1], êîòîðàÿ îñòàåòñÿ îäíèì èç
ñàìûõ àâòîðèòåòíûõ èñòî÷íèêîâ â äàííîé îáëàñòè, íåñìîòðÿ íà òî ÷òî îíà
áûëà èçäàíà áîëåå 20 ëåò íàçàä. Íîòàöèÿ äëÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ
îïåðàòîðîâ íåöåëîãî ïîðÿäêà òàêæå ïîêà íå óíèôèöèðîâàíà. Ìû áóäåì ïî
áîëüøåé ÷àñòè èñïîëüçîâàòü ñèñòåìó îáîçíà÷åíèé, ââåäåííóþ â [1].

Óæå íà÷èíàÿ ñ óïîìÿíóòûõ ðàáîò Àáåëÿ äðîáíîå èñ÷èñëåíèå èñïîëüçî-
âàëîñü äëÿ ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Ëèóâèëëü ðàññìàòðèâàë ïðèëîæå-
íèÿ ââåäåííûõ èì êîíñòðóêöèé ê çàäà÷àì î âçàèìíîì âëèÿíèè áåñêîíå÷íûõ
ïðÿìîëèíåéíûõ ïðîâîäíèêîâ äðóã íà äðóãà, çàäà÷å î ðàñïðåäåëåíèè òåïëà
â øàðå è çàäà÷å î ïðèáëèæåííûõ êâàäðàòóðàõ (öèò. ïî [1]). Îäíàêî íàèáî-
ëåå àêòèâíî ïðèëîæåíèÿ äðîáíîãî èñ÷èñëåíèÿ ñòàëè èçó÷àòüñÿ ñ ñåðåäèíû 20
â. Ìîæíî âûäåëèòü äâà íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé, ãäå èíñòðóìåíòàðèé òåî-
ðèè äðîáíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îêàçàëñÿ íàèáîëåå ïîäõîäÿùèì �
ýòî ìåõàíèêà âÿçêîóïðóãèõ ñðåä è àíîìàëüíàÿ äèôôóçèÿ. Ïðîöåññû òàêîãî
ðîäà ÿâëÿþòñÿ ýðèäèòàðíûìè (hereditary), ò.å. â íèõ äèíàìèêà ñóùåñòâåííî
çàâèñèò îò ïðåäûñòîðèè ïðîöåññà.

Â 40-å ãã. À. Í. Ãåðàñèìîâûì, Ã. Ñêîòò-Áëýðîì è Þ. Í. Ðàáîòíîâûì áû-
ëè ïðîâåäåíû îáøèðíûå èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ, â
õîäå êîòîðûõ áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî â âîëîêíèñòûõ ïîëèìåðàõ ìåõà-
íè÷åñêîå íàïðÿæåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå äðîáíîé ïðîèçâîäíîé
Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ îò äåôîðìàöèè, ïðè÷åì äðîáíûé ïîêàçàòåëü îïðåäåëÿåò-
ñÿ ðåàëüíûìè ôèçè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ýòèõ ìàòåðèàëîâ. Â ñåðåäèíå 20 â.
Ô. Ìàèíàðäè è Ì. Êàïóòî ïîêàçàëè, ÷òî èñïîëüçîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé òåðìîâÿçêî-
óïðóãîñòè áîëåå àäåêâàòíî èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé è ïîçâîëÿåò áîëåå
òî÷íî âîñïðîèçâîäèòü íàáëþäàåìûå äàííûå. Â ðàáîòàõ Ð. Áýãëè è Ï. Òîðâèêà
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(ñåðåäèíà 80-õ ãã.) áûëà ïîäðîáíî èññëåäîâàíà îáùàÿ ëèíåéíàÿ ðåîëîãè÷åñêàÿ
ìîäåëü âÿçêèõ æèäêîñòåé ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ. Ïî-
äðîáíîå èçëîæåíèå ýòèõ âîïðîñîâ ñì. â [3].

Àïïàðàò äðîáíîãî èñ÷èñëåíèÿ îêàçàëñÿ òàêæå âåñüìà ýôôåêòèâåí â ðàì-
êàõ èçó÷åíèÿ ïðîöåññîâ àíîìàëüíîé äèôôóçèè. Òåðìèí ¾àíîìàëüíàÿ¿ èñ-
ïîëüçóåòñÿ ïîòîìó, ÷òî â ýòèõ ïðîöåññàõ ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå îòêëîíåíèÿ ïî-
ëîæåíèÿ áëóæäàþùèõ ÷àñòèö íåëèíåéíî çàâèñÿò îò âðåìåíè: 〈x2(t)〉 = Ctγ.
Ðåæèìû ñ 0 < γ < 1 íàçûâàþòñÿ ñóáäèôôóçèîííûìè, ñ 1 < γ < 2 � ñóïåð-
äèôôóçèîííûìè. Èíîãäà òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåæèìû ñ γ > 2, êîòîðûå
íàçûâàþòñÿ ñóïåðáàëëèñòè÷åñêèìè è ñîîòâåòñòâóþò àíîìàëüíîìó óñêîðåíèþ
÷àñòèö âäîëü òðàåêòîðèé. Îáñòîÿòåëüíîå ïåðå÷èñëåíèå ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ, äëÿ êîòîðûõ õàðàêòåðíà òàêàÿ àíîìàëüíàÿ äèíàìèêà, ïðèâåäåíî
â [4]. Ñðåäè ïðèìåðîâ ñóáäèôôóçèè îòìåòèì, íàïðèìåð, òðàíñïîðò íîñèòå-
ëåé çàðÿäà â àìîðôíûõ ïîëóïðîâîäíèêàõ, ÿäåðíî-ìàãíèòíûé ðåçîíàíñ â ïî-
ðèñòûõ è òðóá÷àòûõ ñðåäàõ è ðåïòàöèþ (òåïëîâîå äâèæåíèå äëèííûõ ëèíåé-
íûõ ìàêðîìîëåêóë åñòåñòâåííîãî èëè èñêóññòâåííîãî ïðîèñõîæäåíèÿ â êîí-
öåíòðèðîâàííûõ ðàñòâîðàõ è ïîëèìåðíûõ ðàñïëàâàõ). Îäíî èç âîçìîæíûõ
îáúÿñíåíèé çàìåäëåíèÿ äèôôóçèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â ýòèõ ñèñòåìàõ
áëóæäàþùèå ÷àñòèöû âûíóæäåíû òðàòèòü âðåìÿ íà îáõîä ïóñòîò è òóïèêîâ,
êàê áû ¾òåðÿÿñü¿ â ñëîæíûõ âíóòðåííèõ ïåðåõîäàõ âíóòðè ñðåäû. Ïðèìåðû
ñóïåðäèôôóçèè îáû÷íî ñâÿçàíû ñ òóðáóëåíòíûì ïåðåíîñîì â íåðàâíîâåñíûõ
ñðåäàõ � íà ñåãîäíÿøíèé äåíü óæå íàêîïëåíî îïðåäåëåííîå êîëè÷åñòâî ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûõ ìàòåðèàëîâ, ïîäòâåðæäàþùèõ áîëåå áûñòðûé ïî ñðàâíåíèþ
ñ ëèíåéíûì ðîñò ñðåäíåêâàäðàòè÷íûõ îòêëîíåíèé â ýòèõ ïðîöåññàõ (ñì. ññûë-
êè â [5]). Â íåêîòîðûõ àíîìàëüíûõ ïðîöåññàõ ñóá- è ñóïåðäèôôóçèîííûå ðå-
æèìû êîíêóðèðóþò, ïåðåìåæàÿñü äðóã ñ äðóãîì, ÷òî ïðèâîäèò ê åùå áîëåå
ñëîæíîé íàáëþäàåìîé äèíàìèêå. Àíîìàëüíûå äèôôóçèîííûå ïðîöåññû, â
ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿþòñÿ ïðåäñòàâèòåëÿìè áîëåå øèðîêîãî êëàññà ýâîëþöèîí-
íûõ ïðîöåññîâ, ïðîòåêàþùèõ â ñèñòåìàõ ñî ñëîæíîé âíóòðåííåé ñòðóêòóðîé è
íåëîêàëüíûìè âðåìåíí�ûìè êîððåëÿöèÿìè (long-range dependencies), êîòîðûå
îáúåäèíåíû ïî îáùèì íàçâàíèåì ¾ñòðàííàÿ êèíåòèêà¿ (strange kinetics) [5,6].

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà ñ îáû÷íûìè ïðî-
èçâîäíûìè èãðàþò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ. Ñàìî óðàâ-
íåíèå àäâåêöèè�äèôôóçèè ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî ïå-
ðåõîäà äëÿ ïðîñòîé ìîäåëè ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ. Îêàçàëîñü, ÷òî óðàâíåíèå
äèôôóçèè ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè òàêæå îáíàðóæèâàåò ãëóáîêóþ ñâÿçü ñ
òåîðèåé ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Ýòà êîíñòðóêöèÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíè-
êàåò ïðè ðàññìîòðåíèè îäíîé ñõåìû ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ñ íåïðåðûâíûì
âðåìåíåì (ñì., íàïðèìåð, [7, 8]). Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêîå
ïîâåäåíèå ïëîòíîñòåé âåëè÷èí ñêà÷êîâ áëóæäàþùåé ÷àñòèöû w(x) è âðåìåí
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îæèäàíèÿ ìåæäó ýòèìè ñêà÷êàìè ψ(t) îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

ψ(t) ∼ t−(1+β), t→ +∞, w(x) ∼ |x|−(1+α), x→ ±∞,

ãäå 0 < β 6 1 è 0 < α 6 2, òî ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíî óðàâíåíèå(

tDβ0+ p
)

(t, x) = D (xD
α
θ p) (x, t), x ∈ R, t ∈ R+,

Çäåñü p(t, x) � ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè íàõîæäåíèÿ ÷àñòèöû â òî÷êå x â ìî-
ìåíò âðåìåíè t, â ëåâîé ÷àñòè ñòîèò ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî (ïîäðîáíåå î íåé
äàëåå â òåêñòå), à â ïðàâîé � äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ðèññà (ñì. [1]). Â [9]
áûëî èññëåäîâàíî åùå áîëåå îáùåå óðàâíåíèå, êîòîðîå äîïîëíèòåëüíî ñîäåð-
æàëî àäâåêöèîííîå ñëàãàåìîå ñ îáû÷íîé ïðîèçâîäíîé ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî x è
îïåðàòîð Ôåëëåðà (ïðîèçâîäíàÿ Ðèññà ÿâëÿåòñÿ åãî ÷àñòíûì ñëó÷àåì). Áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ òàêîãî óðàâíåíèÿ
ïðè âûïîëíåíèè îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèé íà ñêàëÿðíûå ïàðàìåòðû ÿâëÿ-
þòñÿ ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ íåêîòîðûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ñõåìà ñëó-
÷àéíîãî áëóæäàíèÿ, êðàòêî îïèñàííàÿ çäåñü, òàêæå ìîæåò áûòü ðàñøèðåíà,
÷òîáû ó÷åñòü äåòåðìèíèðîâàííûé äðåéô áëóæäàþùèõ ÷àñòèö èëè íàëè÷èå
ñòîêîâ è èñòî÷íèêîâ [10]. Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî îïèñàííûé ôîðìàëèçì
ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé íå èñ÷åðïûâàåò âîçìîæíûå ïîäõîäû ê ôèçè÷åñêîìó
îáîñíîâàíèþ óðàâíåíèé äèôôóçèè ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè � àëüòåðíà-
òèâíûå ìåòîäû ñì. â [4, 7].

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî âûøå, ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ äðîáíîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå íå ýêâèâàëåíòíû
äðóã äðóãó. Íèæå áóäóò êðàòêî îïèñàíû òå êîíñòðóêöèè, êîòîðûå íåîáõîäèìû
äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ. Ëåâîñòîðîííèå äðîáíûå èíòåãðàëû Ðèìàíà�
Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà α > 0 íà êîíå÷íîì ñåãìåíòå [a, b] îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæå-
íèåì

(Iαa+ f) (t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

f(τ)(t− τ)α−1dτ, t > a. (1)

Ñóùåñòâóåò òàêæå ïðàâîñòîðîííèé àíàëîã ýòîãî äðîáíîãî èíòåãðàëà, îòëè-
÷àþùèéñÿ ïîëîæåíèåì ïåðåìåííîãî ïðåäåëà èíòåãðèðîâàíèÿ è çíàêàìè ñëà-
ãàåìûõ âíóòðè èíòåãðàëà. Ðàçäåëåíèå íà ëåâî- è ïðàâîñòîðîííèå îïåðàòîðû
ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ýòèõ êîíñòðóê-
öèé íè÷åì íå îòëè÷àþòñÿ, è äàëåå â òåêñòå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî ëå-
âîñòîðîííèå îïåðàòîðû. Åñëè ïåðåìåííàÿ, ïî êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ äðîáíîå
èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèå, èìååò ñìûñë âðåìåíè, òî òîëüêî ëåâîñòîðîííèå
îïåðàòîðû áóäóò êàóçàëüíûìè: äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè
t îíè èñïîëüçóþò ëèøü ïðåäûñòîðèþ ïðîöåññà.
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Ëåâîñòîðîííÿÿ ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïåðàòîð

(Dαa+ f) (t) =
1

Γ(n− α)

∫ t

a

fn(τ)

(t− τ)α−n+1
dτ, α /∈ N ∪ {0}, (2)

(Dαa+ f) (t) = f (n)(t), α ∈ N ∪ {0},

ãäå n = [Reα] + 1, Reα > 0, [·] îçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü. Êîíñòðóêöèÿ (2) îïðå-
äåëåíà ïî÷òè âñþäó íà [a, b] äëÿ ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó ACn[a, b],
ñîñòîÿùåìó èç n − 1 ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà [a, b] ôóíêöèé
f , ïðè÷åì f (n−1) ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé íà [a, b]. Äëÿ ôóíêöèé,
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ âïëîòü äî n-ãî ïîðÿäêà, ïðîèçâîäíûå Êàïó-
òî êàê ôóíêöèè âåðõíåãî ïðåäåëà íåïðåðûâíû íà [a, b] è ïðè α /∈ N ∪ {0}
âûïîëíÿåòñÿ (Dαa+ f) (a) = 0.

Òåðìèí ¾ïðîèçâîäíàÿ¿ ïðèìåíèòåëüíî ê îïåðàòîðàì (2) îáúÿñíÿåòñÿ òåì,
÷òî ïðè α ≈ n, n ∈ N îíè ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç îáû÷íûå ïðîèçâîäíûå.
Âûïîëíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì â èõ îïðåäåëåíèè, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî(
Dn−ε0+ f

)
(t) = f (n)(t) +O(ε),

(
Dn−1+ε0+ f

)
(t) = f (n−1)(t)− f (n−1)(0) +O(ε),

ãäå 0 < ε≪ 1.
Ïîäîáíî òîìó êàê îáû÷íûå îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ëå-

âûìè îáðàòíûìè äëÿ èíòåãðàëîâ Ðèìàíà, ïðîèçâîäíûå Êàïóòî ÿâëÿþòñÿ ëå-
âûìè îáðàòíûìè äëÿ äðîáíûõ èíòåãðàëîâ Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ. Ïóñòü Reα >
0 è f ∈ C[a, b]. Åñëè Reα /∈ N èëè α ∈ N, òî [1, 11]

(Dαa+Iαa+f) (x) = f(x).

Äëÿ Reα ∈ N è Imα 6= 0 ñïðàâåäëèâî

(Dαa+Iαa+f) (x) = f(x)− (x− a)n−α

Γ(n− α)

(
Iα+1−n
a+ f

)
(x)

∣∣∣∣∣
x=a+0

.

Åñëè Reα > 0 è f ∈ ACn[a, b], òî âûïîëíÿåòñÿ [11]

(Iαa+Dαa+f) (x) = f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðîèçâîäíûå Êàïóòî ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû â ÿâíîì
âèäå. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèé f(t) = tβ ïðè β > [α] = n− 1:

(Dα0+ f) (t) =
1

Γ(n− α)

∫ t

0

f (n)(τ)

(t− τ)α+1−ndτ =

∫ t

0

(β)nτ
β−n

Γ(n− α)(t− τ)α+1−ndτ =

=
Γ(β + 1)tβ−α

Γ(n− α)Γ(β − n+ 1)

∫ 1

0

ξβ−n(1− ξ)n−α−1dξ =
Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
tβ−α. (3)
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Çäåñü (β)n = β(β−1) . . . (β−n+1). Ïðè âû÷èñëåíèè ìû èñïîëüçîâàëè çàìåíó
ïåðåìåííûõ tξ = τ è èçâåñòíóþ ñâÿçü ìåæäó Γ- è B-ôóíêöèÿìè. Åñëè æå β
öåëîå è 0 < β 6 [α], òî ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî îò f áóäåò ðàâíà íóëþ, ò.ê.
ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå îáðàòèòñÿ â íîëü.

Óäîáíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ ðàáîòû ñ îïåðàòîðàìè Êàïóòî (à òàêæå è
äðóãèìè îïåðàòîðàìè äðîáíîãî èñ÷èñëåíèÿ) ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ. Ïóñòü α > 0, f ∈ Cn(R+), ïðîèçâîäíûå f âïëîòü äî (n − 1)-ãî
ïîðÿäêà èñ÷åçàþò íà áåñêîíå÷íîñòè è F (q) � îáðàç f ïîä äåéñòâèåì ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Òîãäà

(Dα0+ f) (t) : qαF (q)−
n−1∑
k=0

qα−k−1f (k)(0).

Ïðîèçâîäíûå Êàïóòî, â îòëè÷èå îò îáû÷íûõ îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ, íå îáëàäàþò â îáùåì ñëó÷àå ïîëóãðóïïîâûì ñâîéñòâîì. Ïóñòü f ∈
Cn[a, b], à α > 0 è β > 0 òàêîâû, ÷òî ñóùåñòâóåò m ∈ N, òàêîå ÷òî α, β ∈
[m− 1,m]. Òîãäà

Dαa+ ◦ D
β
a+ = Dα+βa+ .

Òðåáîâàíèå î ñóùåñòâîâàíèè m ∈ N âàæíî. Íàïðèìåð, åñëè α = 7/10 < 1 <
α + β = 7/5 è f(t) = t:(
D7/5

0+ f
)

(t) = 0,
(
D7/10

0+ f
)

(t) =
t3/10

Γ(13/10)
= h(t),

(
D7/10

0+ h
)

(t) =
t−2/5

Γ(3/5)
.

Ïåðâîå ðàâåíñòâî çäåñü ñëåäóåò èç f ′′(t) = 0.
Âîîáùå, ïðîèçâîäíûå Êàïóòî èìåþò ðÿä ñâîéñòâ, ñóùåñòâåííî îòëè÷àþ-

ùèõ èõ îò îáû÷íûõ ïðîèçâîäíûõ ïðè α /∈ N. Íàïðèìåð, íåîòðèöàòåëüíîñòü
ïðîèçâîäíîé Êàïóòî ïðè α < 1 íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäè-
ìûì óñëîâèåì íåóáûâàíèÿ ôóíêöèè, ïîñêîëüêó ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â
(2) áóäåò íåîòðèöàòåëüíîé, íî íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð
� ôóíêöèÿ f(t) = t2 − t. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî åå äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

t1−α

Γ(2− α)

(
2t

2− α
− 1

)
áóäåò îòðèöàòåëüíîé íà (1/2, 1 − α/2), õîòÿ ñàìà ôóíêöèÿ f òàì ìîíîòîí-
íî âîçðàñòàåò. Áîëåå òîãî, îïåðàòîðû Êàïóòî íå âñåãäà êîììóòèðóþò. Äëÿ
íèõ íå ñóùåñòâóåò ïðîñòîãî àíàëîãà òåîðåìû î äèôôåðåíöèðîâàíèè ñëîæ-
íîé ôóíêöèè � ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñèëüíî çàòðóäíÿåò, íàïðèìåð, ïîèñê àâ-
òîìîäåëüíûõ ðåøåíèé äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà.
Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé ïðèâîäèò ê îáîáùåííîé ôîðìó-
ëå Ëåéáíèöà [1], ñîäåðæàùåé â îáùåì ñëó÷àå áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ
äàæå ïðè α < 1.
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Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ íåýêâèâà-
ëåíòíûõ îïðåäåëåíèé äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïîýòîìó ñ íåîáõîäèìîñòüþ âîç-
íèêàåò âîïðîñ î òîì, êàêîå èõ íèõ ñëåäóåò âûáðàòü. Åñëè ãîâîðèòü î ïðîèçâîä-
íûõ ïî âðåìåíí�îìó ïåðåìåííîìó, òî îïåðàòîðû Êàïóòî ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå
ïîäõîäÿùèìè. Ýòî ñâÿçàíî ñ äâóìÿ èõ ñâîéñòâàìè. Âî-ïåðâûõ, ïðîèçâîäíàÿ
Êàïóòî îò ïîñòîÿííîé ðàâíà íóëþ, ÷òî ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü ñòàöèîíàðíîñòü
ïðèâû÷íûì îáðàçîì. Âî-âòîðûõ, óðàâíåíèÿ ñ ïðîèçâîäíûìè Êàïóòî òðåáó-
þò çàäàíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé â òåðìèíàõ îáû÷íûõ ïðîèçâîäíûõ. Äëÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ, íàïðèìåð, ýòî íå òàê � íà-
÷àëüíûå óñëîâèÿ òàêæå äîëæíû áûòü âûðàæåíû ÷åðåç äðîáíûå ïðîèçâîäíûå.
Åùå îäíî ïðåèìóùåñòâî îïåðàòîðîâ Êàïóòî çàêëþ÷àåòñÿ â îòñóòñòâèè îñî-
áåííîñòè ïðè ñòðåìëåíèè â (2) âåðõíåãî ïðåäåëà ê a � ïðîèçâîäíûå Ðèìàíà�
Ëèóâèëëÿ â ýòîì ñëó÷àå äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé ìîãóò îáðàùàòüñÿ â áåñêî-
íå÷íîñòü.

Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ ôóíêöèè Ìèòòàã-
Ëåôôëåðà [11,12]. Ýòî ñòåïåííûå ðÿäû âèäà

Eα(z) =
+∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)
, z ∈ C, Reα > 0, (4)

êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé öåëûå ôóíêöèè ïîðÿäêà |Reα|−1. Â íåêîòîðûõ
÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ôóíêöèÿ Ìèòòàã-Ëåôôëåðà ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç
ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè:

E1(z) = ez, E2(z) = ch
√
z, E1/2(z) = ez

2

erfc(−z).

Âû÷èñëåíèå ôóíêöèé Ìèòòàã-Ëåôôëåðà íåïîñðåäñòâåííûì ñóììèðîâàíèåì
ñîïðÿæåíî ñ íåêîòîðûìè òðóäíîñòÿìè, ïîýòîìó íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàíèå
íåòðèâèàëüíûõ ìåòîäîâ (ñì., íàïðèìåð, [12�14]).

Åñëè 0 < α < 2 è µ òàêîâî, ÷òî

απ

2
< µ < min{π, απ},

òî ïðè m > 1 è |z| → +∞ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ [11]:

Eα(z) ∼ 1

α
ez

1/α −
m∑
k=1

1

Γ(1− αk)

1

zk
+O

(
1

zm+1

)
, |Arg z| 6 µ,

Eα(z) ∼ −
m∑
k=1

1

Γ(1− αk)

1

zk
+O

(
1

zm+1

)
, µ 6 |Arg z| 6 π.

Äëÿ ñëó÷àÿ α > 2 àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ òàêæå èçâåñòíû, íî èìåþò
áîëåå ñëîæíóþ ôîðìó.
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Ôóíêöèè Eα(λtα), λ ∈ C, Reα > 0 èãðàþò òó æå ðîëü äëÿ îïåðàòîðà
ÊàïóòîDα0+, ÷òî è ôóíêöèè eλt äëÿ îáû÷íîãî îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.
Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ïî÷ëåííî âûïîëíÿÿ äðîáíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî
t â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè Ìèòòàã-Ëåôôëåðà:

+∞∑
k=0

λkDα0+tαk

Γ(αk + 1)
=

+∞∑
k=1

λktαk−αΓ(αk + 1)

Γ(αk + 1)Γ(αk − α + 1)
=

+∞∑
s=0

λλstαs

Γ(αs+ 1)
= λEα(λtα).

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè (3) è çàìåíèëè èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ, s = k − 1.
Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îò Eα(λtα) èìååò âèä

qα−1

qα − λ
, Re q > 0, |λq−α| < 1. (5)

Âàæíûì îòëè÷èåì îò îáû÷íîé ýêñïîíåíòû ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ïîëóãðóïïî-
âîãî ñâîéñòâà. Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå (4), ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî

Eα(λtα)Eα(µtα) =
+∞∑
k=0

tαk
k∑

m=0

λmµk−m

Γ(αm+ 1)Γ(α(k −m) + 1)
.

Ïðàâàÿ ÷àñòü çäåñü áóäåò ñîâïàäàòü ñ Eα ((λ+ µ)tα), òîëüêî åñëè α = 1 ëèáî
åñëè õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë λ è µ ðàâíî íóëþ.

Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ íàì òàêæå ïîíàäîáÿòñÿ ïðîèçâîäíûå (â îáû÷-
íîì ñìûñëå) îò Eα(λtα) ïî ïàðàìåòðó λ:

Eα,m(t, λ) =
∂m

∂λm
Eα(λtα) =

+∞∑
k=0

(m+ k)!λktα(m+k)

k!Γ(α(m+ k) + 1)
.

Äèôôåðåíöèðóÿ (5) m ðàç è èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà,
ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

tαmEα,m(t, λ) :
m!qα−1

(qα − λ)m+1 . (6)

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ äðîáíûìè

ïðîèçâîäíûìè

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó Êîøè äëÿ íåëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî (ñòðî-
ãî ãîâîðÿ, ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûì, îäíàêî òåð-
ìèí óæå ñòàë îáùåïðèíÿòûì) óðàâíåíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà

(Dαa+ u) (t) = f(t, u(t)), u(k)(a) = uk, k = 0, 1 . . . n− 1, n = [α] + 1. (7)
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Àíàëîã òåîðåìû Ïèêàðà�Ëèíäåëåôà î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèÿ (7) èìååò ñëåäóþùèé âèä. Ïóñòü α > 0, t ∈ (a, b] è n = [α] + 1, à
ôóíêöèÿ f(t, u) òàêîâà, ÷òî (t−a)γf(t, u), 0 6 γ 6 α, íåïðåðûâíà ïî ïåðâîìó
àðãóìåíòó ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì u èç îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G ⊂ R è
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà

|f(t, u)− f(t, v)| 6 K|u− v|.

Òîãäà íà îòðåçêå [a, b] ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (7),
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå ïî êðàéíåé ìåðå âïëîòü äî ïîðÿäêà n − 1.
Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ýêâèâàëåíòíîñòè (7) è èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ
Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà [11]

u(t) =
n−1∑
k=0

uk(t− a)k

k!
+

1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1f(τ, u(τ))dτ, t > a, (8)

ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé êîòîðîãî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ òåîðåìû î íåïîäâèæíîé òî÷êå. Áîëåå ñëîæíàÿ âåðñèÿ ýòîé òåîðåìû,
êîãäà óñëîâèÿ íà u çàäàþòñÿ â ïðîèçâîëüíîé âíóòðåííåé òî÷êå íåêîòîðîãî
îòðåçêà [a, b], ïðèâåäåíû â [11].

Èç ïðèâåäåííîãî ðåçóëüòàòà ñëåäóåò, ÷òî äîñòàòî÷íóþ ãëàäêîñòü ðåøåíèÿ
ìîæíî îæèäàòü òîëüêî äëÿ óðàâíåíèé, äðîáíûé ïîðÿäîê êîòîðûõ äîñòàòî÷íî
âûñîê. Îäíàêî òàêîãî æå ðåçóëüòàòà ìîæíî äîáèòüñÿ, åñëè íàëîæèòü áîëåå
ñòðîãèå îãðàíè÷åíèÿ íà ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèé [15]: åñëè âûïîëíåíû óñëî-
âèÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè è, êðîìå òîãî, f íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà ïî ïåðâîìó àðãóìåíòóm ðàç, òî u ∈ Cm(a, b]∩Cn−1[a, b]. Â
îáùåì ñëó÷àå ãàðàíòèðîâàòü íåïðåðûâíîñòü ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèÿ â íà÷àëü-
íîé òî÷êå íåëüçÿ, äàæå åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü áóäåò àíàëèòè÷åñêîé íà ñîîòâåò-
ñòâóþùåì ìíîæåñòâå. Äåòàëüíîå èçëîæåíèå áîëåå ñïåöèôè÷åñêèõ âîïðîñîâ
ãëàäêîñòè è àíàëèòè÷íîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèé (7) ìîæíî íàéòè â [15].

Äëÿ óðàâíåíèé âèäà (7) ñïðàâåäëèâû [15] óòâåðæäåíèÿ î íåïðåðûâíîé
çàâèñèìîñòè îò óñëîâèé (íà÷àëüíûõ äàííûõ è ïðàâûõ ÷àñòåé), õîðîøî èç-
âåñòíûå äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Áîëåå èíòåðåñíî,
÷òî ïîðÿäîê äðîáíîãî îïåðàòîðà òàêæå ìîæíî ñ÷èòàòü òåïåðü èçìåíÿåìûì
óñëîâèåì. Ïóñòü u(t) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (7), à v(t) � ðåøåíèå çàäà÷è(

Dβa+ v
)

(t) = f(t, z(t)), v(k)(a) = uk, k = 0, 1 . . .m− 1, m = [β] + 1,

ãäå äëÿ îïðåäåëåííîñòè β > α. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ ε = β − α è

ε∗ = max
n6k6m−1

{|uk|}, n 6= m.
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Ïðè n = m áóäåì ñ÷èòàòü ε∗ = 0. Òîãäà åñëè ε è ε∗ äîñòàòî÷íî ìàëû, òî
ñóùåñòâóåò b, òàêîå ÷òî u(t) è v(t) îïðåäåëåíû íà îòðåçêå [a, b] è

sup
a6t6b

|u(t)− v(t)| = O(ε) +O(ε∗).

Îòìå÷åííûå âûøå óòâåðæäåíèÿ, óñòàíàâëèâàþùèå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèé âèäà (7), âìåñòå ñ ðåçóëüòàòîì î íåïðå-
ðûâíîé çàâèñèìîñòè ýòîãî ðåøåíèÿ îò íà÷àëüíûõ äàííûõ, ïîçâîëÿþò ñôîð-
ìóëèðîâàòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ çàäà÷à Êîøè ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî ïîñòàâ-
ëåííîé.

Â ñòàíäàðòíîé òåîðèè óðàâíåíèÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ðàçðåøèìûå
îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé, âñåãäà ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê íîðìàëü-
íîé ñèñòåìå óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Â ñëó÷àå ñ óðàâíåíèÿìè â äðîáíûõ
ïðîèçâîäíûõ âèäà(

Dαm0+ u
)

(t) = f
(
t,
(
Dα1

0+ u
)

(t) ,
(
Dα2

0+ u
)

(t) , . . .
(
Dαm−1

0+ u
)

(t)
)

(9)

ïîäîáíîå ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ áîëåå òðóäîåìêèì, ïîñêîëüêó ñàìî ïîíÿ-
òèå ¾íîðìàëüíîé ñèñòåìû¿ çäåñü ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ïî-ðàçíîìó, à íà
÷èñëà αk äîëæíû áûòü íàëîæåíû íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ.
Íàïðèìåð, ïðèâåäåíèå ê íîðìàëüíîé ñèñòåìå, ãäå âñå äðîáíûå ïðîèçâîäíûå
èìåþò îäèíàêîâûé ïîêàçàòåëü, ìåíüøèé åäèíèöû, âîçìîæíî, åñëè âñå αk ñî-
èçìåðèìû. Ðàçâåðíóòîå èçëîæåíèå ýòîãî âîïðîñà ñì. â [15].

Èçâåñòíî äîñòàòî÷íî ìíîãî ïîäõîäîâ ê ïðèáëèæåííîìó ðåøåíèþ óðàâíå-
íèé ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè. Áîëüøèíñòâî ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ îñíîâàíî
ëèáî íà íåïîñðåäñòâåííîé ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè èíòåãðàëîâ òèïà ñâåðò-
êè â îïðåäåëåíèè äðîáíûõ îïåðàòîðîâ (2) èëè óðàâíåíèè Âîëüòåððà (8), ëè-
áî íà èñïîëüçîâàíèè ïðîèçâîäíûõ Ãðþíâàëüäà�Ëåòíèêîâà. Èçâåñòíû òàêæå
ïðèáëèæåííûå ïîëóàíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû, ãäå ðåøåíèå ñòðîèòñÿ â âèäå êî-
íå÷íîé ñóììû, êàæäîå ñëàãàåìîå êîòîðîé óòî÷íÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé
èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû (ñì. ññûëêè â [16]).

Ìû îñòàíîâèìñÿ ëèøü íà êðàòêîì îïèñàíèè äâóõ ïðîñòûõ ðàçíîñòíûõ
ñõåì. Áîëåå ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ñî ìíîæåñòâîì ññûëîê ìîæíî íàéòè â [17].
Ïóñòü çàäàíà ñåòêà ti = i · h, i ∈ N ∪ {0}. Óðàâíåíèå (7) ýêâèâàëåíòíî èíòå-
ãðàëüíîìó óðàâíåíèþ (8), êîòîðîå ìû çàïèøåì â âèäå

u(ti) =
n−1∑
k=0

(ti)
k

k!
u(k)(0)︸ ︷︷ ︸

=Tn−1[u](ti)

+
1

Γ(α)

i−1∑
k=0

∫ tk+1

tk

(ti − τ)α−1f(τ, u(τ))dτ. (10)

Ïðîñòåéøóþ ÿâíóþ ñõåìó ìû ïîëó÷èì èç (10), èñïîëüçîâàâ ïðàâèëî ëåâûõ
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ïðÿìîóãîëüíèêîâ äëÿ èíòåãðàëîâ:

Ui = Tn−1[u](ti) + hα
i−1∑
k=0

bi−k−1(α)fk, bj(α) =
(j + 1)α − jα

Γ(α + 1)
. (11)

Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ìû èñïîëüçîâàëè îáîçíà÷åíèÿ Ui = U(ti) è fi =
f(ti, U(ti)), ãäå U � ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå. Áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê òî÷íîñòè
ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà òðàïåöèé, çàìåíÿÿ ïîäûíòåãðàëüíóþ
ôóíêöèþ ëèíåéíûì èíòåðïîëÿöèîííûì ïîëèíîìîì:

Ui = Tn−1[u](ti) + hα

(
ci(α)f0 +

i∑
k=1

ai−k(α)fk

)
, (12)

cj(α) =
(j − 1)α+1 − jα(j − α− 1)

Γ(α + 2)
, a0(α) =

1

Γ(α + 2)
,

aj(α) =
(j + 1)α+1 − 2jα+1 + (j − 1)α+1

Γ(α + 2)
, j = 1, 2, . . .

Ýòà ñõåìà ÿâëÿåòñÿ íåÿâíîé.

Ëèíåéíûå ñèñòåìû

Â ýòîì ðàçäåëå áóäóò ïðèâåäåíû òî÷íûå ðåøåíèÿ äëÿ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ
ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè âèäà

(Dα0+ u1) (t) = a11u1(t) + a12u2(t) + . . .+ a1nun(t),

. . .

(Dα0+ un) (t) = an1u1(t) + an2u2(t) + . . .+ annun(t),

èëè, â âåêòîðíîì âèäå, (Dα0+ u) (t) = Au(t), 0 < α < 1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäàíû â ìîìåíò âðåìåíè t = 0. Îáùèå ðåøåíèÿ äëÿ íèõ
ñòðîÿòñÿ ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ýòè ðåøåíèÿ ïîçâîëÿò íàãëÿäíî ïðîäåìîíñòðè-
ðîâàòü îñíîâíûå îòëè÷èÿ ìåæäó ñèñòåìàìè äðîáíîãî ïîðÿäêà è îáû÷íûìè
ãëàäêèìè äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè.

Ïóñòü ìàòðèöà A òàêîâà, ÷òî âñå åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λk âåùåñòâåííû è
îòëè÷íû äðóã îò äðóãà. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê èçâåñòíî, îíà ìîæåò áûòü ïðèâåäå-
íà ê äèàãîíàëüíîìó âèäóD â áàçèñå èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ck:D = T−1AT .
Òîãäà, ïîëîæèâ u = Tv è âîñïîëüçîâàâøèñü ëèíåéíîñòüþ îïåðàòîðà Êàïóòî,
ïîëó÷èì (Dα0+ v) (t) = Dv(t). Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà ðàñïàëàñü íà n íåçà-
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âèñèìûõ óðàâíåíèé. Îáùåå ðåøåíèå ýòîé óïðîùåííîé ñèñòåìû èìååò âèä

v(t) =
n∑
k=1

CkEα(λkt
α)ek,

ãäå ek � n-ìåðíûé âåêòîð, ó êîòîðîãî k-ÿ êîìïîíåíòà ðàâíà åäèíèöå, à âñå
îñòàëüíûå ðàâíû íóëþ. Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíûì ïåðåìåííûì, ïîëó÷èì

u(t) =
n∑
k=1

CkEα(λkt
α)ck.

Â ñëó÷àå åñëè ñðåäè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë åñòü êîìïëåêñíûå (ñ åäèíè÷íîé
êðàòíîñòüþ), òî èñïîëüçóåòñÿ îáû÷íàÿ òåõíèêà îòäåëåíèÿ äåéñòâèòåëüíîé è
ìíèìîé ÷àñòåé è ñîîòíîøåíèå Eα(z̄) = Ēα(z), ãäå z̄ îçíà÷àåò êîìïëåêñíî
ñîïðÿæåííóþ ñ z âåëè÷èíó. Â îòëè÷èå îò ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé, çäåñü óæå íå óäàåòñÿ óïðîñòèòü îáùåå ðåøåíèå, ïîñêîëüêó
äëÿ ôóíêöèé Ìèòòàã-Ëåôôëåðà íå èçâåñòåí àíàëîã òîæäåñòâà Ýéëåðà:

u(t) =

m1∑
k=1

CkEα(λkt
α)ck +

m2∑
s=1

{
Qs Re [Eα(λst

α)cs] +Ks Im [Eα(λst
α)cs]

}
,

ãäå m1 +m2 = n.
Ïóñòü òåïåðü J � æîðäàíîâà êëåòêà ðàçìåðà s×s. Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå â

ñèñòåìå (Dα0+ v) (t) = Jv(t) èìååò âèä (Dα0+ vs) (t) = λvs(t), åãî ðåøåíèåì áó-
äåò vs(t) = CsEα(λtα). Ïðåäïîñëåäíåå óðàâíåíèå òåïåðü ìîæåò áûòü çàïèñàíî
â âèäå

(Dα0+ vs−1) (t) = λvs−1(t) + CsEα(λtα).

Ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì

qαFs−1(q)− Cs−1qα−1 = λFs−1(q) + Cs
qα−1

qα − λ
⇐⇒

Fs−1(q) = Cs−1
qα−1

qα − λ
+ Cs

qα−1

(qα − λ)2
. (13)

Èñïîëüçóÿ (6), ïîñëå ïåðåõîäà ê îðèãèíàëàì ïîëó÷èì

vs−1(t) = Cs−1Eα(λtα) + Cst
αEα,1(t, λ).

Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè ïîñëåäóþùèõ óðàâíåíèé ìû ïîñëå ïðèìåíå-
íèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà áóäåì ïîëó÷àòü âûðàæåíèÿ âèäà (13), ïðàâûå
÷àñòè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñóììàìè ÷ëåíîâ âèäà qα−1/(qα − λ)m.
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Ïóñòü c1 � ñîáñòâåííûé âåêòîð êâàäðàòíîé ìàòðèöû B, ñîîòâåòñòâóþùèé
åå åäèíñòâåííîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ êðàòíîñòè s. Ýòîò âåêòîð ïîðîæ-
äàåò ñèñòåìó âåêòîðîâ ck, k = 2, 3 . . . s (èõ íàçûâàþò ïðèñîåäèíåííûìè èëè
îáîáùåííûìè ñîáñòâåííûìè), ñâÿçàííûõ ñîîòíîøåíèÿìè

Bc1 = λc1, Bc2 = λc2 + c1, . . . Bcs = λcs + cs−1.

Ìàòðèöà B ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ ê æîðäàíîâîé
êëåòêå ðàçìåðà s × s, ïðè÷åì ñòîëáöû ìàòðèöû ïîäîáèÿ P ÿâëÿþòñÿ îáîá-
ùåííûìè ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè B. Òîãäà, ïîëîæèâ u = Pv, ïîëó÷èì äëÿ
ñèñòåìû (Dα0+ u) (t) = Bu(t)

u(t) =
s∑

k=1

Ck

k∑
j=1

tα(k−j)

(k − j)!
Eα,k−j(t, λ)ck, (14)

ãäå äëÿ óäîáñòâà çàïèñè áóäåì ñ÷èòàòü Eα,0(t, λ) = Eα(λtα). Íàêîíåö, âñÿ-
êàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê íîðìàëüíîé æîðäàíîâîé
ôîðìå, ò.å. áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå, áëîêè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ æîðäàíî-
âûìè êëåòêàìè (êîðíÿì åäèíè÷íîé êðàòíîñòè ñîîòâåòñòâóþò âûðîæäåííûå
êëåòêè ðàçìåðà 1 × 1). Ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ëèíåéíîé ñè-
ñòåìû, ñîáñòâåííûå ÷èñëà êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè, áóäåò ñóììîé
êîíñòðóêöèé òèïà (14), â êîòîðûõ íóæíî ïîëîæèòü s ðàâíûì êðàòíîñòè ñîîò-
âåòñòâóþùåãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà λ. Â ñëó÷àå êðàòíûõ êîìïëåêñíûõ êîðíåé
â âûðàæåíèÿõ (14) òàêæå íåîáõîäèìî áóäåò îòäåëèòü äåéñòâèòåëüíóþ è ìíè-
ìóþ ÷àñòè. Ïîñêîëüêó çàïèñü ïîëó÷àþùåãîñÿ âûðàæåíèÿ âåñüìà ãðîìîçäêà,
ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü åå çäåñü.

Ïîä÷åðêíåì åùå ðàç, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ ñïðàâåäëèâû ëèøü ïðè
0 < α < 1. Òàê, íàïðèìåð, îáùåå ðåøåíèå äðîáíîãî îñöèëëÿòîðà

(Dα0+ u) (t) + ω2u = 0

ñ 1 < α < 2 èìååò âèä [11,15]

u(t) = C1Eα(−ω2tα) + C2tEα,2(−ω2tα), Eα,β(z) =
+∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
, (15)

ãäå Eα,β � äâóõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Ìèòòàã-Ëåôôëåðà (ñì. [12]). Âû-
ðàæåíèå (15) ïîçâîëÿåò ñäåëàòü èíòåðåñíîå íàáëþäåíèå: õîòÿ äðîáíûé îñöèë-
ëÿòîð íå ñîäåðæèò â ÿâíîì âèäå ñëàãàåìîãî, îòâå÷àþùåãî çà äèññèïàöèþ, åãî
ðåøåíèå îïèñûâàåò çàòóõàþùèå íåãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî äðîáíóþ ïðîèçâîäíóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íå òîëüêî êàê ñâèäåòåëü-
ñòâî íàëè÷èÿ ó ïðîöåññà ïàìÿòè, íî è êàê èñòî÷íèê íåëèíåéíîé äèññèïàöèè.
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Êà÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ

Äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè Êàïóòî (7), â êîòîðûõ ïðà-
âàÿ ÷àñòü íå çàâèñèò ÿâíî îò t, ïîíÿòèå òî÷åê ïîêîÿ ñîâïàäàåò ñ òàêîâûì äëÿ
îáû÷íûõ àâòîíîìíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì � ýòî òî÷êè, â êîòîðûõ ïðàâûå
÷àñòè îáðàùàþòñÿ â íîëü. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî ðàâíà íóëþ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà äåéñòâóåò íà ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ. Êàê è
äëÿ ñòàíäàðòíîé òåîðèè, âàæíåéøèì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ýòèõ
òî÷åê.

Îáçîð ðåçóëüòàòîâ ïî óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñèñòåì äðîáíîãî ïîðÿäêà
ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [18]. Çäåñü ìû ëèøü êðàòêî îñòàíîâèìñÿ íà îñíîâ-
íûõ ðåçóëüòàòàõ. Êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ 0 < α < 1
áûë âïåðâûå ïðåñòàâëåí â ðàáîòå Ä. Ìàòèíüîíà [19]. Êàê è â ñëó÷àå îáûê-
íîâåííûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè
ñâîäèòñÿ ê ñïåêòðàëüíûì ñâîéñòâàì ìàòðèöû A. Ñèñòåìà àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâà, åñëè è òîëüêî åñëè |Arg λk| > απ/2 ïðè ëþáîì k, ãäå λk � ñîá-
ñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A. Ñèñòåìà óñòîé÷èâà (íî íå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-
÷èâà), åñëè |Arg λk| > απ/2 è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ëåæàùèå íà ãðàíèöå
ýòîé îáëàñòè, èìåþò ãåîìåòðè÷åñêóþ êðàòíîñòü îäèí. Åñëè ñðåäè ñîáñòâåí-
íûõ ÷èñåë åñòü íóëåâûå, òî êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè óñëîæíÿåòñÿ.

Âàæíî, ÷òî õàðàêòåð ñòðåìëåíèÿ òðàåêòîðèé ñèñòåìû ê óñòîé÷èâûì òî÷-
êàì ïîêîÿ ìåíÿåòñÿ: åñëè äëÿ óðàâíåíèé â îáû÷íûõ ïðîèçâîäíûõ îí ÿâëÿåò-
ñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì, òî äëÿ äðîáíûõ ñèñòåì îí áóäåò ëèøü ñòåïåííûì t−α,
ò.å. ãîðàçäî áîëåå ìåäëåííûì.Â ñèëó òàêîãî ìåäëåííîãî ñòåïåííîãî óáûâà-
íèÿ ïðèìåíåíèå àïïàðàòà ñòàíäàðòíîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè íå âñåãäà îêàçû-
âàåòñÿ êîððåêòíûì. Òàê, áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî (ñì. ññûëêè â [20]), ÷òî
äðîáíàÿ ñèñòåìà, äëÿ êîòîðîé îáîáùåííàÿ ýíåðãèÿ íå çàòóõàåò ýêñïîíåíöè-
àëüíî, ìîæåò âñå æå áûòü óñòîé÷èâà â ñìûñëå Ëÿïóíîâà. Ïîýòîìó äëÿ äðîá-
íûõ ñèñòåì áûëè ïðåäëîæåíû íîâûå îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè, íàïðèìåð,
óñòîé÷èâîñòü ïî Ìèòòàã-Ëåôôëåðó [21].

Êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ðàçëè÷íûìè ðàöèîíàëüíûìè
ïîêàçàòåëÿìè íå áîëüøå åäèíèöû ïðèâåäåíû â [18]. Â [22] áûëè ïðåäïðèíÿ-
òû ïîïûòêè îáîñíîâàíèÿ ìåòîäà ëèíåàðèçàöèè äðîáíûõ ñèñòåì îáùåãî âèäà
è îáîáùåíèÿ òåîðåìû Ãðîáìàíà�Õàðòìàíà, íî ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ïîêà
òàê è íå áûëî ïðåäñòàâëåíî. Íàèáîëåå îáùèé èç èçâåñòíûõ íà ñåãîäíÿøíèé
äåíü êðèòåðèåâ óñòîé÷èâîñòè áûë ïðåäñòàâëåí â [23]. Åñëè f ′ ∈ C[0,+∞) è
0 < α < 1, òî ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà íåëèíåéíîé ñèñòåìû ëîêàëüíî àñèìïòî-
òè÷åñêè óñòîé÷èâà, åñëè f ′(0) < 0. Êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè äëÿ óðàâíåíèé
ñ ïðîèçâîëüíûìè íåñîèçìåðèìûìè ïîðÿäêàìè äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ äî ñèõ
ïîð íåèçâåñòíû. Îáùàÿ òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñèñòåì ñ äðîáíûìè ïðîèç-
âîäíûìè ïîêà íå ïîñòðîåíà, ïîñêîëüêó íåëîêàëüíàÿ ïðèðîäà è ñëàáî ñèíãó-



17

ëÿðíîå ÿäðî ýòèõ îïåðàòîðîâ çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿþò àíàëèç.
Êëàññèôèêàöèÿ òî÷åê ïîêîÿ ìîæåò áûòü ïðîâåäåíà òî÷íî òàêèì æå îáðà-

çîì, êàê è â ñòàíäàðòíîé òåîðèè. Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíû ôàçîâûå òðàåêòîðèè
äâóìåðíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ òî÷íûõ ðåøåíèé èç
ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà. Ñåäëà è óçëû â öåëîì ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò îáû÷íûõ
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Îäíàêî äëÿ ñëó÷àÿ êîìïëåêñíûõ êîðíåé ñèòóàöèÿ çíà-
÷èòåëüíî ìåíÿåòñÿ. Íà ðèñ. 1 ñëåâà õîðîøî âèäíî, ÷òî ôàçîâûå òðàåêòîðèè
óæå íå ïîõîæè íà ñïèðàëè: íè îäíà èç òðàåêòîðèé íå äåëàåò ïîëíîãî îáîðîòà
âîêðóã òî÷êè ïîêîÿ. Íî ãîðàçäî áîëåå âàæíî, ÷òî òðàåêòîðèè ïåðåñåêàþòñÿ
è äðóã ñ äðóãîì, è ñàìè ñ ñîáîé, ÷òî íåâîçìîæíî äëÿ îáû÷íûõ àâòîíîìíûõ
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Òàêèì îáðàçîì, ïîòîê, ïîðîæäàåìûé ñèñòåìàìè òèïà
(7), íå îáëàäàåò ïîëóãðóïïîâûì ñâîéñòâîì. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè φt(u0)
� ðåøåíèå àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà 0 < α < 1 ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
u(0) = u0 â ìîìåíò âðåìåíè t > 0, òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

φ0(u0) = u0, φt+s(u0) = φt ◦ θt ◦ φs(u0),

θt ◦ φs(u0) = u0 +
1

Γ(α)

∫ s

0

(t+ s− τ)α−1f(φτ(u0))dτ, s > 0.
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Ðèñ. 1. Òðàåêòîðèè ëèíåéíîé ñèñòåìû ïîðÿäêà α = 1/2 ñ λ1 = è λ2 = (óñòîé-
÷èâûé óçåë, ñëåâà), à òàêæå ñ λ = e±iπ/3 (óñòîé÷èâûé ôîêóñ, ñïðàâà)

Àòòðàêòîðû ñèñòåì äðîáíîãî ïîðÿäêà, îòëè÷íûå îò òî÷åê, ìîãóò çàâèñåòü
îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Õàðàêòåðíûé ïðèìåð ïîêàçàí íà ðèñ. 2 ñëåâà. Ýòî â
öåëîì íåóäèâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ñàìà êîíñòðóêöèÿ îïåðàòîðà Êàïóòî ïðåä-
ïîëàãàåò âðåìåíí�óþ íåëîêàëüíîñòü è çàâèñèìîñòü îò ïðåäûñòîðèè ïðîöåññà.
Ïðè ýòîì äèíàìèêà íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå îñòàåòñÿ íåèçìåííîé � îáå òðàåê-
òîðèè îïèñûâàþò ôèíèòíîå ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêîå (ïîñëå íåïðîäîëæèòåëüíî-
ãî ïåðåõîäíîãî ïåðèîäà) äâèæåíèå. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèå
ðåøåíèÿ âîîáùå î÷åíü õàðàêòåðíû äëÿ äðîáíûõ ñèñòåì. Íî ñòðîãî ïåðèîäè-
÷åñêèå ðåøåíèÿ, íàîáîðîò, âñòðå÷àþòñÿ çäåñü ðåäêî. Ýòî ìîæåò îáúÿñíÿòüñÿ
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òåì, ÷òî ÷òî ëåâîñòîðîííÿÿ äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñ êîíå÷íûì íèæíèì ïðåäå-
ëîì îò ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè íå ìîæåò áûòü ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé [20].
Òàêæå íà ðèñ. 2 (ñïðàâà) ïîêàçàí ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé îòñóòñòâèå ïî-
ëóãðóïïîâîãî ñâîéñòâà ó ïîòîêà, ïîðîæäàåìîãî ñèñòåìîé äðîáíîãî ïîðÿäêà:
õîðîøî âèäíî, ÷òî åñëè âûáðàòü êàêóþ-íèáóäü òî÷êó íà òðàåêòîðèè â êà÷å-
ñòâå íîâîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ, òî íîâàÿ òðàåêòîðèÿ íå áóäåò ñîâïàäàòü ñ
èñõîäíîé.

-6 -4 -2 0 2 4 6
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-2.5

0

2.5

5

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5
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Ðèñ. 2. Ñëåâà: òðàåêòîðèè ëèíåéíîé ñèñòåìû ïîðÿäêà α = 1/2 ñ λ = e±iπ/4 äëÿ
íåñêîëüêèõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé. Ñïðàâà: íàðóøåíèå ïîëóãðóïïîâîãî ñâîé-
ñòâà â ëèíåéíîé ñèñòåìå ïîðÿäêà α = 1/2 ñ λ = e±iπ/3

Èìååòñÿ äîñòàòî÷íî ìíîãî äàííûõ î ñèñòåìàõ äðîáíîãî ïîðÿäêà, ÿâëÿþ-
ùèõñÿ îáîáùåíèÿìè íåëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì � Ëîðåí-
öà, Ðåññëåðà, Ëîòêè�Âîëüòåððà è äð. (ñì., íàïðèìåð, [24]). Âïîëíå îæèäàå-
ìî, ÷òî îáëàñòè çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ â ñèñòåìàõ öåëîãî ïîðÿä-
êà íàáëþäàþòñÿ ðåãóëÿðíûå è õàîòè÷åñêèå ðåæèìû, ìåíÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå
ê äðîáíûì ïðîèçâîäíûì. Ïîðÿäîê ïðîèçâîäíûõ ñòàíîâèòñÿ, òàêèì îáðàçîì,
åùå îäíèì áèôóðêàöèîííûì ïàðàìåòðîì. Îêàçàëîñü, ÷òî ñóùåñòâóåò ìèíè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîãî ïîðÿäêà ñèñòåìû (ïîä êîòîðûì ïîíèìàåòñÿ
ñóììà ïîðÿäêîâ âñåõ ïðîèçâîäíûõ), ïî äîñòèæåíèè êîòîðîãî â ñèñòåìå âîîá-
ùå íå ìîãóò íàáëþäàòüñÿ õàîòè÷åñêèå ðåæèìû: äèññèïàöèÿ, îáóñëîâëåííàÿ
äðîáíûìè îïåðàòîðàìè, ñòàíîâèòñÿ ñòîëü çíà÷èìîé, ÷òî ñðåäè äîïóñòèìûõ
ðåøåíèé ñèñòåìû îñòàþòñÿ ëèøü ñàìûå ïðîñòûå. Íàïðèìåð, â [25] äëÿ äðîá-
íîãî àíàëîãà ñèñòåìû Ëîðåíöà ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ áûëî óñòàíîâ-
ëåíî, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ ýôôåêòèâíàÿ ðàçìåðíîñòü ðàâíà 2.94 â òîì ñëó÷àå,
åñëè âñå äðîáíûå ïðîèçâîäíûå ñèñòåìû èìåþò îäèí è òîò æå ïîðÿäîê. Åñëè
ëèøü ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû Ëîðåíöà ñîäåðæèò äðîáíóþ ïðîèçâîäíóþ ñ
ïîêàçàòåëåì 0 < α < 1, à îñòàëüíûå äâà ïîíèìàþòñÿ â îáû÷íîì ñìûñëå, òî
ýôôåêòèâíàÿ ðàçìåðíîñòü îêàçàëàñü íåñêîëüêî íèæå � 2.91. Â òîé æå ðàáîòå
áûë ïîñòàâëåí âåñüìà èíòåðåñíûé âîïðîñ: ìîæíî ëè óêàçàòü òàêîå óíèâåð-
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ñàëüíîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîé ðàçìåðíîñòè, ïðè êîòîðîì â ëþáîé ñèñòåìå
äðîáíîãî ïîðÿäêà õàîñ ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíûì? Äëÿ îáûêíîâåííûõ ñèñòåì
îòâåò íà íåãî õîðîøî èçâåñòåí: òåîðåìà Ïóàíêàðå�Áåíäèêñîíà óñòàíàâëè-
âàåò, ÷òî ïîâåäåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íà ïëîñêîñòè (èëè íà ñôåðå) íå
ìîæåò áûòü õàîòè÷íûì, ò.å. ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ëþáîé òðàåêòîðèè òàêîé
ñèñòåìû � ýòî ëèáî óñòîé÷èâàÿ òî÷êà, ëèáî ïðåäåëüíûé öèêë, ëèáî ïîëèöèêë.

Áðþññåëÿòîð ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ äâóõêîìïîíåíòíóþ
ñèñòåìó ðåàêöèè�äèôôóçèè

(tDα0+ u) (t, z) =
D1

L2

∂2u

∂z2
+ A− (B + 1)u+ u2v, (16a)

(tDα0+ v) (t, z) =
D2

L2

∂2v

∂z2
+Bu− u2v. (16b)

Çäåñü L � ðàçìåð ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, z ∈ [0, 1] � áåçðàçìåðíûå ïðîñòðàí-
ñòâåííûå êîîðäèíàòû, A,B,D1 è D2 � íåîòðèöàòåëüíûå êîýôôèöèåíòû, 0 <
α < 1. Ïðè α = 1 âïåðâûå îíà áûëà ðàññìîòðåíà È. Ïðèãîæèíûì è Ð. Ëåôå-
âåðîì â 1968 ã. êàê èäåàëèçèðîâàííàÿ ìîäåëü äëÿ èçó÷åíèÿ ñëîæíûõ êîîïå-
ðàòèâíûõ õèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â îòêðûòûõ ñèñòåìàõ è ïîëó÷èëà íàçâàíèå
¾áðþññåëÿòîð¿. Ôóíêöèè u è v çàäàþò êîíöåíòðàöèè äâóõ îñíîâíûõ ïðî-
äóêòîâ ðåàêöèè, êîýôôèöèåíòû A è B � êîíöåíòðàöèè âñïîìîãàòåëüíûõ
âåùåñòâ. Ñèñòåìà (16) ïðè α = 1 äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî èññëåäîâàíà, ñì., íà-
ïðèìåð, [26, 27]. Èçâåñòíî, ÷òî îíà ìîæåò äåìîíñòðèðîâàòü î÷åíü áîãàòûé
íàáîð äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.
Íà ýòèõ ðèñóíêàõ ÷åðíûé öâåò ñîîòâåòñòâóåò íàèáîëüøèì çíà÷åíèÿì u, à
áåëûé � íàèìåíüøèì. Öâåòîâàÿ êîäèðîâêà äëÿ êàæäîãî ðèñóíêà äåëàëàñü
íåçàâèñèìî îò äðóãèõ, òàê ÷òî ÷åðíîìó öâåòó íà ðàçíûõ èëëþñòðàöèÿõ ìîãóò
ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçíûå çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèè. Ïðèâåäåííûå çäåñü ðåøåíèÿ
áûëè ïîëó÷åíû äëÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñóïåðïîçèöèè ðàâ-
íîâåñíîãî ðåøåíèÿ (A,B/A) è íîðìàëüíîãî áåëîãî øóìà ìàãíèòóäû 5 · 10−2.
×èñëåííàÿ ñõåìà áóäåò ïîÿñíåíà äàëåå â òåêñòå.

Áàçîâûìè ìåõàíèçìàìè, ôîðìèðóþùèìè íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ, ÿâëÿ-
þòñÿ íåóñòîé÷èâîñòü Õîïôà, ïðèâîäÿùàÿ ê âîçíèêíîâåíèþ ïðîñòðàíñòâåííî-
îäíîðîäíîãî íî íåñòàöèîíàðíîãî ïàòòåðíà (ñì. ðèñ. 3a), è íåóñòîé÷èâîñòü
Òüþðèíãà, ïðè êîòîðîé â ñèñòåìå íàáëþäàåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîä-
íûé è ñòàöèîíàðíûé ïàòòåðí (ðèñ. 3b). Ïðè îïðåäåëåííîì âûáîðå ïàðàìåòðîâ
âîçíèêàåò ò.í. áèôóðêàöèÿ êîðàçìåðíîñòè 2, ïðè êîòîðîé ýòè äâà ìåõàíèçìà
êîíêóðèðóþò, îäíîâðåìåííî íàðóøàÿ è ïðîñòðàíñòâåííóþ, è âðåìåíí�óþ ñèì-
ìåòðèþ. Â ýòîì ðåæèìå ìîæíî íàáëþäàòü ðàçëè÷íûå ïàòòåðíû (ñì. ðèñ. 3c
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è d) ñ áîëåå èëè ìåíåå âûðàæåííîé ñòðóêòóðîé. Íàêîíåö, â ñèñòåìå âîçìîæ-
íî ôîðìèðîâàíèå õàîòè÷åñêèõ ðåæèìîâ � ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû ïðèâå-
äåíà íà ðèñ. 3e è f. Òèïè÷íûé (íî íå åäèíñòâåííûé) äëÿ ñèñòåì ðåàêöèè�
äèôôóçèè ñöåíàðèé, ïðè êîòîðîì âîçìîæíî íàáëþäåíèå õàîñà, ïðåäïîëàãà-
åò, ÷òî õàðàêòåðíàÿ äèôôóçèîííàÿ äëèíà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíàìè√
Di, ïðåíåáðåæèìî ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðîì L ñàìîé îáëàñòè. Â ýòîì

ñëó÷àå ñèñòåìà ôàêòè÷åñêè ðàñïàäàåòñÿ íà ìíîæåñòâî íåñâÿçíûõ íåëèíåéíûõ
îñöèëëÿòîðîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ¾çàíèìàåò¿ íåáîëüøóþ îáëàñòü ïðîñòðàí-
ñòâà. Ïðèâåäåííûå èëëþñòðàöèè, ðàçóìååòñÿ, íå èñ÷åðïûâàþò âñåõ òèïîâ ðå-
øåíèé, êîòîðûå ìîæíî íàáëþäàòü â ñèñòåìå (16). Íàïðèìåð, çäåñü íå ïîêà-
çàíû áèñòàáèëüíûå ðåæèìû, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà ðàñïàäàåòñÿ íà íåñêîëüêî
äîìåíîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ ôîðìèðóåòñÿ áàçîâûé ïàòòåðí (Õîïôà èëè
Òüþðèíãà). Ïîäðîáíåå î ðåøåíèÿõ òàêîãî òèïà, à òàêæå î äðóãèõ èíòåðåñíûõ
äèíàìè÷åñêèõ ýôôåêòàõ, âîçíèêàþùèõ â îêðåñòíîñòè áèôóðêàöèè êîðàçìåð-
íîñòè 2, ñì. [28].

Ðÿä àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ñèñòåìû (16) ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìî-
ùüþ ëèíåéíîé òåîðèè. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäíîðîäíûå
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Íåéìàíà

∂u

∂z

∣∣∣
z=0,1

= 0,
∂v

∂z

∣∣∣
z=0,1

= 0.

Ñëåäóÿ ñòàíäàðòíîé ïðàêòèêå, áóäåì ñ÷èòàòü îñíîâíûì áèôóðêàöèîííûì
ïàðàìåòðîì B. Äëÿ óäîáñòâà òàêæå ââåäåì äëÿ îòíîøåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
äèôôóçèè îáîçíà÷åíèå θ = D1/D2. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî åäèíñòâåííûì ïî-
ëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå u0 = A, v0 = B/A. Îò-
êëîíåíèÿ îò ýòîãî ïðîñòðàñíòâåííî îäíîðîäíîãî è ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ,
ξ(t, z) = u(t, z)− u0, η(t, z) = v(t, z)− v0, ïîä÷èíÿþòñÿ óðàâíåíèÿì

(tDα0+ ξ) (t, z) =
D1

L2

∂2ξ

∂z2
+ (B − 1)ξ + A2η +Bξ2/A+ 2Aξη + ξ2η,

(tDα0+ η) (t, z) =
D2

L2

∂2η

∂z2
−Bξ − A2η −Bξ2/A− 2Aξη − ξ2η.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Ñ÷èòàÿ, ÷òî âîçìóùåíèÿ ìàëû
ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå, ìû ìîæåì îòáðîñèòü íåëèíåéíûå ÷ëåíû è ðåøèòü
âîçíèêàþùóþ ëèíåéíóþ çàäà÷ó â ÿâíîì âèäå. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü(

ξ
η

)
= c · Eα(σtα) cosπmz, m ∈ N ∪ {0}.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óêàçàííàÿ êîíñòðóêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëî-
âèÿì. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòîãî ïðîáíîãî ðåøåíèÿ â ëèíåéíóþ ñèñòåìó ïî-
ëó÷èì, ÷òî âåêòîð c ñ íåîáõîäèìîñòüþ äîëæåí áûòü ïðàâûì ñîáñòâåííûì
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Ðèñ. 3. Ðåøåíèÿ u ñèñòåìû (16) ïðè α = 1: A = 2.5, B = 9, D1 = 7, θ =
0.7 > θ∗ = 0.4584, L = 64 (a); A = 2, B = 4.8, D1 = 2, θ = 0.2 < θ∗ =
0.382, L = 64 (b); A = 1.118, B = 2.75, D1 = 2, θ = 0.2 = θ∗ = 0.2, L = 64
(c); A = 3, B = 10.445, D1 = 10, θ = 0.5714 > θ∗ = 0.5195, L = 80 (d);
A = 2.5, B = 8, D1 = 4.49, θ = 0.5039 < θ∗ = 0.4584, L = 512 (e); A =
2, B = 6, D1 = 4, θ = 0.5 < θ∗ = 0.382, L = 512 (f). Äëÿ e èñïîëüçîâàëèñü
îäíîðîäíûå óñëîâèÿ Íåéìàíà, âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ � ïåðèîäè÷åñêèå
êðàåâûå óñëîâèÿ. Ïàðàìåòð θ∗ ââîäèòñÿ íà ñòð. 24
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âåêòîðîì ìàòðèöû(
B − 1−m2π2D1/L

2 A2

−B −A2 −m2π2D2/L
2

)
,

à σ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ

σ2 + σ[b(m)− a(m)] + A2B − a(m)b(m) = 0, (17)

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè îáîçíà÷åíèÿ

a(m) = B − 1−m2π2D1/L
2, b(m) = A2 +m2π2D2/L

2.

Êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå èìåþò âèä

σ±(m) =
1

2

{
a(m)− b(m)±

√
[b(m) + a(m)]2 − 4A2B

}
.

Åñëè îáà êîðíÿ äåéñòâèòåëüíûå, òî ðåøåíèå ëèíåéíîé çàäà÷è ìîæåò ïî-
òåðÿòü óñòîé÷èâîñòü ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè îäèí èç íèõ ñòàíîâèòñÿ áîëüøå
íóëÿ, â òî âðåìÿ êàê äðóãîé îñòàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî
âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

a(m)− b(m) < 0, a(m)b(m)− A2B = 0.

Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà B, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòèì óñëîâèÿì, ðàâíî

BT (m) = 1 + θA2 +
A2L2

m2π2D2
+
m2π2D1

L2
.

Ýòà çàâèñèìîñòü ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé îòíîñèòåëüíî m2, è ïåðâàÿ áèôóð-
êàöèÿ äîëæíà ïðîèçîéòè â îêðåñòíîñòè ìèíèìóìà

BT (x) =
(

1 + A
√
θ
)2
, x2 =

AL2

π2
√
D1D2

êðèòè÷åñêîé êðèâîé, ò.å. ïðè öåëîì m 6= 0, äëÿ êîòîðîãî BT (m) îêàæåòñÿ
áëèæå âñåãî ê BT (x). Ïîêàçàòåëü α íå èãðàåò çäåñü íèêàêîé ðîëè, ïîýòî-
ìó ðåçóëüòàò íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò ñòàíäàðòíîé òåîðèè. Ïðè áèôóðêàöèè
Òüþðèíãà â ðåøåíèè ëèíåéíîé ñèñòåìû áóäåò äîìèíèðîâàòü ÷ëåí, ïðîïîðöè-
îíàëüíûé cos πmz, ïîñêîëüêó Eα(0) = 1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ôîðìèðîâàíèþ
ñòàöèîíàðíîãî ïðîñòðàíñòâåííî-íåîäíîðîäíîãî ïàòòåðíà.

Êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå êîðíè âîçíèêàþò ëèøü ïðè âûïîëíåíèè

[b(m) + a(m)]2 − 4A2B < 0 ⇐⇒ B2 − 2B
[
A2 + d(m)

]
+
[
A2 − d(m)

]2
< 0.
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Êîðíè êâàäðàòè÷íîãî îòíîñèòåëüíî B ïîëèíîìà â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà
ìîæíî íàéòè â ÿâíîì âèäå, ÷òî ïðèâîäèò ê áîëåå ïðîñòîìó íåðàâåíñòâó

|B| < 1

2

{
2
[
A2 + d(m)

]
±
√

4 [A2 + d(m)]2 − 4 [A2 − d(m)]2
}

=

= A2 + d(m)± 2A
√
d(m) =

[
A±

√
d(m)

]2
, d(m) = 1 +

m2π2

L2
(D1 −D2).

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ êîìïëåêñíûõ êîðíåé ÿâëÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî d(m) > 0.

Ïðè α = 1 ðåøåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì, åñëè
a(m) − b(m) = 0, êîãäà êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà áóäóò ÷èñòî
ìíèìûìè. Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå B, ïðè êîòîðîì ýòî ïðîèñõîäèò, ðàâíî

BH(m, 1) = 1 + A2 +
m2π2

L2
(D1 +D2).

Â ñëó÷àå α < 1 ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè âïåðâûå âîçíèêàåò ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèÿ |Arg σ±(m)| = απ/2. Òîãäà êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå B äîëæíî áûòü
ðåøåíèåì íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

arctg

√
4A2B − [b(m) + a(m)]2

a(m)− b(m)
=
απ

2
. (18)

Ïóñòü γ = tg(απ/2). Òîãäà (18) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê âèäó

−
[
B2 − 2B(A2 + d(m)) + (A2 − d(m))2

]
= γ2 [B −BH(m, 1)]2 . (19)

Ýòî óðàâíåíèå ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé BH(m,α), íî
ëèøü îäèí èç íèõ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ BH(m,α) > BH(m, 1). Åñëè ýòî
óñëîâèå íå áóäåò âûïîëíåíî, òî a(m)− b(m) < 0, è òîãäà, î÷åâèäíî, σ± áóäóò
èìåòü îòðèöàòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü, à çíà÷èò èõ, àðãóìåíò ãàðàíòè-
ðîâàííî áóäåò áîëüøå απ/2 è ðåøåíèå ëèíåéíîé çàäà÷è áóäåò óñòîé÷èâî.
Ïðèìåðû êðèòè÷åñêèõ êðèâûõ BH(m,α) ïîêàçàíû íà ðèñ. 4.

Åñëè α = 1, òî ïåðâàÿ áèôóðêàöèÿ Õîïôà âñåãäà ïðîèñõîäèò ïðè m = 0,
ïîñêîëüêó BH(m, 1) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïî m. Ðåøåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû
áóäåò èìåòü íåçàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ ïî t, íî ïðè ýòîì íå áóäåò çàâèñåòü îò
z. Åñëè æå α < 1, òî çàâèñèìîñòü BH(m,α) îò m îêàçûâàåòñÿ áîëåå ñëîæíîé.
Ïðè θ > 1 êðèòè÷åñêèå êðèâûå òàêæå áóäóò íàïîìèíàòü âåòâü ïàðàáîëû, íà-
ïðàâëåííîé ââåðõ. Åñëè θ = 1, òî êðèòè÷åñêèå êðèâûå ïî-ïðåæíåìó ìîíîòîí-
íî âîçðàñòàþò, õîòÿ òåïåðü ó íèõ ìîæåò ìåíÿòüñÿ íàïðàâëåíèå âûïóêëîñòè.
Íàêîíåö, ïðè θ < 1 ìåíÿåòñÿ íå òîëüêî õàðàêòåð âûïóêëîñòè, íî è ìîíîòîí-
íîñòü çàâèñèìîñòè BH(m,α) � ôîðìàëüíî âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, ïðè êîòîðîé
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ìèíèìóì êðèòè÷åñêîé êðèâîé äîñòèãàåòñÿ ïðèm 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå
ëèíåéíîé ñèñòåìû, òåðÿþùåå óñòîé÷èâîñòü, çàâèñåëî áû è îò t, è îò z. Òàêîé
ìåõàíèçì íåóñòîé÷èâîñòè íå ìîæåò íàáëþäàòüñÿ â ñòàíäàðòíîé ñèñòåìå, åãî
ïîÿâëåíèå îáóñëîâëåíî íàëè÷èåì ïðîèçâîäíûõ íåöåëîãî ïîðÿäêà. Òåì íå ìå-
íåå, ýòîò ãèïîòåòè÷åñêèé ñöåíàðèé íå ðåàëèçóåòñÿ, ïîòîìó ÷òî åùå äî òîãî,
êàê ýòà òî÷êà áóäåò äîñòèãíóòà, óæå ïðîèçîéäåò áèôóðêàöèÿ Òüþðèíãà. Äëÿ
óäîáñòâà äàëüíåéøåãî àíàëèçà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âîëíîâîå ÷èñëî ìîæåò ìå-
íÿòüñÿ íåïðåðûâíî. Íåòðèâèàëüíûé ìèíèìóì êðèòè÷åñêèõ êðèâûõ, åñëè îí
âîîáùå ñóùåñòâóåò, íå çàâèñèò îò α è äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå y, ãäå êðèòè÷åñêàÿ
êðèâàÿ ïåðåñåêàåò âåðõíåå îãðàíè÷åíèå íà B, ãàðàíòèðóþùåå ñóùåñòâîâàíèå
êîìïëåêñíûõ êîðíåé:

BH(y, α) = [A+ d(y)]2 ⇐⇒ y4π4D2
2

L4A2
− y2π2

L2
(D1 −D2)− 1 = 0.

Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì√
d(y) =

A

2

[
θ − 1 +

√
(θ − 1)2 +

4

A2

]
.

Îêàçàëîñü, ÷òî ïðè ëþáûõ A è θ < 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî BH(y, α) >
BT (x). Äåéñòâèòåëüíî,

A+
√
d(y)− 1− A

√
θ =

A

2
(1 + θ) +

√
A

2
(1− θ)2 + 1− 1− A

√
θ >

A

2
(1 + θ) + 1− 1− A

√
(θ) =

A

2

(
1 + θ − 2

√
θ
)

=
A

2

(
1−
√
θ
)2
> 0.

Áèôóðêàöèÿ êîðàçìåðíîñòè 2 ïðîèñõîäèò â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïàðàìåòðû
ïîäîáàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì m∗ 6= 0 âûïîëíÿåòñÿ BH(0, α) =
BT (m∗). Âûðàæåíèå äëÿ BH(0, α) ïîëó÷èì èç (19) ïîñëå íåñëîæíûõ ìàíèïó-
ëÿöèé:

BH(0, α) = 1 + A2 +
2A√
1 + γ2

.

Òðåáîâàíèå BH(0, α) = BT (m∗) çàäàåò ôóíêöèîíàëüíóþ ñâÿçü ìåæäó θ è A:

1 + A2 +
2A√
1 + γ2

=
(

1 + A
√
θ
)2
⇐⇒ A2θ + 2A

√
θ + A2 +

2A√
1 + γ2

= 0.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ëèøü îäèí êîðåíü ýòîãî êâàäðàòè÷íîãî îòíîñèòåëüíî
√
θ

óðàâíåíèÿ áóäåò ïîëîæèòåëüíûì � îí ðàâåí

√
θ∗(A) =

√
1 + A2 + 2A/

√
1 + γ2 − 1

A
.
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Ðèñ. 4. Ñëåâà: çàâèñèìîñòè BH(m,α) îò m ïðè íåñêîëüêèõ α è
A = 2, D1 = 10, θ = 1.6, L = 64. Ñïðàâà: çàâèñèìîñòè BH(m,α) è BT (m)
îò m ïðè íåñêîëüêèõ α è A = 2.5, D1 = 10, θ = 0.5, L = 64

Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ θ < θ∗(A) ãàðàíòèðóåò, ÷òî ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì
óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà B ïåðâîé âñåãäà áóäåò ïðîèñõîäèòü áèôóðêàöèÿ Òüþ-
ðèíãà, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � âñåãäà áèôóðêàöèÿ Õîïôà. Ïðèìåðû çàâèñè-
ìîñòåé θ∗ îò A ïðè íåêîòîðûõ α ïîêàçàíû íà ðèñ. 5a. Õîðîøî âèäíî, ÷òî ñ
óìåíüøåíèåì α ýòè êðèâûå ñäâèãàþòñÿ ââåðõ, ðàñøèðÿÿ îáëàñòü çíà÷åíèé θ,
â êîòîðîé ìîæíî íàáëþäàòü ñòàöèîíàðíûå ïàòòåðíû Òüþðèíãà.
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Ðèñ. 5. Ñëåâà: çàâèñèìîñòè êðèòè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ äèôôó-
çèè θ∗ îò A ïðè íåñêîëüêèõ α. Ñïðàâà: ñðàâíåíèå ðåøåíèé u(t) ñèñòåìû (16)
áåç äèôôóçèè äëÿ α = 0.75 (ñâåðõó) è α = 1 (ñíèçó) ñ ðàçëè÷íûìè áëèçêèìè
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, A = 2, B = 7

Ïîâåäåíèå ñèñòåìû â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè çàâèñèò îò âûáîðà êðàåâûõ
óñëîâèé. Ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðåëè ìîäåëü ñ îòñóòñòâèåì ïîòîêîâ íà ãðàíè-
öàõ. Ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü íåîäíîðîäíûå óñëîâèÿ Äèðèõëå

u(t, 0) = u(t, 1) = A, v(t, 0) = v(t, 1) = B/A,
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è ïåðèîäè÷åñêèå óñëîâèÿ

u(t, 0) = u(t, 1), v(t, 0) = v(t, 1).

Â ïåðâîì ñëó÷àå â ïðîáíîì ðåøåíèè ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü çàäàåòñÿ ôóíê-
öèåé sin πmz, ãäå m ∈ N. Äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ óñëîâèé ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
îïåðàòîðà ∂2z áóäóò èìåòü âèä e

2πimz,m ∈ N∪{0}. Ïðèâåäåííûå âûøå âûðàæå-
íèÿ äëÿ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé BH(m,α) è BT (m) îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè
ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ óñëîâèé m íóæíî çàìåíèòü íà
2m. Ñëåäóåò, îäíàêî, ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìîãóò îêàçûâàòü
ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ôîðìèðîâàíèå íåòðèâèàëüíûõ ïàòòåðíîâ â ñèñòå-
ìå. Òàê, óñëîâèÿ Äèðèõëå ìîãóò ïîäàâëÿòü ôîðìèðîâàíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ïî
âðåìåíè ðåæèìîâ: åñëè ïàðàìåòðû âûáðàíû òàê, ÷òî

D2 −D1 >
L2

π2
,

òî óñëîâèå d(m) > 0 íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî íè ïðè êàêîì m ∈ N, è
ñîáñòâåííûå ÷èñëà σ± íå ìîãóò áûòü êîìïëåêñíûìè.

Ðåçóëüòàòû ëèíåéíîãî àíàëèçà èíòåðåñíî ñðàâíèòü ñ ðåøåíèÿìè, ïîëó÷åí-
íûìè íåïîñðåäñòâåííûì ÷èñëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì. Äëÿ ýòîãî ìû ñíà÷àëà
âûïîëíèëè ïåðåõîä ê ñèñòåìå ñâÿçíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

(Dα0+ U) (t) =
D1

L2
MU + A− (B + 1)U + U ◦U ◦V,

(Dα0+ V) (t) =
D2

L2
MV +BU−U ◦U ◦V,

U = (U1, U2, . . . UNz)
T, V = (V1, V2, . . . VNz)

T.

Çäåñü Ui = u(t, zi), Vi = v(t, zi), zi = i/Nz i = 0, 1 . . . Nz, U ◦ V îáîçíà÷àåò
ïîêîìïîíåíòíîå óìíîæåíèå∗ âåêòîðîâ îäèíàêîâîé ôîðìû, àM � êâàäðàòíàÿ
ìàòðèöà, íåíóëåâûå ýëåìåíòû êîòîðîé îïðåäåëÿþò ðàçíîñòíóþ àïïðîêñèìà-
öèþ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ∂2z . Âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ èñïîëüçîâà-
ëàñü ñòàíäàðòíàÿ òðåõòî÷å÷íàÿ ñõåìà, àïïðîêñèìàöèÿ â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ
çàâèñèò îò âûáðàííûõ êðàåâûõ óñëîâèé.

Ïðè α = 1 ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ðåøàëàñü ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì Ðóíãå�Êóòòû 4-ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè
ñ àâòîìàòè÷åñêèì âûáîðîì øàãà. Òåñòîâûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî èñïîëüçî-
âàíèå ÿâíûõ ñõåì äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé íåöåëîãî ïîðÿäêà âûíóæäàåò
èñïîëüçîâàòü î÷åíü ìàëåíüêèé øàã ðàçáèåíèÿ ïî t, ïîýòîìó ïðè ìû èñïîëü-
çîâàëè íåÿâíóþ ñõåìó (12). Ñèñòåìû íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

∗Îíî íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì Àäàìàðà, èëè, â íåêîòîðûõ èñòî÷íèêàõ, ïðîèçâåæåíèåì Øóðà
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íà êàæäîé èòåðàöèè ðåøàëèñü ìåòîäîì Íüþòîíà�Ðàôñîíà ñ íà÷àëüíûì ïðè-
áëèæåíèåì, ðàâíûì çíà÷åíèÿì U è V ñ ïðåäûäóùåãî âðåìåíí�îãî ñëîÿ. Âñå
ïðèâåäåííûå â ýòîì ðàçäåëå ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû ïðè Nz = 29,
êîëè÷åñòâî øàãîâ ïî âðåìåíè â íåÿâíîé ñõåìå ðàâíî Nt = 2000.

Ðèñ. 6. Ðåøåíèÿ u ñèñòåìû (16) ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè: α =
0.8, A = 2, B = 7, D1 = 10, θ = 2 > θ∗ = 0.5604, L = 64 (a); α = 0.5, A =
2, B = 7, D1 = 5, θ = 0.6024 < θ∗ = 0.8081, L = 64 (b); α = 0.8, A = 2, B =
7, D1 = 10, θ = 0.65 > θ∗ = 0.5604, L = 64 (c); α = 0.98, A = 2, B = 6, D1 =
4, θ = 2 > θ∗ = 0.3994, L = 512 (d)

Íàèáîëåå çàìåòíûì îòëè÷èåì îò ñòàíäàðòíîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ âîçìîæ-
íîñòü âîçíèêíîâåíèÿ õàîòè÷åñêèõ ðåæèìîâ. Óæå ïðè α = 0.97 íè îäèí èç
îïðîáîâàííûõ íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ íå ïîçâîëèë íàáëþäàòü ðåøåíèÿ, ïîõî-
æèå íà èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 3e è f. Ìàëîñòü êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè
ïî-ïðåæíåìó ïðèâîäèò ê î÷åíü ñëàáîìó ñîãëàñîâàíèþ ýâîëþöèè îòäåëüíûõ
ïðîñòðàíñòâåííûõ îáëàñòåé, íî ñîîòâåòñòâóþùèå èì îñöèëëÿòîðû óæå íåëüçÿ
ñ÷èòàòü íåçàâèñèìûìè. Íà ðèñ. 5b â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîêàçàíî, êàê ìåíÿ-
þòñÿ ðåøåíèÿ áðþññåëÿòîðà áåç äèôôóçèè ïðè óìåíüøåíèè α. Ïðè Di = 0
â ñèñòåìå ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíûé öèêë äëÿ ëþáîãî α 6 1: ñóïåðêðèòè÷åñêàÿ
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áèôóðêàöèÿ Õîïôà ïðîèñõîäèò ïðè B = BH(0, α), êîãäà êîìïëåêñíî ñîïðÿ-
æåííûå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïåðåñåêàþò ãðàíèöó îáëàñòè
óñòîé÷èâîñòè. Îäíàêî, êàê âèäíî íà ðèñóíêå, ïðè α < 1 ìàëîå èçìåíåíèå
íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (êîòîðîå, íàïîìíèì, ðàâíî ñóììå ñòàöèîíàðíîãî îäíî-
ðîäíîãî ðåøåíèÿ è áåëîãî øóìà) ïðèâîäèò ê âåñüìà ñèëüíîé ñèíõðîíèçàöèè
ðåøåíèé, êîòîðàÿ íå íàáëþäàåòñÿ â îáû÷íîé ñèñòåìå. Ïî-âèäèìîìó, ýòî ñâÿ-
çàíî ñ ýôôåêòîì ïàìÿòè: ïðåäûñòîðèÿ, êîòîðàÿ âíîñèò çíà÷èòåëüíûé âêëàä
â äèíàìèêó, ó ñèñòåì äðîáíîãî ïîðÿäêà ñ áëèçêèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
áóäåò òàêæå ïî÷òè îäèíàêîâîé. Êðîìå òîãî, äàæå ñëàáîå äèôôóçèîííîå ñâÿ-
çûâàíèå â ýòîì ñëó÷àå òàêæå áóäåò ó÷òåíî â ïðåäûñòîðèè, ÷òî ìîæåò âûñòó-
ïàòü â ðîëè äîïîëíèòåëüíîãî ìåõàíèçìà ñèíõðîíèçàöèè. Ïîýòîìó ýâîëþöèÿ
ëîêàëüíûõ îñöèëëÿòîðîâ áóäåò ãîðàçäî áîëåå ñîãëàñîâàííîé, ÷åì ïðè α = 1.

Çàêëþ÷åíèå

Àíîìàëüíàÿ äèôôóçèÿ, íàðÿäó ñ ðåîëîãèåé âçÿêèõ ñðåä, íà ñåãîäíÿøíèé
äåíü ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ñòðîãî îáîñíîâàííûì ïðèìåðîì ïðèìåíåíèÿ àïïàðàòà
äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íåöåëîãî ïîðÿäêà ê îïèñàíèþ ðåàëüíûõ ôè-
çè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Â ñòàíäàðòíûõ ìîäåëÿõ ðåàêöèè�äèôôóçèè ôîðìèðî-
âàíèå ñëîæíûõ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ïàòòåðíîâ è âîçíèêíîâåíèå äèô-
ôóçèîííîãî õàîñà äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíû è òåîðåòè÷åñêè, è ñ ïîìî-
ùüþ ÷èñëåííîãî àíàëèçà. Äëÿ ìîäåëåé ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè ïîíèìàíèå
óïðàâëÿþùèõ èìè äèíàìè÷åñêèõ ìåõàíèçìîâ ïîêà íå äîñòèãëî òàêîãî óðîâíÿ
ïîëíîòû. Ïîýòîìó èññëåäîâàíèÿ â ýòîé îáëàñòè ïî-ïðåæíåìó âåñüìà àêòóàëü-
íû.

Ïðèìåíåíèå ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ ëèíåéíîãî àíàëèçà ê áðþññåëÿòîðó �
îäíîé èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ äâóõêîìïîíåíòíûõ ìîäåëåé � ïîçâîëèëî âû-
ÿâèòü ðÿä õàðàêòåðíûõ îñîáåííîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ ââåäåíèåì äðîáíûõ ïðî-
èçâîäíûõ ïî âðåìåíí�îìó ïåðåìåííîìó. Ôîðìèðîâàíèå ñòàöèîíàðíûõ íåîäíî-
ðîäíûõ ïàòòåðíîâ Òüþðèíãà âïîëíå îæèäàåìî íå îòëè÷àåòñÿ îò ñòàíäàðòíîé
ìîäåëè ñ îáû÷íûìè ïðîèçâîäíûìè. Êðèòè÷åñêèå êðèâûå äëÿ ïàðàìåòðà B â
ñëó÷àå áèôóðêàöèè Õîïôà, íàïðîòèâ, äåìîíñòðèðóþò ñóùåñòâåííóþ çàâèñè-
ìîñòü îò α. Áîëåå òîãî, ïðè α < 1 ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì åùå îäèí ìåõàíèçì
ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè, êîãäà êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïåðåñåêà-
þò ãðàíèöó îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ïðè m 6= 0 � ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé
ëèíåéíîé çàäà÷è áóäåò îäíîâðåìåííî çàâèñåòü îò t è z. È õîòÿ â ðàññìîòðåí-
íîì â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñëó÷àå ýòîò ìåõàíèçì íå äåéñòâóåò, ñàìà åãî âîçìîæ-
íîñòü ÿâëÿåòñÿ îòëè÷èòåëüíûì ñâîéñòâîì äðîáíûõ ñèñòåì. Âîçìîæíî, ýòîò
ýôôåêò óäàñòñÿ ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ïðè 1 < α < 2 èëè ïðè ðàññìîòðåíèè
ìîäåëè ñ äðóãîé õèìè÷åñêîé êèíåòèêîé.

Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå îòíîøåíèÿ äèôôóçèîííûõ êîýôôèöèåíòîâ, îïðå-
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äåëÿþùåå, áèôóðêàöèÿ êàêîãî ðîäà áóäåò ïåðâîé ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì óâå-
ëè÷åíèè B, òàêæå çàâèñèò îò ïîêàçàòåëÿ α. Óìåíüøåíèå α ïðè ôèêñèðîâàí-
íîì A äåëàåò íàáëþäåíèå ïàòòåðíîâ Òüþðèíãà áîëåå ¾ïðîñòûì¿. Àíàëîãè÷-
íîå íàáëþäåíèå äëÿ íåñêîëüêî îòëè÷àþùåéñÿ ìîäåëè, â êîòîðîé äðîáíûé îïå-
ðàòîð äåéñòâîâàë òîëüêî íà äèôôóçèîííîå ñëàãàåìîå, áûëî ïîëó÷åíî â [29].

Íàèáîëåå çàìåòíûì îòëè÷èåì îò ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ñèëüíîå
ïîäàâëåíèå õàîòè÷åñêèõ ðåæèìîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè ñëàáîì äèôôóçèîííîì
ñâÿçûâàíèè, êîãäà êîýôôèöèåíòû Di ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ L2. Ýðèäèòàð-
íûå ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ ïîêàçà-
òåëåì, êîòîðûé íå ñëèøêîì áëèçîê ê åäèíèöå, ïðèâîäÿò ê äîñòàòî÷íî ñèëüíîé
ñèíõðîíèçàöèè. Ôîðìèðóþùèéñÿ â ðåçóëüòàòå ïàòòåðí îáëàäàåò áîëåå âûðà-
æåííîé ñòðóêòóðîé è ïîõîæ íà òå, ÷òî âîçíèêàþò ñ ñòàíäàðòíîé ñèñòåìå â
îêðåñòíîñòè áèôóðêàöèè êîðàçìåðíîñòè 2.

Ìîùíûì òåîðåòè÷åñêèì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì ðåàêöèè�
äèôôóçèè ÿâëÿþòñÿ àìïëèòóäíûå óðàâíåíèÿ. Îíè îïèñûâàþò ìåäëåííóþ
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíí�óþ ìîäóëÿöèþ ðåøåíèÿ, âîçíèêàþùåãî ïðè ñëàáîì
íåëèíåéíîì âîçìóùåíèè ñòàöèîíàðíîãî îäíîðîäíîãî ñîñòîÿíèÿ â îêðåñòíîñòè
òî÷êè áèôóðêàöèè. Â ðàáîòàõ [31�33] áûëè ðàññìîòðåíû ôîðìàëüíûå ïðîöå-
äóðû ïîëó÷åíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé äëÿ ñèñòåì ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Ðèññà
ïî ïðîñòðàíñòâåííîìó ïåðåìåííîìó äëÿ âñåõ òðåõ áèôóðêàöèé � Òüþðèíãà,
Õîïôà è êîðàçìåðíîñòè 2. Îäíàêî àâòîðàì íå óäàëîñü íàéòè ðàáîòû, ãäå áû
îáñóæäàëèñü ñïîñîáû ïîëó÷åíèÿ àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé äëÿ ìîäåëåé òè-
ïà (16). Ñëó÷àé áèôóðêàöèé Òüþðèíãà, ïî-âèäèìîìó, íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ
îò ñòàíäàðòíûõ ìîäåëåé: çàìåíèâ ëèøü îïðåäåëåíèå ìåäëåííîãî âðåìåíè íà
T = ε2/αt è ôîðìàëüíî ïîâòîðèâ ïîñòðîåíèÿ [30], ìîæíî ïîëó÷èòü âåùåñòâåí-
íîå óðàâíåíèå Ãèíçáóðãà�Ëàíäàó, â êîòîðîì îáû÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðå-
ìåíí�îìó ïåðåìåííîìó áóäåò çàìåíåíà îïåðàòîðîì Êàïóòî. Îäíàêî óæå äëÿ
áèôóðêàöèè Õîïôà ñèòóàöèÿ çàìåòíî ìåíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó ðåøåíèÿ âîçíèêà-
þùèõ ëèíåéíûõ çàäà÷ áóäóò ñîäåðæàòü ôóíêöèè Ìèòòàã-Ëåôôëåðà. Çàòðóä-
íåíèÿ ñâÿçàíû ñ òåì, ÷òî äëÿ ýòèõ ôóíêöèé íå âûïîëíÿåòñÿ ïîëóãðóïïîâîå
ñâîéñòâî. Åñëè

u1(t, z) = c · w(T,X)Eα(σtα) + c̄ · w̄(T,X)Eα(σ̄tα),

ãäå c � âåêòîð ñ äâóìÿ êîìïîíåíòàìè, òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà uT
1Mu1, ãäå

M � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà 2× 2, áóäåò èìåòü âèä

K+w
2E2

α(σtα) +K0|w|2Eα(σtα)Eα(σ̄tα) +K−w̄
2E2

α(σ̄tα).

Çäåñü K± è K0 � ÷èñëîâûå êîýôôèöèåíòû. Çàäà÷à

(tDα0+ u2) (t, z)−
(
B − 1 A2

−B −A2

)
u2 = uT

1Mu1,
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âîçíèêàþùàÿ â ïðîöåññå âûâîäà àìïëèòóäíîãî óðàâíåíèÿ, áóäåò ïî-ïðåæíåìó
ëèíåéíîé îòíîñèòåëüíî u2, îäíàêî çàïèñàòü åå îáùåå ðåøåíèå áóäåò âåñüìà
ñëîæíî, ïîñêîëüêó E2

α(σtα) 6= Eα(2σtα) è Eα(σtα)Eα(σ̄tα) 6= const.
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