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Бочев М.А.

Сравнение экспоненциальных и неявных схем интегрирования по времени

для нестационарных задач адвекции-диффузии на неравномерных сетках

Интегрирование по времени задач адвекции-диффузии с доминирующей

адвекцией на сетках со сгущением может быть весьма трудной задачей. Ло-

кальное сгущение сетки нередко приводит к существенному ограничению на

шаг по времени явных схем, в то время как неявные схемы, как правило, не

подходят для интегрирования адвективных членов. В работе показано, что в

этом случае эффективным и в то же время концептуально простым подходом

могут быть экспоненциальные схемы. Представлены результаты тестов для трёх

экспоненциальных схем интегрирования по времени и неявной двухстадийной

схемы Розенброка ROS2. Последняя схема является популярной альтернативой

методам расщепления при решении задач адвекции-диффузии.

Ключевые слова: адвекция-диффузия, сгущение сетки, экспоненциаль-

ные схемы интегрирования по времени, методы подпространства Крылова

Mikhail A. Botchev

Comparison of exponential and implicit time integrators for unsteady advection–

diffusion problems on refined meshes

Time integration of advection dominated advection–diffusion problems on re-

fined meshes can be a challenging task, since local refinement can lead to a severe

time step restriction, whereas standard implicit time stepping is usually hardly suit-

able for treating advection terms. We show that exponential time integrators can be

an efficient, yet conceptually simple, option in this case. Our comparison includes

three exponential integrators and one conventional scheme, the two-stage Rosenbrock

method ROS2 which has been a popular alternative to splitting methods for solving

advection–diffusion problems.

Key words: advection-diffusion, grid refinement, exponential time integrators,

Krylov subspace methods
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Введение

Интегрирование по времени нестационарных задач адвекции-диффузии,

дискретизированных по пространству на локально сгущённых сетках, может

вызывать существенные трудности. Особенно часто это наблюдается для задач

с доминирующей адвекцией. С одной стороны, требования точности, моно-

тонности, уменьшении тотальной вариации (total variation diminishing, TVD) и

другие обычно исключают использование неявных схем для интегрирования

адвективных членов [1, гл. III.1.3] (одно из исключений из этого правила пред-

ставлено в [2]). С другой стороны, сетки с локальным сгущением могут налагать

серьёзные ограничения на шаг по времени явных схем, что делает эти схемы

малоэффективными.

В рамках метода прямых, т.е. когда дискретизация по пространству пред-

шествует интегрированию по времени, существуют различные подходы для

преодоления этих трудностей. Простым и широко используемым подходом яв-

ляется операторное расщепление [1, гл. IV],[3, гл. 3] (см. также [4, 5, 6]), когда

адвекция обычно интегрируется явно по времени, а диффузия –– неявно.

Методы расщепления являются концептуально простыми и лёгкими в ис-

пользовании, но неизбежно дают ошибки расщепления, см., например, [7, 8].

Кроме того, в некоторых случаях в методах расщепления неясно, как правильно

использовать краевые условия, и возможно понижение порядка точности [9, 10].

Для снижения ошибок расщепления предложено несколько подходов, например,

методы расщепления источника [11] и методы Розенброка [1, гл. IV.5]. Одна-

ко ни один из этих методов нельзя считать полностью решающим проблему

негативных последствий расщепления.

Другие подходы для эффективного интегрирования по времени задач ад-

векции-диффузии включают в себя неявные-явные (implicit-explicit, IMEX) ме-

тоды [1, гл. IV.4] и многоскоростные (multirate) методы [12, 13, 14]. Последняя

группа методов, подразумевающих использование разных шагов по времени в

разных подобластях пространственной области, концептуально сложна и требует

значительных усилий при реализации.

В этой работе мы показываем, что в некоторых случаях экспоненциальные

схемы интегрирования по времени могут быть эффективным и в то же время

простым способом интегрирования по времени задач адвекции-диффузии на

сетках с локальным сгущением. Подобно неявным схемам, экспоненциальные

схемы обладают привлекательными свойствами устойчивости. Кроме того, экс-

поненциальные схемы также обладают превосходными свойствами точности

и в некоторых случаях, особенно для линейных дифференциальных уравне-

ний, способны давать точные решения решаемых задач Коши. Это свойство

экспоненциальных схем существенно используется в данной работе.

Примером задачи Коши, которая может быть решена экспоненциальными
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схемами точно, является задача

y′(t) = −Ay(t) + g, y(0) = v, t ∈ [0, T ], (1)

где v, g ∈ RN заданы, а A ∈ RN×N представляет собой дискретизированный

по пространству оператор адвекции-диффузии. Формулировка любой экспо-

ненциальной схемы, как правило, включает в себя матричную экспоненту или

подобные ей так называемые ϕ-функции. Точное решение y(t) задачи (1) можно
записать в виде

y(t) = v + tϕ(−tA)(g − Av), t > 0, (2)

где должно быть вычислено матрично-векторное произведение (матвек) матрич-

ной функции ϕ(−tA) и вектора g−Av. Функция ϕ здесь определена так [15, 16]:

ϕ(z) =


ez − 1

z
, для z 6= 0, z ∈ C,

1, для z = 0.

В случае g ≡ 0 выражение (2) сводится к известному соотношению y(t) =
exp(−tA)v, t > 0. Разумеется, и эта последняя формула, и формула (2) могут
быть использованы для точного вычисления решений задач вида (1) «напрямую»,

то есть без какой-либо схемы интегрирования по времени, точность которой

зависит от шага по времени. Такое «прямое» точное решение задач вида (1)

также возможно, если g –– заданная вектор-функция g(t) времени t, см. [17].
Более того, для решения нелинейных дифференциальных уравнений в рамках

этого подхода с успехом могут применяться итерации типа релаксации формы

волны (waveform relaxation) [18]. В этом случае на каждой итерации релаксации

формы волны экспоненциальной схемой решается линейная задача Коши ви-

да (1). Такой подход привлекателен с точки зрения эффективности, поскольку

нет необходимости устраивать процесс пошагового интегрирования по времени,

и решение зачастую может быть получено сразу для всего временнóго интервала

t ∈ [0, T ].
Экспоненциальные схемы интегрирования по времени –– это быстро разви-

вающаяся область исследований [15, 16]. Можно выделить два больших класса

экспоненциальных схем: (1) схемы пошагового интегрирования, имеющие опре-

делённый порядок точности, где матричная экспонента или подобные ей мат-

ричные функции вычисляются на каждом шаге по времени; (2) схемы, которые,

вообще говоря, дают точное решение задачи Коши и где матричная экспонента

или подобные ей матричные функции задействованы сразу по определённому

временнóму интервалу.

Первый класс схем включает в себя экстраполированную схему Эйлера

второго порядка (ЭЭ2), обсуждаемую и тестируемую ниже, экспоненциальные
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схемы Розенброка [19] и экспоненциальные схемы предиктор-корректор [20].

Примерами схем второго класса являются схема (2), применённая к задаче (1),

экспоненциальные схемы релаксации формы волны [21], где решение задачи (3)

ищется итерационно с заменой A на предобусловливательM ≈ A, и экспонен-
циальный метод блочного подпространства Крылова (БПК), рассматриваемый и

тестируемый ниже. Отметим, что экспоненциальные схемы обоих классов могут

применяться для решения нелинейных задач, в частности уравнений Навье-

Стокса для сжимаемой [22, 23] и несжимаемой [24] среды.

В данной работе представлены результаты сравнений трёх экспоненциаль-

ных и одной обычной схем интегрирования по времени. Все тестируемые экспо-

ненциальные схемы основаны на методах подпространства Крылова, обсуждае-

мых в [25, 17, 26]. Методы подпространства Крылова успешно используются

для вычисления действия матричной экспоненты и подобных ей функций с вось-

мидесятых годов прошлого столетия: в хронологическом порядке мы упоминаем

работы [27, 28, 29, 30, 31, 32, 33]. Важным свойством методов подпространства

Крылова, которое выгодно отличает их от других методов вычисления действий

матричных функций f(A)v для больших матриц A, является их адаптивность по
отношению к спектральным свойствам A и к вектору v, см., например, [34]. Для
эффективной работы методов подпространства Крылова часто требуется их пе-

резапуск –– механизм, позволяющий ограничить размерность подпространства

Крылова при сохранении, насколько это возможно, сходимости [35, 36].

Данный препринт имеет следующую структуру. В следующем разделе

формулируется задача и рассматриваются методы её решения. Третий раздел

посвящён описанию численных тестов. Наконец, в последнем разделе сформу-

лированы выводы.

Формулировка задачи и методы

Предположим, что линейное дифференциальное уравнение в частных про-

изводных типа адвекции-диффузии решается методом прямых и что после дис-

кретизации по пространству получена задача Коши

y′(t) = −Ay(t) + g(t), y(0) = v, t ∈ [0, T ]. (3)

Здесь A ∈ RN×N представляет собой дискретизированный оператор адвекции-

диффузии, а вектор-функция g(t) может учитывать возможные нестационарные
источники и краевые условия.

Экспоненциальные схемыинтегрирования по времени. Вероятно, простей-

шей экспоненциальной схемой является экспоненциальный метод Эйлера, кото-
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рый для задачи (3) имеет вид

yn+1 = yn +∆tϕ(−∆tA)(gn − Ayn), (4)

где ∆t –– шаг по времени, yn –– численное решение в момент времени t = ∆tn,
а gn = g(∆tn). Формулировка метода вытекает из соотношения (2): метод да-
ёт точное решение, если функция источника g постоянна. Для произвольной
достаточно гладкой g нетрудно убедиться, что метод имеет первый порядок

точности.

Используя экстраполяцию [37, 38], т.е. комбинируя решения метода, полу-

ченные с разными шагами по времени, можно получить методы порядка выше

первого. Обычно говорят о глобальной или о локальной экстраполяциях. Под

глобальной понимается экстраполяция, проведённая после выполнения всех

шагов по времени. В схемах с локальной экстраполяцией экстраполяция вы-

полняется на каждом шаге по времени. Глобально экстраполированный метод

Эйлера второго порядка (ЭЭ2) рассмотрен в [17]:

(1) выполнить T/∆t шагов (4) с ∆t, сохранить результат y∆t(T ),

(2) выполнить 2T/∆t шагов (4) с ∆t/2, сохранить результат y∆t/2(T ),

(3) экстраполировать: yEE2(T ) := 2y∆t/2(T )− y∆t(T ),

(5)

где метод ЭЭ2 применялся в комбинации с пакетом EXPOKIT [25], исполь-

зовавшимся для вычисления матрично-векторных произведений с матричной

функцией ϕ. Функция phiv пакета EXPOKIT вычисляет действия матричной

функции на вектор ϕ с помощью процесса Арнольди, где перезапуск выполня-

ется шагами по времени, выбираемыми на основе специальной оценки ошибки.

В экспериментах, представленных далее в данной работе, показано, что такая

комбинация ЭЭ2/EXPOKIT может быть значительно улучшена введением кон-

троля ошибки на основе невязки [39, 40, 41] и заменой перезапуска на невязочно-

временнóй (НВ) перезапуск, предложенный в [26, 42].

ЭЭ2 –– экспоненциальный интегратор первого типа, где матричные функ-

ции задействованы внутри пошагового процесса интегрирования по времени: на

каждомшаге по времени действиеϕ вычисляется методом подпространства Кры-

лова. Нередко оказывается более эффективным [43, 21] организовать вычисления

так, чтобы матричные функции были задействованы сразу на каком-то времен-

нóм интервале, не ограниченном шагом по времени. Например, как показано

в [17], если на определённом временнóм интервале удаётся аппроксимировать

g(t) ≈ Up(t), U ∈ RN×m, p : R → Rm, m � N, (6)

то задачу (3) на этом интервале можно решить одной проекцией на блочное

подпространство Крылова. Матрица U и функция p в (6) легко конструируются
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усечённым сингулярным разложением матрицы со столбцами g(ti) при незна-
чительных затратах [17]. Такая процедура одновременно даёт оценку ошибки

аппроксимации (6), с помощью которой нетрудно подобрать нужное значение

m.

Чтобы описать этот подход подробнее, рассмотрим (1), где для простоты

изложения, не нарушая общности, предположим, что v = 0. Обычное реше-
ние задачи (1) методом подпространства Крылова подразумевает вычисление

матрицы Vk ∈ RN×k, ортонормальные столбцы которой формируют базис под-

пространства [34]

span(g, Ag, . . . , Ak−1g),

и поиск приближённого решения yk(t) = Vku(t) ≈ y(t) галёркинским проециро-

ванием задачи (1)

V T
k Vku

′(t) = −V T
k AVku(t) + V T

k g ⇔ u′(t) = −Hku(t) + βe1, (7)

где Hk = V T
k AVk, e1 = (1, 0, . . . , 0)T ∈ Rk –– первый вектор канонического

базиса и β = ‖g‖. При этом V T
k g = V T

k Vk(βe1) = βe1, поскольку первый столбец
матрицы Vk –– это по построению g/‖g‖. Спроецированное дифференциальное
уравнение (7) имеет малый размер (k � N ) и может быть решено согласно

формуле (2) вычислением ϕ(−tHk) с помощью хорошо развитых подходов,

существующих для матриц малой размерности (см., например, [44]).

Теперь рассмотрим, по-прежнему предполагая v = 0, задачу (3), где g(t)
позволяет аппроксимацию (6). Проецируя (3) на блочное подпространство Кры-

лова [45]

span(U,AU, . . . , Ak−1U) = colspanVk, Vk ∈ RN×km,

мы можем редуцировать задачу (3) к виду

u′(t) = −Hku(t) + E1p(t), (8)

где теперь Hk ∈ Rkm×km, а E1 ∈ Rkm×m –– матрица, состоящая из первых m
столбцов единичной матрицы размерности km×km. Эти наблюдения позволяют

получить метод блочного подпространства Крылова (БПК), описанный в [17].

Метод БПК использует остановочный критерий и перезапуск, основанные

на концепции экспоненциальной невязки [39, 40, 41]. Точнее говоря, итерации

метода БПК останавливаются, коль скоро невязка

rk(t) ≡ −Ayk(t) + g(t)− y′k(t), t ∈ [0, T ],

вычисленного приближённого решение yk(t) удовлетворяет

‖rk(t)‖6 tol, t ∈ [0, T ].
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Алгоритм метода БПК можно описать так (подробности могут быть найдены

в [17]):

(1) вычислить аппроксимацию (6),

(2) выполнить k = 1, . . . , kmax блочных шагов, вычислить Vk, Hk,

(3) решить спроецированное уравнение (8), вычислить yk(T ) = Vku(T ).

(9)

Сравнивая схемы ЭЭ2 и БПК, мы видим, что привлекательным свойством схемы

ЭЭ2 является её простота. С другой стороны, схема БПК привлекательна сво-

ей потенциальной эффективностью, поскольку одно блочное подпространство

Крылова конструируется для всего временнóго интервала t ∈ [0, T ].

Метод ROS2: избегая расщепления. Методы Розенброка [1, гл. IV.5] являют-

ся популярной альтернативой методам расщепления. Они позволяют уменьшить

ошибки расщепления и избежать других негативных последствий расщепле-

ния, таких как снижение порядка точности. Идеологически схемы Розенброка

близки к методам расщепляющегося оператора и другим экономичным фак-

торизованным схемам [5, гл. 10],[6, гл. IX]. Пусть f(t, y) = −Ay(t) + g(t) ––
функция правой части дифференциального уравнения в (3). Двухстадийный

метод Розенброка ROS2 имеет вид

yn+1 = yn +
3

2
∆tk1 +

1

2
∆tk2,

(I − γ∆tÂ)k1 = f(tn, yn),

(I − γ∆tÂ)k2 = f(tn+1, yn +∆tk1)− 2k1.

(10)

Этот метод имеет второй порядок точности для любой Â ∈ RN×N , но по сообра-

жениям устойчивости схемы обычно выбирают Â ≈ A. Обычно Â соответствует

тем членам в A, которые нужно интегрировать по времени неявно. Например, в

работе [46] для решения задач адвекции-диффузии-реакции матрица Â выбира-

ется так, чтобы

I − γ∆tÂ = (I − γ∆tAdiff)(I − γ∆tAreact),

где Adiff содержит диффузионные члены, а Areact –– якобиан нелинейных урав-

нений реакции. В данной работе матрица Â берётся либо в виде всей матрицы

A, либо в виде диффузионной части Adiff матрицы A. Следуя соображениям,
изложенным в [1, гл. IV.5, замечание 5.2], мы берём γ = 1.
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Численные тесты

Описанные в данной работе численные тесты выполнены в Матлабе на

линукс-компьютере с шестью процессорами Intel Core i5-8400 2.80 ГГц с 16 Гб

оперативной памяти.

Тест 1: зависящие от времени источник и краевые условия. В этом тесте

решается задача (3), где A –– конечно-элементная дискретизация двухмерного

оператора адвекции-диффузии

L[u] = −ν∇2u+ v · ∇u, u = u(x, y), (x, y) ∈ [−1, 1]× [−1, 1], (11)

где ν –– параметр вязкости, а v = [v1(x, y), v2(x, y)] –– поле скоростей,

v1(x, y) = y(1− x2), v2(x, y) = x(y2 − 1).

В этом тесте функция g(t) в (3) задаётся как

g(t) ≡ y′ex(t) + Ayex(t),

где yex(t) –– функция точного решения, выбранная так:

yex(t) = α(t)(A−1gbc + Tϕ(−TA)gpeak),

α(t) = 1− e−t/300 + e−t/100.
(12)

Здесь gbc ∈ RN –– это вектор, содержащий значения краевых условий Дирихле,

описанных ниже, а вектор gpeak ∈ RN содержит значения функции e−10x2−50y2 на

сетке. Краевые условия, налагаемые gbc, такие:

u(−1, y) = u(1, y) = u(x,−1) = 5, u(x, 1) = 5 + 5e−50x2

.

Заметим, что A−1gbc –– стационарное решение задачи (3) при g(t) ≡ gbc, а
Tϕ(−TA)gpeak –– решение (3) при g(t) ≡ gpeak в момент времени t = T . Ко-
нечное время в этом тесте –– T = 1000. На рис. 1 представлено точное решение
yex(T ).

Для дискретизации применялся конечно-элементный пакет IFISS [47, 48] и

брались билинейные базисные функции на четырёхугольниках (Q1) со стабили-

зацией SUPG (streamline upwind Petrov–Galerkin stabilization). Расчёты проводи-

лись для вязкости ν = 1/6400 на неравномерных декартовых сетках 256× 256 и
512× 512, сгущающихся около границ области, со стандартными параметрами
сгущения пакета IFISS, см. табл. 1.
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Рис. 1.Функция решения (12) на сетке 256×256 в момент времени t = T = 1000
как трёхмерный график (слева) и как линии уровня (справа).

Таблица 1. Параметры неравномерных декартовых сеток пакета IFISS, использо-

ванных в тестах. Здесь h –– шаг сетки по направлениям x и y.

сетка minh maxh
maxh

minh
max.elem.Pe

256× 256 5.98e-04 0.0312 52.17 2.00e+02
512× 512 2.01e-04 0.0176 87.55 1.12e+02

Таблица 2. Ошибка аппроксимации (6), сетка 256 × 256. Ошибка метода БПК
получена для допустимой точности tol = 10−6.

ns max
s∈[0,T ]

‖g(s)− Up(s)‖
∫ T

0 ‖g(s)− Up(s)‖ds∫ T

0 ‖g(s)‖ds
ошибка БПК (13)

30 2.37e-03 1.82e-05 2.24e-05
60 1.27e-04 9.83e-07 1.23e-06
120 7.40e-06 5.73e-08 7.90e-08

При сборке матрицы адвекции-диффузии пакет IFISS выдаёт значения

максимального сеточного числа Пекле, вычисляемого для каждого конечного

элемента так:

1

2ν
min

{
hx

cosα
,

hy

sinα

}
‖v‖2, α = arctan

v2
v1
,

где hx,y и v1,2 –– соответственно размеры элемента (шаг сетки) и компоненты

скорости. Значения максимального сеточного числа Пекле для использованных

сеток также даны в табл. 1. За счёт стабилизации SUPG получаемые на обе-
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Таблица 3. Тестовая задача 1. Результаты для сетки 256× 256.

метод проц. выч.функц.b, ошибка

время, сa реш.лин.с.c

БПК, tol = 10−4 0.36 20, — 8.01e-08
БПК, tol = 10−6 0.40 24, — 7.90e-08
ЭЭ2/НВ, ∆t = 20, tol = 10−4 1.84 500, — 1.51e-03
ЭЭ2/НВ, ∆t = 10, tol = 10−4 3.52 900, — 3.79e-04
ЭЭ2/НВ, ∆t = 5, tol = 10−4 6.93 1800, — 9.50e-05
ЭЭ2/EXPOKIT, ∆t = 20, tol = 10−4 17.99 9408, — 1.51e-03
ЭЭ2/EXPOKIT, ∆t = 10, tol = 10−4 24.53 12608, — 3.79e-04
ЭЭ2/EXPOKIT, ∆t = 5, tol = 10−4 37.74 19200, — 9.50e-05
ROS2, Â = A, ∆t = 20 1.95 100, 100 3.03e-03
ROS2, Â = A, ∆t = 10 3.59 200, 200 7.60e-04
ROS2, Â = A, ∆t = 5 6.85 400, 400 1.91e-04
ROS2, Â = Adiff , ∆t = 2 19.55 1000, 1000 8.49e-04
ROS2, Â = Adiff , ∆t = 1 34.72 2000, 2000 7.59e-06
ROS2, Â = Adiff , ∆t = 0.5 68.33 4000, 4000 1.90e-06

a процессорное время
b число вычислений функции правой части или матвек произведений
c число решений линейных систем

их сетках матрицы слабо несимметричны: отношение ‖A − AT‖1/‖A + AT‖1
оказывается равным примерно 0.022 (сетка 256× 256) и 0.012 (сетка 512× 512).

Метод БПК требует для работы три входных параметра: требуемую точ-

ность, число членов усечённого сингулярного разложенияm и число ns образцов

g(t1), g(t2), …, g(tns
) для построения аппроксимации (6).

Из определения задачи ясно, что для любого t yex(t) является линейной
комбинацией двух линейно независимых векторов. Поэтому g(t) –– это линейная
комбинация не более четырёх векторов, и следует братьm 6 4. Реальная ситуа-
ция выявляется сингулярными числами, полученными усечённым сингулярным

разложением: наибольшее из отсечённых сингулярных чисел σm+1 является

верхней границей ошибки ‖g(t)−Up(t)‖2, см., например, [49]. В данном случае

оказывается, что достаточно взятьm = 2.
Правильное число образцов ns может быть оценено по функции α(t) или

вычислением для построенных U и p(t) реальной ошибки ‖g(t)−Up(t)‖ апосте-
риори, см. табл. 2. На основании таблицы мы берём ns = 120 во всех запусках
метода БПК для этого теста. Такая процедура выбора ns вычислительно эконо-

мична и легко может быть выполнена один раз, до всех тестовых запусков.

Поскольку задача двухмерная, линейные системы с матрицейA могут быть
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эффективно решены прямыми разреженными методами. Поэтому для решения

линейных систем в методе ROS2 использовалось стандартное разреженное

LU разложение (пакета UMFPACK в Матлабе), которое вычислялось один раз и

применялось на каждом шаге по времени. Значения ошибки, приводимые ниже,

получены так:

ошибка =
‖y(T )− yex(T )‖2

‖yex(T )‖2
. (13)

Результаты тестовых прогонов представлены в табл. 3 и 4. Как видим, метод БПК

оказывается более эффективным, чем остальные методы. Далее заметим, что

смена крыловского решателя внутри схемы ЭЭ2 с phiv пакета EXPOKIT на наш

алгоритм с НВ перезапуском [26, 42] приводит к повышению эффективности

схемы ЭЭ2. Следует, однако, подчеркнуть, что необходимости в перезапуске,

как правило, не возникает, так как из-за небольшого шага по времени∆t в схеме
ЭЭ2 на каждом шаге выполняется лишь несколько крыловских итераций. Таким

образом, метод ЭЭ2/НВ превосходит ЭЭ2/EXPOKIT не за счёт перезапуска, а за

счёт более адекватной оценки ошибки, основанной в методе ЭЭ2/НВ на контроле

невязки. Разумеется, правильная оценка ошибки при вычислении матричной

функции ϕ в схеме ЭЭ2 принципиально важна: избыточное число крыловских

итераций на каждом шаге по времени означает потерю схемой экономичности,

недостаточное число может привести к неточности и неустойчивости схемы.

Из табл. 3 и 4 мы также видим, что метод Розенброка ROS2 на мелкой

сетке становится менее эффективным, чем ЭЭ2/НВ, когда затраты на решение

линейных систем становятся заметнее.

Тест 2: зависящие от времени краевые условия. Успешная работа метода

БПК в первом тесте, вероятно, обусловлена выбором функции источника, обес-

печивавшим быструю сходимость. Хотя подобная ситуация не исключение,

рассмотрим другой тест, более трудный для метода БПК. В этом тесте матри-

ца A берётся так же, как в первом тесте, а вектор v и функция источника g(t)
следующим образом:

g(t) = α(t)gbc, v = −Tϕ(−TA)gpeak,

где α(t) и gbc заданы в (12). В этом тесте точное решение неизвестно, поэтому

вычисляем точное решение yref(t) методом ЭЭ2/НВ, запущенным с очень малым

шагом по времени. Ошибки полученных численных решений y(t), приведённые
ниже, вычисляются по отношению к yref(t) так:

ошибка =
‖y(T )− yref(T )‖2

‖yref(T )‖2
.
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Таблица 4. Тест 1. Результаты для сетки 512× 512.

метод проц. выч.функц.b, ошибка

время, сa реш.лин.с.c

БПК, tol = 10−4 1.26 4, — 3.08e-08
БПК, tol = 10−6 1.31 8, — 2.33e-08
ЭЭ2/НВ, ∆t = 20, tol = 10−4 9.10 450, — 8.91e-04
ЭЭ2/НВ, ∆t = 10, tol = 10−4 17.97 900, — 2.40e-04
ЭЭ2/НВ, ∆t = 5, tol = 10−4 35.90 1800, — 8.07e-05
ROS2, Â = A, ∆t = 20 11.82 100, 100 1.90e-03
ROS2, Â = A, ∆t = 10 22.68 200, 200 5.46e-04
ROS2, Â = A, ∆t = 5 36.91 400, 400 1.85e-04
ROS2, Â = Adiff , ∆t = 2 86.55 1000, 1000 5.73e-03
ROS2, Â = Adiff , ∆t = 1 167.95 2000, 2000 4.44e-06
ROS2, Â = Adiff , ∆t = 0.5 331.38 4000, 4000 1.11e-06

a процессорное время
b число вычислений функции правой части или матвек произведений
c число решений линейных систем

Отметим, что yref(t) иy(t) вычислены на одной и той же пространственной сетке

и, следовательно, содержат примерно одинаковую ошибку по пространству.

Поэтому разницу этих решений можно считать надёжным индикатором ошибки

по времени.

Из определения задачи следует, что число членовm усечённого сингуляр-

ного разложения в соотношении (6) не может превышать 2. Поэтому в этом
тесте метод БПК выполняется с размером блокаm = 2. Число образцов функ-
ции источника определяется так же, как и в первом тесте, и получает значение

ns = 80. В этом тесте мы сравниваем два решателя, оказавшиеся наиболее эф-

фективными в первом тесте, –– БПК и ЭЭ2/НВ. Результаты, представленные в

табл. 5, показывают, что метод БПК требует больше затрат, чем в первом тесте,

но по-прежнему значительно более эффективен, чем ЭЭ2/НВ.

Выводы

Сравнение методов показывает эффективность экспоненциальных схем

интегрирования по времени при решении задач адвекции-диффузии. В представ-

ленных тестах они превосходят современные неявные-явные методы интегриро-

вания по времени –– методы Розенброка ROS2.

Среди экспоненциальных схем метод БПК, где матричные функции задей-

ствованы на всём временнóм интервале, а не заново на каждом шаге по времени,

оказывается наиболее эффективным.
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Таблица 5. Тест 2. Результаты для сетки 256× 256.

метод проц. выч.функц.b, ошибка

время, сa реш.лин.с.c

БПК, tol = 10−4, ns = 80 0.77 36, — 1.83e-05
БПК, tol = 10−6, ns = 80 1.32 50, — 1.91e-07
ЭЭ2/НВ, ∆t = 10, tol = 10−6 6.53 1306, — 8.91e-05
ЭЭ2/НВ, ∆t = 5, tol = 10−6 11.54 2406, — 5.58e-05

a процессорное время
b число вычислений функции правой части или матвек произведений
c число решений линейных систем
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