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Голубев Ю.Ф. 

Автономная оптимизация колебаний систем с дефицитом управления 

Рассмотрена склерономная лагранжева система с n  степенями свободы, 

причем одна степень свободы неуправляема, а остальные управляются серво-

приводами. Система находится в окрестности равновесия. Предложен критерий 

оптимальности управления амплитудой колебаний по неуправляемой степени 

свободы за счет сервоуправления другими степенями свободы. На примерах 

конкретных маятниковых систем продемонстрирована эффективность приме-

нения предложенного критерия.  

Ключевые слова: лагранжева система, колебания, амплитуда, управление, 

оптимизация 

 

Yury Filippovich Golubev 

An Autonomous Optimization of Oscillations of Systems with a Control 

Deficit 

A scleronomic Lagrangian system with n  degrees of freedom is considered, 

with one degree of freedom being uncontrollable and the rest being controlled by ser-

vos. The system is located in the vicinity of equilibrium. A criterion for optimal con-

trol of the oscillation amplitude by an uncontrollable degree of freedom due to servo 

control by other degrees of freedom is proposed. Using examples of specific pendu-

lum systems, the effectiveness of the proposed criterion is demonstrated. 

Key words: Lagrangian system, oscillation, amplitude, control, optimization  
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Введение 
Задачи управления колебательными системами представляют значитель-

ный интерес как с теоретической, так и с практической точек зрения. Явления 

резонансного возбуждения вынужденных колебаний и параметрического резо-

нанса к настоящему времени в значительной мере изучены и широко исполь-

зуются в практических приложениях [1, 2]. Вместе с тем проблема построения 

оптимального управления для таких систем имеет существенные отличия от ре-

зонансных постановок и, как правило, ставится и исследуется в рамках принци-

па максимума Л.С. Понтрягина [3, 4]. Особое место занимают колебательные 

системы с дефицитом управления, когда система содержит степени свободы, 

для которых невозможно непосредственное управление, а их требуемое изме-

нение достигается опосредованно, за счет подходящего управления по другим 

степеням свободы [5]. Примеры решения некоторых задач с дефицитом управ-

ления системами, находящимися в окрестности положения равновесия и со-

держащими одну неуправляемую степень свободы, можно найти в [6 – 10]. Как 

следует из указанных работ, системы могут быть весьма непростыми. На пер-

воначальном этапе исследования таких систем представляется разумным вы-

брать координаты управляемых степеней свободы в качестве функций управле-

ния, считая, что их идеальная реализация возможна с использованием серво-

приводов. Это позволяет уменьшить размерность задачи. Основная трудность 

применения принципа максимума в таком случае состоит в том, что координа-

ты управляемых степеней свободы, как правило, входят в уравнения движения 

вместе со своими производными. Из-за этого перед исследователем, желающим 

упростить решение, получаемое с помощью формализма принципа максимума 

Понтрягина, возникает дилемма: либо искать решение в классе кусочно-

постоянных управляющих координат, либо, если такой вариант неприемлем, 

попытаться осуществить поиск решения в классе кусочно-непрерывных обоб-

щенных управляющих скоростей. В первом случае размерность задачи суще-

ственно уменьшается до размерности системы с числом неуправляемых степе-

ней свободы, но класс функций управления может оказаться неоправданно уз-

ким. Во втором случае, очевидно, размерность фазового пространства умень-

шается, но всего лишь на число управляемых координат системы, что может 

оказаться недостаточным для возможности полноценного исследования. 

В предлагаемом препринте для решения задач оптимального управления 

колебаниями позиционных [2] систем с дефицитом управления по одной степе-

ни свободы развивается оригинальный метод оптимизации, формализм которо-

го объединяет преимущества принципа максимума и подхода Д.Е. Охоцимско-

го, Т.М. Энеева [11] к решению проблем оптимального управления. Метод поз-

воляет получить решение в виде синтеза управления колебаниями в классе ку-

сочно-непрерывных управляющих координат в зависимости от неуправляемой 

координаты. Управление колебаниями понимается в смысле увеличения или 

уменьшения амплитуды колебаний, которая служит критерием оптимальности. 
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1. Постановка задачи 
Рассмотрим склерономную голономную механическую систему с кинетиче-

ской энергией 
1

, 1

1

2

n

ij i j

i j

T a q q




  ,   1n  , 

где iq  – обобщенные координаты системы, iq  – обобщенные скорости, а сим-

метричная матрица ( )ija  зависит от координат и положительно определена. 

Уравнения движения системы представим в форме уравнений Лагранжа 2 рода 

i

i i

d T T
Q

dt q q

  
  

  
, 1, 1i n  ,       (1.1) 

в которых t  – время, а позиционные обобщенные силы 1 1( , )i i nQ Q q q   стаци-

онарны. Пользуясь произволом в нумерации обобщенных координат, выделим 

первую обобщенную координату, обозначив ее буквой x . Остальные координа-

ты переобозначим: 1i iu q  , 1,i n . Кинетическая энергия примет вид 

2

11 1, 1 1, 1

1 , 1

1
2

2

n n

i i i j i j

i i j

Т a x x a u a u u  

 

 
   

 
  . 

В системе (1.1) выделим уравнение для координаты x : 

11 1, 1

1

( , )
n

i i

i

d T
a x a u F x u

dt x




 
     
 ,      (1.2) 

где 1( ,..., ) n

nu u R u . На участке монотонного изменения координаты x  возь-

мем ее в качестве независимой переменной. Тогда уравнение (1.2) примет вид 

  2( , , ) ( , , ) ( , )
d

x f x x g x x F x
dx

  u u u u u ,     (1.3) 

где /d dx u u  и 

11 1, 1

1

( , , )
n

i i

i

f x a a u



  u u ,   
1, 11, 111

1 , 1

1
( , , ) 2

2

n n
i ji

i i j

i i j

aaa
g x u u u

x x x

 

 

 
      

   
 u u . 

Пусть вектор-функция ( )xu u  задана и её компоненты удовлетворяют 

ограничениям 

( )m M

i i iu u x u  ,   1,i n .        (1.4) 

Эту вектор-функцию можно рассматривать как сервосвязь, наложенную на си-

стему. Обобщенные силы 2 1,..., nQ Q   должны быть выбраны таким образом, 

чтобы реализовалась заданная вектор-функция ( )xu . Будем считать, что это 

возможно сделать при выполнении ограничений (1.4), и напишем уравнение 

 
0

2( , ) ( , , ) ( , , ) 0

x

x

d
F x g x x x f x x dx

dx

 

    
 

 u u u u u ,   (1.5) 
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где ( , , )x u u  – произвольная функция. Уравнение (1.5) есть непосредственное 

следствие уравнения (1.3). Заметим, что уравнение (1.3) допускает интегриру-

ющий множитель [2]. Выберем его в качестве функции  : 

0

( , , )
( , , )exp

( , , )

x

x

g x
f x dx

f x


 
  

 
 


u u
u u

u u
.      (1.6) 

Тогда уравнение (1.5) преобразуется к виду 

0

0

21
( , ) ( , , ) ( , , ) 0

2

x
x

x
x

F x dx x f x x      u u u u u .    (1.7) 

Будем предполагать, что силовая функция  

0

( , ( )) ( , ( ))

x

x

U x F d     u u  

при фиксированной вектор-функции ( )u  имеет изолированный максимум по 

координате x , который остается изолированным при изменении ( )u , и будем 

рассматривать движение в окрестности этого максимума. Пусть начальные 

условия выбраны так, что при 0x x  выполняется 0 0x  . Обозначим размах ко-

лебаний буквой 1 0J x x  , где 
1x  – значение координаты x , при котором x  

снова обращается в нуль. В таком случае аргумент изолированного максимума 

силовой функции ( , ( ))U x u , изменяясь, вообще говоря, в зависимости от вы-

бранной вектор-функции ( )u u , будет принадлежать отрезку 0 1[ , ]x x . Пусть 

на концах этого отрезка при любом ( )u u  подынтегральная функция 

( , ( ))F    u  отлична от нуля. Тогда на концах отрезка 0 1[ , ]x x  она должна 

иметь разные знаки: 

0 0 0 1 1 1( , ( ), ( )) ( , ( ), ( )) 0x x x x x x   u u u u .     (1.8) 

Кроме того, должно быть выполнено соотношение 

0 1 0x x  .          (1.9) 

Требуется найти кусочно-непрерывное управление ( )u , при котором значение 

функционала J  максимально. 

2. Метод оптимизации 
Следуя [2, 11], найдем первую вариацию уравнения (1.7) по управлению 

( )xu  при условии (1.9). Для решения ( )x x  уравнения (1.3) член в фигурных 

скобках уравнения (1.5) обращается в тождественный нуль. В связи с этим при 

вычислении первой вариации левой части уравнения (1.7) множитель   варьи-

ровать не следует. При варьировании: 0( ) ( ) ( )    u u u , 0 0 0x x x  , 

1 1 1x x x  , и вариация уравнения (1.7) с учетом (1.9) принимает вид: 
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1

1

0

0
1

( ) ( , ( ), ( )) 0

x n
x

i x
i ix

F
u d x x x x

u
     




 


 u u .      (2.1) 

Следствие°1. Пусть ( ) 0u   , тогда система будет совершать колебания 

около фиксированного положения равновесия между точками 
0x и 

1x , а размах 

колебаний регулируется заданием начальной точки. Из (2.1) получим 

1 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0( , ( ), ( )) ( , ( ), ( ))x x x x x x x x    u u u u .    (2.2) 

Отсюда с учетом неравенства (1.8) найдем: 0 1 0x x   . Это означает, что 

при сдвиге какой-либо концевой точки отрезка 0 1[ , ]x x  другая концевая точка 

этого отрезка обязана сдвинуться в противоположном направлении. Тем самым 

неизбежно изменяется размах 1 0J x x   колебаний. 

Следствие°2. Пусть / 0F  u  для 0 1[ , ]x x   и u , удовлетворяющего 

ограничениям (1.4). Тогда раскачивание системы по координате x  невозможно, 

даже если левая часть уравнения (1.3) зависит от вектор-функций u  и u . 

Следствие°3. Пусть 1 0x x , 
0 0x  , ( ) 0  u . Тогда из равенства (2.1) сле-

дует 
1

0

1

1

0
0 0

1 0 1 0 1

( ) ( ) ,                                                   

( ) ( , )
( ) ,    ( ) ( , , ) .

( , ( ), ( ))

x n

i i

ix

i
i i

i

x u d

F

x x x u

    

 
   





 

 
    

 



u
u u

u u

  (2.3) 

Ясно, что если ( ) 0i   , то параметр iu  не влияет на колебания системы. 

В дальнейшем предполагается, что : ( ) 0ii    . Для того чтобы увеличить ко-

ординату 
1x , достаточно принять 

( ) ( )  ( ),    0i i iu u          ,   1,i n . 

В том случае, когда ограничения (1.4) позволяют это сделать, из (2.3) по-

лучим 
1

0

2

1

1

( ) 0

x n

i

ix

x d   


   . 

Другими словами, если, отправляясь от точки 
0x , принять 0( ) ( ) u u , получив 

координату 
1x , а затем, снова отправляясь от точки 

0x , принять 

0( ) ( ) ( )    u u u , где   – достаточно мало, то координата 
1x  увеличится: 

(1)

1 1 1 1x x x x   . 

Если ограничения (1.4) не позволяют нужным образом изменить какую-

нибудь компоненту iu , тогда на том интервале изменения переменной  , где 

такое случилось, следует принять ( ) 0iu   . Если неравенства (1.4) запрещают 

должным образом проварьировать все компоненты вектор функции 0( )u  на 
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всем отрезке 0 1[ , ]x x , то это означает, что функция 0( )u  является аргументом 

граничного максимума. 

Следствие°4  

Пусть при 0( ) ( ) u u  колебания выполнялись на отрезке 0 1[ , ]x x . Выбрав 

теперь 1 0( ) ( ) ( ) ( )      u u u u , получим новую точку (1)

1 1x x , и при новом 

( )u  колебания должны происходить на отрезке 
(1)

0 1[ , ]x x  с увеличенной ампли-

тудой. Рассмотрим обратное движение от точки 
(1)

1x  к точке 0x . Тогда формулы 

(2.3) перепишутся следующим образом 
(1)
1

0

0

1

1
1 1

0 1 0 1 0

 ( ) ( ) ,                

( ) ( , )
( ) ,    ( ) ( , , ) .

( , ( ), ( ))

x n

i i

ix

i
i i

i

x u d

F

x x x u

    

 
   





 

 
   

 



u
u u

u u

   (2.4) 

Если теперь положить 
(1)( ) ( )  ( ),    0          u u , 

то получим 
(1)
1

0

2

0 ( ) 0

x

x

x d       . 

Другими словами, окажется, что 
(1)

0 0 0 0x x x x   . В итоге имеем 
(0) (1) (1) (1)

1 0 1 0| | | |J x x J x x     . 

Отправляясь от новой точки 
(1)

0x  и выполнив указанные в следствиях 3, 4 

операции, получим точки 
(2) (1)

0 0x x  и 
(2) (1)

1 1x x  и т.д. В итоге имеем монотонно 

возрастающую последовательность размахов колебаний 
(0) (1) (2) ...J J J    

Описанная процедура раскачивания системы доказывает лишь принципи-

альную возможность постепенного увеличения амплитуды качаний и не пре-

тендует на оптимальность. В случае необходимости её легко улучшить с помо-

щью тех же формул (2.3), (2.4), найдя минимум (максимум) приращения 

начальной (конечной) координаты. В итоге имеем: 

Теорема°1. (Принцип наилучшего раскачивания). Предположим, что су-

ществуют две точки 0x  и 1x , причем 0 1x x  и 0 1 0x x  . Кроме того, пусть 

0 0 0( , ( ), ( )) 0x x x  u u  и 1 1 1( , ( ), ( )) 0x x x  u u . Тогда  

I. Необходимым условием оптимальности управления ( )M u u , удовле-

творяющего ограничениям (1.4) и обеспечивающего максимум значения 

1 0x x x  , при котором 1 0x  , будет уравнение 

 ( ) argmax ( , , ) ( , )M М М F   
u

u u u u ,      (2.5) 

где   вычисляется по формуле (1.6). 
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II. Необходимым условием оптимальности управления ( )m u u , удовле-

творяющего ограничениям (1.4) и обеспечивающего минимум значения 

0 1x x x  , при котором 0 0x  , будет уравнение 

 ( ) argmin ( , , ) ( , )m m m F   
u

u u u u ,      (2.6) 

где   определено формулой (1.6). 

Доказательство. Рассмотрим утверждение I. Здесь начальной точкой слу-

жит 0x x , которая не варьируется. Функционалом служит значение 1x , и тре-

буется найти его максимум. Поэтому можно воспользоваться формулами след-

ствия 3. В них 1 1 1( , ( ), ( )) 0x x x  u u . Значит, знак градиента 1x  по компоненте 

( )iu   вектор-функции ( )u  противоположен знаку функции ( )i  , которая, в 

свою очередь, есть частная производная функции  ( , ( ))F   u  при условии, 

что   не зависит от u  и u . Следовательно, знак градиента 1x  по компоненте 

( )iu   совпадает со знаком частной производной от функции ( , ( ))F  u . При 

фиксированных значениях   и iu  увеличение функционала 1x  невозможно 

лишь в двух случаях: либо когда функция достигла максимума по компоненте 

iu  внутри области (1.4), либо на границе этой области. В этом состоит смысл 

уравнения (2.5), что и доказывает утверждение I. 

Рассмотрим утверждение II. Здесь начальной точкой служит 1 0x x x  , а 

функционалом служит значение 0x  и требуется найти его минимум. Поэтому 

целесообразно воспользоваться формулами следствия  4. В них 

0 0 0( , ( ), ( )) 0x x x  u u . Следовательно, знак градиента 0x  по компоненте ( )iu   

вектор-функции ( )u  совпадает со знаком функции ( )i  , которая представля-

ет собой частную производную функции ( , ( ))F  u  при условии, что   не за-

висит от u  и u . При фиксированном значении   уменьшение функционала 0x  

невозможно лишь в двух случаях: либо когда функция достигла минимума по 

компоненте iu  внутри области (1.4), либо на границе этой области. В этом со-

стоит смысл уравнения (2.6), что и доказывает утверждение II. 

Теорема°2. (Принцип наилучшего успокоения колебаний). Предполо-

жим, что существуют две точки 0x  и 1x , причем 0 1x x  и 0 1 0x x  . Кроме то-

го, пусть 0 0 0( , ( ), ( )) 0x x x  u u  и 1 1 1( , ( ), ( )) 0x x x  u u . Тогда  

I. Необходимым условием оптимальности управления ( )M u u , удовле-

творяющего ограничениям (1.4) и обеспечивающего минимум значения 

1 0x x x  , при котором 1 0x  , будет уравнение 

 ( ) argmin ( , , ) ( , )M М М F   
u

u u u u ,      (2.7) 

где   вычисляется по формуле (1.6). 
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II. Необходимым условием оптимальности управления ( )m u u , удовле-

творяющего ограничениям (1.4) и обеспечивающего максимум значения 

0 1x x x  , при котором 0 0x  , будет уравнение 

 ( ) argmax ( , , ) ( , )m m m F   
u

u u u u ,      (2.8) 

где   определено формулой (1.6). 

Доказательство теоремы 2 очевидно в связи с тем, что она является взаим-

ной по отношению к теореме 1. 

 

3. Управление амплитудой маятниковых систем  
Для того чтобы продемонстрировать работоспособность предложенного 

метода оптимизации колебаний, рассмотрим несколько маятниковых систем 

разного уровня сложности. 

3.1. Маятник переменной длины  

Пусть маятник представляет собой материальную точку, подвешенную на 

невесомой штанге. Длина ( )l t  отрезка штанги от неподвижной точки O  подве-

са до материальной точки может изменяться в диапазоне 1 20 ( )l l t l   . Из-

вестно [4], что маятник можно раскачивать, меняя подходящим образом длину 

( )l t , которая в этом случае будет рассматриваться как управление (рис. 1).  

 
Рис. 1. Маятник переменной длины  

 

Уравнение движения маятника имеет вид [5] 

2( ) sin
d

l gl
dt

   .         (3.1.1) 

Здесь g  – ускорение силы тяжести,   – угол отклонения маятника от вертика-

ли, а ( )l t  выступает в качестве управления. Из формулы (1.6) найдем 2 0l   . 

Подынтегральная функция в (1.7) принимает вид  

singl    .         (3.1.2) 

Заметим, что подставлять найденное значение   в формулу (3.1.2) не сле-

дует, т.к. согласно теореме 1 множитель   считается независимым при поиске 

экстремумов функции   по управлению l . Важен только знак  . Видим, что 
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положение 0   оказывается нейтральным, и из него, как из начальной точки, 

раскачивание невозможно.  

Воспользуемся утверждением°I теоремы°1. Пусть 0 0   – левая граница 

предельного отклонения по углу  , а 1 0   – соответственно правая граница и 

пусть в начальный момент 0  . Получаем, что ( , , ) 0l     при 0 0    и 

( , , ) 0l     при 10    . Следовательно, наилучшим для достижения макси-

мального значения положительного полуразмаха будет режим 

2 0

1 1

,    0,

,    0< .  

l
l

l

 

 

 
 


 

В момент времени, когда 0  , происходит скачкообразное изменение 

длины маятника. 

Воспользуемся утверждением°II теоремы°1. Пусть теперь в начальный 

момент 1 0   . Тогда нужно, наоборот, минимизировать значение 0  отри-

цательного полуразмаха. Из (2.6) заключаем, что наилучшим для достижения 

минимального значения отрицательного полуразмаха будет режим 

1 0

2 1

,    0,

,    0< . 

l
l

l

 

 

 
 


 

Объединяя полученные результаты, синтезируем оптимальный режим рас-

качивания маятника, а именно: при достижении максимального положительно-

го отклонения маятника надо дать ему максимальную длину и сохранять ее до 

момента прохождения нижнего положения равновесия. Затем надо дать маят-

нику минимальную длину и, сохраняя ее, дождаться минимального отрица-

тельного отклонения маятника. При достижении минимального отрицательного 

отклонения маятника надо скачком дать маятнику максимальную длину и т.д. в 

обратном порядке. Найденное решение согласуется с указанным в работе [4]. 

Применив теорему°2, укажем оптимальный закон успокоения колебаний 

маятника: при достижении максимального положительного отклонения маят-

ника надо дать ему минимальную длину и сохранять ее до момента прохожде-

ния нижнего положения равновесия. Затем надо дать маятнику максимальную 

длину и, сохраняя ее, дождаться минимального отрицательного отклонения ма-

ятника. При достижении минимального отрицательного отклонения маятника 

надо скачком дать маятнику минимальную длину и т.д. в обратном порядке 

3.2. Т-образный маятник  

Пусть физический маятник представляет собой штангу длины l , точка O  

которой закреплена неподвижно (точка подвеса), а к концевой точке жестко 

прикреплена под прямым углом поперечная планка длины 2b , так что точка 

прикрепления приходится на середину планки. Масса маятника равна M , а его 

центр масс D  лежит на штанге на расстоянии a  от точки подвеса. На планке 

находится материальная точка массы m . Её положение на планке задаётся ко-

ординатой u , отсчитываемой от середины планки, так что [ , ]u b b   (рис. 2). 
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Маятник можно раскачивать, заставляя точку m  двигаться вдоль планки. Надо 

найти закон оптимального управления колебаниями маятника. 

 
Рис. 2. Т-образный маятник 

Для того чтобы описать движение системы, выберем начало координат O  

в точке подвеса маятника, ось O  направим по вертикали вниз, ось O  – гори-

зонтально в правой координатной полуплоскости. Положение стержня будем 

задавать углом  , отсчитываемым от положительного направления оси O . 

Координаты и скорости точки m  примут вид 

cos sin , ( sin cos ) sin ,

sin cos , ( cos sin ) cos .

l u l u u

l u l u u

       

       

     

    
 

Кинетический момент K системы выражается формулой 
2 2[ ( )]K I m l u uml    , 

где I  – момент инерции физического маятника относительно точки O . Найдем 

координаты ( , )c c   центра масс системы: 

1 1
[( )cos sin ],   [( )sin cos ].c cMa ml mu Ma ml mu

M m M m
          

 

 

Уравнение изменения кинетического момента представим в виде 

2 2{[ ( ) ] } [( )sin cos ]
d

I m l u u ml g Ma ml mu
dt

         ,  (3.2.1) 

где g  – ускорение силы тяжести, а u  – производная от координаты u  по углу 

 .  

Из формулы (1.6) найдем 
2 2( )I m l u u ml     .        (3.2.2) 

Подынтегральная функция в (1.7) принимает вид 

[( )sin cos ]g Ma ml mu       .      (3.2.3) 

Выражение в квадратных скобках (3.2.3) линейно зависит от u . Следовательно, 

экстремумы функции   по u , найденные в предположении, что   – независи-

мая переменная, могут быть только на границах отрезка [ , ]u b b  . На границе 

должно быть выполнено 0u  . Поэтому экстремумы в формулах (2.5), (2.6) 

следует искать при условии 0  . Заметим, что  
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0,  / 2 / 2,                         
cos

0,  / 2  / 2 .
gm

u

  
 

     

   
  

        
   (3.2.4) 

Воспользуемся утверждением°I теоремы°1. Пусть 0 0   – левая граница 

предельного отклонения по углу  , и пусть в начальный момент 0  , 0 0  . 

Тогда из формулы (2.5) следует 

,  / 2,

,  / 2 / 2,

,  / 2 .      

b

u b

b

  

  

  

   


    
  

       (3.2.5) 

Воспользуемся утверждением°II теоремы°1. Пусть 1 0   – правая граница 

предельного отклонения по углу  , и пусть в начальный момент 1  , 1 0  . 

Из формулы (2.6) следует 

,  / 2,   

  ,  / 2 / 2,

,  / 2 .        

b

u b

b

  

  

  

    


   
  

       (3.2.6) 

Объединяя полученные результаты, синтезируем оптимальный режим рас-

качивания маятника, а именно, после достижения максимального положитель-

ного отклонения маятника надо пользоваться формулами (3.2.6). После дости-

жения минимального отрицательного отклонения следует применять формулы 

(3.2.5) и т.д. в обратном порядке. 

Из теоремы 2 следует оптимальный закон успокоения колебаний маятника: 

после достижении максимального положительного отклонения маятника надо 

применять формулы (3.2.5), а после достижения минимального отрицательного 

отклонения маятника – формулы (3.2.6) и т.д. до полного успокоения. 

Механический смысл скачка управления при / 2    состоит в том, что 

при этих значениях угла происходит изменение знака проекции планки, по ко-

торой движется точка m , на ось O . 

3.3. Т-маятник переменной длины  

Пусть физический маятник представляет собой штангу, которая в любой 

момент времени своего движения проходит через неподвижную точку O  и мо-

жет вращаться вокруг этой точки (точки подвеса маятника). Масса маятника 

равна M , а его центр масс D  лежит на штанге на расстоянии ( )l t  от точки 

подвеса. К концевой точке, расположенной на продолжении луча, проведенного 

из точки O  в центр масс маятника, на фиксированном расстоянии a  от его цен-

тра масс, жестко прикреплена под прямым углом поперечная планка длины 2b , 

так что точка прикрепления приходится на середину планки. На планке нахо-

дится материальная точка массы m . Её положение на планке определено коор-

динатой u , отсчитываемой от середины планки, так что [ , ]u b b   (Рис. 2). Ма-

ятник можно раскачивать, как заставляя точку m  двигаться вдоль перекладины, 
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так и меняя расстояние l  в пределах 0 m Ml l l   . Требуется найти законы оп-

тимального управления колебаниями маятника. 

Как и в примере°2, выберем начало координат O  в точке подвеса маятни-

ка, ось O  направим по вертикали вниз, ось O  – горизонтально в правой ко-

ординатной полуплоскости. Положение стержня будем задавать углом  , от-

считываемым от положительного направления оси O . Координаты и скорости 

точки m  примут вид 

( )cos sin , [( )sin cos ] cos sin ,

( )sin cos , [( )cos sin ] sin cos .

l a u l a u l u

l a u l a u l u

        

        

        

       
 

Кинетический момент K системы относительно точки O  выражается формулой 
2 2[ ( ) ]K I M m l mu uml     , 

где I  – момент инерции физического маятника относительно его центра масс. 

Найдем координаты ( , )c c   центра масс системы: 

1
{[( ) ]cos sin },

  
1

{[( ) ]sin cos }.

c

c

M m l ma mu
M m

M m l ma mu
M m

  

  

   


   


 

Уравнение изменения кинетического момента представим в виде 

2 2{[ ( ) ] } {[( ) ]sin cos },
d

I M m l mu u ml g M m l ma mu
dt

           (3.3.1) 

где g  – ускорение силы тяжести, а u  – производная от координаты u  по углу 

 .  

Из формулы (1.6) найдем 
2 2( )I M m l mu u ml      .       (3.3.2) 

Подынтегральная функция в (1.7) принимает вид 

{[( ) ]sin cos }g M m l ma mu        .     (3.3.3) 

Выражение в фигурных скобках (3.3.3) линейно зависит от u  и l . Следо-

вательно, экстремумы функции   по u , найденные в предположении, что   – 

независимая переменная, могут быть только на границах области [ , ]u b b  , 

[ , ]m Ml l l . При этом на границе должно быть выполнено 0u  . Поэтому экс-

тремумы в формулах (2.5), (2.6) следует искать при условии 0  . Заметим, что  

0,  / 2 / 2,                               
cos

0,  / 2  / 2 .      

0,  0,
( )sin                               

0,     0 .

gm
u

g M m
l

  
 

     

 
 

 

   
  

        

   
   

   

  (3.3.4) 

Воспользуемся утверждением°I теоремы°1. Пусть 0 0   – левая граница 

предельного отклонения по углу  , и пусть в начальный момент 0  , 0 0  . 

Тогда из формулы (2.5) следует 
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 ,   / 2,    

,  / 2 / 2,   

 ,      / 2 .      

b

u b

b

  

  

  

   


    
  

 
,  0,    

,      0 .    

M

m

l
l

l

 

 

  
 

 
   (3.3.5) 

Воспользуемся утверждением°II теоремы°1. Пусть 1 0   – правая граница 

предельного отклонения по углу  , и пусть в начальный момент 1  , 1 0  . 

Из формулы (2.6) следует 

,   / 2,         

,  / 2 / 2,      

,      / 2 .           

b

u b

b

  

  

  

    


   
  

 
,  0,    

,     0 .    

m

M

l
l

l

 

 

  
 

 
   (3.3.6) 

Объединяя полученные результаты, синтезируем оптимальный режим рас-

качивания маятника, а именно, после достижения максимального положитель-

ного отклонения маятника надо пользоваться формулами (3.3.6). После дости-

жения минимального отрицательного отклонения следует применять формулы 

(3.3.5) и т.д. в обратном порядке. 

Из теоремы 2 следует оптимальный закон успокоения колебаний маятника. 

После достижении максимального положительного отклонения маятника надо 

применять формулы (3.3.5), а после достижения минимального отрицательного 

отклонения маятника – формулы (3.3.6) и т.д. до полного успокоения. 

Механический смысл скачка управления при / 2    по-прежнему со-

стоит в том, что при этих значениях угла происходит изменение знака проекции 

планки, по которой движется точка m , на ось Oy . 

3.4. Т-маятник переменной длины с подвижной точкой подвеса  

Пусть физический маятник представляет собой штангу, которая в любой 

момент времени своего движения проходит через подвижную вдоль горизонта-

ли точку A  подвеса и может вращаться вокруг этой точки. Масса маятника 

равна M , а его центр масс D  лежит на штанге на расстоянии l  от точки подве-

са. К концевой точке, расположенной на продолжении луча, проведенного из 

точки A  в центр масс маятника, на фиксированном расстоянии a  от его центра 

масс, жестко прикреплена под прямым углом поперечная планка длины 2b , так 

что точка прикрепления приходится на середину планки. На планке находится 

материальная точка массы m . Её положение на планке определено координатой 

u , отсчитываемой от середины планки, так что [ , ]u b b  . Маятник можно рас-

качивать, заставляя точку m  двигаться вдоль перекладины, меняя расстояние l  

в пределах 0 m Ml l l    и смещая горизонтально точку подвеса в заданных 

пределах (рис. 3).  
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Рис. 3. Т-маятник с подвижной точкой подвеса 

Требуется найти законы оптимального управления колебаниями маятника. 

Выберем начало O  неподвижной системы координат на горизонтальной 

прямой, вдоль которой может двигаться точка A  подвеса маятника, ось O  

направим по вертикали вниз, ось O  – горизонтально в правой координатной 

полуплоскости. Смещение точки A  будет тогда происходить вдоль оси O . С 

точкой A  свяжем подвижную систему координат Axyz , так что ось Ax  сона-

правлена с осью O , ось Ay  сонаправлена с осью O , ось Az  дополняет си-

стему координат до правой тройки. Положение стержня будем задавать коор-

динатой   точки A  и углом  , отсчитываемым от положительного направле-

ния оси Ax . Будем считать, что w w   , где w  – постоянная. Относитель-

ные координаты и скорости точки m  в системе Axyz  примут вид 

( )cos sin ,      [( )sin cos ] cos sin ,   

( )sin cos ,      [( )cos sin ] sin cos .     

x l a u x l a u l u

y l a u y l a u l u

      

      

        

       
 

Кинетический момент K  механической системы относительно точки A  выра-

зится формулой 
2 2[ ( ) ]K I M m l mu uml     , 

где I  – момент инерции физического маятника относительно его центра масс. 

Найдем относительные координаты ( , )c cx y  центра масс механической системы: 

1
{[( ) ]cos sin },      

  
1

{[( ) ]sin cos }.      

c

c

x M m l ma mu
M m

y M m l ma mu
M m

 

 

   


   


 

Уравнение изменения кинетического момента относительно точки A  в 

движущейся с ускорением   вдоль оси O  системе координат Axyz  примет 

вид [5] 

2 2{[ ( ) ] }                                   

[( ) ]( cos sin ) ( sin cos )

d
I M m l mu u ml

dt

M m l ma g mu g



     

    

      

,  (3.4.1) 

где g  – ускорение силы тяжести, u  – производная от координаты u  по углу  . 

Из формулы (1.6) найдем 
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2 2( )I M m l mu u ml      .       (3.4.2) 

Подынтегральная функция в (1.7) выражается равенством 

{ ( sin cos ) [( ) ]( cos sin )}mu g M m l ma g             . (3.4.3) 

Пусть угол   определен соотношениями 

2 2
sin

g








,   

2 2
cos

g

g






,   

2 2
arcsin

g






 
  

  

. (3.4.4) 

Тогда  

 2 2 cos( ) [( ) ]sin( )g mug M m l ma              .  (3.4.5) 

Для раскачивания маятника воспользуемся формулами (2.5), (2.6). При 

любом фиксированном значении  , в том числе и при оптимальном, выражение 

в фигурных скобках (3.4.5) линейно зависит от u  и l . Следовательно, экстре-

мумы по u  и l  функции  , найденные в предположении, что   – независимая 

переменная, могут быть только на границах области [ , ]u b b  , [ , ]m Ml l l . При 

этом на границе должно быть выполнено 0u  . Поэтому экстремумы в форму-

лах (2.5), (2.6) следует искать при условии 0  .  

 

2 2

2 2

cos( ),           

( ) sin( ),

gm g
u

g M m g
l


   


   


   




    



     (3.4.6) 

( ) .cM m x






  


        (3.4.7) 

Из формул (3.4.5) видно, что / u   и / l   не могут одновременно об-

ратиться в нуль.  

 

0,  / 2 / 2,                                     
                          

0,  / 2  / 2 .      

0,  0,0,  0,
                     

0,  0.0,     0 .

c

c

u

x

xl

   

       

   

   

    

          

       

      

                         




(3.4.8) 

Заметим, что /    обращается в 0 только в единственном положении 

маятника, когда 0cx  , и в этом положении маятника функция   вообще не за-

висит от  . Для всех других положений маятника w    в зависимости от зна-

ка cx  и рассматриваемого полуразмаха колебаний. Воспользуемся утверждени-

ем°I теоремы°1. Пусть 0 0    определяет левую границу предельного от-

клонения по углу  , т.е. в начальный момент 0  , 0 0  . Тогда из формулы 

(1.14) по аналогии с формулой (2.3.5) следует, что должно быть  sign cw x    и  
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 ,   / 2,    

,  / 2 / 2,   

 ,      / 2 .      

b

u b

b

   

   

   

    


     
   

 
,  0,    

,      0 .    

M

m

l
l

l

  

  

   
 

  
 (2.4.9) 

Воспользуемся утверждением°II теоремы°1. Пусть 1 0   – правая граница 

предельного отклонения по углу  , и пусть в начальный момент 1  , 1 0  . 

Из формулы (1.15) следует  sign cw x   и  

,   / 2,         

,  / 2 / 2,      

,      / 2 .           

b

u b

b

   

   

   

     


    
   

 
,  0,    

,     0 .    

m

M

l
l

l

  

  

   
 

  
 (3.4.10) 

Полученные результаты можно интерпретировать следующим образом. 

Пусть центр масс маятника находится в нижней координатной полуплоскости: 

0cx  , и пусть 0  , 0 0   соответствует левой границе отклонения по углу 

 . Тогда 0  . Положение равновесия маятника в этом случае соответствует 

значению 0    . Возьмем систему координат 1 1O , повернутую относи-

тельно O  в положительном направлении вокруг точки O  на угол ( ) . 

Движение маятника в системе 1 1O  будет аналогично движению маятника в 

примере 3 для случая, соответствующего формулам (3.3.5). Если в таком дви-

жении будет достигнуто значение 0cx  , то в этот момент следует принять но-

вое значение  sign cw x  . Тогда будет 0  , и система координат 1 1O  ока-

жется повернутой относительно O  в отрицательном направлении вокруг 

точки O  на угол ( 0)  . В соответствии с этим управления u  и l  следует пе-

ресчитать по формулам (3.4.9), что может изменить значение cx . Если при этом 

окажется, что 0cx  , то новое управление следует сохранить. Если же окажет-

ся, что при новом управлении будет снова 0cx  , то в некотором диапазоне уг-

лов   возникает неопределенность управления. Строго говоря, в диапазоне уг-

лов, для которых управление не определено, возникает скользящий режим, ко-

торый, например, может быть преодолен, если в диапазоне неопределенности 

придать компонентам управления их средние значения.  

После достижения максимального положительного отклонения маятника 

надо пользоваться формулами (3.4.10) с учетом аналогичных замечаний отно-

сительно возможности возникновения скользящего режима. После достижения 

минимального отрицательного отклонения следует применять формулы (3.4.9) 

и т.д. в обратном порядке. 

Оптимальное успокоение колебаний будет достигнуто, если для положи-

тельного полуразмаха применить правило минимизации амплитуды (2.7), а для 

отрицательного полуразмаха – правило максимизации амплитуды (2.8). 

Во всех рассмотренных выше примерах вместо уравнений Лагранжа вто-

рого рода была применена теорема об изменении кинетического момента отно-
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сительно неподвижной точки. Применение этой теоремы для угловой коорди-

наты приводит к уравнению, эквивалентному соответствующему уравнению 

Лагранжа, но более простому из-за меньшего числа взаимно уничтожающихся 

слагаемых. 

Заключение 
Полученные в препринте необходимые условия оптимальности управле-

ния амплитудой колебаний справедливы для уравнений типа (1.2), где t  служит 

независимой переменной и важна структура функции T , или для уравнений ти-

па (1.3), где в качестве независимой переменной выбрана оптимизируемая ко-

ордината, а структура функций f  и g  уже не имеет существенного значения 

для вывода условий оптимальности. Вместе с тем уравнение (1.2) оказывается 

справедливым для широкого класса механических колебательных систем, что 

свидетельствует о практической применимости предложенных методов. 

Реализация алгоритмов управления, получаемых с помощью предлагаемых 

в препринте условий оптимальности (2.5) – (2.8), предполагает учет информа-

ции о моментах достижения экстремальных значений координаты, по которой 

происходит раскачивание колебаний, значений самой координаты, а также ин-

формации о направлении полуразмаха колебаний. 

Условия оптимальности (2.5) – (2.8) не содержат сопряженных перемен-

ных в смысле принципа максимума Л.С. Понтрягина, что облегчает применение 

этих условий в конкретных случаях и подтверждается решениями изученных в 

препринте примеров. Дополнительное преимущество представленного метода 

состоит в том, что оптимальное управление получается сразу в виде зависимо-

сти от контролируемой координаты. С помощью указанных условий оптималь-

ности удалось найти аналитическое решение нескольких новых нетривиальных 

модельных задач.  

Приведенные примеры свидетельствуют о том, что предложенные в пре-

принте необходимые условия оптимального управления амплитудой колебаний 

упрощают по сравнению с известными методами решение многомерных задач. 

Они оказываются эффективными как при необходимости раскачивания колеба-

тельных систем, так и при необходимости успокоения их колебаний.  

На основе следствий 3, 4 раздела 2 сформулировано правило вычисления 

функционального градиента, следуя которому можно надежно увеличивать или 

уменьшать амплитуду колебаний, не используя оптимальные законы управле-

ния. При этом достижение требуемого результата будет происходить несколько 

дольше.  
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