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Конев С.А.
𝐵-ряды для полного (𝑚, 𝑘)-метода

В работе получено символическое представление производных численно-
го решения полного (𝑚, 𝑘)-метода. При записи производных активно приме-
нены обозначения теории корневых деревьев Бутчера. Результат получен с
помощью техники раскрашивания стадий. Описаны возможные приложения
полученных результатов.
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𝐵-series for complete (𝑚, 𝑘)-method

Symbolic expression for derivatives of numerical solution of the complete (m,k)-
method are constructed. The expressions are described with Butcher rooted trees.
The concept of stages "color" is actively used in proof of the main theorem. The
possible applications of obtained results are discussed.
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Введение

Системы обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) вида

𝑢′ = 𝑓(𝑡, 𝑢), (0.1)

где вектор-функция 𝑢 = 𝑢(𝑡) — точное решение задачи, а 𝑓(𝑡, 𝑢) — вектор-
функция правой части, возникают при решении многих задач математиче-
ской физики. Такие системы могут как сами являться объектом исследова-
ния (например, при моделировании процессов химической кинетики [1, 2]),
так и быть вспомогательным инструментом при решении больших задач для
уравнений математический физики в частных производных [3,4].

Часто получаемые в приложениях задачи Коши для систем уравнений
(0.1) являются жёсткими. Понятие жёсткости не имеет общепринятой трак-
товки, но часто под этим понимают наличие сильной разномасштабности ско-
ростей протекания описываемых системой процессов. Попытка формализо-
вать это свойство приводит к следующему определению [5, §5.4].

Определение 1. Задача Коши для автономной системы обыкновенных диф-
ференциальных уравнений вида

𝑢′ = 𝑓(𝑢), 0 < 𝑡 6 𝑇, (0.2a)
𝑢(0) = 𝑢0, (0.2b)

где 𝑢 = 𝑢(𝑡) =
(︀
𝑢1(𝑡), . . . , 𝑢𝑑(𝑡)

)︀T — точное решение задачи, 𝑢0 = (𝑢10, . . . , 𝑢
𝑑
0)

T

— вектор начальных условий, 𝑓 =
(︀
𝑓 1(𝑢), . . . , 𝑓𝑑(𝑢)

)︀
— вектор-функция пра-

вой части, называется жёсткой, если число 𝑆, определяемое по формуле

𝑆 = sup
𝑡∈(0,𝑇 ]

(︀
max
16𝑖6𝑑

|Re𝜆𝑖(𝑡)| / min
16𝑖6𝑑

|Re𝜆𝑖(𝑡)|
)︀
, (0.3)

где {𝜆𝑖(𝑡)}𝑑𝑖=1 — собственные значения матрицы Якоби 𝐽 = 𝑓𝑢(𝑢), вычислен-
ной на точном решении 𝑢(𝑡), велико (пишут 𝑆 ≫ 1).

Замечание 1. Переход от задачи для системы (0.1) к задаче для авто-
номной системы (0.2) не вызывает проблем, поскольку к любой неавтономной
системе можно применить процедуру автономизации [6, §1.1].

Замечание 2. Обычно при решении конкретных задач становится яс-
но, что означает требование 𝑆 ≫ 1 и когда оно реализуется. Существуют и
другие определения жёсткости [6, §1.2], [7, глава 9], отличные от представлен-
ного, но все они опираются на общую идею о различии скоростей протекания
описываемых процессов.

Данная работа посвящена исследованию семейства (𝑚, 𝑘)-методов инте-
грирования жёстких систем, впервые представленных в работе [8], и продол-
жает тематику предыдущей работы автора [9], в которой представлен вывод
условий порядка для упрощённого (𝑚, 𝑘)-метода с использованием теории
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корневых деревьев Бутчера. В данной работе представлено обобщение этого
инструментария на случай полного (𝑚, 𝑘)-метода.

Работа имеет следующую структуру: в разделе 1 представлена термино-
логия и основные результаты предыдущей работы. В разделах 2 и 3 соответ-
ственно рассмотрены случаи однополосной и двухполосной раскрасок таблиц
коэффициентов (𝑚, 𝑘)-метода. Раздел 4 посвящён доказательству общего слу-
чая, когда количество различимых полос в таблице произвольно. В разделе 5
представлены следствия из основной теоремы и описаны возможные прило-
жения полученных результатов в теории численных методов решения ОДУ.
В заключении подведены итоги работы.

1. Известные результаты

В разделе представлены основные определения и результаты предыдущей
работы. Здесь и далее для исключения неоднозначности (𝑚, 𝑘)-метод назы-
вается (𝑠, 𝑝)-методом интегрирования жёстких систем.

Определение 2. Численный метод интегрирования задачи Коши для систе-
мы ОДУ (0.2) называется (𝑠, 𝑝)-методом, если один его шаг можно записать
в виде

𝑦1 = 𝑦0 +
𝑠∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖𝑘𝑖, (1.1a)

𝑘𝑖 = ℎ𝑓(𝑦0 +
𝑖−1∑︁
𝑗=1

𝛼𝑖𝑗𝑘𝑗) +
𝑖−1∑︁
𝑗=1

𝑟𝑖𝑗𝑘𝑗 + ℎ𝐽
𝑖∑︁

𝑗=1

𝛾𝑖𝑗𝑘𝑗, 𝑖 ∈𝑀 (0)
𝑠,𝑝 , (1.1b)

𝑘𝑖 = 𝑘𝑖−1 +
𝑖−1∑︁
𝑗=1

𝑟𝑖𝑗𝑘𝑗 + ℎ𝐽
𝑖∑︁

𝑗=1

𝛾𝑖𝑗𝑘𝑗, 𝑖 ∈𝑀 (1)
𝑠,𝑝 , (1.1c)

где 𝑠 — число стадий метода, ℎ — шаг численного интегрирования, {𝑏𝑖}𝑠𝑖=1,
{𝛼𝑖𝑗}𝑠,𝑠𝑖=1,𝑗=1, {𝑟𝑖𝑗}

𝑠,𝑠
𝑖=1,𝑗=1, {𝛾𝑖𝑗}

𝑠,𝑠
𝑖=1,𝑗=1 — коэффициенты метода, 𝑀 (0)

𝑠,𝑝 и 𝑀 (1)
𝑠,𝑝 —

множества индексов, определяемые по следующим правилам:

𝑀𝑠 = {1, 2, . . . , 𝑠} ⊂ N

— номера всех стадий метода,

𝑀 (0)
𝑠,𝑝 = {𝑠𝑖 ∈𝑀𝑠 : 𝑠1 = 1, 𝑠𝑖−1 < 𝑠𝑖, 2 6 𝑖 6 𝑝}

— номера стадий, на которых происходит вычисление значений функции 𝑓
правой части,

𝑀 (1)
𝑠,𝑝 =𝑀𝑠 ∖𝑀 (0)

𝑠,𝑝

— номера остальных стадий, на которых вычисления значений функции 𝑓 не
происходит.
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Если все 𝑟𝑖𝑗 = 0, то метод (1.1) называется упрощённым (𝑠, 𝑝)-методом,
иначе — полным (𝑠, 𝑝)-методом.

Как и в предыдущей работе, каждая стадия (𝑠, 𝑝)-метода наделена допол-
нительной характеристикой — цветом.

Определение 3. Скажем, что стадия 𝑖 метода (1.1) имеет чёрный цвет,
если 𝑖 ∈𝑀

(0)
𝑠,𝑝 . Иначе, если 𝑖 ∈𝑀

(1)
𝑠,𝑝 , то стадия 𝑖 имеет белый цвет.

Помимо стадий 𝑖 ∈ 𝑀𝑠, на которых вычисляются наклоны 𝑘𝑖 — см. (1.1),
— наделим цветом и коэффициенты, участвующие в вычислениях этих на-
клонов.

Определение 4. Коэффициенты 𝛼𝑖𝑗, 𝛾𝑖𝑗 и 𝑟𝑖𝑗 (𝑠, 𝑝)-метода образуют в соот-
ветствующей таблице чёрную строку, если 𝑖 ∈ 𝑀

(0)
𝑠,𝑝 , или белую строку,

если 𝑖 ∈𝑀
(1)
𝑠,𝑝 .

Также любой набор из 𝑛 последовательных черных или белых строк таб-
лицы коэффициентов, который не является подмножеством более широкого
набора, назовём чёрной или белой полосой ширины 𝑛 соответственно.

С помощью введённого понятия цвета и теории корневых деревьев Бутчера
([10, §II.2], [11, §IV.7], [12, §III.1], [13, глава 31], [14]) в работе [9] доказана
следующая

Теорема 1 (Производные численного решения упрощённого (𝑠, 𝑝)-метода).
В случае двухцветной раскраски таблиц коэффициентов упрощённого (𝑠, 𝑝)-
метода для численного решения верно

𝑘
(𝑞)
𝑗

⃒⃒⃒
ℎ=0

=
∑︁
𝜏∈𝑇𝑞

𝛼(𝜏)𝛾(𝜏)Φ𝑗(𝜏)ℱ(𝜏)(𝑦0), (1.2)

где элементарный вес Φ𝑗(𝜏) определён не только видом дерева 𝜏 , но и мно-
жеством, в котором находится индекс 𝑗:

Φ𝑗(𝜏) =

⎧⎨⎩ Ψ
(0)
𝑗 (𝜏), если 𝑗 ∈ 𝑀

(0)
𝑠,𝑝 ,

Φ𝜂(𝑗)(𝜏) + Ψ
(1)
𝑗 (𝜏), если 𝑗 ∈ 𝑀

(1)
𝑠,𝑝 .

(1.3)

Веса Ψ
(𝑖)
𝑗 (𝜏), 𝑖 = 0, 1, определяются по формулам:

Ψ
(0)
𝑗 (𝜏) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∑︁

𝑘1,...,𝑘𝑚

𝛼𝑗𝑘1Φ𝑘1(𝜏1) · . . . · 𝛼𝑗𝑘𝑚Φ𝑘𝑚(𝜏𝑚), 𝜏 = [𝜏1, . . . , 𝜏𝑚], 𝑚 > 2,∑︁
𝑘

𝛽𝑗𝑘Φ𝑘(𝜏1), 𝜏 = [𝜏1],

(1.4)
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— для чёрных стадий, где 𝛽𝑗𝑘 = 𝛼𝑗𝑘 + 𝛾𝑗𝑘 и 𝑗 ∈𝑀
(0)
𝑠,𝑝 ,

Ψ
(1)
𝑗 (𝜏) =

{︃
0, 𝜏 = [𝜏1, . . . , 𝜏𝑚], 𝑚 > 2,∑︀

𝑘

𝜙𝑗𝑘Φ𝑘(𝜏1), 𝜏 = [𝜏1], (1.5)

— для белых стадий, где 𝑗 ∈𝑀
(1)
𝑠,𝑝 . Функция 𝜂(𝑗) и коэффициенты 𝜙𝑗𝑘 опре-

делены по формулам

𝜂(𝑗) = max{𝑖 ∈𝑀 (0)
𝑠,𝑝 : 𝑖 < 𝑗}, (1.6)

𝜙𝑗𝑘 =

𝑗∑︁
𝜉=𝜂(𝑗)+1

𝛾𝜉,𝑘. (1.7)

Для единичного дерева
Φ𝑗( ) = 1.

Теорема доказана в несколько этапов: первым рассмотрен случай двух-
полосной раскраски таблиц коэффициентов, за ним — случай трёхполосной
раскраски; затем на основе полученных утверждений доказана общая теоре-
ма.

Целью данной работы является обобщение представленной теоремы на
случай полного (𝑠, 𝑝)-метода (1.1). Чтобы достигнуть этого, необходимо пред-
варительно ввести соответствующие инструменты: формулу Лейбница [10,
§II.2]

𝑑𝑞

𝑑ℎ𝑞
[ℎ𝜓(ℎ)]

⃒⃒⃒⃒
ℎ=0

= 𝑞
𝑑𝑞−1

𝑑ℎ𝑞−1
𝜓(ℎ)

⃒⃒⃒⃒
ℎ=0

, (1.8)

где 𝑞 — натуральное число, а 𝜓(ℎ) — достаточное число раз дифференциру-
емая функция, и формулу Фаа ди Бруно:
Лемма 2 (формула Фаа ди Бруно [10, §II.2], [14]). Пусть 𝑓 — векторная
функция векторного аргумента вида 𝑓 : R𝑑 −→ R𝑑, а 𝑔 — векторная функ-
ция скалярного аргумента ℎ вида 𝑔 : R −→ R𝑑. Тогда для функции 𝑓 ∘ 𝑔
верно

𝑑𝑘−1

𝑑ℎ𝑘−1
𝑓
(︁
𝑔(ℎ)

)︁⃒⃒⃒⃒
ℎ=0

=
∑︁
𝑢∈𝑆𝑘

𝑢=[𝜏1,...,𝜏𝑚]

𝛼(𝑢)𝑓 (𝑚)
(︀
𝑔(0)

)︀(︀
𝑔(𝛿1)(0), . . . , 𝑔(𝛿𝑚)(0)

)︀
, (1.9)

где 𝑆𝑘 — множество всевозможных корневых деревьев порядка 𝑘, имеющих
ветвление только у корня, а 𝑚 — натуральное число, такое, что

𝑢 = [𝜏1, . . . , 𝜏𝑚], |𝜏𝑖| = 𝛿𝑖, |𝑢| = 1 +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝛿𝑖,

где |𝜏 | — порядок дерева 𝜏 , а 𝜏𝑖, 𝑖 = 1,𝑚 — высокие деревья порядка 𝛿𝑖, не
имеющие точек ветвления.
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Помимо этого, введём следующие соглашения о коэффициентах метода
(1.1):

𝛾𝑖𝑗 = 0, если 𝑗 > 𝑖,

𝑟𝑖𝑗 = 0, если 𝑗 > 𝑖,
𝛼𝑖𝑗 = 0, если 𝑗 > 𝑖, или 𝑖 ∈𝑀 (1)

𝑠,𝑝 .

Из этого следует, что 𝛽𝑖𝑗 = 𝛼𝑖𝑗 + 𝛾𝑖𝑗 = 0 и 𝜙𝑖𝑗 = 0 при 𝑗 > 𝑖.

2. Однополосный случай

Начнём исследование полного (𝑠, 𝑝)-метода с простейшего однополосного
случая, т.е. когда все стадии метода являются чёрными. В таком случае рас-
чётные формулы (1.1) приобретают вид

𝑦1 = 𝑦0 +
𝑠∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖𝑘𝑖, (2.1a)

𝑘𝑖 = ℎ𝑓(𝑦0 +
𝑖−1∑︁
𝑗=1

𝛼𝑖𝑗𝑘𝑗) +
𝑖−1∑︁
𝑗=1

𝑟𝑖𝑗𝑘𝑗 + ℎ𝐽
𝑖∑︁

𝑗=1

𝛾𝑖𝑗𝑘𝑗, 𝑖 = 1, 𝑠. (2.1b)

Действие формулы Лейбница (1.8) на выражения (2.1b) даёт:

𝑘
(𝑞)
𝑖

⃒⃒⃒
ℎ=0

= 𝑞𝑓(𝑦0 +
𝑖−1∑︁
𝑗=1

𝛼𝑖𝑗𝑘𝑗)
(𝑞−1)

⃒⃒⃒
ℎ=0

+

+
𝑖−1∑︁
𝑗=1

𝑟𝑖𝑗𝑘
(𝑞)
𝑗

⃒⃒⃒
ℎ=0

+ 𝑞𝑓 ′(𝑦0)
𝑖∑︁

𝑗=1

𝛾𝑖𝑗𝑘
(𝑞−1)
𝑗

⃒⃒⃒
ℎ=0

, 𝑖 = 1, 𝑠. (2.2)

Особенность полученных формул (2.2) состоит в том, что 𝑘(𝑞)𝑖 выражается
через производные наклонов 𝑘𝑗, 𝑗 = 1, 𝑖− 1 того же порядка 𝑞 — это суще-
ственное отличие по сравнению с упрощёнными (𝑠, 𝑝)-методами [9]. Поэтому
рассмотрим формулы (2.2) при фиксированных 𝑞 и различных 𝑖.

Случай 𝑞 = 1. При 𝑞 = 1 формулы (2.2) упрощаются:

𝑘′𝑖

⃒⃒⃒
ℎ=0

= 𝑓(𝑦0 +
𝑖−1∑︁
𝑗=1

𝛼𝑖𝑗𝑘𝑗)
⃒⃒⃒
ℎ=0

+
𝑖−1∑︁
𝑗=1

𝑟𝑖𝑗𝑘
′
𝑗

⃒⃒⃒
ℎ=0

+

+ 𝑓 ′(𝑦0)
𝑖∑︁

𝑗=1

𝛾𝑖𝑗𝑘𝑗

⃒⃒⃒
ℎ=0

= 𝑓(𝑦0) +
𝑖−1∑︁
𝑗=1

𝑟𝑖𝑗𝑘
′
𝑗

⃒⃒⃒
ℎ=0

, 𝑖 = 1, 𝑠, (2.3)
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где в последнем равенстве учтено, что 𝑘𝑗 = 0 при ℎ = 0. Полученные форму-
лы (2.3) представляют собой рекуррентное соотношение вида

𝑎𝑖 = 𝑏+
𝑖−1∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖𝑗𝑎𝑗, 𝑖 = 1, 𝑠, (2.4)

решение которого даёт следующее

Утверждение 3. Для полного (𝑠, 𝑝)-метода (2.1) в случае однополосной рас-
краски таблиц коэффициентов верно

𝑘′𝑖

⃒⃒⃒
ℎ=0

= Φ
(0)
𝑖 ( )𝑓(𝑦0), (2.5)

где

Φ
(0)
𝑖 ( ) = 1 +

𝑖−1∑︁
𝑗=1

𝑟𝑖𝑗Φ
(0)
𝑗 ( ), 𝑖 = 1, 𝑠,

— элементарный вес, соответствующий единичному корневому дереву.

Замечание 3. Здесь и далее суммы, в которых верхний предел меньше
нижнего, считаются равными нулю, поэтому при 𝑖 = 1 имеем

Φ
(0)
𝑖 ( ) = 1.

Доказательство проведём по индукции. При 𝑖 = 1 истинность утвержде-
ния непосредственно следует из (2.3):

𝑘′1

⃒⃒⃒
ℎ=0

= 𝑓(𝑦0).

Предположим, что утверждение истинно при некотором 𝑚 < 𝑠, т.е.

𝑘′𝑖

⃒⃒⃒
ℎ=0

= Φ
(0)
𝑖 ( )𝑓(𝑦0), 𝑖 = 1,𝑚.

Тогда при 𝑖 = 𝑚+ 1 6 𝑠, согласно (2.3), имеем:

𝑘′𝑚+1

⃒⃒⃒
ℎ=0

= 𝑓(𝑦0) +
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑟𝑚+1,𝑗𝑘
′
𝑗

⃒⃒
ℎ=0

=

= 𝑓(𝑦0) +
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑟𝑚+1,𝑗Φ
(0)
𝑗 ( )𝑓(𝑦0) = Φ

(0)
𝑚+1( )𝑓(𝑦0),

что и требовалось доказать. �
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Случай 𝑞 = 2. При 𝑞 = 2 в формуле (2.2) появляются дополнительные
ненулевые члены:

𝑘′′𝑖

⃒⃒⃒
ℎ=0

= 2𝑓(𝑦0 +
𝑖−1∑︁
𝑗=1

𝛼𝑖𝑗𝑘𝑗)
′
⃒⃒⃒
ℎ=0

+
𝑖−1∑︁
𝑗=1

𝑟𝑖𝑗𝑘
′′
𝑗

⃒⃒⃒
ℎ=0

+ 2𝑓 ′(𝑦0)
𝑖∑︁

𝑗=1

𝛾𝑖𝑗𝑘
′
𝑗

⃒⃒⃒
ℎ=0

=

= 2𝑓 ′(𝑦0)
𝑖−1∑︁
𝑗=1

𝛼𝑖𝑗𝑘
′
𝑗

⃒⃒⃒
ℎ=0

+
𝑖−1∑︁
𝑗=1

𝑟𝑖𝑗𝑘
′′
𝑗

⃒⃒⃒
ℎ=0

+ 2𝑓 ′(𝑦0)
𝑖∑︁

𝑗=1

𝛾𝑖𝑗𝑘
′
𝑗

⃒⃒⃒
ℎ=0

, 𝑖 = 1, 𝑠,

откуда с помощью (2.5) получаем:

𝑘′′𝑖

⃒⃒⃒
ℎ=0

= 2
𝑖∑︁

𝑗=1

𝛽𝑖𝑗𝑓
′(𝑦0)𝑘

′
𝑗

⃒⃒⃒
ℎ=0

+
𝑖−1∑︁
𝑗=1

𝑟𝑖𝑗𝑘
′′
𝑗

⃒⃒⃒
ℎ=0

=

= 2
𝑖∑︁

𝑗=1

𝛽𝑖𝑗Φ
(0)
𝑗 ( )𝑓 ′(𝑦0)𝑓(𝑦0) +

𝑖−1∑︁
𝑗=1

𝑟𝑖𝑗𝑘
′′
𝑗

⃒⃒⃒
ℎ=0

, 𝑖 = 1, 𝑠, (2.6)

где приняты обозначения 𝛽𝑖𝑗 = 𝛼𝑖𝑗+𝛾𝑖𝑗 и соглашение 𝛼𝑖𝑗 = 0, 𝑗 > 𝑖. Получено
рекуррентное соотношение вида

𝑎𝑖 = 𝑏𝑖 +
𝑖−1∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖𝑗𝑎𝑗, 𝑖 = 1, 𝑠, (2.7)

подобное (2.4), поэтому по аналогии сформулируем

Утверждение 4. Для полного (𝑠, 𝑝)-метода (2.1) в случае однополосной рас-
краски таблиц коэффициентов верно

𝑘′′𝑖

⃒⃒⃒
ℎ=0

= 𝛾( )Φ
(0)
𝑖 ( )𝑓 ′(𝑦0)𝑓(𝑦0), (2.8)

где 𝛾( ) = 2 и

Φ
(0)
𝑖 ( ) =

𝑖∑︁
𝑗=1

𝛽𝑖𝑗Φ
(0)
𝑗 ( ) +

𝑖−1∑︁
𝑗=1

𝑟𝑖𝑗Φ
(0)
𝑗 ( ), 𝑖 = 1, 𝑠,

— элементарный вес, соответствующий корневому дереву 𝜏2 = .

Доказательство. Следуем той же идее, что и при доказательстве утвер-
ждения 3. При 𝑖 = 1 согласно (2.6) имеем:

𝑘′′1

⃒⃒⃒
ℎ=0

= 2𝛽11𝑓
′(𝑦0)𝑓(𝑦0),

что согласуется с формулой (2.8).
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Допустим, утверждение доказано для всех 𝑖 6 𝑚, где 𝑚 < 𝑠, т.е.

𝑘′′𝑖

⃒⃒⃒
ℎ=0

= 2Φ
(0)
𝑖 ( )𝑓 ′(𝑦0)𝑓(𝑦0), 𝑖 = 1,𝑚,

тогда при 𝑖 = 𝑚+ 1, согласно (2.6):

𝑘′′𝑚+1

⃒⃒⃒
ℎ=0

= 2
𝑚+1∑︁
𝑗=1

𝛽𝑚+1,𝑗Φ
(0)
𝑗 ( )𝑓 ′(𝑦0)𝑓(𝑦0) +

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑟𝑚+1,𝑗𝑘
′′
𝑗

⃒⃒⃒
ℎ=0

=

= 2
𝑚+1∑︁
𝑗=1

𝛽𝑚+1,𝑗Φ
(0)
𝑗 ( )𝑓 ′(𝑦0)𝑓(𝑦0) + 2

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑟𝑚+1,𝑗Φ
(0)
𝑗 ( )𝑓 ′(𝑦0)𝑓(𝑦0) =

= 2Φ
(0)
𝑚+1( )𝑓 ′(𝑦0)𝑓(𝑦0).

Утверждение доказано. �
Случай 𝑞 = 3. По аналогии с предыдущими случаями можно доказать

следующее

Утверждение 5. Для полного (𝑠, 𝑝)-метода (2.1) в случае однополосной рас-
краски таблиц коэффициентов верно

𝑘
(3)
𝑗

⃒⃒⃒
ℎ=0

=
∑︁
𝜏∈𝑇3

𝛼(𝜏)𝛾(𝜏)Φ
(0)
𝑗 (𝜏)ℱ(𝜏)(𝑦0),

где 𝑇3 = { , } — двухэлементное множество элементарных корневых
деревьев порядка 3, 𝛼(𝜏) и 𝛾(𝜏) — функции на 𝑇3. Значения элементарного
веса Φ

(0)
𝑗 (𝜏) на деревьях 𝜏 из 𝑇3 равны

Φ
(0)
𝑗 ( ) =

∑︁
𝑘1,𝑘2

𝛼𝑗,𝑘1Φ
(0)
𝑘1
( )𝛼𝑗,𝑘2Φ

(0)
𝑘2
( ) +

𝑗−1∑︁
𝑘=1

𝑟𝑗𝑘Φ
(0)
𝑘 ( ),

Φ
(0)
𝑗 ( ) =

∑︁
𝑘

𝛽𝑗𝑘Φ𝑘( ) +

𝑗−1∑︁
𝑘=1

𝑟𝑗𝑘Φ
(0)
𝑘 ( ).

Дальнейшее доказательство аналогично доказательствам утверждений 3 и
4. Докажем более общее утверждение, верное для любого 𝑞 ∈ N, из которого
утверждения 3, 4 и 5 выводятся в качестве следствий.

Утверждение 6. В случае однополосной раскраски таблиц коэффициентов
полного (𝑠, 𝑝)-метода (2.1) для численного решения верно

𝑘
(𝑞)
𝑗

⃒⃒⃒
ℎ=0

=
∑︁
𝜏∈𝑇𝑞

𝛼(𝜏)𝛾(𝜏)Φ
(0)
𝑗 (𝜏)ℱ(𝜏)(𝑦0), (2.9)
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где

Φ
(0)
𝑗 (𝜏) = Ψ

(0)
𝑗 (𝜏) +

𝑗−1∑︁
𝑘=1

𝑟𝑗𝑘Φ
(0)
𝑘 (𝜏), (2.10)

— составной вес, содержащий в себе выражение для элементарного веса
классического метода Розенброка:

Ψ
(0)
𝑗 (𝜏) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∑︁

𝑘1,...,𝑘𝑚

𝛼𝑗𝑘1Φ
(0)
𝑘1
(𝜏1) · . . . · 𝛼𝑗𝑘𝑚Φ

(0)
𝑘𝑚
(𝜏𝑚), 𝜏 = [𝜏1, . . . , 𝜏𝑚], 𝑚 > 2,∑︁

𝑘

𝛽𝑗𝑘Φ
(0)
𝑘 (𝜏1), 𝜏 = [𝜏1].

Для единичного дерева
Ψ

(0)
𝑗 ( ) = 1.

Доказательство проведём индукцией по порядку производной 𝑞. Для
𝑞 = 1, 2 утверждение фактически доказано (см. утверждения 3, 4). Докажем
истинность индуктивного шага.

Предположим, что утверждение выполнено при всех 𝑞 6 𝜌 − 1, тогда из
(2.2) при 𝑞 = 𝜌 получим:

𝑘
(𝜌)
𝑗

⃒⃒⃒
ℎ=0

= 𝜌
𝑑𝜌

𝑑ℎ𝜌
𝑓
(︀
𝑔𝑗(ℎ)

)︀⃒⃒⃒⃒
ℎ=0

+

𝑗−1∑︁
𝑘=1

𝑟𝑗𝑘𝑘
(𝜌)
𝑘

⃒⃒⃒
ℎ=0

+ 𝜌

𝑗∑︁
𝑘=1

𝛾𝑗𝑘𝑓
′(𝑦0)𝑘

(𝜌−1)
𝑘

⃒⃒⃒
ℎ=0

,

где

𝑔𝑗(ℎ) = 𝑦0 +

𝑗−1∑︁
𝑘=1

𝛼𝑗𝑘𝑘𝑘,

— раскроем производную функции 𝑓 ∘ 𝑔 по формуле Фаа ди Бруно (1.9),
получим:

𝑘
(𝜌)
𝑗

⃒⃒⃒
ℎ=0

= 𝜌
∑︁
𝑢∈𝑆𝜌

𝑢=[𝜏1,...,𝜏𝑚]

𝛼(𝑢)𝑓 (𝑚)
(︀
𝑔𝑗
⃒⃒
ℎ=0

)︀ (︁
𝑔
(𝛿1)
𝑗

⃒⃒
ℎ=0

, 𝑔
(𝛿2)
𝑗

⃒⃒
ℎ=0

, . . . , 𝑔
(𝛿𝑚)
𝑗

⃒⃒
ℎ=0

)︁
+

+

𝑗−1∑︁
𝑘=1

𝑟𝑗𝑘𝑘
(𝜌)
𝑘

⃒⃒⃒
ℎ=0

+ 𝜌

𝑗∑︁
𝑘=1

𝛾𝑗𝑘𝑓
′(𝑦0)𝑘

(𝜌−1)
𝑘

⃒⃒⃒
ℎ=0

,

где 𝜏𝑖, 𝑖 = 1,𝑚 — высокие корневые деревья порядка |𝜏𝑖| = 𝛿𝑖, не имеющие
ветвлений, а 𝑢 = [𝜏1, . . . , 𝜏𝑚] — специальное корневое дерево порядка 𝜌.

Из выражения для 𝑔𝑗(ℎ) получаем:

𝑔
(𝛿𝑖)
𝑗

⃒⃒
ℎ=0

=

𝑗−1∑︁
𝑘=1

𝛼𝑗𝑘𝑘
(𝛿𝑖)
𝑘 ,
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откуда, в силу полилинейности 𝑓 (𝑚),

𝑘
(𝜌)
𝑗

⃒⃒⃒
ℎ=0

= 𝜌
∑︁
𝑢∈𝑆𝜌

𝑢=[𝜏1,...,𝜏𝑚]

𝛼(𝑢)
∑︁

𝑘1,...,𝑘𝑚

𝛼𝑗,𝑘1 · . . . · 𝛼𝑗,𝑘𝑚×

× 𝑓 (𝑚)(𝑦0)
(︁
𝑘
(𝛿1)
𝑘1

⃒⃒
ℎ=0

, 𝑘
(𝛿2)
𝑘2

⃒⃒
ℎ=0

, . . . , 𝑘
(𝛿𝑚)
𝑘𝑚

⃒⃒
ℎ=0

)︁
+

+

𝑗−1∑︁
𝑘=1

𝑟𝑗𝑘𝑘
(𝜌)
𝑘

⃒⃒⃒
ℎ=0

+ 𝜌

𝑗∑︁
𝑘=1

𝛾𝑗𝑘𝑓
′(𝑦0)𝑘

(𝜌−1)
𝑘

⃒⃒⃒
ℎ=0

.

Из формулировки леммы 2 следует, что 𝛿𝑖 6 |𝑢| − 1 = 𝜌 − 1, 𝑖 = 1,𝑚,
следовательно, для всех 𝑘

(𝛿)
𝑗 с 𝛿 6 𝜌 − 1 в правой части равенства верно

предположение индукции:

𝑘
(𝜌)
𝑗

⃒⃒⃒
ℎ=0

= 𝜌
∑︁
𝑢∈𝑆𝜌

𝑢=[𝜏1,...,𝜏𝑚]

𝛼(𝑢)
∑︁
𝜏1∈𝑇𝛿1

. . .
∑︁

𝜏𝑚∈𝑇𝛿𝑚

𝛼(𝜏1) · . . . · 𝛼(𝜏𝑚)×

× 𝛾(𝜏1) · . . . · 𝛾(𝜏𝑚)
∑︁

𝑘1,...,𝑘𝑚

𝛼𝑗,𝑘1Φ
(0)
𝑘1
(𝜏1) · . . . · 𝛼𝑗,𝑘𝑚Φ

(0)
𝑘𝑚
(𝜏𝑚)×

× 𝑓 (𝑚)(𝑦0)
(︀
ℱ(𝜏1)(𝑦0), . . . ,ℱ(𝜏𝑚)(𝑦0)

)︀
+

+

𝑗−1∑︁
𝑘=1

𝑟𝑗𝑘𝑘
(𝜌)
𝑘

⃒⃒⃒
ℎ=0

+ 𝜌

𝑗∑︁
𝑘=1

𝛾𝑗𝑘𝑓
′(𝑦0)

∑︁
𝜎∈𝑇𝜌−1

𝛼(𝜎)𝛾(𝜎)Φ
(0)
𝑘 (𝜎)ℱ(𝜎)(𝑦0),

где 𝜏𝑖, 𝑖 = 1,𝑚 — обычные корневые деревья. Как и в работе [9], поставим
во взаимно однозначное соответствие набору деревьев (𝑢, 𝜏1, . . . , 𝜏𝑚) обычное
корневое дерево 𝜏 = [𝜏1, . . . , 𝜏𝑚] порядка 𝜌, получим

𝛼(𝑢)𝛼(𝜏1) · . . . · 𝛼(𝜏𝑚) = 𝛼(𝜏),
𝜌𝛾(𝜏1) · . . . · 𝛾(𝜏𝑚) = 𝛾(𝜏),

𝑓 (𝑚)(𝑦0)
(︀
ℱ(𝜏1)(𝑦0), . . . ,ℱ(𝜏𝑚)(𝑦0)

)︀
= ℱ(𝜏)(𝑦0),

поэтому выражение для 𝑘(𝜌)𝑗

⃒⃒
ℎ=0

можно упростить:

𝑘
(𝜌)
𝑗

⃒⃒⃒
ℎ=0

=
∑︁
𝜏∈𝑇𝜌

𝛼(𝜏)𝛾(𝜏)
∑︁

𝑘1,...,𝑘𝑚

𝛼𝑗,𝑘1Φ
(0)
𝑘1
(𝜏1) · . . . · 𝛼𝑗,𝑘𝑚Φ

(0)
𝑘𝑚
(𝜏𝑚)ℱ(𝜏)(𝑦0)+

+

𝑗−1∑︁
𝑘=1

𝑟𝑗𝑘𝑘
(𝜌)
𝑘

⃒⃒⃒
ℎ=0

+ 𝜌

𝑗∑︁
𝑘=1

𝛾𝑗𝑘𝑓
′(𝑦0)

∑︁
𝜎∈𝑇𝜌−1

𝛼(𝜎)𝛾(𝜎)Φ
(0)
𝑘 (𝜎)ℱ(𝜎)(𝑦0).
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Если далее разделить множество 𝑇𝜌 на множество одноногих деревьев

𝑃𝜌 = {𝜏 ∈ 𝑇𝜌 : 𝜏 = [𝜏1], 𝜏1 ∈ 𝑇𝜌−1}

и множество 𝑇𝜌 ∖ 𝑃𝜌 всех остальных деревьев, получим

𝑘
(𝜌)
𝑗

⃒⃒⃒
ℎ=0

=
∑︁
𝜏∈𝑇𝜌

𝛼(𝜏)𝛾(𝜏)Ψ
(0)
𝑗 (𝜏)ℱ(𝜏)(𝑦0) +

𝑗−1∑︁
𝑘=1

𝑟𝑗𝑘𝑘
(𝜌)
𝑘

⃒⃒⃒
ℎ=0

— рекуррентное соотношение вида (2.7), поэтому, разрешая его так же, как
и при доказательстве утверждений 3 и 4, докажем истинность выражения
(2.9). Утверждение доказано. �

3. Двухполосный случай

Перейдём к рассмотрению случая двухполосной таблицы коэффициентов,
т.е. когда в таблице коэффициентов полного (𝑠, 𝑝)-метода присутствуют ров-
но две различимых по цвету полосы (чёрная и следующая за ней белая), тогда
расчётные формулы (1.1) приобретают следующий вид:

𝑦1 = 𝑦0 +
𝑠∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖𝑘𝑖, (3.1a)

𝑘𝑖 = ℎ𝑓(𝑦0 +
𝑖−1∑︁
𝑗=1

𝛼𝑖𝑗𝑘𝑗) +
𝑖−1∑︁
𝑗=1

𝑟𝑖𝑗𝑘𝑗 + ℎ𝐽
𝑖∑︁

𝑗=1

𝛾𝑖𝑗𝑘𝑗, 𝑖 ∈𝑀 (0)
𝑠,𝑝 , (3.1b)

𝑘𝑖 = 𝑘𝑖−1 +
𝑖−1∑︁
𝑗=1

𝑟𝑖𝑗𝑘𝑗 + ℎ𝐽
𝑖∑︁

𝑗=1

𝛾𝑖𝑗𝑘𝑗, 𝑖 ∈𝑀 (1)
𝑠,𝑝 , (3.1c)

где 𝑀 (0)
𝑠,𝑝 = {1, . . . , 𝑛1}, 𝑀 (1)

𝑠,𝑝 = {𝑛1 + 1, . . . , 𝑠}.
Получим выражения для элементарных весов, аналогичные тем, что по-

лучены при доказательстве утверждения 6, но уже для случая метода (3.1).
Докажем следующее

Утверждение 7. В случае двухполосной раскраски таблицы коэффициентов
полного (𝑠, 𝑝)-метода (3.1) для численного решения верно

𝑘
(𝑞)
𝑗

⃒⃒⃒
ℎ=0

=
∑︁
𝜏∈𝑇𝑞

𝛼(𝜏)𝛾(𝜏)Φ𝑗(𝜏)ℱ(𝜏)(𝑦0), (3.2)

где вид веса Φ𝑗(𝜏) меняется в зависимости от цвета номера стадии:

Φ𝑗(𝜏) =

⎧⎨⎩ Φ
(0)
𝑗 (𝜏), если 𝑗 ∈ 𝑀

(0)
𝑠,𝑝 ,

Φ
(1)
𝑗 (𝜏), если 𝑗 ∈ 𝑀

(1)
𝑠,𝑝 .

(3.3)
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Значение веса Φ
(0)
𝑗 (𝜏) определяется по формуле (2.10), а

Φ
(1)
𝑗 (𝜏) = Φ

(0)
𝜂(𝑗)(𝜏) + Ψ

(1)
𝑗 (𝜏) +

𝑗−1∑︁
𝑘=1

𝜓𝑗𝑘Φ𝑘(𝜏), (3.4)

— обновлённый вес упрощённого (𝑠, 𝑝)-метода для чёрных стадий (см. фор-
мулы (1.3) теоремы 1), где

Ψ
(1)
𝑗 (𝜏) =

⎧⎨⎩ 0, 𝜏 = [𝜏1, . . . , 𝜏𝑚], 𝑚 > 2,∑︁
𝑘

𝜙𝑗𝑘Φ𝑘(𝜏1), 𝜏 = [𝜏1], (3.5)

функции 𝜂(𝑗) и 𝜙𝑗𝑘 определены по формулам (1.6) и (1.7) соответственно,
функция 𝜓𝑗𝑘 — по формуле

𝜓𝑗𝑘 =

𝑗∑︁
𝜉=𝜂(𝑗)+1

𝑟𝜉,𝑘. (3.6)

Для единичного дерева

Ψ
(0)
𝑗 ( ) = 1, Ψ

(1)
𝑗 ( ) = 0.

Для первых чёрных стадий утверждение фактически доказано (см. утвер-
ждение 6), поэтому перейдём к доказательству для следующих за ними белых
стадий.

Доказательство, как и для утверждения 6, проведём индукцией по по-
рядку производной 𝑞.

Случай 𝑞 = 1. Однократное дифференцирование (3.1c) при ℎ = 0 даёт

𝑘′𝑗

⃒⃒⃒
ℎ=0

= 𝑘′𝑗−1

⃒⃒⃒
ℎ=0

+

𝑗−1∑︁
𝑘=1

𝑟𝑗𝑘𝑘
′
𝑘

⃒⃒⃒
ℎ=0

+ 𝑓 ′(𝑦0)
𝑖∑︁

𝑗=1

𝛾𝑖𝑗𝑘𝑗

⃒⃒⃒
ℎ=0

=

= 𝑘′𝑗−1

⃒⃒⃒
ℎ=0

+

𝑗−1∑︁
𝑘=1

𝑟𝑗𝑘𝑘
′
𝑘

⃒⃒⃒
ℎ=0

где учтено, что 𝑘𝑗 = 0 при ℎ = 0. Предположим, что (𝑗 − 1) тоже является
номером белой стадии, и повторно применим полученную формулу:

𝑘′𝑗

⃒⃒⃒
ℎ=0

= 𝑘′𝑗−2

⃒⃒⃒
ℎ=0

+

𝑗−2∑︁
𝑘=1

𝑟𝑗−1,𝑘𝑘
′
𝑘

⃒⃒⃒
ℎ=0

+

𝑗−1∑︁
𝑘=1

𝑟𝑗,𝑘𝑘𝑘

⃒⃒⃒
ℎ=0

=

= 𝑘′𝑗−2

⃒⃒⃒
ℎ=0

+

𝑗−1∑︁
𝑘=1

(𝑟𝑗−1,𝑘 + 𝑟𝑗,𝑘)𝑘
′
𝑘

⃒⃒⃒
ℎ=0

,
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где учтено, что 𝑟𝑗𝑘 = 0 при 𝑘 > 𝑗. Продолжая этот процесс до появления
первой чёрной стадии с номером 𝜂(𝑗) — см. формулу (1.6), — получим

𝑘′𝑗

⃒⃒⃒
ℎ=0

= 𝑘′𝜂(𝑗)

⃒⃒⃒
ℎ=0

+

𝑗−1∑︁
𝑘=1

⎛⎝ 𝑗∑︁
𝜉=𝜂(𝑗)+1

𝑟𝜉,𝑘

⎞⎠ 𝑘′𝑘

⃒⃒⃒
ℎ=0

,

или, если определить 𝜓𝑗𝑘 по формуле (3.6),

𝑘′𝑗

⃒⃒⃒
ℎ=0

= 𝑘′𝜂(𝑗)

⃒⃒⃒
ℎ=0

+

𝑗−1∑︁
𝑘=1

𝜓𝑗,𝑘𝑘
′
𝑘

⃒⃒⃒
ℎ=0

. (3.7)

Поскольку 𝜂(𝑗) — чёрная стадия, утверждение для неё уже доказано, поэтому

𝑘′𝜂(𝑗)

⃒⃒⃒
ℎ=0

= Φ
(0)
𝜂(𝑗)( )𝑓(𝑦0).

Таким образом, выражение (3.7) имеет вид рекуррентного соотношения (2.4),
поэтому случай доказательства утверждения для 𝑞 = 1 аналогичен доказа-
тельству утверждения 3, откуда

𝑘′𝑗

⃒⃒⃒
ℎ=0

=

(︃
Φ

(0)
𝜂(𝑗)( ) +

𝑗−1∑︁
𝑘=1

𝑟𝑗𝑘Φ𝑘( )

)︃
𝑓(𝑦0),

что соответствует (3.2) с Ψ(1)( ) = 0 в (3.4).
Случай 𝑞 > 1. Теперь предположим, что утверждение истинно при неко-

тором 𝑞 = 𝜌− 1 < 𝑠. Применим формулу Лейбница (1.8) при 𝑞 = 𝜌 к (3.1c):

𝑘
(𝜌)
𝑗

⃒⃒⃒
ℎ=0

= 𝑘
(𝜌)
𝑗−1

⃒⃒⃒
ℎ=0

+

𝑗−1∑︁
𝑘=1

𝑟𝑗𝑘𝑘
(𝜌)
𝑘

⃒⃒⃒
ℎ=0

+ 𝜌𝑓 ′(𝑦0)

𝑗∑︁
𝑘=1

𝛾𝑗𝑘𝑘
(𝜌−1)
𝑘

⃒⃒⃒
ℎ=0

,

как и в случае 𝑞 = 1, с помощью повторного использования формулы спу-
стимся до первой чёрной стадии 𝜂(𝑗), получим

𝑘
(𝜌)
𝑗

⃒⃒⃒
ℎ=0

= 𝑘
(𝜌)
𝜂(𝑗)

⃒⃒⃒
ℎ=0

+

+

𝑗−1∑︁
𝑘=1

⎛⎝ 𝑗∑︁
𝜉=𝜂(𝑗)+1

𝑟𝜉,𝑘

⎞⎠ 𝑘
(𝜌)
𝑘

⃒⃒⃒
ℎ=0

+ 𝜌𝑓 ′(𝑦0)

𝑗∑︁
𝑘=1

⎛⎝ 𝑗∑︁
𝜉=𝜂(𝑗)+1

𝛾𝜉,𝑘

⎞⎠ 𝑘
(𝜌−1)
𝑘

⃒⃒⃒
ℎ=0

=

= 𝑘
(𝜌)
𝜂(𝑗)

⃒⃒⃒
ℎ=0

+

𝑗−1∑︁
𝑘=1

𝜓𝑗𝑘𝑘
(𝜌)
𝑘

⃒⃒⃒
ℎ=0

+ 𝜌𝑓 ′(𝑦0)

𝑗∑︁
𝑘=1

𝜙𝑗𝑘𝑘
(𝜌−1)
𝑘

⃒⃒⃒
ℎ=0

.
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Поскольку 𝜂(𝑗) — чёрная стадия, 𝑘(𝜌)𝜂(𝑗) можно представить с помощью (3.2),

в то же время для всех 𝑘(𝜌−1)
𝑗 выполнено предположение индукции, поэтому

𝑘
(𝜌)
𝑗

⃒⃒⃒
ℎ=0

=
∑︁
𝜏∈𝑇𝜌

𝛼(𝜏)𝛾(𝜏)Φ
(0)
𝜂(𝑗)(𝜏)ℱ(𝜏)(𝑦0) +

𝑗−1∑︁
𝑘=1

𝜓𝑗𝑘𝑘
(𝜌)
𝑘

⃒⃒⃒
ℎ=0

+

+ 𝜌
∑︁

𝜎∈𝑇𝜌−1

𝛼(𝜎)𝛾(𝜎)

𝑗∑︁
𝑘=1

𝜙𝑗𝑘Φ𝑘(𝜎)𝑓
′(𝑦0)ℱ(𝜎)(𝑦0) =

=
∑︁
𝜏∈𝑇𝜌

𝛼(𝜏)𝛾(𝜏)Φ
(0)
𝜂(𝑗)(𝜏)ℱ(𝜏)(𝑦0) +

𝑗−1∑︁
𝑘=1

𝜓𝑗𝑘𝑘
(𝜌)
𝑘

⃒⃒⃒
ℎ=0

+

+
∑︁

𝜎∈𝑇𝜌−1

𝛼([𝜎])𝛾([𝜎])Ψ
(1)
𝑗 ([𝜎])ℱ([𝜎])(𝑦0),

где учтено, что для дерева 𝜎 порядка 𝜌− 1:

𝛼([𝜎]) = 𝛼(𝜎),

𝛾([𝜎]) = 𝜌𝛾(𝜎),

ℱ([𝜎])(𝑦0) = 𝑓 ′(𝑦0)ℱ(𝜎)(𝑦0),

Ψ
(1)
𝑗 ([𝜎]) =

𝑗∑︁
𝑘=1

𝜙𝑗𝑘Φ𝑘(𝜎).

Если, как и при доказательстве утверждения 6, разделить множество 𝑇𝜌 на
множество одноногих деревьев 𝑃𝜌 и его дополнение 𝑇𝜌 ∖ 𝑃𝜌, получим

𝑘
(𝜌)
𝑗

⃒⃒⃒
ℎ=0

=
∑︁

𝜏∈𝑇𝜌∖𝑃𝜌

𝛼(𝜏)𝛾(𝜏)Φ
(0)
𝜂(𝑗)(𝜏)ℱ(𝜏)(𝑦0) +

𝑗−1∑︁
𝑘=1

𝜓𝑗𝑘𝑘
(𝜌)
𝑘

⃒⃒⃒
ℎ=0

+

+
∑︁
𝜏∈𝑃𝜌

𝛼(𝜏)𝛾(𝜏)
(︁
Φ

(0)
𝜂(𝑗)(𝜏) + Ψ

(1)
𝑗 (𝜏)

)︁
ℱ(𝜏)(𝑦0) =

=
∑︁
𝜏∈𝑇𝜌

𝛼(𝜏)𝛾(𝜏)
(︁
Φ

(0)
𝜂(𝑗)(𝜏) + Ψ

(1)
𝑗 (𝜏)

)︁
ℱ(𝜏)(𝑦0) +

𝑗−1∑︁
𝑘=1

𝜓𝑗𝑘𝑘
(𝜌)
𝑘

⃒⃒⃒
ℎ=0

, (3.8)

где учтено, что Ψ(1)(𝜏) = 0 при 𝜏 ∈ 𝑇𝜌 ∖ 𝑃𝜌 — см. определение (3.5).
Выражение (3.8) имеет вид рекуррентного соотношения (2.7), поэтому про-

ведём дальнейшее доказательство индукцией по 𝑗 при фиксированном 𝑞 в
(3.8).

Индукция по 𝑗. При 1 6 𝑗 6 𝑛1 (номера чёрных стадий) формула (3.8)
места не имеет, поэтому начинаем с 𝑗 = 𝑛1 + 1.
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При 𝑗 = 𝑛1 + 1 получаем

𝑘
(𝜌)
𝑛1+1

⃒⃒⃒
ℎ=0

=
∑︁
𝜏∈𝑇𝜌

𝛼(𝜏)𝛾(𝜏)
(︁
Φ(0)
𝑛1
(𝜏) + Ψ

(1)
𝑛1+1(𝜏)

)︁
ℱ(𝜏)(𝑦0) +

𝑛1∑︁
𝑘=1

𝜓𝑛1,𝑘𝑘
(𝜌)
𝑘

⃒⃒⃒
ℎ=0

,

где 𝑘 в правой сумме пробегает множество индексов чёрных стадий, поэтому
𝑘
(𝜌)
𝑘 , 𝑘 = 1, 𝑛1 можно представить с помощью формулы (3.2):

𝑘
(𝜌)
𝑛1+1

⃒⃒⃒
ℎ=0

=
∑︁
𝜏∈𝑇𝜌

𝛼(𝜏)𝛾(𝜏)

(︃
Φ(0)
𝑛1
(𝜏) + Ψ

(1)
𝑛1+1(𝜏) +

𝑛1∑︁
𝑘=1

𝜓𝑛1,𝑘Φ
(0)
𝑘 (𝜏)

)︃
ℱ(𝜏)(𝑦0),

что согласуется с (3.2).
Теперь предположим, что утверждение доказано для всех 𝑗: 𝑛1+1 6 𝑗 6 𝑖

и 𝑖 < 𝑠, тогда для 𝑗 = 𝑖+ 1:

𝑘
(𝜌)
𝑖+1

⃒⃒⃒
ℎ=0

=

=
∑︁
𝜏∈𝑇𝜌

𝛼(𝜏)𝛾(𝜏)
(︁
Φ

(0)
𝜂(𝑖+1)(𝜏) + Ψ

(1)
𝑖+1(𝜏)

)︁
ℱ(𝜏)(𝑦0) +

𝑖∑︁
𝑘=1

𝜓𝑖+1,𝑘𝑘
(𝜌)
𝑘

⃒⃒⃒
ℎ=0

=

=
∑︁
𝜏∈𝑇𝜌

𝛼(𝜏)𝛾(𝜏)
(︁
Φ(0)
𝑛1
(𝜏) + Ψ

(1)
𝑖+1(𝜏)

)︁
ℱ(𝜏)(𝑦0)+

+
𝑛1∑︁
𝑘=1

𝜓𝑖+1,𝑘𝑘
(𝜌)
𝑘

⃒⃒⃒
ℎ=0

+
𝑖∑︁

𝑘=𝑛1+1

𝜓𝑖+1,𝑘𝑘
(𝜌)
𝑘

⃒⃒⃒
ℎ=0

,

— в предпоследней сумме индекс проходит по номерам 𝑘 6 𝑛1 чёрных ста-
дий, поэтому выразим в ней 𝑘(𝜌)𝑘 по формуле (3.2). В последней сумме индекс
проходит по номерам 𝑘 6 𝑖 белых стадий, поэтому выразим в ней 𝑘

(𝜌)
𝑘 по

предположению индукции:

𝑘
(𝜌)
𝑖+1

⃒⃒⃒
ℎ=0

=
∑︁
𝜏∈𝑇𝜌

𝛼(𝜏)𝛾(𝜏)
(︁
Φ(0)
𝑛1
(𝜏) + Ψ

(1)
𝑖+1(𝜏)

)︁
ℱ(𝜏)(𝑦0)+

+
∑︁
𝜏∈𝑇𝜌

𝛼(𝜏)𝛾(𝜏)
𝑛1∑︁
𝑘=1

𝜓𝑖+1,𝑘Φ
(0)
𝑘 (𝜏)ℱ(𝜏)(𝑦0)+

+
∑︁
𝜏∈𝑇𝜌

𝛼(𝜏)𝛾(𝜏)
𝑖∑︁

𝑘=𝑛1+1

𝜓𝑖+1,𝑘Φ
(1)
𝑘 (𝜏)ℱ(𝜏)(𝑦0) =

=
∑︁
𝜏∈𝑇𝜌

𝛼(𝜏)𝛾(𝜏)

(︃
Φ(0)
𝑛1
(𝜏) + Ψ

(1)
𝑖+1(𝜏) +

𝑖∑︁
𝑘=1

𝜓𝑖+1,𝑘Φ𝑘(𝜏)

)︃
ℱ(𝜏)(𝑦0),
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что снова согласуется с (3.2).
Таким образом, при фиксированном 𝑞 = 𝜌 выражение (3.2) имеет место

при любом 𝑗 — это следует из индукции по 𝑗. Поэтому утверждение имеет
место при любом 𝑞, что следует из индукции по 𝑞. Утверждение доказано. �

Пример 1. Рассмотрим следующий (4, 2)-метод, предложенный в [15,
Формулы (22)]

𝑦1 = 𝑦0 +
4∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗𝑘𝑗, (3.9a)

𝑘1 = ℎ𝑓(𝑦0) + 𝛾ℎ𝐽𝑘1, (3.9b)
𝑘2 = ℎ𝑓(𝑦0 + 𝛼21𝑘1) + 𝑟21𝑘1 + 𝛾ℎ𝐽𝑘2, (3.9c)
𝑘3 = 𝑘2 + 𝑟31𝑘1 + 𝛾ℎ𝐽𝑘3, (3.9d)
𝑘4 = 𝑘3 + 𝑟41𝑘1 + 𝛾ℎ𝐽𝑘4. (3.9e)

Из формул (3.9) можно заключить, что множества чёрных и белых стадий
соответственно равны:

𝑀
(0)
4,2 = {1, 2}, 𝑀

(1)
4,2 = {3, 4},

т.е., согласно определению 4, метод является двухполосным. Коэффициенты
𝛼𝑖𝑗, 𝛽𝑖𝑗 и 𝑟𝑖𝑗 метода представлены в табл. 1, а построенные на их основе
коэффициенты 𝛽𝑖𝑗, 𝜙𝑖𝑗 и 𝜓𝑖𝑗 — в табл. 21.

Таблица 1. Коэффициенты 𝛼𝑖𝑗, 𝛾𝑖𝑗 и 𝑟𝑖𝑗 метода (3.9)

(𝛼𝑖𝑗)

0
𝛼21 0
0 0 0
0 0 0 0

(𝛾𝑖𝑗)

𝛾
0 𝛾
0 0 𝛾
0 0 0 𝛾

(𝑟𝑖𝑗)

0
𝑟21 0
𝑟31 0 0
𝑟41 0 0 0

Таблица 2. Коэффициенты 𝛽𝑖𝑗, 𝜙𝑖𝑗 и 𝜓𝑖𝑗 метода (3.9)

(𝛽𝑖𝑗)

𝛾
𝛼21 𝛾
0 0 𝛾
0 0 0 𝛾

(𝜙𝑖𝑗)

×
× ×
0 0 𝛾
0 0 𝛾 𝛾

(𝜓𝑖𝑗)

×
× ×
𝑟31 0 0
𝑟31 + 𝑟41 0 0 0

Выведем для данного метода условия четвёртого порядка. Согласно поло-
жениям общей теории [10, §II.2], если для численного решения одношагового

1В обеих таблицах номер 𝑖 соответствует номеру строки, отсчитываемому сверху вниз, а 𝑗 — номеру
столбца, отсчитываемому слева направо. Чёрные полосы в таблицах коэффициентов символически изоб-
ражены в сером цвете. Значения коэффициентов 𝜙𝑖𝑗 и 𝜓𝑖𝑗 определены только при 𝑖 ∈𝑀

(1)
𝑠,𝑝 , поэтому при

𝑖 ∈𝑀
(0)
𝑠,𝑝 в соответствующих строках табл. 2 указаны знаки ×.
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𝑠-стадийного метода возможно построить разложение вида (3.2), то условия
порядка 𝑝 метода имеют вид

𝑠∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗Φ𝑗(𝜏) =
1

𝛾(𝜏)
, (3.10)

где 𝜏 пробегает множество

𝑇6𝑝 = {𝜏 : |𝜏 | 6 𝑝}

деревьев порядка не выше 𝑝.
Вычислим веса Φ𝑗(𝜏) по формулам (2.10) и (3.4) для чёрных и белых ста-

дий соответственно при всех 𝑗 = 1, 4 и 𝜏 ∈ 𝑇64, используя коэффициенты
табл. 1, 2.

Дерево 𝜏1 = . По определению Ψ
(0)
𝑗 ( ) = 1, поэтому для чёрных стадий

Φ1(𝜏1) = 1, Φ2(𝜏1) = 1 + 𝑟21.

Аналогично при Ψ
(1)
𝑗 ( ) = 0 для белых стадий

Φ3(𝜏1) = 1 + 𝑟21 + 𝑟31, Φ4(𝜏1) = 1 + 𝑟21 + 𝑟31 + 𝑟41.

Из этого получим условие порядка (3.10) для 𝜏1 =

𝑏1 + 𝑏2(1 + 𝑟21) + 𝑏3(1 + 𝑟21 + 𝑟31) + 𝑏4(1 + 𝑟21 + 𝑟31 + 𝑟41) = 1. (3.11a)

Дерево 𝜏2 = . С учётом того, что теперь Ψ
(𝑖)
𝑗 ( ) ̸= 0 при 𝑖 = 0, 1,

получим

Φ1(𝜏2) = 𝛾, Φ2(𝜏2) = 𝛼21 + 𝛾(1 + 2𝑟21),

Φ3(𝜏2) = 𝛼21 + 𝛾(2 + 3𝑟21 + 2𝑟31), Φ4(𝜏2) = 𝛼21 + 𝛾(3 + 4𝑟21 + 3𝑟31 + 2𝑟41),

откуда условие порядка (3.10) при 𝜏2 = имеет вид

𝑏1𝛾 + 𝑏2
(︀
𝛼21 + 𝛾(1 + 2𝑟21)

)︀
+ 𝑏3

(︀
𝛼21 + 𝛾(2 + 3𝑟21 + 2𝑟31)

)︀
+

+ 𝑏4
(︀
𝛼21 + 𝛾(3 + 4𝑟21 + 3𝑟31 + 2𝑟41)

)︀
=

1

2
. (3.11b)

Дерево 𝜏3 = . В силу 𝛼11 = 0 вес для первой чёрной стадии равен
нулю, а веса всех белых стадий совпадают с весом последней чёрной стадии
до них:

Φ1(𝜏3) = 0, Φ2(𝜏3) = 𝛼2
21,

Φ3(𝜏3) = 𝛼2
21, Φ4(𝜏3) = 𝛼2

21,
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поэтому условие порядка (3.10) при 𝜏3 = выглядит очень просто

𝛼2
21(𝑏2 + 𝑏3 + 𝑏4) =

1

3
. (3.11c)

Дерево 𝜏4 = . Опираемся на результаты для 𝜏2 = :

Φ1(𝜏4) = 𝛾2,

Φ2(𝜏4) = 𝛾
(︀
2𝛼21 + 𝛾(1 + 3𝑟21)

)︀
,

Φ3(𝜏4) = 𝛾
(︀
3𝛼21 + 𝛾(3 + 6𝑟21 + 3𝑟31)

)︀
,

Φ4(𝜏4) = 𝛾
(︀
4𝛼21 + 𝛾(6 + 10𝑟21 + 6𝑟31 + 3𝑟41)

)︀
.

Условие порядка:

𝑏1𝛾
2 + 𝑏2𝛾

(︀
2𝛼21 + 𝛾(1 + 3𝑟21)

)︀
,+𝑏3𝛾

(︀
3𝛼21 + 𝛾(3 + 6𝑟21 + 3𝑟31)

)︀
+

+ 𝑏4𝛾
(︀
4𝛼21 + 𝛾(6 + 10𝑟21 + 6𝑟31 + 3𝑟41)

)︀
=

1

6
. (3.11d)

Дерево 𝜏5 = . Как и в случае 𝜏3 = , всё упрощается благодаря
𝛼11 = 0:

Φ1(𝜏5) = 0, Φ2(𝜏5) = 𝛼3
21,

Φ3(𝜏5) = 𝛼3
21, Φ4(𝜏5) = 𝛼3

21.

Условие порядка:

𝛼3
21(𝑏2 + 𝑏3 + 𝑏4) =

1

4
. (3.11e)

Дерево 𝜏6 = . В силу наличия ветвления у корня, результаты подобны
предыдущим для 𝜏5:

Φ1(𝜏6) = 0, Φ2(𝜏6) = 𝛼2
21𝛾,

Φ3(𝜏6) = 𝛼2
21𝛾, Φ4(𝜏6) = 𝛼2

21𝛾.

Условие порядка:

𝛼2
21𝛾(𝑏2 + 𝑏3 + 𝑏4) =

1

8
. (3.11f)

Дерево 𝜏7 = . Ситуация похожа на случай 𝜏6, но отличается от него,
поскольку ветвление происходит не в корне:

Φ1(𝜏7) = 0, Φ2(𝜏7) = 𝛼2
21𝛾,

Φ3(𝜏7) = 2𝛼2
21𝛾, Φ4(𝜏7) = 3𝛼2

21𝛾.
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Условие порядка:

𝛼2
21𝛾(𝑏2 + 2𝑏3 + 3𝑏4) =

1

12
. (3.11g)

Дерево 𝜏8 = . Используем результаты для 𝜏4 = :

Φ1(𝜏8) = 𝛾3,

Φ2(𝜏8) = 𝛾2
(︀
3𝛼21 + 𝛾(1 + 4𝑟21)

)︀
,

Φ3(𝜏8) = 𝛾2
(︀
6𝛼21 + 𝛾(4 + 10𝑟21 + 4𝑟31)

)︀
,

Φ4(𝜏8) = 𝛾2
(︀
10𝛼21 + 𝛾(10 + 20𝑟21 + 10𝑟31 + 4𝑟41)

)︀
.

Условие порядка:

𝑏1𝛾
3 + 𝑏2𝛾

2
(︀
3𝛼21 + 𝛾(1 + 4𝑟21)

)︀
+ 𝑏3𝛾

2
(︀
6𝛼21 + 𝛾(4 + 10𝑟21 + 4𝑟31)

)︀
+

+ 𝑏4𝛾
2
(︀
10𝛼21 + 𝛾(10 + 20𝑟21 + 10𝑟31 + 4𝑟41)

)︀
=

1

24
. (3.11h)

Полученные условия порядка (3.11) с точностью до обозначений совпада-
ют с условиями в [15, Формулы (23)].

4. Общий случай

В двух предыдущих разделах доказаны утверждения для случаев одно-
полосной и двухполосной раскрасок таблиц коэффициентов полного (𝑠, 𝑝)-
метода.

Доказательство аналогичного утверждения для трёхполосного случая бу-
дет повторять (с точностью до соответствующих замен) доказательство утвер-
ждения 6, поскольку случай двух полос уже рассмотрен.

Проведём аналогичные рассуждения в случае произвольного числа полос,
получим следующую теорему:

Теорема 8 (Производные численного решения полного (𝑠, 𝑝)-метода). В слу-
чае произвольной двухцветной раскраски таблиц коэффициентов полного
(𝑠, 𝑝)-метода (1.1) для численного решения верно

𝑘
(𝑞)
𝑗

⃒⃒⃒
ℎ=0

=
∑︁
𝜏∈𝑇𝑞

𝛼(𝜏)𝛾(𝜏)Φ𝑗(𝜏)ℱ(𝜏)(𝑦0), (4.1)

где элементарный вес Φ𝑗(𝜏) определён видом дерева 𝜏 и множеством 𝑀
(𝑖)
𝑠,𝑝,

в котором находится индекс 𝑗:

Φ𝑗(𝜏) =

⎧⎨⎩ Φ
(0)
𝑗 (𝜏), если 𝑗 ∈ 𝑀

(0)
𝑠,𝑝 ,

Φ
(1)
𝑗 (𝜏), если 𝑗 ∈ 𝑀

(1)
𝑠,𝑝 .

(4.2)
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Веса Φ
(𝑖)
𝑗 (𝜏), 𝑖 = 0, 1, определяются по формулам:

Φ
(0)
𝑗 = Ψ

(0)
𝑗 (𝜏) +

𝑗−1∑︁
𝑘=1

𝑟𝑗𝑘Φ𝑘(𝜏) (4.3)

— для чёрных стадий при 𝑗 ∈𝑀
(0)
𝑠,𝑝 , где

Ψ
(0)
𝑗 (𝜏) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∑︁

𝑘1,...,𝑘𝑚

𝛼𝑗𝑘1Φ𝑘1(𝜏1) · . . . · 𝛼𝑗𝑘𝑚Φ𝑘𝑚(𝜏𝑚), 𝜏 = [𝜏1, . . . , 𝜏𝑚], 𝑚 > 2,∑︁
𝑘

𝛽𝑗𝑘Φ𝑘(𝜏1), 𝜏 = [𝜏1],

— классический вес метода Розенброка, 𝛽𝑖𝑗 = 𝛼𝑖𝑗 + 𝛾𝑖𝑗, а

Φ
(1)
𝑗 (𝜏) = Φ

(0)
𝜂(𝑗) +Ψ

(1)
𝑗 (𝜏) +

𝑗−1∑︁
𝑘=1

𝜓𝑗𝑘Φ𝑘(𝜏) (4.4)

— для белых стадий при 𝑗 ∈𝑀
(1)
𝑠,𝑝 , где

Ψ
(1)
𝑗 (𝜏) =

{︃
0, 𝜏 = [𝜏1, . . . , 𝜏𝑚], 𝑚 > 2,∑︀

𝑘

𝜙𝑗𝑘Φ𝑘(𝜏1), 𝜏 = [𝜏1],

— обновлённый вес упрощённого (𝑠, 𝑝)-метода.
Функция 𝜂(𝑗) и коэффициенты 𝜙𝑗𝑘, 𝜓𝑗𝑘 определены в формулах (1.6), (1.7)

и (3.6) соответственно. Для единичного дерева

Ψ
(0)
𝑗 ( ) = 1, Ψ

(1)
𝑗 ( ) = 0.

Доказательство. Заметим, что доказательства утверждений 6 и 7 описы-
вают переходы «из белой полосы в чёрную» и «из чёрной полосы в белую»
соответственно. Поэтому, как и в работе [9], этих утверждений достаточно
для доказательства теоремы в случае произвольного числа полос. �

Пример 2. Рассмотрим семейство (4, 2)-методов (см. [15, Формулы (29)]
и [16, Формулы (4.2)]), хорошо показавших себя при решении жёстких задач
[17]:

𝑦1 = 𝑦0 +
4∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗𝑘𝑗, (4.5a)

𝑘1 = ℎ𝑓(𝑦0) + 𝛾ℎ𝐽𝑘1, (4.5b)
𝑘2 = 𝑘1 + 𝛾ℎ𝐽𝑘2, (4.5c)
𝑘3 = ℎ𝑓(𝑦0 + 𝛼31𝑘1 + 𝛼32𝑘2) + 𝑟32𝑘2 + 𝛾ℎ𝐽𝑘3, (4.5d)
𝑘4 = 𝑘3 + 𝑟42𝑘2 + 𝛾ℎ𝐽𝑘4. (4.5e)
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В соответствии с принятой терминологией, множества чёрных и белых стадий
соответственно равны

𝑀
(0)
4,2 = {1, 3}, 𝑀

(1)
4,2 = {2, 4},

т.е. метод является четырёхполосным. Коэффициенты метода представлены
в табл. 3, 4 (обозначения те же, что и в табл. 1, 2).

Таблица 3. Коэффициенты 𝛼𝑖𝑗, 𝛾𝑖𝑗 и 𝑟𝑖𝑗 метода (4.5)

(𝛼𝑖𝑗)

0
0 0
𝛼31 𝛼32 0
0 0 0 0

(𝛾𝑖𝑗)

𝛾
0 𝛾
0 0 𝛾
0 0 0 𝛾

(𝑟𝑖𝑗)

0
0 0
0 𝑟32 0
0 𝑟42 0 0

Таблица 4. Коэффициенты 𝛽𝑖𝑗, 𝜙𝑖𝑗 и 𝜓𝑖𝑗 метода (4.5)

(𝛽𝑖𝑗)

𝛾
0 𝛾
𝛼31 𝛼32 𝛾
0 0 0 𝛾

(𝜙𝑖𝑗)

×
0 𝛾
× × ×
0 0 0 𝛾

(𝜓𝑖𝑗)

×
0 0
× × ×
0 𝑟42 0 0

Для подтверждения истинности теоремы 8 выведем условия порядка ме-
тода (4.5) вплоть до четвёртого. Как и ранее, начнём с вычисления элемен-
тарных весов по формулам (4.2)–(4.4).

Дерево 𝜏1 = :

Φ1(𝜏1) = 1, Φ2(𝜏1) = 1,

Φ3(𝜏1) = 1 + 𝑟32, Φ4(𝜏1) = 1 + 𝑟42.

Условие порядка (3.10) приобретает вид:

𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3(1 + 𝑟32) + 𝑏4(1 + 𝑟32 + 𝑟42) = 1. (4.6a)

Дерево 𝜏2 = :

Φ1(𝜏2) = 𝛾,

Φ2(𝜏2) = 2𝛾,

Φ3(𝜏2) = 𝛼31 + 𝛼32 + 𝛾(1 + 3𝑟32),

Φ4(𝜏2) = 𝛼31 + 𝛼32 + 𝛾(2 + 4𝑟32 + 3𝑟42).
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Условие порядка:

𝑏1𝛾 + 2𝑏2𝛾 + 𝑏3
(︀
𝛼31 + 𝛼32 + 𝛾(1 + 3𝑟32)

)︀
+

+ 𝑏4
(︀
𝛼31 + 𝛼32 + 𝛾(2 + 4𝑟32 + 3𝑟42)

)︀
=

1

2
. (4.6b)

Дерево 𝜏3 = . Как и в случае метода (3.9), из-за 𝛼11 = 0 первые два
веса равны нулю, а остальные — совпадают.

Φ1(𝜏3) = 0, Φ2(𝜏3) = 0,

Φ3(𝜏3) = (𝛼31 + 𝛼32)
2, Φ4(𝜏3) = (𝛼31 + 𝛼32)

2.

Условие порядка:

(𝛼31 + 𝛼32)
2(𝑏3 + 𝑏4) =

1

3
. (4.6c)

Дерево 𝜏4 = . Используем результаты для 𝜏2:

Φ1(𝜏4) = 𝛾2,

Φ2(𝜏4) = 3𝛾2,

Φ3(𝜏4) = 𝛾
(︀
2𝛼31 + 3𝛼32 + 𝛾(1 + 6𝑟32)

)︀
,

Φ4(𝜏4) = 𝛾
(︀
3𝛼31 + 4𝛼32 + 𝛾(3 + 10𝑟32 + 6𝑟42)

)︀
.

Условие порядка:

𝑏1𝛾
2 + 3𝑏2𝛾

2 + 𝑏3𝛾
(︀
2𝛼31 + 3𝛼32 + 𝛾(1 + 6𝑟32)

)︀
+

+ 𝑏4𝛾
(︀
3𝛼31 + 4𝛼32 + 𝛾(3 + 10𝑟32 + 6𝑟42)

)︀
=

1

6
. (4.6d)

Дерево 𝜏5 = . Результаты аналогичны случаю 𝜏3:

Φ1(𝜏4) = 0, Φ2(𝜏4) = 0,

Φ3(𝜏4) = (𝛼31 + 𝛼32)
3, Φ4(𝜏4) = (𝛼31 + 𝛼32)

3.

Условие порядка:

(𝛼31 + 𝛼32)
3(𝑏3 + 𝑏4) =

1

4
. (4.6e)

Дерево 𝜏6 = . Как и в случаях 𝜏3, 𝜏5, из-за наличия ветвления у корня
первые веса равны нулю:

Φ1(𝜏4) = 0, Φ2(𝜏4) = 0,

Φ3(𝜏4) = 𝛾(𝛼31 + 𝛼32)(𝛼31 + 2𝛼32), Φ4(𝜏4) = 𝛾(𝛼31 + 𝛼32)(𝛼31 + 2𝛼32).
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Условие порядка:

𝛾(𝛼31 + 𝛼32)(𝛼31 + 2𝛼32)(𝑏3 + 𝑏4) =
1

8
. (4.6f)

Дерево 𝜏7 = . Аналогично:

Φ1(𝜏4) = 0, Φ2(𝜏4) = 0,

Φ3(𝜏4) = 𝛾(𝛼31 + 𝛼32)
2, Φ4(𝜏4) = 𝛾(𝛼31 + 𝛼32)

2.

Условие порядка:

𝛾(𝛼31 + 𝛼32)
2(𝑏3 + 𝑏4) =

1

12
. (4.6g)

Дерево 𝜏8 = . Используем результаты для 𝜏4:

Φ1(𝜏4) = 𝛾3,

Φ2(𝜏4) = 4𝛾3,

Φ3(𝜏4) = 𝛾2
(︀
3𝛼31 + 6𝛼32 + 𝛾(1 + 10𝑟32)

)︀
,

Φ4(𝜏4) = 𝛾2
(︀
6𝛼31 + 10𝛼32 + 𝛾(4 + 20𝑟32 + 10𝑟42)

)︀
.

Условие порядка:

𝑏1𝛾
3 + 4𝑏2𝛾

3 + 𝑏3𝛾
2
(︀
3𝛼31 + 6𝛼32 + 𝛾(1 + 10𝑟32)

)︀
+

+ 𝑏4𝛾
2
(︀
6𝛼31 + 10𝛼32 + 𝛾(4 + 20𝑟32 + 10𝑟42)

)︀
=

1

24
. (4.6h)

Условия (4.6) с точностью до обозначений совпадают с условиями, полу-
ченными ранее в других работах (см. [15, Формулы (30)], [16]).

5. Следствия

Выше с помощью техники раскрашивания стадий доказана серия утвер-
ждений о виде элементарных весов для полных (𝑠, 𝑝)-методов (1.1). В дан-
ном разделе представлены следствия и возможные приложения полученных
утверждений.
𝐵-ряды. Одним из вопросов, связанных с заданием алгебраической струк-

туры на множестве одношаговых методов решения ОДУ, является задача о
построении разложения численного решения по степеням шага ℎ. В случае
(𝑠, 𝑝)-методов на данный вопрос отвечает следующее
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Следствие 9. Для численного решения (1.1) имеет место формальное раз-
ложение по степеням шага ℎ вида:

𝑦1 = 𝑦0 +
∑︁
𝜏∈𝑇

ℎ|𝜏 |

|𝜏 |!
𝛼(𝜏)𝛾(𝜏)

𝑠∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗Φ𝑗(𝜏)ℱ(𝜏)(𝑦0), (5.1)

где суммирование идёт по множеству 𝑇 всех возможных деревьев, а веса
Φ𝑗(𝜏) вычисляются по формулам (4.2)–(4.4).

Кроме того, если в разложении (5.1) ограничиться членами, соответ-
ствующими только деревьям из 𝑇6𝑘, для остаточного члена 𝑅𝑘 будет вы-
полнено

𝑅𝑘 = 𝑂(ℎ𝑘+1),

если функция правой части 𝑓 обладает непрерывными производными поряд-
ка 𝑘 + 1 в окрестности точного решения.

Доказательство фактически представляет собой альтернативную форму-
лировку теоремы о виде остаточного члена формулы Тейлора с учётом ре-
зультатов теоремы 8. �

Замечание 4. Представление численного решения в виде (5.1) называют
𝐵-рядом [18].

Другие методы. Представляется, что с помощью техники раскрашива-
ния стадий возможно обобщить результаты теоремы 8 на случай методов
с неточно заданной матрицей Якоби или задач с алгебраическими связями
(например, как это сделано для методов Розенброка в [11, §IV.4] и [11, §VI.4]
соответственно).

Упрощающие предположения. В теореме 8 установлена связь между
(𝑠, 𝑝)-методами и корневыми деревьями, поэтому теперь актуальна задача
о виде упрощающих предположений для (𝑠, 𝑝)-методов. Предполагается, что
это позволит упростить построение и анализ (𝑠, 𝑝)-методов высоких порядков
(например, как в [19] для методов Розенброка).

Заключение

В работе рассмотрено семейство полных (𝑠, 𝑝)-методов. С помощью тех-
ники раскрашивания стадий получено символическое представление произ-
водных наклонов 𝑘𝑖 промежуточных стадий (𝑠, 𝑝)-методов, и на её основе
построены 𝐵-ряды для численного решения.

Показано, что, в отличие от случая упрощённых (𝑠, 𝑝)-методов, производ-
ные 𝑘(𝑞)𝑖 наклонов промежуточных стадий выражаются через производные
наклонов 𝑘𝑗 того же порядка 𝑞. Поэтому при доказательстве основной теоре-
мы применен принцип двойной индукции.
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Представляется, что указанная техника раскрашивания стадий будет по-
лезна исследователям в области численных методов решения обыкновенных
дифференциальных уравнений.
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