
ИПМ им.М.В.Келдыша РАН  •  Электронная библиотека

Препринты ИПМ  •  Препринт № 48 за 2020 г.

ISSN 2071-2898 (Print)
ISSN 2071-2901 (Online)

Алексеев М.В., Савенков Е.Б.,
Воронин Ф.Н.

Численное решение
уравнений Баера-Нунциато

разрывным методом
Галеркина

Рекомендуемая форма библиографической ссылки:  Алексеев М.В., Савенков Е.Б., Воронин
Ф.Н. Численное решение уравнений Баера-Нунциато разрывным методом Галеркина //
Препринты ИПМ им. М.В.Келдыша. 2020. № 48. 23 с. http://doi.org/10.20948/prepr-2020-48 
URL: http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2020-48

http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://library.keldysh.ru/
http://library.keldysh.ru/
http://library.keldysh.ru/
http://library.keldysh.ru/preprints/
http://library.keldysh.ru/preprints/
http://library.keldysh.ru/preprints/
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2020-48
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2020-48
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2020-48
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2020-48
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2020-48
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2020-48
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2020-48
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2020-48
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=4386
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=4386
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=4386
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=4386
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=4386
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=4386
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=2583
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=2583
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=2583
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=2583
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=2583
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=2583
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=4015
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=4015
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=4015
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=4015
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=4015
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=4015
http://doi.org/10.20948/prepr-2020-48
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2020-48


ÐÎÑÑÈÉÑÊÀß ÀÊÀÄÅÌÈß ÍÀÓÊ
ÎÐÄÅÍÀ ËÅÍÈÍÀ

ÈÍÑÒÈÒÓÒ ÏÐÈÊËÀÄÍÎÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ
èìåíè Ì. Â. ÊÅËÄÛØÀ

М.В. Алексеев, Е.Б. Савенков, Ф.Н. Воронин

Численное решение уравнений Баера-Нунциато

разрывным методом Галеркина

Москва, 2020



М.В. Алексеев, Е.Б. Савенков, Ф.Н. Воронин, ×èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé
Áàåðà-Íóíöèàòî ðàçðûâíûì ìåòîäîì Ãàëåðêèíà

Аннотация

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà äëÿ
ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìîäåëè Áàåðà-Íóíöèàòî, îïèñûâàþùåé òå÷åíèÿ â ìíîãî-
ôàçíûõ ñðåäàõ â ðàìêàõ ìíîãîñêîðîñòíîé ïîëíîñòüþ íåðàâíîâåñíîé ïîñòà-
íîâêè. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîå âîñïîëíå-
íèå ðåøåíèÿ äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Ìîíîòîííîñòü ñõåìû îáåñ-
ïå÷èâàåòñÿ ïðèìåíåíèåì ãåîìåòðè÷åñêîãî ëèìèòåðà WENO-S. Ïðåäñòàâëåíû
ðåçóëüòàòû îäíîìåðíûõ è äâóìåðíûõ òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ. Â êà÷åñòâå ÷èñëåí-
íûõ ïîòîêîâ èñïîëüçóþòñÿ ïîòîêè Ëàêñà-Ôðèäðèõñà è Ðóñàíîâà. Ïðèâåäåíû
ïðèìåðû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ îäíîìåðíûõ è äâóìåðíûõ çàäà÷.

Ключевые слова: ìîäåëü Áàåðà-Íóíöèàòî, ìíîãîôàçíûå òå÷åíèÿ, ðàçðûâ-
íûé ìåòîä Ãàëåðêèíà

M.V. Alekseev, E.B. Savenkov, F.N. Voronin, Numerical solution of Baer-
Nunziato model with discontinuous Galerkin method

Abstract

The paper presents the discontinuous Galerkin method for solving the
equations of the Baer-Nunziato model, that describes �ows in multiphase media
in the framework of completely non-equilibrium formulation. The algebraic
completion of the solution up to the second order is used. The monotony of the
numerical scheme is ensured by the use of the WENO-S geometric limiter. The
results of one-dimensional and two-dimensional test calculations are presented.
Lax-Friedrichs and Rusanov �ows are used as numerical �uxes. Examples of
numerical calculations of one-dimensional and two-dimensional problems are
given.

Key words and phrases: Baer-Nunziato model, multiphase �ows, RKDG
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1 Введение

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ê ðàçðàáîòêå
ñðåäñòâ è ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ àíàëèçà âûñîêîèí-
òåíñèâíûõ óäàðíî-âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â íåîäíîðîäíûõ êîíäåíñèðîâàííûõ
ñðåäàõ (òâåðäûõ òåëàõ è æèäêîñòÿõ). Äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ òðàäèöè-
îííî èñïîëüçóþòñÿ ìîäåëè, îñíîâàííûå íà ëàãðàíæåâîì îïèñàíèè ñðåäû. Èõ
äîñòîèíñòâîì ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ðàçðàáîòêè ýôôåêòèâíûõ âû÷èñëèòåëü-
íûõ àëãîðèòìîâ è ïðîñòîòà îòñëåæèâàíèÿ ãðàíèö ðàçäåëà ìàòåðèàëîâ ñ ðàç-
ëè÷íûìè òåðìîäèíàìè÷åñêèìè è ðåîëîãè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè.

Òðóäíîñòüþ â ïðèìåíåíèè òàêèõ ìåòîäîâ â ñëó÷àå áîëüøèõ ïåðåìåùå-
íèé è äåôîðìàöèé ñðåäû ÿâëÿåòñÿ ñèëüíîå âîçìóùåíèå ðàñ÷åòíîé ñåòêè â
ýéëåðîâûõ êîîðäèíàòàõ: â õîäå ðàñ÷åòà ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ ÿ÷åéêè, ãåîìåòðèÿ
êîòîðûõ íåñîâìåñòíà ñ ìîäåëüþ äåôîðìàöèè ñðåäû. Íàïðèìåð, â õîäå ðàñ÷å-
òà ìîæåò âîçíèêàòü ¾ïåðåõëåñò¿ ãðàíåé ÿ÷ååê ñåòêè èëè èõ âûðîæäåíèå. Ýòî
ïðèâåëî ê ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ íà îñíîâå ñìåøàííîãî ýéëåðîâî-ëàãðàíæåâîãî
(ÑÝË) ìåòîäà îïèñàíèÿ ñðåäû. Íà îñíîâå ýòèõ ïîäõîäîâ ñîçäàíû òàêèå êîäû,
êàê Allegra [1] è BLAST [2].

Îäíàêî èñïîëüçîâàíèå ÑÝË-ïîäõîäà òàêæå âûçûâàåò ðÿä òåõíè÷åñêèõ
ñëîæíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ óñòîé÷èâîé ðåàëèçàöèåé ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññà
àëãîðèòìîâ. Òàê, àëãîðèòìû ãåíåðàöèè è ïåðåñòðîéêè àäàïòèâíûõ ñåòîê â
õîäå ðàñ÷åòà è êîððåêòíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ íà íèõ ôèçè÷åñêèõ ïîëåé ÿâëÿþòñÿ
âû÷èñëèòåëüíî çàòðàòíûìè è ñëîæíûìè â ðåàëèçàöèè ïðîöåäóðàìè. Îäíî-
âðåìåííî ñ ýòèìè òåîðåòè÷åñêèìè òðóäíîñòÿìè èñïîëüçîâàíèÿ ÑÝË-ïîäõîäîâ
îíè ñëîæíû äëÿ ðåàëèçàöèè â ñëó÷àÿõ, êîãäà â ìîäåëè ïðèñóòñòâóþò äèíà-
ìè÷åñêèå ãðàíèöû (íàïðèìåð, ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ èëè ôðîíòîâ õèìè÷åñêèõ
ðåàêöèé), áîëüøîå ÷èñëî íåñâÿçíûõ ïîäîáëàñòåé (íàïðèìåð, ãðàíóëèðîâàí-
íûå ñðåäû), âçàèìîäåéñòâèå ãðàíèö (íàïðèìåð, óïðóãèé êîíòàêò) èëè ôðàã-
ìåíòàöèÿ ñðåäû (íàïðèìåð, ðàçëåò ¾îñêîëêîâ¿).

Ïî ýòîé ïðè÷èíå â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ áîëüøèìè äå-
ôîðìàöèÿìè âñå áîëüøèé èíòåðåñ âûçûâàþò ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ýéëå-
ðîâîì ïîäõîäå. Îäíîé èç öåíòðàëüíûõ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ïðèìåíåíèåì
ìîäåëåé òàêîãî òèïà, ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü îïèñàíèÿ äèíàìèêè ìåæôàç-
íûõ ãðàíèö (â òîì ÷èñëå ãðàíèö ðàñ÷åòíîé îáëàñòè). Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíèå
÷èñòî ýéëåðîâûõ ïîäõîäîâ ïîçâîëÿåò óñïåøíî ðåøàòü çàäà÷è ñ äèíàìè÷åñêè-
ìè ãðàíèöàìè, óêàçàííûå âûøå. Ïðèìåðû ýéëåðîâûõ ïîäõîäîâ äëÿ ïîäîáíûõ
çàäà÷ ïðèâåäåíû, íàïðèìåð, â [3,4]. Ïðèìåðàìè ìîäåëåé ìíîãîìàòåðèàëüíûõ
(multimaterial) è ìíîãîôàçíûõ ñðåä, îñíîâàííûõ íà ýéëåðîâîì îïèñàíèè, ÿâ-
ëÿþòñÿ ìîäåëè ãèäðîäèíàìèêè ñóñïåíçèé èëè ýìóëüñèé ñ ïðÿìûì ðàçðåøåíè-
åì ñòðóêòóðû êàê äèñïåðñíîé, òàê è äèñïåðãèðóþùåé ñðåä, â òîì ÷èñëå ïðè
ðåøåíèè çàäà÷ ðàäèàöèîííî-èíäóöèðîâàííûõ òåðìîìåõàíè÷åñêèõ ýôôåêòîâ
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â ãåòåðîãåííûõ ïîëèäèñïåðñíûõ ñðåäàõ [5].
Îïèñàííûå âûøå äîñòîèíñòâà è îáùíîñòü ýéëåðîâûõ ïîäõîäîâ äåëàþò

ïåðñïåêòèâíûì èõ èñïîëüçîâàíèå äëÿ ðåøåíèÿ ñëîæíûõ êîìïëåêñíûõ çàäà÷
ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ìíîãîôàçíûõ ñðåä ïðè âûñîêîèí-
òåíñèâíîì è èìïóëüñíîì íàãðóæåíèè. Âìåñòå ñ òåì ýôôåêòèâíîå ïðèìåíåíèå
ýéëåðîâûõ ïîäõîäîâ òðåáóåò ðàçðàáîòêè íîâûõ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîãîôàçíàÿ ìíîãîñêîðîñòíàÿ ìîäåëü
Áàåðà-Íóíöèàòî è ðàçðûâíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà, êîòîðûé ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ
åå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Ìîäåëü Áàåðà-Íóíöèàòî âïåðâûå ïðåäëîæåíà â ðà-
áîòå [6] äëÿ àíàëèçà ïðîöåññà ïåðåõîäà äåôëàãðàöèè â äåòîíàöèþ. Â äàëü-
íåéøåì îíà ïðèìåíÿëàñü äëÿ ðåøåíèÿ öåëîãî ðÿäà çàäà÷ è â íàñòîÿùåå âðå-
ìÿ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê áàçîâàÿ ìîäåëü äëÿ öåëîãî ðÿäà îáîáùåíèé.
Â ÷àñòíîñòè, ìîäåëè òèïà Áàåðà-Íóíöèàòî ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ àíàëèçà
óäàðíî-âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â ñðåäàõ ñ ãðàíèöàìè ðàçäåëà ôàç [3].

Âû÷èñëèòåëüíûì àëãîðèòìàì äëÿ ìîäåëè Áàåðà-Íóíöèàòî ïîñâÿùå-
íî ìíîæåñòâî ðàáîò. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ðàçðûâíûé ìå-
òîä Ãàëåðêèíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû (RK/DG, Runge-
Kutta/Discontinuous Galerkin method [7]). Ìîòèâàöèÿ òàêîãî âûáîðà ñâÿçàíà ñ
òåì, ÷òî ðàçðûâíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà äîïóñêàåò áîëåå èëè ìåíåå ôîðìàëüíûå
îáîáùåíèÿ íà ñëó÷àé óðàâíåíèé âûñîêîãî ïîðÿäêà, ê êîòîðûì ñâîäèòñÿ ðÿä
îáîáùåíèé ìîäåëè Áàåðà-Íóíöèàòî (íàïðèìåð, ïðè íåîáõîäèìîñòè ó÷åòà ñèë
ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ, äåéñòâóþùèõ íà ìåæôàçíûõ ãðàíèöàõ [8]). Îò-
ìåòèì, ÷òî äàííûé ìåòîä ïðèìåíÿëñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è
è ðàíåå [9].

Îäíàêî îñíîâíîé òåìàòèêîé ýòèõ ðàáîò ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâ-
íûõ ñõåì, ìàêñèìàëüíî ïîëíî ó÷èòûâàþùèõ îñîáåííîñòè çàäà÷è. Â ðàìêàõ
íàñòîÿùåé ðàáîòû ìîäåëü Áàåðà-Íóíöèàòî ðàññìàòðèâàåòñÿ â êà÷åñòâå áàçî-
âîé, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé îñíîâó äëÿ äàëüíåéøèõ îáîáùåíèé. Â ñèëó ýòîãî
èñïîëüçóþòñÿ àëãîðèòìû, ìàêñèìàëüíî îòâå÷àþùèå èäåå ¾physics-free¿, òî
åñòü ìèíèìàëüíî ó÷èòûâàþùèå îñîáåííîñòè çàäà÷è, íî âìåñòå ñ òåì ïðèãîä-
íûå äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîíå÷íûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ïðèåìëåìîé òî÷íîñòüþ.

Â çàêëþ÷åíèå àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü Â. Â. Ëóêèíó (ÈÏÌ èì.
Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ) çà ïîëåçíûå ñîâåòû è îáñóæäåíèÿ.
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2 Математическая модель Баера-Нунциато

Ìîäåëü Áàåðà-Íóíöèàòî áåç ðåëàêñàöèîííûõ ñëàãàåìûõ ìîæåò áûòü çà-
ïèñàíà â ñëó÷àå äâóõ ôàç â âèäå ñëåäóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé:

𝜕𝛼k
𝜕𝑡

+ 𝑢I ·∇𝛼𝑘 = 0, (1a)

𝜕𝛼k𝜌k
𝜕𝑡

+∇ · (𝛼k𝜌k𝑢k) = 0, (1b)

𝜕𝛼k𝜌k𝑢k

𝜕𝑡
+∇ · (𝛼k𝜌k𝑢k ⊗ 𝑢k) +∇ (𝛼k𝑃k)− 𝑃𝐼∇𝛼𝑘 = 0, (1c)

𝜕𝛼k𝜌k𝐸k

𝜕𝑡
+∇ · (𝛼k (𝜌k𝐸k + 𝑃k)𝑢k)− 𝑃𝐼𝑢𝐼∇𝛼𝑘 = 0, (1d)

ãäå èíäåêñ 𝑘 = 1, 2 ñîîòâåòñòâóåò íîìåðó ôàçû. Óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò
(ñâåðõó âíèç) áàëàíñó îáúåìà ôàçû, çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ìàññû, èìïóëüñà è
ýíåðãèè. Ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáìåííûå ñëàãà-
åìûå, îïðåäåëÿþùèå ìåæôàçíîå âçàèìîäåéñòâèå. Çäåñü 𝛼k, 𝜌k, 𝑢k, 𝑃k, 𝐸k �
îáúåìíàÿ äîëÿ, ïëîòíîñòü, ñêîðîñòü, ñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå è ïîëíàÿ ýíåðãèÿ
k-îé ôàçû. Â ñèñòåìå óðàâíåíèé Áàåðà-Íóíöèàòî 𝑢I è 𝑃I � ñêîðîñòü è äàâëå-
íèå íà ìåæôàçíûõ ãðàíèöàõ, êîòîðûå ïðèíèìàþòñÿ çà ñêîðîñòü è äàâëåíèå
смеси ôàç. Â ïðèâåäåííûõ âûøå óðàâíåíèÿõ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ôàçû 𝑘 ðàâíà:

𝐸k = 𝒰k +
𝑢k · 𝑢k

2
, (2)

𝒰k � âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ. Òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû äëÿ êàæäîé èç ôàç
ñâÿçàíû ñ ñîîòâåòñòâóþùèì óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ 𝒰k = 𝒰k (𝑃k, 𝜌k). Îòìåòèì
íåäèâåðãåíòíûå ñëàãàåìûå, ïðîïîðöèîíàëüíûå 𝑃𝐼∇𝛼𝑘, âèä êîòîðûõ õàðàêòå-
ðåí äëÿ âñåõ ìíîãîôàçíûõ ìîäåëåé [10].

Äëÿ çàìûêàíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1a)-(1d) èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå âû-
ðàæåíèÿ äëÿ 𝑢I è 𝑃I. Âûáîð ýòèõ âûðàæåíèé âëèÿåò íà âçàèìîäåéñòâèå ôàç.

Â ðàáîòå [6] ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé âàðèàíò:{︃
𝑢I = 𝑢1,

𝑃I = 𝑃2,
(3)

ãäå ôàçà 1 ÿâëÿåòñÿ ãàçîâîé ôàçîé, à ôàçà 2 � òâåðäîé. Êîãäà îáå ôàçû
ñæèìàåìûå, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷íûå óðàâíåíèÿ [11]⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑢I =
2∑︀

𝑘=1

𝛼k𝜌k𝑢k/
2∑︀

𝑘=1

𝛼k𝜌k,

𝑃I =
2∑︀

𝑘=1

𝛼k𝑃k.
(4)
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Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ îáà âàðèàíòà. Âèä îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøå-
íèé äëÿ 𝑢I è 𝑃I ÿâëÿåòñÿ âàæíîé ÷àñòüþ ìîäåëè [12]. Âûáîð ñêîðîñòè è äàâ-
ëåíèÿ íà ìåæôàçíûõ ãðàíèöàõ ÿâëÿåòñÿ âàæíîé ñîñòàâëÿþùåé èòîãîâîé ìî-
äåëè è âëèÿåò íà ñòðóêòóðó âîëí, ïðåäñòàâëåííûõ â ìîäåëè [13].

3 Разрывный метод Галеркина

Â äàííîì ðàçäåëå áóäåò êðàòêî ïðåäñòàâëåíà ñõåìà ðàçðûâíîãî ìåòîäà
Ãàëåðêèíà [7] äëÿ îäíîìåðíîãî âàðèàíòà ãèïåðáîëè÷åñêîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ
â êîíñåðâàòèâíîé ôîðìå.

Разрывный метод Галеркина для гиперболических уравнений в

консервативной форме. Ðàññìîòðèì çàêîí ñîõðàíåíèÿ â âèäå ãèïåðáî-
ëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â êîíñåðâàòèâíîé ôîðìå â îáëàñòè Ω = [0, 𝐿] ⊂ R:

𝜕𝑄 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
+
𝜕ℱ (𝑄 (𝑥, 𝑡))

𝜕𝑥
= 0. (5)

Ââåäåì ðàçáèåíèå {𝜔𝑖}𝑖=𝑁
𝑖=0 îáëàñòè Ω è îáîçíà÷èì ÿ÷åéêó ñåòêè (êîíå÷íûé

ýëåìåíò) 𝜔𝑖 =
[︁
𝑥𝑖− 1

2
, 𝑥𝑖+ 1

2

]︁
, 1 6 𝑖 6 𝑁 . Îáîçíà÷èì 𝒱𝑘

ℎ (Ω) ïðîñòðàíñòâî ýëå-

ìåíòîâ èç ℒ∞ (Ω) ñ ïðîåêöèåé 𝜔𝑖, ïðèíàäëåæàùåé âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó
𝒫𝑘 (𝜔𝑖) ïîëèíîìîâ ñòåïåíè k:

𝒱𝑘
ℎ =

{︀
𝑣 : 𝑣|𝜔𝑖

∈ 𝒫𝑘 (𝜔𝑖) ; 1 6 𝑖 6 𝑁
}︀
.

Îïðåäåëèì ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà 𝒫𝑘 (𝜔𝑖) êàê íàáîð ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ

îðòîíîðìèðîâàííûõ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà
{︁
𝜓

(𝑙)
𝑖

}︁𝑙=𝑘

𝑙=0
è ïðåäñòàâèì ðåøåíèå

𝑄 (𝑥, 𝑡) â ÿ÷åéêå 𝜔𝑖 êîíå÷íîìåðíîé àïïðîêñèìàöèåé

𝑄ℎ (𝑥, 𝑡) |𝜔𝑖
=

𝑘∑︁
𝑙=0

𝜓
(𝑙)
𝑖 (𝑥)𝑄

(𝑙)
𝑖 (𝑡) . (6)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîëóäèñêðåòíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ 𝑄ℎ (𝑥, 𝑡) óìíî-
æèì óðàâíåíèå (5) íà ïðîáíóþ ôóíêöèþ 𝑣ℎ ∈ 𝑉 𝑘

ℎ , ïðîèíòåãðèðóåì ïî îáëàñòè
𝜔𝑖 è ïðèìåíèì ôîðìóëó Ãðèíà:∫︁

𝜔𝑖

𝜕𝑄ℎ (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
𝑣ℎ (𝑥) 𝑑𝑥+

∫︁
𝜔𝑖

ℱ (𝑄ℎ (𝑥, 𝑡))
𝜕𝑣ℎ (𝑥)

𝜕𝑥
𝑑 𝑥+

+
∑︁
𝑒∈𝜕𝜔𝑖

∫︁
𝑒

ℱ̂ (𝑄ℎ (𝑥, 𝑡)) 𝑣ℎ (𝑥) 𝑑Γ = 0. (7)
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Â óðàâíåíèè (7) àíàëèòè÷åñêèé ïîòîê ℱ (𝑄ℎ (𝑥, 𝑡)) çàìåíÿåòñÿ ÷èñëåííûì
ℱ̂ (𝑄ℎ (𝑥, 𝑡)) â ïîâåðõíîñòíîì èíòåãðàëå, ïîñêîëüêó íà ãðàíèöå ÿ÷ååê ðåøåíèå
òåðïèò ðàçðûâ è íå îïðåäåëåíî. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì:∑︁

𝑒∈𝜕𝜔𝑖

∫︁
𝑒

ℱ̂𝑣ℎ 𝑑Γ = ℱ̂𝑖+1/2𝑣ℎ

(︁
𝑥+𝑖+1/2

)︁
− ℱ̂𝑖−1/2𝑣ℎ

(︁
𝑥−𝑖−1/2

)︁
.

Çäåñü ℱ̂𝑖±1/2 � ÷èñëåííûé ïîòîê â òî÷êå ãðàíèöû 𝑥 ∈ 𝜕𝜔𝑖.

ℱ̂𝑖±1/2 = ℱ̂
(︁
𝑄+

𝑖±1/2,𝑄
−
𝑖±1/2

)︁
,

ãäå𝑄+
𝑖±1/2 è𝑄

−
𝑖±1/2 ëåâûå è ïðàâûå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ𝑄ℎ â òî÷êàõ 𝑥 ∈ 𝜕𝜔𝑖.

Ðàçëè÷íûå âèäû ÷èñëåííûõ ïîòîê èçâåñòíû äëÿ ìíîãîôàçíûõ ìîäåëåé [14].
Â äàííîé ðàáîòå îíè íå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ
ñëåäóþùèå âèäû ïîòîêîâ:

1. ïîòîê Ëàêñà-Ôðèäðèõñà:

ℱ̂LF

𝑖±1/2 =
1

2

[︁
ℱ
(︁
𝑄+

𝑖±1/2

)︁
+ ℱ

(︁
𝑄−

𝑖±1/2

)︁]︁
− 1

2

Δ𝑥

Δ𝑡

(︁
𝑄+

𝑖±1/2 −𝑄−
𝑖±1/2

)︁
; (8)

2. ïîòîê Ðóñàíîâà:

ℱ̂RS

𝑖±1/2 =
1

2

[︁
ℱ
(︁
𝑄+

𝑖±1/2

)︁
+ ℱ

(︁
𝑄−

𝑖±1/2

)︁]︁
− 1

2
Λ
(︁
𝑄+

𝑖±1/2 −𝑄−
𝑖±1/2

)︁
. (9)

Çäåñü
Λ = Λ

(︁
𝑄+

𝑖±1/2,𝑄
−
𝑖±1/2

)︁
= max

(︁
|𝜆+

𝑖±1/2|, |𝜆
−
𝑖±1/2|

)︁
,

ãäå 𝜆±𝑖±1/2 � ìàêñèìàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÿêîáèàíà 𝐽(𝑄) =

𝜕ℱ (𝑄)/𝜕𝑄 â ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ, ñì. [15]).

Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ 𝑣ℎ (𝑥) =
{︁
𝜓

(𝑙)
𝑖

}︁𝑙=𝑘

𝑙=0
ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó

îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ñòåïåíåé ñâîáîäû ðåøåíèÿ{︁
𝑄

(𝑙)
𝑖

}︁
:

𝑑𝑄̂

𝑑𝑡
= M(𝑄̂). (10)

Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè ñèñòåìû (10) äàëåå èñïîëüçóåòñÿ âàðèàíò
ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû TVD/RK3 [7]) ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ëèìèòèðîâàíèåì íà
êàæäîì øàãå ìåòîäà. Äàííàÿ ñõåìà ïðèìåíÿåòñÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé ê êàæ-
äîìó óðàâíåíèþ îòäåëüíî îò îñòàëüíûõ.
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Общий вид схемы для неконсервативного уравнения. Îïèøåì òå-
ïåðü îñîáåííîñòè ïðèìåíåíèÿ ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà äëÿ ðåøåíèÿ ñè-
ñòåìû ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ íåêîíñåðâàòèâíûìè ñëàãàåìûìè, êîòî-
ðóþ çàïèøåì äëÿ îáëàñòè Ω = [0, 𝐿] â âèäå:

𝜕𝑄

𝜕𝑡
+𝒜 (𝑥,𝑄)

𝜕𝑄

𝜕𝑥
= 0, (11)

ãäå 𝑄 = 𝑄 (𝑥, 𝑡) = [𝑞1, . . . , 𝑞𝑛], 𝒜 (𝑥,𝑄) ̸= 𝜕ℱ/𝜕𝑄 äëÿ êàêîãî-ëèáî ℱ . Îáîá-
ùåííîå ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è äëÿ êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì (â ñëó÷àå, êîãäà
𝒜 (𝑥,𝑄) = 𝜕ℱ/𝜕𝑄) èùåòñÿ â êëàññå êëàññè÷åñêèõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Ðå-
øåíèÿ äàííîé ñèñòåìû íåëèíåéíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé â îáùåì ñëó-
÷àå ðàçðûâíû. Äëÿ íåêîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì îáîáùåííîå ðåøåíèå íå ìîæåò
áûòü íàéäåíî â êëàññå îáîáùåííûõ ôóíêöèé, ïîñêîëüêó íåâîçìîæíî êîððåêò-
íî ïîñòàâèòü çàäà÷ó Ðèìàíà íà ãðàíèöå ÿ÷ååê. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû
ñóùåñòâóþò ðàçíûå ïîäõîäû. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ðàñïðîñòðà-
íåííûé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè òåîðèè DLM (Dal Maso�Le Floch�
Murat, [16]). Äàííûé ïîäõîä áûë îïèñàí â ïðåäûäóùåé ðàáîòå àâòîðîâ [17].

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷èñëåííîé ñõåìû ðàññìîòðèì ñíà÷àëà êîíñåðâàòèâíóþ ñè-
ñòåìó óðàâíåíèé:

𝜕𝑄

𝜕𝑡
+
𝜕ℱ (𝑄)

𝜕𝑥
= 0, 𝑥 ∈ R, 𝑡 > 0, (12)

è, â ñëàáîé ôîðìå,∫︁
Ω

𝜕𝑄 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
𝑣 (𝑥) 𝑑𝑥+

∫︁
Ω

𝜕ℱ (𝑄 (𝑥, 𝑡))

𝜕𝑥
𝑣 (𝑥) 𝑑 𝑥 = 0, (13)

ãäå 𝑣 ∈ 𝒟 (R)𝑁 � ïðîáíûå ôóíêöèè, 𝒟 (R)𝑁 � ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ýòó ñèñòåìó â òåðìèíàõ áîðåëåâñêîé ìåðû è ââåäåì⟨[︂
𝜕ℱ (𝑄 (, 𝑡))

𝜕𝑥

]︂
, 𝑣

⟩
def
=

∫︁
R

𝜕ℱ (𝑄 (𝑥, 𝑡))

𝜕𝑥
𝑣 (𝑥) 𝑑𝑥+

+
∑︁
𝑑

(︀
ℱ

(︀
𝑄+

𝑑

)︀
−ℱ

(︀
𝑄−

𝑑

)︀)︀
𝑣 (𝑥𝑑) , (14)

𝑣 ∈ 𝒟 (R)𝑁 . Â òàêîì ñëó÷àå îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ [𝜕ℱ (𝑄 (, 𝑡))/𝜕𝑥] ìîæåò
áûòü ðàññìîòðåíà êàê áîðåëåâñêàÿ ìåðà, êîòîðàÿ ïî òåîðåìå Ëåáåãà î ðàçëî-
æåíèè ìåðû ñîñòîèò èç äâóõ ñëàãàåìûõ 𝜇 = 𝜇𝑎 + 𝜇𝑠:

𝜇𝑎 (E) =
∫︁
E

𝜕ℱ (𝑄 (𝑥, 𝑡))

𝜕𝑥
𝑑𝑥, (15)
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íåïðåðûâíîãî äëÿ êàæäîãî îòêðûòîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà E, è äèñêðåò-
íîé ìåðû Äèðàêà â òî÷êàõ 𝑥 = 𝑥𝑑 (𝑡)

𝜇𝑠 =
∑︁
𝑑

(︀
ℱ

(︀
𝑄+

𝑑

)︀
−ℱ

(︀
𝑄−

𝑑

)︀)︀
𝛿 (𝑥− 𝑥𝑑 (𝑡)). (16)

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (13) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:∫︁
Ω

𝜕𝑄

𝜕𝑡
𝑣 𝑑𝑥+

⟨[︂
𝜕ℱ (𝑄 (, 𝑡))

𝜕𝑥

]︂
, 𝑣Ω

⟩
= 0. (17)

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåêîíñåðâàòèâíûé ñëó÷àé. Ââåäåì îòîáðàæåíèå Ψ :
[0, 1] × Ω × Ω ↦→ Ω, êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü ïóòåì, êîòîðûé ¾ñîåäèíÿåò¿
ëåâîå çíà÷åíèå ðåøåíèÿ â òî÷êå ðàçðûâà ñ ïðàâûì [17]. Òîãäà äëÿ íåêîíñåð-
âàòèâíîãî ñëàãàåìîãî â (11) ìîæíî îïðåäåëèòü áîðåëåâñêóþ ìåðó êàê⟨[︂

𝒜 (𝑄 (, 𝑡))
𝜕𝑄 (, 𝑡)

𝜕𝑥

]︂
Ψ

, 𝑣

⟩
def
=

∫︁
R

𝒜 (𝑄 (𝑥, 𝑡))
𝜕𝑄 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
𝑣 (𝑥) 𝑑𝑥+

+
∑︁
𝑑

⎛⎝ 1∫︁
0

𝒜
(︀
Ψ
(︀
𝑄+

𝑑 ,𝑄
−
𝑑 , 𝑠

)︀)︀ 𝜕Ψ
𝜕𝑠

(︀
𝑄+

𝑑 ,𝑄
−
𝑑 , 𝑠

)︀
𝑑𝑠

⎞⎠ 𝑣 (𝑥𝑑) . (18)

Êàê è ðàíåå, ìåðà 𝜇 = 𝜇𝑎 + 𝜇𝑠 ñîñòîèò èç äâóõ ñëàãàåìûõ:

𝜇Ψ
𝑎 (E) =

∫︁
E

𝒜 (𝑄 (𝑥, 𝑡))
𝜕𝑄 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
𝑑𝑥, (19)

𝜇Ψ
𝑠 =

∑︁
𝑑

⎛⎝ 1∫︁
0

𝒜
(︀
Ψ
(︀
𝑄+

𝑑 ,𝑄
−
𝑑 , 𝑠

)︀)︀ 𝜕Ψ
𝜕𝑠

(︀
𝑄+

𝑑 ,𝑄
−
𝑑 , 𝑠

)︀
𝑑𝑠

⎞⎠ 𝛿 (𝑥− 𝑥𝑑 (𝑡)). (20)

Äàííûå ìåðû ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû êàê îáîáùåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðàíåå
ìåð (15), (16) äëÿ êîíñåðâàòèâíîãî ñëó÷àÿ. Â ñëó÷àå, êîãäà 𝒜 ÿâëÿåòñÿ ÿêî-
áèàíîì êàêîãî-ëèáî ïîòîêà ℱ , ïîëó÷åííûå ìåðû íå çàâèñÿò îò âûáðàííîãî
ïóòè è ñîâïàäàþò ñ ïîëó÷åííûìè ðàíåå [18].

Îáîáùåííîå óñëîâèå Ãþãîíèî èìååò âèä:

1∫︁
0

(︀
𝜉𝐼 −𝒜

(︀
Ψ
(︀
𝑄−,𝑄+; 𝑠

)︀)︀)︀ 𝜕Ψ
𝜕𝑠

(︀
𝑄−,𝑄+; 𝑠

)︀
𝑑𝑠 = 0, (21)

ãäå 𝜉 � ñêîðîñòü ðàçðûâà, 𝑄−,𝑄+ � çíà÷åíèÿ ñëåâà è ñïðàâà (ïðåäåëüíûå)
îò ðàçðûâà ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è Ðèìàíà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé
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íåêîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû ïðåäñòàâëåíà â [18]. Â ñèëó òîãî, ÷òî çàäà÷à Ðè-
ìàíà òåïåðü ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî ïîñòàâëåííîé, íà îñíîâå ñäåëàííûõ âûøå
ïîñòðîåíèé ìîãóò áûòü âûâåäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ñõåìû òèïà Ãîäóíîâà. Â
÷àñòíîñòè, ÷èñëåííàÿ ñõåìà äëÿ ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà ñ íåêîíñåðâà-
òèâíûìè ñëàãàåìûìè ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå:∫︁

𝐼𝑖

𝜕𝑄ℎ

𝜕𝑡
𝑣ℎ (𝑥) 𝑑𝑥+

∫︁
𝐼𝑖

𝒜 (𝑄ℎ)
𝜕𝑄ℎ

𝜕𝑥
𝑣ℎ (𝑥) 𝑑𝑥+

+
(︁[︀
𝑣ℎ

(︀
𝑥𝑖+1/2

)︀]︀−
𝐷−

𝑖+1/2 +
[︀
𝑣ℎ

(︀
𝑥𝑖+1/2

)︀]︀+
𝐷+

𝑖−1/2

)︁
= 0,

ãäå 𝐷−
𝑖+1/2,𝐷

+
𝑖−1/2,

[︀
𝑣ℎ

(︀
𝑥𝑖+1/2

)︀]︀
îïðåäåëåíû íà ãðàíèöàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ

ÿ÷ååê. Â ýòîì ñëó÷àå

𝐷−
𝑖+1/2 =

1∫︁
0

𝒜
(︁
Ψ
(︁
𝑄−

𝑖+1/2, 𝑄̂𝑖+1; 𝑠
)︁)︁ 𝜕Ψ

𝜕𝑠

(︁
𝑄−

𝑖+1/2, 𝑄̂𝑖+1; 𝑠
)︁
𝑑𝑠, (22)

𝐷+
𝑖+1/2 =

1∫︁
0

𝒜
(︁
Ψ
(︁
𝑄̂𝑖+1,𝑄

+
𝑖+1/2; 𝑠

)︁)︁ 𝜕Ψ
𝜕𝑠

(︁
𝑄̂𝑖+1,𝑄

+
𝑖+1/2; 𝑠

)︁
𝑑𝑠, (23)

ãäå 𝑄̂𝑖+1 � ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà íà ãðàíèöå ÿ÷ååê
Ïóñòü âûáðàí ëèíåéíûé ïóòü Ψ

(︀
𝑄−,𝑄+; 𝑠

)︀
= 𝑄−

𝑑 + 𝑠
(︀
𝑄+

𝑑 −𝑄−
𝑑

)︀
. Òîãäà

â òî÷êàõ ðàçðûâà 𝑥𝑑 = 𝑥𝑖±1/2:

𝐷±
𝑑 = 𝐴±

𝑑

(︀
𝑄+

𝑑 −𝑄−
𝑑

)︀
, 𝐴±

𝑑 =
1

2

1∫︁
0

(︀
𝒜

(︀
𝑄−

𝑑 ± 𝑠
(︀
𝑄+

𝑑 −𝑄−
𝑑

)︀)︀
± 𝑉 𝑑

)︀
𝑑𝑠, (24)

ãäå 𝑉 𝑑 � òàê íàçûâàåìàÿ ìàòðèöà äèññèïàöèè. Àíàëîãè÷íî êîíñåðâàòèâíîìó
ñëó÷àþ (8) � (9) ìîæíî îïðåäåëèòü:

� êëàññè÷åñêèé ìåòîä Ëàêñà-Ôðèäðèõñà:

𝐴±
𝑑 =

1

2

1∫︁
0

(︂
𝒜

(︀
𝑄−

𝑑 + 𝑠
(︀
𝑄+

𝑑 −𝑄−
𝑑

)︀)︀
± I

Δ𝑥

Δ𝑡

)︂
𝑑𝑠, (25)

êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò âûáîðó 𝑉𝑑 = IΔ𝑥/Δ𝑡, I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

� ìåòîä Ðóñàíîâà:

𝐴±
𝑑 =

1

2

1∫︁
0

(︀
𝒜

(︀
𝑄−

𝑑 + 𝑠
(︀
𝑄+

𝑑 −𝑄−
𝑑

)︀)︀
± I|𝜆𝑚𝑎𝑥|

)︀
𝑑𝑠, (26)
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ãäå 𝜆𝑚𝑎𝑥 � ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû
𝒜

(︀
𝑄−

𝑑 + 𝑠
(︀
𝑄+

𝑑 −𝑄−
𝑑

)︀)︀
. Â äàííîì ñëó÷àå ìàòðèöà äèññèïàöèè âû-

áðàíà êàê 𝑉𝑑 = I|𝜆𝑚𝑎𝑥|.

4 Лимитеры

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû (TVD/RK3) ÷èñëåííîå ðåøå-
íèå íå áóäåò ìîíîòîííûì äëÿ ñëó÷àÿ ðàçðûâíûõ ðåøåíèé. Òðàäèöèîííûé
ñïîñîá îáåñïå÷èòü ìîíîòîííîñòü ðåøåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â äîáàâëåíèè â ñõåìó
÷èñëåííîé äèññèïàöèè. Îíà ìîæåò áûòü ââåäåíà â àïïðîêñèìàöèè ðàçðûâíî-
ãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, ñðåäè êîòîðûõ èçâåñòíû ìåòîäû
íà îñíîâå ãåîìåòðè÷åñêèõ ëèìèòåðîâ, ÿâíîãî ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ äèñ-
ñèïàòèâíûõ ñëàãàåìûõ è àëãîðèòìîâ íà îñíîâå ôèëüòðàöèè âûñîêî÷àñòîòíûõ
êîìïîíåíò ðåøåíèÿ [19]. Â ðàáîòàõ [20, 21] îïèñàí ñïîñîá ìîíîòîíèçàöèè ìå-
òîäà RK/DG ïóòåì ÿâíîãî ââåäåíèÿ â ñõåìó èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè òèïà
Íåéìàíà-Ðèõòìàéåðà. Â ðàáîòàõ [22] îïèñàí îäèí èç íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ
ëèìèòåðîâ, ïîñòðîåííûõ íà èñïîëüçîâàíèè ôóíêöèè minmod (TVB minmod
limiter). Ïîìèìî ýòîãî, ñóùåñòâóþò ëèìèòåðû, îñíîâàííûå íà ïîñëåäîâàòåëü-
íîì îãðàíè÷åíèè ñòåïåíåé ñâîáîäû íà÷èíàÿ ñ âûñøåé (íàïðèìåð, ìîìåíòíûé
ëèìèòåð Êðèâîäîíîâîé [23]).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ëèìèòåð WENO-S (simple WENO), â êî-
òîðîì ëèìèòèðîâàííîå ðåøåíèå â ÿ÷åéêå ñòðîèòñÿ êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
ïîëèíîìèàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé ðåøåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî â ðàññìàòðèâàå-
ìîé ÿ÷åéêå è åå áëèæàéøèõ ñîñåäÿõ.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé äëÿ ëèìèòèðîâàíèÿ ðåøåíèÿ èìååò âèä:

1. Определение ячеек, в которых необходимо применение лимитера. Îáî-
çíà÷èì ñðåäíåå çíà÷åíèå ðåøåíèÿ â ÿ÷åéêå êàê

𝑞𝑖 =
1

Δ𝑥𝑖

∫︁
𝐼𝑖

𝑞𝑑𝑥. (27)

Ñêà÷êè íà ãðàíèöå ÿ÷åéêè îáîçíà÷èì êàê 𝑞𝑖 = 𝑞−𝑖+1/2 − 𝑞𝑖, ˜̃𝑞𝑖 = 𝑞𝑖 − 𝑞+
𝑖−1/2.

Â êàæäîé ÿ÷åéêå ðàññìîòðèì:

𝑞
(𝑚𝑜𝑑)
𝑖 = minmod (𝑞𝑖, 𝑞𝑖+1 − 𝑞𝑖, 𝑞𝑖 − 𝑞𝑖−1) , (28)

˜̃𝑞
(𝑚𝑜𝑑)
𝑖 = minmod

(︀
˜̃𝑞𝑖, 𝑞𝑖+1 − 𝑞𝑖, 𝑞𝑖 − 𝑞𝑖−1

)︀
, (29)

ãäå

minmod (𝑎1, . . . , 𝑎𝑁) =

{︃
𝑠min (𝑎1, . . . , 𝑎𝑁) , åñëè 𝑠 = sign (𝑎1) = . . . = sign (𝑎𝑁)

0 èíà÷å.
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Ðåøåíèå â ÿ÷åéêå 𝑖 ïîäëåæèò ëèìèòèðîâàíèþ, åñëè (28) âîçâðàùàåò íå
ïåðâûé àðãóìåíò. Äàëåå îïèøåì ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ â ÿ÷åéêå,
åñëè îíî ïîäëåæèò ëèìèòèðîâàíèþ.

2. Модификация решения в соседних ячейках. Îáîçíà÷èì ïîëèíîì ðåøåíèÿ
â ÿ÷åéêàõ ñ èíäåêñàìè 𝑖−1, 𝑖, 𝑖+1 êàê 𝑝0 (𝑥), 𝑝1 (𝑥) è 𝑝2 (𝑥) ñîîòâåòñòâåííî.
Ðåøåíèÿ â ñîñåäíèõ ÿ÷åéêàõ ìîäèôèöèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝑝0 (𝑥) = 𝑝0 − 𝑝0 + 𝑝1, 𝑝2 (𝑥) = 𝑝2 − 𝑝2 + 𝑝1, (30)

ãäå

𝑝𝑖 =
1

Δ𝑥𝑖

∫︁
𝐼𝑖

𝑝𝑖 (𝑥) 𝑑𝑥. (31)

3. Расчет индикатора гладкости для каждой из ячеек. Èíäèêàòîð ãëàäêî-
ñòè 𝛽𝑖 èìååò âèä:

𝛽𝑖 =
𝑘∑︁

𝑙=1

∫︁
𝐼𝑗

Δ𝑥2𝑙−1
𝑗

(︂
𝜕𝑙

𝜕𝑥𝑙
𝑝𝑗 (𝑥)

)︂2

𝑑𝑥, (32)

ãäå 𝑘 � ïîðÿäîê ïîëèíîìà ðåøåíèÿ â ÿ÷åéêå.

4. Расчет весов для каждой из ячеек. Íîðìèðîâàííûå âåñà 𝜔𝑖 äëÿ êàæäîé
èç ÿ÷ååê èìåþò âèä:

𝜔𝑖 =
𝜔𝑖∑︀

𝑛
𝜔𝑛
, 𝜔𝑛 =

𝛾𝑛
(𝜀+ 𝛽𝑛)

𝑟 . (33)

Çäåñü 𝛾𝑛 � ëèíåéíûé âåñ, 𝜀 = 10−6, 𝑟 = 2. Ëèíåéíûå âåñà äîëæíû îáëà-
äàòü ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:∑︁

𝑛

𝛾𝑛 = 1.0,

𝛾1 ≫ 𝛾0, 𝛾1 ≫ 𝛾2.

5. Расчет лимитированного решения:

𝑝new1 (𝑥) = 𝜔0𝑝0 (𝑥) + 𝜔1𝑝1 (𝑥) + 𝜔2𝑝2 (𝑥) . (34)

Ïðèìåíåíèå ëèìèòåðà ìîæåò áûòü îáîáùåíî íà ìíîãîìåðíûé ñëó-
÷àé(ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå ïî êàæäîìó èç íàïðàâëåíèé) è ñëó÷àé ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé.
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5 Результаты численных экспериментов для

тестовых задач

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìíîãîìåðíûå óðàâíåíèÿ Áàåðà-Íóíöèàòî ïðåäñòàâ-
ëåíû ñëåäóþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé:

𝜕𝑄

𝜕𝑡
+
𝜕𝐹 (𝑄)

𝜕𝑥
+
𝜕𝐺 (𝑄)

𝜕𝑦
+ 𝑇 (𝑄)

𝜕𝛼1

𝜕𝑥
+𝐾 (𝑄)

𝜕𝛼1

𝜕𝑦
= 0, (35)

ãäå

𝑄 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝛼1

𝛼1𝜌1

𝛼1𝜌1𝑢1

𝛼1𝜌1𝑣1

𝛼1𝜌1𝑤1

𝛼1𝜌1𝐸1

𝛼2

𝛼2𝜌2

𝛼2𝜌2𝑢2

𝛼2𝜌2𝑣2

𝛼2𝜌2𝑤2

𝛼2𝜌2𝐸2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, 𝐹 (𝑄) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
𝛼1𝜌1𝑢1

𝛼1

(︀
𝜌1𝑢

2
1 + 𝑃1

)︀
𝛼1𝜌1𝑢1𝑣1

𝛼1𝜌1𝑢1𝑤1

𝛼1𝑢1 (𝜌1𝐸1 + 𝑃1)
0

𝛼2𝜌2𝑢2

𝛼2

(︀
𝜌2𝑢

2
2 + 𝑃2

)︀
𝛼2𝜌2𝑢2𝑣2

𝛼2𝜌2𝑢2𝑤2

𝛼2𝑢2 (𝜌2𝐸2 + 𝑃2)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, 𝐺 (𝑄) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
𝛼1𝜌1𝑣1

𝛼1𝜌1𝑢1𝑣1

𝛼1𝜌1

(︀
𝜌1𝑣

2
1 + 𝑃1

)︀
𝛼1𝜌1𝑣1𝑤1

𝛼1𝑣1 (𝜌1𝐸1 + 𝑃1)
0

𝛼2𝜌2𝑣2

𝛼2𝑢2𝑣2

𝛼2𝜌2

(︀
𝜌2𝑣

2
2 + 𝑃2

)︀
𝛼2𝜌2𝑣2𝑤2

𝛼2𝑣2 (𝜌2𝐸2 + 𝑃2)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

𝑇 (𝑄) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑢𝐼
0

−𝑃𝐼

0
0

−𝑢𝐼𝑃𝐼

−𝑢𝐼
0
𝑃𝐼

0
0

𝑢𝐼𝑃𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, 𝐾 (𝑄) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑣𝐼
0

−𝑃𝐼

0
0

−𝑣𝐼𝑃𝐼

−𝑣𝐼
0
𝑃𝐼

0
0

𝑣𝐼𝑃𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

ãäå (𝑢𝐼 , 𝑣𝐼) , 𝑃𝐼 � êîìïîíåíòû ñêîðîñòè è äàâëåíèå íà ìåæôàçíîé ãðàíèöå,
îïðåäåëåííûå â (3) è (4). Çäåñü 𝛼k, 𝜌k, 𝑢k, 𝑃k, 𝐸k � îáúåìíàÿ äîëÿ, ïëîòíîñòü,
ñêîðîñòü, äàâëåíèå è ïîëíàÿ ýíåðãèÿ k-îé ôàçû, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò:

𝐸k = 𝒰k +
𝑢k · 𝑢k

2
, (36)
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𝒰k � âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ, çàäàííàÿ äëÿ êàæäîé ôàçû ÷åðåç óðàâíåíèå ñîñòî-
ÿíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà:

𝒰k =
𝑃k + 𝛾k𝑃∞,k

(𝛾k − 1) 𝜌k
. (37)

×èñëåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (35), â òîì ÷èñëå ðàçðûâíûì ìåòîäîì Ãà-
ëåðêèíà, ïîñâÿùåí öåëûé ðÿä ðàáîò [24, 25]. Îñîáåííîñòüþ äàííîé ðàáîòû
ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ìàêñèìàëüíî ïðîñòûõ ÷èñëåííûõ ïîòîêîâ è ëèìèòåðà
WENO-S. Äàííûé ïîäõîä áûë âûáðàí äëÿ ïðîâåðêè ïðèìåíèìîñòè ðàññìîò-
ðåííûõ àëãîðèòìîâ íà òåñòîâûõ çàäà÷àõ. Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ èñïîëü-
çîâàíèå íàñòîÿùåãî ïîäõîäà ê áîëåå ñëîæíûì çàäà÷àì, äëÿ êîòîðûõ áîëåå
ñëîæíûå ÷èñëåííûå ïîòîêè, íàïðèìåð òèïà HLL/HLLC, íåèçâåñòíû ëèáî âû-
÷èñëèòåëüíî çàòðàòíû.

Тест c контактной границей. Â äàííîì òåñòå ðåøåíèå äëÿ æèäêîé ôàçû
ñîñòîèò èç ëåâîé âîëíû ðàçðåæåíèÿ, ïðàâîé óäàðíîé âîëíû è ïðàâûì äâèæó-
ùèìñÿ êîíòàêòíûì ðàçðûâîì. Ðåøåíèå äëÿ ãàçîâîé ôàçû ñîñòîèò èç ëåâîé
âîëíû ðàçðåæåíèÿ, êîíòàêòíîãî ðàçðûâà è ïðàâîé óäàðíîé âîëíû. Íà÷àëü-
íûå äàííûå çàäàíû â òàáëèöå 1. Çíà÷åíèÿì ñëåâà îò òî÷êè ðàçðûâà ñîîòâåò-
ñòâóþò âåëè÷èíû ñ èíäåêñîì L, ñïðàâà � ñ èíäåêñîì R.

Òàáëèöà 1. Íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ òåñòà ñ êîíòàêòíîé ãðàíèöåé

𝛼L 𝜌L 𝑢L 𝑝L 𝛼R 𝜌R 𝑢R 𝑝R
Ôàçà 1 0.8 1.0 0.0 1.0 0.3 1,0 0.0 1.0
Ôàçà 2 0.2 0.2 0.0 0.3 0.7 1.0 0.0 1.0

Ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ çàäàíû â òàáëèöå 2. Ðàñ÷åòû ïðîâîäè-

Òàáëèöà 2. Ïàðàìåòðû óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ äëÿ òåñòà ñ êîíòàêòíîé ãðàíèöåé

𝛾 𝑃∞
Ôàçà 1 1.4 0.0
Ôàçà 2 1.4 0.0

ëèñü â îáëàñòè ñ ðàçìåðîì 𝐿𝑥 = 1 ì. Øàã ïî âðåìåíè ñîñòàâèë 10−3 ñ. ×èñëî
ÿ÷ååê 𝑁𝑥 = 100. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äî âðåìåíè 0.15 ñ. Ðåçóëüòàòû ïðèâå-
äåíû äëÿ ñõåìû ñ àëãåáðàè÷åñêèì âîñïîëíåíèåì ðåøåíèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà
(êîíñòàíòû â êàæäîé ðàñ÷åòíîé ÿ÷åéêå) è ïåðâîãî ïîðÿäêà (êóñî÷íî-ëèíåéíîå
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ðåøåíèå â êàæäîé ðàñ÷åòíîé ÿ÷åéêå). Äëÿ âòîðîãî ñëó÷àÿ èñïîëüçóåòñÿ ëè-
ìèòèðîâàíèå WENO-S. Èç ðèñóíêîâ 1 âèäíî, ÷òî òåõíèêà ëèìèòèðîâàíèÿ
äàåò îñöèëëÿöèè íà êîíñåðâàòèâíîì ïîëå ñêîðîñòåé.

Плотность фазы 1 Плотность фазы 2

Скорость фазы 1 Скорость фазы 2

Ðèñ. 1. Òåñò ñ êîíòàêòíîé ãðàíèöåé

Тест с двумя волнами разрежения. Â äàííîì òåñòå äâå âîëíû ðàçðå-
æåíèÿ ðàñõîäÿòñÿ îò öåíòðà ðàñ÷åòíîé îáëàñòè â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû.
Îáëàñòü ìåæäó âîëíàìè áëèçêà ê âàêóóìó � â íåé îáðàçóåòñÿ ïî÷òè íóëåâîå
äàâëåíèå. Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì òåñòå àíàëèçèðóåòñÿ ñïîñîáíîñòü ñõåìû
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ñîõðàíÿòü ïîëîæèòåëüíîñòü íåêîòîðûõ ôèçè÷åñêèõ ïîëåé (íàïðèìåð, äàâëå-
íèÿ â ñëó÷àå, êîãäà åãî çíà÷åíèå áëèçêî ê íóëþ). Íà÷àëüíûå äàííûå ïðè-
âåäåíû â òàáëèöå 3. Ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ çàäàíû â òàáëèöå 4.

Òàáëèöà 3. Íà÷àëüíûå äàíííûå äëÿ òåñòà ñ äâóìÿ âîëíàìè ðàçðåæåíèÿ

𝛼L 𝜌L 𝑢L 𝑝L 𝛼R 𝜌R 𝑢R 𝑝R
Ôàçà 1 0.8 1.0 -2.0 0.4 0.5 1.0 2.0 0.4
Ôàçà 2 0.2 1.0 -2.0 0.4 0.5 1.0 2.0 0.4

Òàáëèöà 4. Ïàðàìåòðû óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ äëÿ òåñòà ñ äâóìÿ âîëíàìè ðàç-
ðåæåíèÿ

𝛾 𝑃∞
Ôàçà 1 1.4 0.0
Ôàçà 2 1.4 0.0

Плотность фазы 1 Давление фазы 2

Ðèñ. 2. Òåñò ñ äâóìÿ âîëíàìè ðàçðåæåíèÿ

Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü â îáëàñòè ñ ðàçìåðîì 𝐿𝑥 = 1 ì. Øàã ïî âðåìåíè
ñîñòàâèë 10−4 ñ. ×èñëî ÿ÷ååê 𝑁𝑥 = 100. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äî âðåìåíè
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𝑡 = 0.01 ñ. Äëÿ ïðåäñòàâëåííîé â ðàáîòå ÷èñëåííîé ñõåìû äàâëåíèå â äàí-
íîì òåñòå îñòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ðàñ÷åòà, ÷òî âèäíî
èç ïðåäñòàâëåííûõ ðèñóíêîâ 2. Òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ ÷èñëåííàÿ ñõåìà êîð-
ðåêòíî ðàáîòàåò â ñëó÷àå çíà÷åíèé, áëèçêèõ ê íóëåâûì.

Двухфазная волна в двумерном случае. Äëÿ äàííîãî òåñòà áûëî ïðî-
âåäåíî äâå ñåðèè ðàñ÷åòîâ. Â îäíîé ñåðèè ðàñ÷åòîâ â êà÷åñòâå áàçèñà èñïîëü-
çîâàëîñü ïîëíîå òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå îäíîìåðíûõ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà.
Âî âòîðîé ñåðèè ðàñ÷åòîâ â êà÷åñòâå áàçèñà áðàëîñü òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå
ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà çà èñêëþ÷åíèåì ÷ëåíîâ ïîðÿäêà âûøå îäíîãî. Òàêèì
îáðàçîì, â êàæäîé èç ÿ÷ååê ðåøåíèå èìåëî âèä, êàê ïðåäñòàâëåíî â òàáëèöå 5.
Â äàëüíåéøèõ îáîçíà÷åíèÿõ áóäåì ñ÷èòàòü áàçèñ èç ïåðâîé ñòðîêè òàáëèöû 5
áàçèñîì ïîä íîìåðîì 1, à áàçèñ èç âòîðîé ñòðîêè � ïîä íîìåðîì 2. Ðàñ÷åòû

Òàáëèöà 5. Ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ 𝜙 â ÿ÷åéêå â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ

1 𝜙 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝜑0 (𝑡) + 𝜙1 (𝑡)𝑥+ 𝜙2 (𝑡) 𝑦 + 𝜙3 (𝑡) 𝑧 + 𝜙4 (𝑡)𝑥𝑦 + 𝜙5 (𝑡)𝑥𝑧 + 𝜙6 (𝑡) 𝑦𝑧 + 𝜙7 (𝑡)𝑥𝑦𝑧

2 𝜙 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝜙0 (𝑡) + 𝜙1 (𝑡)𝑥+ 𝜙2 (𝑡) 𝑦 + 𝜙3 (𝑡) 𝑧

ïðîâîäèëèñü â îáëàñòè ñ ðàçìåðàìè 𝐿𝑥 = 1 ì, 𝐿𝑦 = 1 ì. Øàã ïî âðåìåíè
ñîñòàâèë 10−4 ñ. ×èñëî ÿ÷ååê ïî êàæäîìó íàïðàâëåíèþ 𝑁𝑥 = 50, 𝑁𝑦 = 50.
Â äàííîì ðàñ÷åòå íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå äâèãàëîñü ïî äèàãîíàëè, òàêèì îá-
ðàçîì, ìîæíî íàáëþäàòü, ÷òî âäîëü îñåé ïîÿâëÿåòñÿ îñöèëëÿöèÿ ðåøåíèÿ.
Âèäíî, ÷òî â ïåðâîé ñåðèè ðàñ÷åòîâ äàííûé ýôôåêò îòñóòñòâóåò. Íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 6.

Òàáëèöà 6. Íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ äâóìåðíîé äâóõôàçíîé âîëíû

𝑢L 𝑣L 𝑝L 𝑢R 𝑢R 𝑝R
Ôàçà 1 10.0 10.0 1.0 10.0 10.0 1.0
Ôàçà 2 10.0 10.0 1.0 10.0 10.0 1.0

Îáúåìíûå äîëè çàäàþòñÿ ôîðìóëîé:

𝛼1 = 0.6 +

{︃
3exp

(︁
1

10(𝑟𝛼−0.2)(𝑟𝛼+0.2)

)︁
𝑟𝛼 < 0.2

0 𝑟𝛼 ≥ 0.2

𝛼2 = 0.4−

{︃
3exp

(︁
1

10(𝑟𝛼−0.2)(𝑟𝛼+0.2)

)︁
𝑟𝛼 < 0.2

0 𝑟𝛼 ≥ 0.2
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Ïëîòíîñòè çàäàþòñÿ êàê:

𝜌1 = 1.0 + 5 ·
{︃
108 (𝑟𝜌1 − 0.1)4 (𝑟𝜌1 + 0.1)4 𝑟𝜌1 < 0.1

0 𝑟𝜌1 ≥ 0.1

𝜌2 = 0.001 + 0.003 ·
{︃
108 (𝑟𝜌2 − 0.1)4 (𝑟𝜌2 + 0.1)4 𝑟𝜌2 < 0.1

0 𝑟𝜌2 ≥ 0.1

Çäåñü ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

𝑟𝛼 =

√︁
(𝑥− 0.5)2 + (𝑦 − 0.5)2;

𝑟𝜌1 =

√︁
(𝑥− 0.4)2 + (𝑦 − 0.5)2;

𝑟𝜌2 =

√︁
(𝑥− 0.6)2 + (𝑦 − 0.5)2.

Ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ çàäàíû â òàáëèöå 7.

Òàáëèöà 7. Ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ äëÿ äâóìåðíîé äâóõôàçíîé âîë-
íû

𝛾 𝑃∞
Ôàçà 1 1.4 0.0
Ôàçà 2 1.648 0.0

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêàõ 3, 4, 5, 6, 7, 8 äëÿ ðàçíûõ
ìîìåíòîâ ðàñ÷åòà.

Тест Shock bubble interaction 2D. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î âçàèìîäåé-
ñòâèè ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ ïî æèäêîñòè óäàðíîé âîëíû ñ ðàñïîëîæåííûì
â íåé ¾ïóçûðåì¿ èç ãàçà. Â ðåçóëüòàòå óäàðíàÿ âîëíà ðàçäåëÿåò ãàç ñ ñó-
ùåñòâåííî îòëè÷íûìè ñâîéñòâàìè. Íà ïîçäíèõ ýòàïàõ ðàñ÷åòà ïîÿâëÿþòñÿ
íåóñòîé÷èâîñòè Ðèõòìàéåðà-Ìåøêîâà. Íà÷àëüíûå äàííûå âî âíåøíåé îáëà-
ñòè ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 8.

Íà÷àëüíûå äàííûå âíóòðè ïóçûðÿ çàäàíû â òàáëèöå 9.
Ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ çàäàíû â òàáëèöå 10.
Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè ñ ðàçìåðàìè 𝐿𝑥 = 3.5 ì

è 𝐿𝑦 = 1.5 ì. Øàã ïî âðåìåíè ñîñòàâèë 10−7 ñ. ×èñëî ÿ÷ååê ïî êàæäîìó
íàïðàâëåíèþ 𝑁𝑥 = 800, 𝑁𝑦 = 345. Íà ðèñóíêàõ 9, 10, 11, 12 ñïðàâà äëÿ
äàííîãî òåñòà ïðåäñòàâëåíî çíà÷åíèå ÷èñëåííîãî øëèðåíà ïî ôîðìóëå

𝜓 = exp

[︂
− (10𝛼1 + 60𝛼2)

‖∇𝜌‖
𝜌

]︂
. (38)
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Òàáëèöà 8. Íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ òåñòà Shock bubble interaction 2D

𝛼L 𝜌L 𝑢L 𝑣L 𝑝L 𝛼R 𝜌R 𝑢R 𝑣L 𝑝R
Ôàçà 1 0.75 2000.0 50.0 0.0 5000000.0 0.75 1000.0 0.0 0.0 1.0
Ôàçà 2 0.25 1.0 0.0 0.0 1.0 0.25 1.0 0.0 0.0 1.0

Òàáëèöà 9. Íà÷àëüíûå äàííûå âíóòðè ïóçûðÿ äëÿ òåñòà Shock bubble
interaction 2D

𝛼 𝜌 𝑢 𝑣 𝑝
Ôàçà 1 0.25 1000.0 0.0 0.0 1.0
Ôàçà 2 0.75 1.0 0.0 0.0 1.0

Òàáëèöà 10. Ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ äëÿ òåñòà Shock bubble
interaction 2D

𝛾 𝑃∞
Ôàçà 1 3.0 100.0
Ôàçà 2 1.4 0.0
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Ðèñ. 3. Ñðàâíåíèå ïëîòíîñòè ôàçû 1 äëÿ áàçèñà 1 (ñëåâà) è áàçèñà 2 (ñïðàâà)
â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 = 0

Ðèñ. 4. Ñðàâíåíèå ïëîòíîñòè ôàçû 1 äëÿ áàçèñà 1 (ñëåâà) è áàçèñà 2 (ñïðàâà)
â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 = 0.5

Ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè ôàçû 1 â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè ïîêàçàíî íà
ðèñóíêàõ 9, 10, 11, 12 ñëåâà. Ðåçóëüòàòû äàííîãî òåñòà íîñÿò êà÷åñòâåííûé
õàðàêòåð è ïîêàçûâàþò óñòîé÷èâîñòü ïðåäñòàâëåííûõ âûøå âû÷èñëèòåëü-
íûõ àëãîðèòìîâ äëÿ çàäà÷, ïðåäïîëàãàþùèõ íàëè÷èå èíòåíñèâíûõ óäàðíûõ
âîëí â æèäêîñòÿõ ñ ñóùåñòâåííî îòëè÷àþùèìèñÿ ñâîéñòâàìè. Ñòîèò îòìå-
òèòü, ÷òî â äàííîì òåñòå èñïîëüçîâàëàñü ïîëíàÿ íåðàâíîâåñíàÿ ñèñòåìà óðàâ-
íåíèé Áàåðà-Íóíöèàòî áåç ó÷åòà ðåëàêñàöèîííûõ ñëàãàåìûõ è ìåæôàçíûõ
ñèë, ïîýòîìó ñðàâíåíèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ
âîçìîæíûì.
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Ðèñ. 5. Ñðàâíåíèå ïëîòíîñòè ôàçû 1 äëÿ áàçèñà 1 (ñëåâà) è áàçèñà 2 (ñïðàâà)
â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 = 1.0

Ðèñ. 6. Ñðàâíåíèå êîíöåíòðàöèè ôàçû 1 äëÿ áàçèñà 1 (ñëåâà) è áàçèñà 2 (ñïðà-
âà) â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 = 0
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Ðèñ. 7. Ñðàâíåíèå êîíöåíòðàöèè ôàçû 1 äëÿ áàçèñà 1 (ñëåâà) è áàçèñà 2 (ñïðà-
âà) â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 = 0.5

Ðèñ. 8. Ñðàâíåíèå êîíöåíòðàöèè ôàçû 1 äëÿ áàçèñà 1 (ñëåâà) è áàçèñà 2 (ñïðà-
âà) â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 = 1.0

Концентрация фазы 1 Функция шлирена

Ðèñ. 9. Òåñò Shock bubble interaction, ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 = 0
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Концентрация фазы 1 Функция шлирена

Ðèñ. 10. Òåñò Shock bubble interaction, ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 = 0.5

Концентрация фазы 1 Функция шлирена

Ðèñ. 11. Òåñò Shock bubble interaction, ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 = 1.0

Концентрация фазы 1, Функция шлирена

Ðèñ. 12. Òåñò Shock bubble interaction, ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 = 1.5
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6 Заключение

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü Áàåðà-Íóíöèàòî
äëÿ äèíàìèêè ìíîãîôàçíûõ ñðåä è ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëåííûå ñõåìû. Èñ-
ïîëüçóåòñÿ ðàçðûâíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà, îáîáùåííûé íà ñëó÷àé ñèñòåì ñ
íåêîíñåðâàòèâíûìè ñëàãàåìûìè. Â êà÷åñòâå ÷èñëåííûõ ïîòîêîâ âûáðàíû
êëàññè÷åñêèé ïîòîê Ëàêñà-Ôðèäðèõñà è ïîòîê Ðóñàíîâà. Äëÿ èíòåãðèðîâà-
íèÿ ïî âðåìåíè èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Ðóíãå-Êóòòû TVD/RK3. Äëÿ ìîíîòî-
íèçàöèè ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ëèìèòåð WENO-S. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû
÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ îäíîìåðíûõ è äâóìåðíûõ ðàñ÷åòîâ.

Ñîâìåñòíîå ïðèìåíåíèå ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà ñ ïðîñòûìè ïîòî-
êàìè è ëèìèòåðîì WENO-S ÿâëÿåòñÿ íîâûì ïîäõîäîì ê ðåøåíèþ çàäà÷ íà
îñíîâå ìîäåëè Áàåðà-Íóíöèàòî.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî íàñòîÿùèé ïîäõîä ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ïðîñòûõ âèäîâ ÷èñëåííûõ ïîòîêîâ ÿâëÿåòñÿ ïåðñïåêòèâíûì äëÿ äàëü-
íåéøåãî ïðèìåíåíèÿ â áîëåå ñëîæíûõ çàäà÷àõ. Ëèìèòåð WENO-S ïðîäåìîí-
ñòðèðîâàë âîçìîæíîñòü îáîáùåíèÿ íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé è óíèâåðñàëü-
íîñòü, ïîñêîëüêó ïîêàçàë õîðîøèå ðåçóëüòàòû äëÿ øèðîêîãî êëàññà òåñòîâ.
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