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В.Д. Лахно 

Трансляционно-инвариантные биполяроны и волны зарядовой 

плотности в высокотемпературных сверхпроводниках 

Установлена связь между теориями сверхпроводимости, основанными на 

представлении о волнах зарядовой плотности (ВЗП), и трансляционно-

инвариантной (ТИ) биполяронной теорией. Показано, что ВЗП формируются в 

псевдощелевой фазе из биполяронных состояний за счет коновской аномалии, 

образуя волну плотности пар (ВПП), при волновых векторах, соответствующих 

нестингу. Образуясь в псевдощелевой фазе, ВЗП при температуре ниже 

температуры сверхпроводящего перехода сосуществуют со 

сверхпроводимостью, а их амплитуда уменьшается при образовании бозе-

конденсата из ТИ-биполяронов, обращаясь в ноль при температуре, равной 

нулю. 

Ключевые слова: спаренные состояния, масса ТИ-биполярона, переход 

Пайерлса, аномалия Кона. 

 

 

V.D. Lakhno 

Translation Invariant Bipolarons and Charge Density Waves in High-

Temperature Superconductors  

A correlation is established between the theories of superconductivity based on 

the concept of charge density waves (CDW) and the translation invariant (TI) 

bipolaron theory. It is shown that CDW are originated from TI-bipolaron states in the 

pseudogap phase due to Kohn anomaly and form a pair density wave (PDW) for 

wave vectors corresponding to nesting.  Emerging in the pseudogap phase, CDW 

coexist with superconductivity at temperatures below that of superconducting 

transition while their wave amplitudes decrease as a Bose condensate is formed from 

TI- bipolarons, vanishing at zero temperature.  

Key words: paired states, TI - bipolaron mass, Peierls transition, Kohn 

anomaly. 
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1. Введение 

 В настоящее время отсутствует единое мнение о микроскопической 

природе высокотемпературной сверхпроводимости (ВТСП). Вместе с тем, 

имеются феноменологические модели, такие как модель Гинзбурга-Ландау [1], 

модель волн зарядовой плотности (ВЗП) или волн парной плотности (ВПП), а 

также волн спиновой плотности, позволяющие описывать многочисленные 

эксперименты ВТСП [2]. В этих моделях ничего не говорится о природе 

спаренных состояний, участвующих в СП. В работах [3-6] под спаренными 

состояниями понимаются трансляционно-инвариантные (ТИ) биполяронные 

состояния, образуемые сильным электрон-фононным взаимодействием, 

аналогичные куперовским парам. Согласно [3-6], ТИ-биполяроны 

представляют собой плоские волны с малой корреляционной длиной, 

способные образовывать конденсат Бозе-Эйнштейна с высокой температурой 

перехода, обладающий СП свойствами. Связь теории Бардина-Купера-

Шриффера [7] (БКШ) с теорией Гинзбурга-Ландау была установлена в [8]. Цель 

данной работы – установить связь между ТИ-биполяронной теорией СП и ВЗП 

(ВПП). 
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2. Общие соотношения для спектра движущегося ТИ-биполярона 

 Согласно [3]- [6], ТИ-биполяроны образуются при температуре 𝑇∗, 

значительно более высокой, чем температура СП перехода 𝑇𝑐. При 𝑇𝑐 < 𝑇 < 𝑇∗ 

и в отсутствие поверхности Ферми с резкой границей ансамбль ТИ-

биполяронов представлял бы собой идеальный газ, частицы которого обладали 

бы спектром s= {𝑣𝑘
2(𝒫)}, определяемым дисперсионным уравнением [3]- [6]: 

1 =
2

3
∑

𝑘2|𝑓𝑘|
2𝜔𝑘

𝑠 − 𝜔𝑘
2

𝑘

 ,                                                            (1) 

𝜔𝑘 = 𝜔0(�⃗� , �⃗� ) −
�⃗�  �⃗� 

𝑀
+

𝑘2

2𝑀
−

�⃗� 

𝑀
∑�⃗� 

𝑘′

|𝑓𝑘′|2 , 

𝑓𝑘 = 𝑓𝑘(�⃗� , �⃗� ) – параметры, определяющие энергию основного состояния ТИ-

биполярона 𝐸𝑏𝑝(�⃗� ), �⃗�  – полный импульс ТИ-биполярона, 𝑀 = 2𝑚, где 𝑚 – 

масса зонного электрона (дырки), 𝜔0(�⃗� , �⃗� ) – фононная частота в электронном 

газе, в окружении которого находятся ТИ-биполяроны (см. Приложение). 

 Волновая функция ТИ-биполярона с волновым вектором �⃗�  будет иметь 

вид: 

                            ⃒ 𝛹(�⃗� )〉𝑏𝑝 = 𝑒𝑖�⃗� �⃗�  ⃒ 𝛹(0)〉𝑏𝑝 ,                                                 (2) 

 

где �⃗�  – координаты центра масс биполярона. Явный вид волновой функции 

⃒ 𝛹(0)〉𝑏𝑝  с нулевым импульсом приведен в [9]. Выражение для �⃗�  можно 

получить, вычисляя математическое ожидание оператора полного импульса �̂�: 

�⃗� = 〈𝛹(�⃗� )|�̂�|𝛹(�⃗� )〉 = 𝑀�⃗� + ∑�⃗� 

𝑘

|𝑓𝑘|
2 ,                                        (3) 

где �⃗�  – скорость ТИ-биполярона. Полагая �⃗� = 𝑀𝑏𝑝�⃗� , где 𝑀𝑏𝑝 – масса 

биполярона, для 𝑀𝑏𝑝 из (3) получим: 
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𝑀𝑏𝑝 =
𝑀

1 − ɳ
 , ɳ =

�⃗� 

𝒫2
∑�⃗� |𝑓𝑘|

2.

𝑘

                                              (4) 

С использованием (4) выражение для 𝜔𝑘 из (1) можно переписать в виде 

𝜔𝑘 = 𝜔0(�⃗� , �⃗� ) +
𝑘2

2𝑀
−

�⃗�  �⃗� 

𝑀𝑏𝑝
.                                                          (5) 

Из (4) следует, что в случае слабой и промежуточной связи (когда ТИ-

биполяронные состояния при �⃗� = 0 метастабильны), точный вид 𝑓𝑘(𝑘,⃗⃗⃗  �⃗� ) 

известен и выражение для эффективной массы ТИ-биполярона будет иметь 

простой вид: 𝑀𝑏𝑝 = 𝑀(1 + 𝛼/6), где α – константа электрон-фононной связи, 

то есть масса 𝑀𝑏𝑝 равна сумме масс индивидуальных поляронов. При больших 

α хорошие аппроксимации для 𝑓𝑘 имеются только для �⃗� = 0. По этой причине 

расчет эффективной массы ТИ-биполярона сильной связи представляет 

большие трудности. 

3. ТИ-биполяроны и волны зарядовой плотности 

При наличии Ферми-поверхности с резкой границей рассматриваемый 

ТИ-биполяронный газ будет иметь особенности. Так, если на этой поверхности 

существуют достаточно большие фрагменты, которые можно совместить 

посредством переноса одного из фрагментов на вектор �⃗� , то при достаточной 

величине этих фрагментов связь между ними будет достаточно сильной, что 

приведет к пайерлсовской деформации решетки в направлении такого нестинга. 

Проигрыш в энергии, связанный с деформацией решетки, будет 

компенсироваться выигрышем в энергии биполяронного газа, образующего 

волну зарядовой плотности с волновым вектором �⃗� = �⃗� 𝐶𝐷𝑊. Наличие 

выигрыша в энергии ТИ-биполярона вытекает из уравнения (1), решение 

которого приводит к спектру ТИ-биполярона s= {𝜈𝑘
2(�⃗� )}, где: 
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𝜈𝑘(�⃗� ) = {

𝐸𝑏𝑝(�⃗� ),   𝑘 = 0;

𝐸𝑏𝑝(�⃗� ) + 𝜔0(�⃗� , �⃗� ) +
𝑘2

2𝑀
−

�⃗� �⃗� 

𝑀𝑏𝑝
,    𝑘 ≠ 0.

                          (6) 

Выигрыш в энергии обусловлен так называемой аномалией Кона [10], согласно 

которой при 𝒫 = 𝒫𝐶𝐷𝑊 происходит смягчение фононной частоты (в 1D – 

металле 𝒫𝐶𝐷𝑊 = 2𝑘𝐹 , 𝜔0(2𝑘𝐹) = 0, где 𝑘𝐹 – импульс Ферми) 𝜔0(𝒫𝐶𝐷𝑊 , 𝑘) =

𝜔𝐶𝐷𝑊 и, как следствие, большое понижение в энергии 𝐸𝑏𝑝 ввиду резкого 

возрастания константы электрон-фононного взаимодействия 𝛼~1/𝜔𝐶𝐷𝑊
1/2

 (см. 

Приложение). При 𝜔𝐶𝐷𝑊 → 0, 𝛼𝐶𝐷𝑊 → ∞,  соответственно, 𝑀𝑏𝑝 → ∞ и 𝐶𝐷𝑊 

оказывается практически неподвижной. 

 Выражение для 𝐸𝑏𝑝(�⃗� ) в общем случае сложно, и даже в случае �⃗� = 0 

для него имеются только вариационные оценки [9]. Можно предположить, что 

общий вид зависимости 𝐸𝑏𝑝 от 𝒫 будет δ-образным, в котором δ-образному 

минимуму будет соответствовать 𝒫 = 𝒫𝐶𝐷𝑊  (рис. 1).  

 При таком спектре ТИ-биполяроны будут переходить в 

состояние с минимумом энергии 𝐸𝑏𝑝(𝒫𝐶𝐷𝑊),  образуя 

единую волну зарядовой плотности, состоящую из 

спаренных состояний, определяемую выражением (2). 

 Отсюда следует, что при 𝑇𝐶𝐷𝑊,𝑇𝑏𝑝 > 𝑇𝐶 , где 

𝑇𝐶𝐷𝑊, = |𝐸𝑏𝑝(𝒫𝐶𝐷𝑊) − 𝐸𝑏𝑝(0)|, 𝑇𝑏𝑝 = |𝐸𝑏𝑝(0) − 2𝐸𝑝(0)|,

𝐸𝑝(0) – энергия основного состояния полярона, псевдощель предшествует СП. 

Если при этом выполняется условие 𝑇𝐶𝐷𝑊 > 𝑇𝑏𝑝, то псевдощель представляет 

собой когерентную псевдофазу, а при 𝑇𝑏𝑝 > 𝑇𝐶𝐷𝑊 , когерентной псевдофазе 

предшествует некогерентная фаза свободных пар. Если неравенство 

𝑇𝐶𝐷𝑊 , 𝑇𝑏𝑝 > 𝑇𝐶 не выполняется, то достигается равенство 𝑇𝐶 наименьшей из 

величин 𝑇𝐶𝐷𝑊  или 𝑇𝑏𝑝. В любом случае сверхпроводящая фаза сосуществует с 
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псевдощелевой, которая исчезает при 𝑇 = 0, когда все пары находятся в бозе-

конденсате и ВЗП амплитуда обращается в ноль. 

 Образование ВЗП приводит к нарушению трансляционной 

инвариантности вплоть до температуры, равной температуре сверхпроводящего 

перехода 𝑇𝐶. При 𝑇 < 𝑇𝐶 неоднородное состояние с ВЗП перестает быть 

термодинамически выгодным и образуется трансляционно-инвариантная фаза с 

восстановленной симметрией и переходом ТИ-биполяронов в бозе-

конденсатное состояние. Энергетическая выгодность такой фазы вытекает из 

выражений (5), (6), согласно которым однородный бозе-конденсат обладает 

более низкой энергией при условии 

𝒫 < 𝑀𝑏𝑝√2𝜔0(𝒫, 𝑘)/𝑀.                                                           (7) 

Отметим, что рассмотренная картина во многих отношениях близка к 

модели сверхпроводимости Фрелиха [11]. В модели Фрелиха полагалось, что 

два электрона с противоположными импульсами (как в БКШ) на поверхности 

Ферми связаны взаимодействием с фононом с волновым вектором 𝒫𝐶𝐷𝑊 (2𝑘𝐹 в 

1𝐷 случае), образуя тем самым заряженный фонон. Будучи бозонами, такие 

фононы могут в макроскопическом числе находиться в одном состоянии с 

волновым вектором 𝒫𝐶𝐷𝑊, образуя ВЗП (зарядовую волну Фрелиха). Такая 

волна, однако, не будет сверхпроводящей, поскольку всегда имеющийся в 

реальных кристаллах пиннинг или ее рассеяние нормальными носителями 

будут тормозить такую волну. Главное отличие ТИ-биполяронного описания от 

подхода Фрелиха состоит в образовании бозе-конденсата из ТИ-биполяронов 

(образующих волну заряженных фононов Фрелиха), который и отвечает за 

сверхпроводимость. 

4. Сравнение с экспериментом 

 Для конкретности рассмотрим случай такого ВТСП, как YBCO. Вектор 

CDW в YBCO лежит в ab-плоскости и имеет два равновозможных направления: 
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вдоль оси а (�⃗� 𝐶𝐷𝑊,𝑥) и вдоль оси b (�⃗� 𝐶𝐷𝑊,𝑦), соответствующие антинодальным 

направлениям. При 𝑇𝑐 < 𝑇 < 𝑇∗ этим направлениям �⃗� 𝐶𝐷𝑊 соответствуют 

отличные от нуля мягкие фононные моды 𝜔0(𝒫𝐶𝐷𝑊 , 𝑘). Наличие ВЗП в этих 

направлениях в YBCO было установлено в большом количестве экспериментов, 

в том числе по ядерному магнитному резонансу [12-14], резонансному 

неупругому рассеянию рентгеновских лучей [15-17], резонансному рассеянию и 

дифракции жестких рентгеновских лучей [18-19]. Соответствующее смягчение 

фононных мод при образовании ВЗП наблюдалось в [20]. 

 Еще большего смягчения фононных мод можно ожидать при 𝑇 < 𝑇𝑐. 

Соответствующая нодальному направлению фононная мода может обращаться 

в ноль, что соответствует отсутствию щели в нодальном направлении. 

Экспериментальное подтверждение этому было получено [18] для такого 

соединения, как 𝐵𝑖2𝑆𝑟2−𝑥𝐿𝑎𝑥𝐶𝑢𝑂6+𝛿  (𝐵𝑖2201) с использованием 

комбинированных методов резонансного рассеяния рентгеновских лучей, 

сканирующей туннельной микроскопии и методов фотоэмиссионной 

спектроскопии с угловым разрешением. В случае YBCO с 𝜔0(𝒫𝐶𝐷𝑊 , 𝑘) =

∆0|cos 𝑘𝑥 𝑎 − cos 𝑘𝑦𝑎| (абсолютная величина параметра порядка ВЗП или 

энергия щели [21], [22], которая в ТИ-биполяронной теории [3]-[6] является 

частотой перенормированного фонона) согласно (7) любое значение 𝒫𝐶𝐷𝑊 

приводит к неустойчивости ВЗП и формированию в этом направлении СП фазы 

с сохранением в антинодальном направлении псевдощелевого состояния. 

Отметим, что в изложенном подходе различие между ВЗП и ВПП 

теориями исчезает и 𝒫𝐶𝐷𝑊 = 𝒫𝑃𝐷𝑊 [23] ( с современным  состоянием вопроса 

по теории и эксперименту с ВПП в высокотемпературных сверхпроводниках, 

ультрахолодных атомных газах, мезоскопических устройствах можно 

ознакомиться по обзору [24]). 
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Приложение 

 При описании аномалии Кона обычно исходят из гамильтониана Фрелиха 

вида [25] 

𝐻 = ∑𝜀(�⃗� )𝑐
�⃗� 
+

𝑘

𝑐�⃗� + ∑ħ�̃�

𝑞

(𝑞 )𝑏�⃗� 
+𝑏�⃗�  

+ ∑𝑔(𝑞 )

𝑘,𝑞

𝑐
�⃗� +�⃗� 
+ 𝑐�⃗� (𝑏−�⃗� 

+ + 𝑏�⃗� ),                                                                   (П1) 

где первый член соответствует свободному электронному газу; 𝑐 𝑘
+, 𝑐 𝑘 – 

операторы рождения и уничтожения электрона с энергией 𝜀(�⃗� ). Второй член 

соответствует гамильтониану решетки; 𝑏�⃗� 
+, 𝑏�⃗�  – операторы рождения и 

уничтожения колебаний решетки с энергией �̃�(𝑞). Третий член описывает 

взаимодействие электронов с решеткой; 𝑔(𝑞 ) – матричный элемент 

взаимодействия. 

 Перенормировка фононных частот, соответствующая (П1), согласно [25] 

определяется выражением: 

𝜔2(𝑞 ) = �̃�(𝑞 )2 + 2�̃�(𝑞 )|𝑔(𝑞 )|2𝑅𝑒[𝜒(𝑞 )],                                       (П2) 

где 𝜔(𝑞 ) – фононы, перенормированные взаимодействием с электронным 

газом, поляризуемость которого определяется 𝜒(𝑞 ).  

 Аномалия Кона описывает обращение перенормированных фононных 

мод 𝜔(𝑞 ) в ноль при 𝑞 = �⃗� 𝐶𝐷𝑊. 

 В ТИ-биполяронной теории СП [3]-[6] полагается, что биполяроны 

погружены в электронный газ. Свойства таких биполяронов описываются 

также гамильтонианом Фрелиха вида (П1), но с полем уже перенормированных 

фононов с энергиями 𝜔(𝒫, 𝑞) и, соответственно, матричным элементом 

взаимодействия 𝑉(𝑞 ) вместо 𝑔(𝑞 ). 

 Отметим, что спектральное уравнение (1) от вида 𝑉(𝑞 ) не зависит. 
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 Экспериментальным доказательством наличия перенормированных 

фононов с нулевой энергией в слоистых купратных ВТСП служит отсутствие у 

них щели в нодальном направлении, которая по определению в ТИ-

биполяронной теории СП является фононной частотой. 
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