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Гóñев А.О., Щеðиöа О.В., Мажоðова О.С.

Опûò пðименениÿ библиоòек Intel MKL и PETSc длÿ ðеøениÿ зада÷ òепло-

маññопеðеноñа ñ ôазовûм пеðеõодом

Рабоòа поñвÿùена анализó меòодов ðеøениÿ ñиñòем линейнûõ алгебðаи÷е-

ñкиõ óðавнений, возникаþùиõ пðи ÷иñленном моделиðовании пðоöеññа кðиñòал-

лизаöии многокомпоненòного ðаñòвоðа. Маòемаòи÷еñкаÿ моделü ó÷иòûваеò дви-

жение ôðонòа кðиñòаллизаöии, òепломаññопеðеноñ в òвеðдой и жидкой ôазаõ.

Пðоведено ñðавнение ýôôекòивноñòи пðименениÿ пðÿмûõ и иòеðаöионнûõ ме-

òодов ðеøениÿ ñиñòем линейнûõ алгебðаи÷еñкиõ óðавнений, опиñûваþùиõ дви-

жение жидкоñòи и òепломаññопеðеноñ в ðаñòвоðе и кðиñòалле. Длÿ ðеøениÿ

ðазðеженнûõ ñиñòем линейнûõ алгебðаи÷еñкиõ óðавнений иñполüзовалñÿ паðал-

лелüнûй пðогðаммнûй модóлü, ðазðабоòаннûй на оñнове библиоòек Intel MKL

и PETSc.

Клþ÷евûе ñлова: ôазовûй пеðеõод; ðоñò кðиñòалла из жидкой ôазû; ме-

òодû кðûловñкого òипа; Intel MKL; PETSc

Gusev A.O., Shcheritsa O.V., Mazhorova O.S.

Numerical simulation of a phase transition problems using Intel MKL and PETSc

libraries

We consider the linear systems of equations arising from a fnite volume discretiza-

tion of multicomponent alloy crystallisation problem. The underlying mathematical

model of phase transition process accounts for the crystallisation interface movement,

convective heat and mass transfer in the solution, difusion heat and mass transfer

in the solid. The performance comparison of direct and iterative methods for sparse

linear systems governing the convective motion and heat and mass transfer is carried

out. The parallel package for the solution of the corresponding sparse linear systems

based on the Intel MKL and PETSc libraries is developed.

Key words: phase transition; solution crystal growth; Krylov methods; Intel

MKL; PETSc;

Рабоòа вûполнена пðи поддеðжке гðанòа РФФИ 18-31-20020.



1 Введение

Рабоòа поñвÿùена анализó меòодов ðеøениÿ ñиñòем линейнûõ алгебðаи÷еñкиõ

óðавнений (СЛАУ), возникаþùиõ пðи ÷иñленном моделиðовании пðоöеññов òеп-

ломаññопеðеноñа в пðиñóòñòвии ôазового пеðеõода. Маòемаòи÷еñкаÿ моделü пðо-

öеññа кðиñòаллизаöии ó÷иòûваеò движение гðаниöû ðаздела ôаз, òепломаññо-

пеðеноñ в òвеðдой и жидкой ôазаõ. Длÿ ÷иñленного моделиðованиÿ пðоöеññа

кðиñòаллизаöии иñполüзóеòñÿ ýнеðгеòи÷еñки нейòðалüнаÿ ðазноñòнаÿ ñõема, в

коòоðой на диñкðеòном óðовне вûполнÿþòñÿ законû ñоõðанениÿ маññû и òепло-

òû. Меòод ðеøениÿ полó÷енной ñиñòемû нелинейнûõ алгебðаи÷еñкиõ óðавнений

оñнован на ðаñùеплении по ôизи÷еñким пðоöеññам: ðаñ÷еò оðганизован òаким

обðазом, ÷òо на каждом øаге по вðемени ñна÷ала ðеøаеòñÿ зада÷а движениÿ

жидкоñòи, òо еñòü опðеделÿеòñÿ поле ñкоðоñòей, заòем наõодÿòñÿ ðаñпðеделе-

ниÿ òемпеðаòóðû и конöенòðаöий, положение ôðонòа кðиñòаллизаöии. Сиñòе-

ма нелинейнûõ ñеòо÷нûõ óðавнений, аппðокñимиðóþùиõ зада÷ó òепломаññопеð-

ноñа, ðеøаеòñÿ ñ помоùüþ меòода Нüþòона. Таким обðазом, на каждом øаге

по вðемени нóжно ðеøиòü однó СЛАУ длÿ ðазноñòнûõ óðавнений движениÿ

и неñколüко СЛАУ ñ одинаковûм поðòðеòом маòðиöû длÿ óðавнений òепло-

пðоводноñòи и маññопеðеноñа. (Подðобное опиñание вû÷иñлиòелüного алгоðиò-

ма пðиведено в ðабоòе [1].) Маòðиöû ðаññмаòðиваемûõ ñиñòем линейнûõ óðав-

нений имеþò болüøие ÷иñла обóñловленноñòи, не ÿвлÿþòñÿ ñиммеòðи÷нûми и

положиòелüно опðеделеннûми, длÿ ниõ не вûполнÿеòñÿ ñвойñòво диагоналüного

пðеобладаниÿ. Даннûе обñòоÿòелüñòва зна÷иòелüно оñложнÿþò пðоöеññ вûбоðа

ýôôекòивного пðÿмого или иòеðаöионного ðеøаòелÿ СЛАУ.

Оñновнûм пðеимóùеñòвом пðÿмûõ меòодов ÿвлÿеòñÿ иõ вûñокаÿ надежноñòü

и оòñóòñòвие наñòðое÷нûõ паðамеòðов. Пðи ýòом длÿ ðазðеженнûõ маòðиö, в

завиñимоñòи оò ðеализаöии, вðемÿ ðаñ÷еòа ñ óвели÷ением ðазмеðноñòи маòðи-

öû � ðаñòеò доñòаòо÷но óмеðенно, как �(�3/2) – �(�2). Недоñòаòками пðÿмûõ

меòодов ÿвлÿþòñÿ болüøие заòðаòû опеðаòивной памÿòи и доñòаòо÷но плоõаÿ

маñøòабиðóемоñòü на многопðоöеññоðнûõ ñиñòемаõ [2].

Иòеðаöионнûе меòодû кðûловñкого òипа õоðоøо маñøòабиðóþòñÿ, иõ пðи-

менение òðебóеò óмеðеннûõ заòðаò опеðаòивной памÿòи. Однако в ñлó÷ае ðе-
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øениÿ зада÷ ñ плоõо обóñловленной неñиммеòðи÷ной маòðиöей ñкоðоñòü ñõо-

димоñòи òакиõ меòодов, как пðавило, ÿвлÿеòñÿ о÷енü низкой [3]. Пðи ýòом по-

ñòðоение ýôôекòивного ñ вû÷иñлиòелüной òо÷ки зðениÿ пðедобóñлавливаòелÿ

длÿ конкðеòной ñиñòемû óðавнений ÿвлÿеòñÿ ñамоñòоÿòелüной ñложной зада÷ей.

Напðимеð, извеñòно, ÷òо иñполüзование ðаñпðоñòðаненного ILU(0) пðедобóñлав-

ливаòелÿ не позволÿеò зна÷иòелüно óñкоðиòü ðаñ÷еò, еñли маòðиöа не обладаеò

ñвойñòвом диагоналüного пðеобладаниÿ [4].

Создание ýôôекòивного ðеøаòелÿ, ó÷иòûваþùего аðõиòекòóðó ñовðемен-

нûõ вû÷иñлиòелüнûõ ñиñòем, ÿвлÿеòñÿ о÷енü òðóдоемкой зада÷ей и длÿ ñвоего

ðеøениÿ òðебóеò болüøиõ вðеменнûõ заòðаò. Однако в наñòоÿùее вðемÿ доñòóп-

но болüøое коли÷еñòво библиоòек и пакеòов, в коòоðûõ ðеализованû ðазли÷нûе

пðÿмûе и иòеðаöионнûе меòодû ðеøениÿ СЛАУ. Как пðавило, длÿ полüзоваòелÿ

ñòоðонние ðеøаòели ÿвлÿþòñÿ ÷еðнûм ÿùиком ñ минималüнûм набоðом наñòðа-

иваемûõ паðамеòðов, поýòомó пðи ðабоòе ñ неñòандаðòнûми зада÷ами доñòи÷ü

опòималüной пðоизводиòелüноñòи ñ помоùüþ òакиõ подпðогðамм заòðóдниòелü-

но. С дðóгой ñòоðонû, библиоòеки позволÿþò в доñòаòо÷но коðоòкий ñðок изó-

÷иòü оñобенноñòи ðабоòû болüøого коли÷еñòва ðазли÷нûõ подõодов и вûбðаòü

ðеøаòелü, наиболее подõодÿùий длÿ ðаññмаòðиваемого клаññа зада÷.

В данной ðабоòе пðоведено ñðавнение ýôôекòивноñòи пðименениÿ пðÿмûõ

и иòеðаöионнûõ меòодов ðеøениÿ ðазðеженнûõ ñиñòем линейнûõ алгебðаи÷е-

ñкиõ óðавнений в ñлó÷ае ÷иñленного моделиðованиÿ пðоöеññа кðиñòаллизаöии

двóõкомпоненòного ðаñòвоðа в öилиндðи÷еñкой ампóле. В ка÷еñòве пðÿмûõ ме-

òодов иñполüзóþòñÿ ðеøаòелü PARDISO, вõодÿùий в ñоñòав оòкðûòой библио-

òеки Intel MKL 2018, ðеøаòелü PARDISO 6 из пакеòа PARDISO 6.2 solver project

и ðеøаòелü SuperLU_dist. В ка÷еñòве иòеðаöионнûõ ðеøаòелей иñполüзóþòñÿ

меòод GMRES ñ ILU(0) пðедобóñлавливаòелем из библиоòеки Intel MKL 2018

и пðедобóñловленнûе меòодû GMRES и BiCGStab, ðеализованнûе в оòкðûòой

библиоòеке PETSc.
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2 Маòемаòи÷еñкаÿ моделü

Раññмоòðим пðоöеññ полó÷ениÿ монокðиñòалла из двóõкомпоненòного ðаñòвоðа.

Роñò кðиñòалла оñóùеñòвлÿеòñÿ в веðòикалüной öилиндðи÷еñкой ампóле (ðиñ.

1a), наõодÿùейñÿ в пе÷и (ðиñ. 1b). Раñòвоð компоненòа � в веùеñòве � ðаñ-

полагаеòñÿ над òвеðдой ôазой �x�1−x, где x — молüнаÿ долÿ компоненòа � в

кðиñòалле. Ампóлó пеðемеùаþò вниз вдолü веðòикалüной оñи пе÷и ñ поñòоÿн-

ной ñкоðоñòüþ �g, в ðезóлüòаòе в окðеñòноñòи òвеðдой ôазû ðаñòвоð ñòановиòñÿ

пеðеñûùеннûм, и пðоиñõодиò ðоñò кðиñòалла.

Маòемаòи÷еñкое моделиðование пðоöеññа кðиñòаллизаöии пðоводиòñÿ в ðам-

каõ ñледóþùиõ пðедположений. Полÿ òемпеðаòóðû, конöенòðаöии и ñкоðоñòей

жидкоñòи пðедполагаþòñÿ оñеñиммеòðи÷нûми. Поýòомó ðаñ÷еò ведеòñÿ в об-

лаñòи Ω, ðаñположенной в плоñкоñòи (r, z) и ñоñòоÿùей из òðеõ подоблаñòей:

жидкой ôазû Ωl, заòðавки и кðиñòалла Ωcr, ампóлû Ωamp (ñм. ðиñ. 1a). Поло-

жение подвижной гðаниöû ðаздела кðиñòалл–ðаñòвоð опиñûваеòñÿ ôóнкöией

zph = �(t, r), 0 ≤ r ≤ Rin. Раñòвоð ÿвлÿеòñÿ вÿзкой неñжимаемой жидкоñòüþ.

Пðи ýòом завиñимоñòü плоòноñòи жидкой ôазû оò òемпеðаòóðû и ñодеðжаниÿ

компоненòа � ó÷иòûваеòñÿ в ðамкаõ пðиближениÿ Обеðбека–Бóññинеñка.

r

z

Ωlq

Ωcr

Ωamp

ξ(t,r)

Rin Rout0

A,B

AxB1-x

N L

Z0

Z1

Z3

Z4

z

Td

bot topTdTd
Z0

Z4

(a) (b)

Риñ. 1: (a) Цилиндðи÷еñкаÿ ампóла; (b) Раñпðеделение òемпеðаòóðû на боковой
повеðõноñòи ампóлû.

Обозна÷ениÿ длÿ ôизи÷еñкиõ паðамеòðов модели пðиведенû в òаблиöе 1.
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Уðавнениÿ, опиñûваþùие ýволþöиþ ñиñòемû, запиñûваþòñÿ в безðазмеðном

виде. В ка÷еñòве пðоñòðанñòвенного маñøòаба иñполüзóеòñÿ внóòðенний ðадиóñ

ампóлû �in, вðеменной маñøòаб �� = �2 /�. Безðазмеðнаÿ òемпеðаòóðа опðе-in

делÿеòñÿ ñооòноøением � = (� d − �0
d)/Δ� d, где � d — ðазмеðнаÿ òемпеðаòóðа,

� d — òемпеðаòóðа плавлениÿ ÷иñòого веùеñòва �,Δ� d = � d −� d — õаðакòеð-0 top bot

нûй пеðепад òемпеðаòóðû в ампóле. Безðазмеðнаÿ конöенòðаöиÿ � = �d/�d
init,

где �d — конöенòðаöиÿ компоненòа � [молü/ñм3], �d — на÷алüнаÿ конöенòðа-init

öиÿ � в ðаñòвоðе. Теплоôизи÷еñкие паðамеòðû ñиñòемû ноðмиðóþòñÿ на ñооò-

веòñòвóþùие зна÷ениÿ паðамеòðов жидкой ôазû (ñм. òаблиöó 2). Безðазмеðнûе

паðамеòðû пðиведенû в òаблиöе 3.

Таблиöа 1: Обозна÷ениÿ

Вели÷ина Ωcr Ωlq Ωamp

Коýôôиöиенò ñегðегаöии - �seg -
Угол наклона линии ликвидóñа - �d -
Кинемаòи÷еñкаÿ вÿзкоñòü - � -
Коýôôиöиенò òемпеðаòóðного ðаñøиðениÿ - �T -
Коýôôиöиенò конöенòðаöионного ðаñøиðениÿ - �C -
Скðûòаÿ òеплоòа плавлениÿ � - -
Плоòноñòü �c� �lq �amp

Уделüнаÿ òеплоемкоñòü �c�p �lqp �crp
Коýôôиöиенò òеплопðоводноñòи �cr �lq �cr

Коýôôиöиенò диôôóзии �cr �lq -

Таблиöа 2: Безðазмеðнûе òеплоôизи÷еñкие õаðакòеðиñòики

Вели÷ина Обозна÷ение Ωcr Ωlq Ωamp

Оòноøение плоòноñòей
Оòноøение óделüнûõ òеплоемкоñòей
Оòноøение коýô. òеплопðоводноñòи
Оòноøение коýô. диôôóзии

ρ
cp
k
D

�cr/�lq

�cr/�lqp p

�cr/�lq

�cr/�lq

1
1
1
1

�amp/�lq

�amp/�lqp p

�amp/�lq

-

Движение ðаñòвоðа–ðаñплава опиñûваеòñÿ óðавнениÿми Навüе–Сòокñа, за-

пиñаннûми в пеðеменнûõ «ôóнкöиÿ òока – завиõðенноñòü». Компоненòû векòо-
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Таблиöа 3: Безðазмеðнûе паðамеòðû

Вели÷ина
Чиñло Пðандòлÿ
Чиñло Шмидòа
Чиñло Сòеôана
Тепловое ÷иñло Гðаñгоôа
Конöенòðаöионное ÷иñло Гðаñгоôа

Опðеделение
Pr = ��lqp �

lq/�lq

Sc = �/�lq

St = ��cr/(�lq�lqpΔ�
d)

GrT = ��T�
3 Δ� d/�2in

GrC = ��C�
3

init/�
2

in�
d

ðа ñкоðоñòи V = (�r, 0, �z) пðедñòавленû в виде

1 �� 1 ��
�r = , �z = − ,

r �z r �r

где � — ôóнкöиÿ òока.

Завиõðенноñòü опðеделÿеòñÿ ñледóþùим обðазом � = rotV = (0, �ϕ, 0).

Здеñü
��r ��z

�ϕ = − .
�z �r

Длÿ óдобñòва в ка÷еñòве неизвеñòной в óðавнениÿõ движениÿ бóдем иñполüзо-

ваòü � = −�ϕ/r.

Тепломаññопеðеноñ в ðаñòвоðе опиñûваеòñÿ ñледóþùей ñиñòемой óðавнений.

∙ Уðавнение пеðеноñа завиõðенноñòи:[ ( ) ( )]
�� 1 � �� � ��
+ � − � =

�t r �r �z �z �r

1
[
�

(
1 � ( )) �

(
1 � ( ))]

1 �� 1 ��
= r2� + r2� +GrT +GrC . (1)
r �r r �r �z r �z r �r r �r

∙ Уðавнение, ñвÿзûваþùее завиõðенноñòü и ôóнкöиþ òока:[ ( ) ( )]
1 � 1 �� � 1 ��−�= + . (2)
r �r r �r �z r �z
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∙ Уðавнение конвекòивного òеплопеðеноñа:[ ] [ ( ) ( )]
�� 1 � � 1 1 � �� � ��

+ (r�r� ) + (r�z� ) = r + r . (3)
�t r �r �z Pr r �r �r �z �z

∙ Уðавнение конвекòивного маññопеðеноñа:[ ] [ ( ) ( )]
�� 1 � � 1 1 � �� � ��

+ (r�r�) + (r�z�) = r + r . (4)
�t r �r �z Sc r �r �r �z �z

Пеðеноñ òеплоòû в ампóле и кðиñòалле опиñûваеòñÿ óðавнением[ ( ) ( )]
�� 1 1 � �� � ��

cpρ = kr + kr . (5)
�t Pr r �r �r �z �z

Диôôóзионнûй маññопеðеноñ компоненòа � в кðиñòалле:[ ( ) ( )]
�� 1 1 � �� � ��
= Dr + Dr . (6)

�t Sc r �r �r �z �z

Гðани÷нûе óñловиÿ длÿ ôóнкöии òока, òемпеðаòóðû и конöенòðаöии на оñи

ампóлû вûòекаþò из óñловий ñиммеòðии и имеþò вид

�� ��
� = �ϕ = 0; = = 0. (7)

�r �r

Гðани÷нûе óñловиÿ длÿ ôóнкöии òока на ñòенкаõ ампóлû и ôðонòе

��
� = 0, = 0. (8)

�n

�
Здеñü — пðоизводнаÿ по напðавлениþ ноðмали к ñооòвеòñòвóþùей гðаниöе.

�n
Внóòðенние ñòенки ампóлû непðониöаемû длÿ веùеñòва.

��
D = 0. (9)
�n

Твеðдаÿ ôаза и ампóла, а òакже жидкаÿ ôаза и ампóла наõодÿòñÿ в идеалü-
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ном òепловом конòакòе

��
k

⃒⃒⃒⃒
= k

��
⃒⃒⃒⃒

, k
��

⃒⃒⃒⃒
= k

��
⃒⃒⃒⃒

, (10)
�n �n �n �nlq amp cr amp

Темпеðаòóðа на гðаниöе ампóлû завиñиò оò вðемени

� |z=Z0
= �bot(t, r), � |z=Z4

= �top(t, r), � |r=Rout
= �wall(t, z). (11)

Уñловиÿ ôазового ðавновеñиÿ на ôðонòе кðиñòаллизаöии имеþò вид

� d
⃒⃒

lq cr lq= � d + �x , x = �segx . (12)
z=�(t,r) 0 eq eq eq

lq crЗдеñü xeq, xeq — молüнаÿ долÿ компоненòа � в ðаñòвоðе и кðиñòалле на гðаниöе

ðаздела.

Баланñнûе ñооòноøениÿ длÿ внóòðенней ýнеðгии и маññû на ôðонòе кðи-

ñòаллизаöии имеþò ñледóþùий вид.

∙ Закон ñоõðанениÿ ýнеðгии (óñловие Сòеôана):

1
[[(k∇� ·N)]] = St �ph(ez ·N). (13)

Pr

Здеñü [[� ]] = � cr−� lq, �ph — ñкоðоñòü движениÿ гðаниöû ðаздела ôаз, N —

едини÷наÿ ноðмалü к ôðонòó кðиñòаллизаöии, напðавленнаÿ в жидкóþ

ôазó, ez — едини÷нûй векòоð в напðавлении оñи z.

∙ Закон ñоõðанениÿ маññû длÿ компоненòа �:

1
[[(D∇� ·N)]] =−(�cr − � lq )�ph(ez ·N). (14)ph phSc

lq и �crЗдеñü � — конöенòðаöии компоненòа � на ôðонòе кðиñòаллизаöииph ph

в òвеðдой и жидкой ôазаõ, [молü/ñм3].
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3 Меòод ðеøениÿ

3.1 Пðеобðазование ñиñòемû кооðдинаò

Длÿ ðеøениÿ зада÷и ñ внóòðенней подвижной гðаниöей, положение коòоðой

необõодимо опðеделÿòü в õоде ðеøениÿ зада÷и, пðименÿеòñÿ меòод вûпðÿмлениÿ

ôðонòа [5, 6]. Длÿ ýòого вûполнÿеòñÿ замена незавиñимûõ пеðеменнûõ (t, r, z),

òакаÿ ÷òо в новой ñиñòеме кооðдинаò (�, �, �) положение гðаниöû ðаздела ôаз

на пðоòÿжении вñего пðоöеññа оñòаеòñÿ неизменнûм и ñовпадаеò ñ некоòоðой

кооðдинаòной линией.

Пðеобðазование ñиñòемû кооðдинаò оñóùеñòвлÿеòñÿ ñледóþùим обðазом.

Фðонò кðиñòаллизаöии доопðеделÿеòñÿ внóòðи ñòенки ампóлû [1], ôизи÷еñкаÿ

облаñòü, изобðаженнаÿ на ðиñóнке 2a, ðазбиваеòñÿ на ÷еòûðе подоблаñòи. Иñ-

полüзóеòñÿ замена пеðеменнûõ, òакаÿ ÷òо облаñòи S�, � = 0, 1, 2, 3 в новой ñи-

ñòеме ñòановÿòñÿ пðÿмоóголüниками (ðиñ. 2b), а гðаниöû облаñòей — кðивûе

z = Z0, z = Z1, z = Z2, z = Z3, z = Z4 — пеðеõодÿò в пðÿмûе � = 0, � = 1, � = 2,

� = 3, и � = 4 ñооòвеòñòвенно.

r

z

Rin Rout

Z1

0

Z2(t,r)

Z0

Z3

Z4
S3

S2

S1

S0

z=�-1(t,r,z)

Rin Rout0

1

2

3

4

z

r

S0

S1

S2

S3

(a) (b)

Риñ. 2: Замена пеðеменнûõ: (a) ôизи÷еñкаÿ облаñòü; (b) ðаñ÷еòнаÿ облаñòü.

Свÿзü междó ñиñòемами кооðдинаò имееò вид

� = t, � = r, � = (z− Z�)/�� + �, � = 0, 1, 2, 3, (15)
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где �� = Z�+1 − Z� òолùина зонû S�.
С помоùüþ заменû незавиñимûõ пеðеменнûõ (15) óðавнениÿ (1)–(14) запи-

ñûваþòñÿ в неподвижной ñиñòеме кооðдинаò. Пðи ýòом в новой ñиñòеме кооð-

динаò в óðавнениÿõ, опиñûваþùиõ ýволþöиþ ñиñòемû, поÿвлÿþòñÿ коýôôиöи-

енòû, завиñÿùие оò неизвеñòной ñкоðоñòи гðаниöû ðаздела, в диññипаòивнûõ

÷ленаõ возникаþò ñмеøаннûе пðоизводнûе. Дивеðгенòнаÿ ôоðма запиñи óðав-

нений (1)–(14) в пðеобðазованной ñиñòеме кооðдинаò пðиведена в ðабоòе [1].

3.2 Вû÷иñлиòелüнаÿ ñõема

Иñполüзование меòода вûпðÿмлениÿ ôðонòа позволÿеò ñòандаðòнûм обðазом

ввеñòи в ðаñ÷еòной облаñòи пðÿмоóголüнóþ ñеòкó и ñ помоùüþ

инòегðо–инòеðполÿöионного меòода поñòðоиòü ýнеðгеòи÷еñки нейòðалüнóþ ðаз-

ноñòнóþ ñõемó, в коòоðой на диñкðеòном óðовне вûполнÿþòñÿ законû ñоõðане-

ниÿ маññû и òеплоòû. Подðобное опиñание поñòðоениÿ вû÷иñлиòелüного алго-

ðиòма пðиведено в ðабоòе [1].

Меòод ðеøениÿ ñиñòемû нелинейнûõ алгебðаи÷еñкиõ óðавнений

Меòод ðеøениÿ полó÷енной ñиñòемû нелинейнûõ алгебðаи÷еñкиõ óðавнений оñ-

нован на ðаñùеплении по ôизи÷еñким пðоöеññам [7].

∙ Сна÷ала из óðавнений, аппðокñимиðóþùиõ óðавнениÿ Навüе–Сòокñа, опðеде-

лÿеòñÿ поле ñкоðоñòей жидкоñòи. Конвекòивнûе ÷ленû в óðавнении пеðеноñа

завиõðенноñòи (1) вû÷иñлÿþòñÿ по зна÷ениÿм ôóнкöии òока ñ пðедûдóùе-

го вðеменного ñлоÿ. В ðезóлüòаòе ñооòвеòñòвóþùие ñеòо÷нûе óðавнениÿ ñòа-

новÿòñÿ линейнûми. Длÿ повûøениÿ óñòой÷ивоñòи вû÷иñлиòелüной ñõемû в

диñкðеòнûõ аналогаõ óðавнениÿ (2) и гðани÷нûõ óñловиÿõ Тома [1] вñе неиз-

веñòнûе беðóòñÿ ñ веðõнего вðеменного ñлоÿ. Поýòомó ñооòвеòñòвóþùаÿ ñи-

ñòема линейнûõ алгебðаи÷еñкиõ óðавнений ðеøаеòñÿ ñовмеñòно оòноñиòелüно

неизвеñòнûõ ôóнкöии òока и завиõðенноñòи.

∙ Раñпðеделение òемпеðаòóðû и конöенòðаöии в ñиñòеме, а òакже новое по-

ложение ôðонòа кðиñòаллизаöии опðеделÿþòñÿ ñовмеñòно. Сооòвеòñòвóþùаÿ
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ñиñòема нелинейнûõ алгебðаи÷еñкиõ óðавнений ðеøаеòñÿ ñ помоùüþ меòода

Нüþòона оòноñиòелüно векòоðа неизвеñòнûõ, компоненòами коòоðого ÿвлÿþò-

ñÿ конöенòðаöиÿ � в òвеðдой и жидкой ôазаõ, òемпеðаòóðа во вñей ðаñ÷еò-

ной облаñòи и ñкоðоñòü движениÿ ôðонòа. Длÿ пðоñòоòû меòðи÷еñкие коýô-

ôиöиенòû, возникаþùие в ðезóлüòаòе заменû пеðеменнûõ, вû÷иñлÿþòñÿ по

зна÷ениÿм ñкоðоñòи ôðонòа ñ пðедûдóùего вðеменного ñлоÿ. Скоðоñòü дви-

жениÿ ôðонòа беðеòñÿ ñ веðõнего вðеменного ñлоÿ òолüко в óñловиÿõ (13),

(14), вûðажаþùиõ баланñû òеплоòû и маññû на гðаниöе ðаздела ôаз. В ðа-

боòаõ [8,9] показано, ÷òо алгоðиòм, оñнованнûй на ñовмеñòном ðеøении óðав-

нений, опиñûваþùиõ òепломаññопеðеноñ в ñиñòеме, обладаеò зна÷иòелüнûм

запаñом óñòой÷ивоñòи и позволÿеò моделиðоваòü пðоöеññû ðоñòа и ðаñòвоðе-

ниÿ длÿ øиðокого кðóга веùеñòв.

Меòодû ðеøениÿ ñиñòем линейнûõ алгебðаи÷еñкиõ óðавнений

Диñкðеòнûй аналог óðавнений Навüе–Сòокñа запиøем в виде

�NS�NS = �NS. (16)

Длÿ ñеòо÷нûõ óðавнений, опиñûваþùиõ òепло- и маññопеðеноñ в ðоñòовой ка-

меðе, на каждой иòеðаöии меòода Нüþòона имеем

�TC�TC = �TC. (17)

Здеñü�� ∈ R��×R��; ��, �� ∈ R��,�� — ðазмеðноñòü ñооòвеòñòвóþùей зада÷и,

� = NS,TC. Маòðиöû �NS, �TC ÿвлÿþòñÿ ðазðеженнûми, ò.е. ÷иñло ненóлевûõ

ýлеменòов Nz� в ниõ много менüøе ��
2. Поðòðеòû маòðиö �NS, �TC пðиведенû

на ðиñóнкаõ 3a и 3b ñооòвеòñòвенно.

Зна÷ениÿ ненóлевûõ ýлеменòов маòðиö �NS, �TC изменÿþòñÿ ñ òе÷ением вðе-

мени t. Маòðиöû �NS, �TC не ÿвлÿþòñÿ ñиммеòðи÷нûми и положиòелüно опðе-

деленнûми, длÿ ниõ не вûполнÿеòñÿ ñвойñòво диагоналüного пðеобладаниÿ. Эòи

обñòоÿòелüñòва зна÷иòелüно ñóжаþò кðóг меòодов ðеøениÿ зада÷ (16), (17).

В данной ðабоòе длÿ ðеøениÿ ðазðеженнûõ ñиñòем линейнûõ алгебðаи÷е-
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(a) (b)

Риñ. 3: Поðòðеò маòðиöû: (a) Уðавнениÿ Навüе–Сòокñа, ñеòка 7 × 7;
(b)Уðавнениÿ òепло- и маññопеðеноñа, ñеòка 7× 13.

ñкиõ óðавнений (16), (17) пðименÿþòñÿ пðÿмой меòод (LU ðазложение) и иòе-

ðаöионнûе меòодû кðûловñкого òипа (ñм. òаблиöó 4). Разðабоòан ñооòвеòñòвó-

þùий паðаллелüнûй пðогðаммнûй модóлü. В ка÷еñòве пðÿмого меòода иñполü-

зóеòñÿ ðеøаòелü PARDISO, вõодÿùий в ñоñòав оòкðûòой библиоòеки Intel MKL

2018 [10], а òакже ðеøаòелü PARDISO 6 из пðогðаммû PARDISO 6.2 solver

project [11–13] (в наñòоÿùий моменò длÿ неñиммеòðи÷нûõ маòðиö ýòи ðеøаòели

ðеализованû òолüко длÿ вû÷иñлиòелüнûõ ñиñòем ñ обùей памÿòüþ). В ка÷еñòве

иòеðаöионнûõ ðеøаòелей иñполüзóþòñÿ пðедобóñловленнûе меòодû GMRES (обоб-

ùеннûй меòод минималüнûõ невÿзок) ñ ðеñòаðòами [2, 3] и BiCGStab (ñòабили-

зиðованнûй меòод биñопðÿженнûõ гðадиенòов) [2,3], ðеализованнûе в оòкðûòой

библиоòеке PETSc [14–16]. Паðаллелизм в PETSc оñнован на òеõнологии MPI.

Даннаÿ библиоòека позволÿеò подклþ÷аòü ñòоðонние пðÿмûе ðеøаòели, напðи-

меð SuperLU_dist [17].

Длÿ ñиñòем ñ обùей памÿòüþ иòеðаöионнûй меòод GMRES ñ ILU(0) пðе-

добóñлавливаòелем ðеализован в библиоòеке Intel MKL. Однако наø опûò его
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пðименениÿ, а òакже опûò дðóгиõ авòоðов [18, c. 602] ñвидеòелüñòвóеò о òом,

÷òо даннûй ðеøаòелü о÷енü плоõо маñøòабиðóеòñÿ и по ñóùеñòвó ÿвлÿеòñÿ по-

ñледоваòелüнûм. Длÿ зада÷ кðиñòаллизаöии MKL GMRES показûваеò низкóþ

пðоизводиòелüноñòü (в 3–5 ðаз ниже, ÷ем ó MKL PARDISO), поýòомó далее ýòоò

ðеøаòелü не ðаññмаòðиваеòñÿ.

Таблиöа 4: Иñполüзóемûе меòодû ðеøениÿ СЛАУ

Библиоòека Пðÿмûе меòодû
Иòеðаöионнûе меòодû

Реøаòели Пðедобóñлавливаòели

Intel MKL MKL PARDISO MKL GMRES ILU(0)

PARDISO 6.2
solver project

PARDISO 6 - -

PETSc SuperLU_dist
Бло÷нûй меòод Якоби + ILU(0)

GMRES, BiCGStab
Аддиòивнûй меòодШваðöа + LU

4 Резóлüòаòû ðаñ÷еòов

Сðавним ýôôекòивноñòü ðабоòû пðÿмûõ и иòеðаöионнûõ меòодов ðеøениÿ СЛАУ

на пðимеðе зада÷и о кðиñòаллизаöии двóõкомопоненòного ðаñòвоðа, ðаññмоò-

ðенной в ðабоòе [1, ðаздел 4.2]. Вûбðан пðоöеññ, в коòоðом пðоиñõодиò ñмена

напðавлениÿ движениÿ гðаниöû ðаздела ôаз — ðоñòó кðиñòалла пðедøеñòвóеò

ðаñòвоðение заòðавки. Раññмаòðиваеòñÿ ðежим вûðаùиваниÿ, в коòоðом в õоде

пðоöеññа кðиñòаллизаöии òе÷ение в ðаñòвоðе пеðеñòðаиваеòñÿ: на ðанниõ ýòа-

паõ инòенñивноñòü конвекòивного пеðеноñа велика, однако на ðазвиòûõ ñòадиÿõ

ðоñò пðоиñõодиò в ðежиме, близком к диôôóзионномó, и гðаниöа ðаздела ôаз

движеòñÿ ñ поñòоÿнной ñкоðоñòüþ.

Паðамеòðû кðиñòалла, ðаñòвоðа, ампóлû и пе÷и, иñполüзóемûе в ðаñ÷еòаõ,

пðиведенû в Пðиложении. Зада÷а ðаññмаòðиваеòñÿ на òðеõ ñгóùаþùиõñÿ ñеò-

каõ (Basic, 2×Basic и 4×Basic), паðамеòðû коòоðûõ пðиведенû в òаблиöе 5.

Маòðиöû �NS и �TC в данной зада÷е ÿвлÿþòñÿ плоõо обóñловленнûми: в на-

÷алüнûй моменò вðемени на базовой ñеòке �(�NS) ≈ 1 ·109, �(�TC) ≈ 2 ·106. Пðи
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Таблиöа 5: Паðамеòðû ñеòок

Обозн. � [�� ] Чиñло óзлов �NS �TC NzNS/�
2
NS NzTC/�

2
TC

Basic 0.005 27000 = 50× 540 12500 39500 0.00076 0.00023
2×Basic 0.0025 108000 = 100× 1080 50000 158000 0.00019 0.000058
4×Basic 0.001 432000 = 200× 2160 200000 632000 0.0000475 0.0000145

ýòом из–за движениÿ гðаниöû ðаздела ôаз и изменениÿ ñòðóкòóðû òе÷ениÿ в

ðаñòвоðе ÷иñла обóñловленноñòи �(�NS), �(�TC) óвели÷иваþòñÿ в õоде пðоöеñ-

ñа кðиñòаллизаöии. Даннûе обñòоÿòелüñòва кðайне негаòивно ñказûваþòñÿ на

ñкоðоñòи ñõодимоñòи иòеðаöионнûõ меòодов ðеøениÿ ñиñòем (16), (17). Поýòомó

вûбоð подõодÿùего пðедобóñлавливаòелÿ ÿвлÿеòñÿ клþ÷евûм моменòом, обеñ-

пе÷иваþùим ýôôекòивнóþ ðабоòó иòеðаöионнûõ ðеøаòелей.

4.1 Пðÿмûе меòодû

Раññмоòðим ðезóлüòаòû ðаñ÷еòов, полó÷еннûе ñ помоùüþ пðÿмûõ меòодов òипа

PARDISO (LU ðазложение). Реøение ñиñòем линейнûõ алгебðаи÷еñкиõ óðавне-

ний (16), (17) оðганизовано ñледóþùим обðазом. Наиболее заòðаòное ñ вû÷иñ-

лиòелüной òо÷ки зðениÿ пеðеóпоðÿди÷ивание и ñимволüное ðазложение маòðиö

�NS, �TC вûполнÿеòñÿ один ðаз на пеðвом øаге по вðемени. Однако из–за на-

ли÷иÿ конвекòивнûõ ÷ленов и меòðи÷еñкиõ коýôôиöиенòов ýлеменòû в ðаз-

ложении маòðиöû �NS нóжно вû÷иñлÿòü на каждом øаге по вðемени, а из–за

нелинейнûõ óñловий на ôðонòе кðиñòаллизаöии ÷иñленное ðазложение маòðиöû

�TC необõодимо пðоводиòü на каждой иòеðаöии меòода Нüþòона. Данное обñòо-

ÿòелüñòво зна÷иòелüно óвели÷иваеò вû÷иñлиòелüнóþ ñòоимоñòü алгоðиòма.

Раñ÷еòû пðоводилиñü на одном óзле вû÷иñлиòелüного клаñòеðа К-60, ðаñпо-

ложенного в ИПМ им. М. В. Келдûøа РАН. На óзле óñòановлено 256 Гб опе-

ðаòивной памÿòи и два пðоöеññоðа Intel Xeon E5-2690v4, ÷òо позволÿеò веñòи

ðаñ÷еò на 28 ÿдðаõ ñ обùей памÿòüþ.

С помоùüþ ðеøаòелÿ MKL PARDISO на базовой ñеòке (ðаñ÷еò Basic) по-

лó÷енû ñледóþùие ðезóлüòаòû. На на÷алüном ýòапе пðоöеññа òепловое поле в

óñòановке пеðеñòðаиваеòñÿ (ðиñ. 4), òак как ампóла, ðаñòвоð и кðиñòалл име-

15



þò ðазли÷нûе коýôôиöиенòû òемпеðаòóðопðоводнодноñòи. Вблизи ôðонòа кðи-

ñòаллизаöии в öенòðе ампóлû ðаñòвоð ñòановиòñÿ недоñûùеннûм, а ó боковой

ñòенки — пеðеñûùеннûм. В ðезóлüòаòе на ðанней ñòадии пðоöеññа в öенòðе ðо-

ñòовой камеðû заòðавка ðаñòвоðÿеòñÿ, а ó ñòенки на÷инаеòñÿ пðоöеññ кðиñòал-

лизаöии. Пеðемеùение ампóлû в пе÷и пðиводиò к òомó, ÷òо òемпеðаòóðа на

ôðонòе понижаеòñÿ, и пðи � ≈ 12�� ðаñòвоðение в öенòðе ñменÿеòñÿ ðоñòом

кðиñòалла.

Риñ. 4: Раñпðеделение òемпеðаòóðû в облаñòи пðи � = 1��.

В óñòановке обðазóеòñÿ ðадиалüнûй òемпеðаòóðнûй гðадиенò, коòоðûй ñпо-

ñобñòвóеò возникновениþ конвекòивного движениÿ в ðаñòвоðе. На на÷алüном

ýòапе пðоöеññа òе÷ение ñоñòоиò из двóõ òоðоидалüнûõ валов (ðиñ. 5a). Нижний

вал вðаùаеòñÿ òаким обðазом, ÷òо ðаñòвоð поднимаеòñÿ в öенòðе ампóлû и опóñ-

каеòñÿ вдолü ее боковой ñòенки, веðõний вал вðаùаеòñÿ в пðоòивоположном на-

пðавлении. Возникновение нижнего вала обóñловлено не òолüко неóñòой÷ивûм
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(a) (b) (c)

Риñ. 5: Раñпðеделение ôóнкöии òока [ñм3/ñек] (ñлева) и ñодеðжание компоненòа
в � ðаñòвоðе [молüнаÿ долÿ] (ñпðава) в ðазли÷нûе моменòû вðемени: (a) � =
2.5�� (�min = −2 · 10−4, �max = 5.4 · 10−4); (b) � = 25�� (�min = −10−5, �max =
5.9 · 10−4); (c) � = 75�� (�min = −5.7 · 10−6, �max = 5.8 · 10−6).
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ðадиалüнûм òемпеðаòóðнûм гðадиенòом, но и поñòóплением более легкого ком-

поненòа � в жидкóþ ôазó пðи ðаñòвоðении заòðавки. На ýòапе ðоñòа кðиñòалла,

в окðеñòноñòи гðаниöû ðаздела ôаз обðазóеòñÿ ñòабилизиðóþùий конöенòðаöи-

оннûй гðадиенò, и нижний конвекòивнûй вал заòóõаеò (� ≈ 15��). Поñòоÿнное
óменüøение конöенòðаöии компоненòа � в ðаñòвоðе пðиводиò к òомó, ÷òо инòен-

ñивноñòü конвекòивного пеðеноñа óменüøаеòñÿ (ðиñ. 5b). Пðи � ≈ 65�� òе÷ение
в ðаñòвоðе пеðеñòðаиваеòñÿ, веðõний конвекòивнûй вал òакже заòóõаеò. Сòðóк-

òóðа òе÷ениÿ на ðазвиòом ýòапе пðоöеññа пðиведена на ðиñóнке 5c. На ðиñóнке

6 изобðажена завиñимоñòü кинеòи÷еñкой ýнеðгии жидкоñòи (безðазмеðной) оò

вðемени. Видно, ÷òо на поздней ñòадии пðоöеññа кинеòи÷еñкаÿ ýнеðгиÿ ðаñòво-

ðа близка к нóлþ, ðоñò кðиñòалла пðоиñõодиò в ðежиме, близком к диôôóзион-

номó. Опиñаннûе оñобенноñòи конвекòивного движениÿ (пеðеñòðойки òе÷ениÿ,

нали÷ие мелкомаñøòабнûõ ñòðóкòóð, низкаÿ инòенñивноñòü конвекöии на позд-

ниõ ýòапаõ пðоöеññа) в ðаñ÷еòаõ пðоÿвлÿþòñÿ в изменении ñвойñòв маòðиöû

ñиñòемû (16). Поýòомó пðи ðеøении óðавнений Навüе–Сòокñа ñ помоùüþ иòе-

ðаöионнûõ меòодов, еñли на одном ýòапе пðоöеññа алгоðиòм ñõодиòñÿ бûñòðо,

òо на ñледóþùем он можеò не ñойòиñü вовñе или ñкоðоñòü ñõодимоñòи оùóòимо

óпадеò (ñм. ðезóлüòаòû ðаñ÷еòов в ðазделе 4.2).
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Риñ. 6: Завиñимоñòü кинеòи÷еñкой ýнеðгии ðаñòвоðа оò вðемени.
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Иñполüзование более подðобнûõ ñеòок (ðаñ÷еòû 2×Basic и 4×Basic) пðакòи-
÷еñки не влиÿеò на ка÷еñòво полó÷аемого ðеøениÿ: положение ôðонòа, баланñ

маññû компоненòа �, òеплоòû и кинеòи÷еñкой ýнеðгии оòли÷аþòñÿ оò ðезóлü-

òаòов, полó÷еннûõ на базовой ñеòке (ðаñ÷еò Basic), менее ÷ем на 0.1%. Более

подðобное опиñание ðезóлüòаòов ðаññмоòðеного ÷иñленного ýкñпеðименòа пðи-

ведено в ðабоòе [1].

Зада÷и òакже бûли ðеøенû ñ помоùüþ пðÿмого меòода PARDISO 6. Резóлü-

òаòû, полó÷еннûе в õоде ýòиõ ðаñ÷еòов, иденòи÷нû ðезóлüòаòам, полó÷еннûм ñ

помоùüþ MKL PARDISO. Сðеднее вðемÿ ðаñ÷еòа одного øага по вðемени ñ

помоùüþ ðаññмоòðеннûõ пðÿмûõ меòодов пðиведено в òаблиöе 6 (Здеñü и да-

лее, пеðвое ÷иñло в ÿ÷ейке — ñðеднее вðемÿ ðаñ÷еòа одного øага по вðемени длÿ

óðавнений Навüе-Сòокñа; вòоðое — ñðеднее вðемÿ ðаñ÷еòа одного øага по вðеме-

ни длÿ óðавнений òепло- и маññопеðеноñа. На на÷алüнûõ ýòапаõ пðоöеññа меòод

Нüþòона ñõодиòñÿ за 5 – 6 иòеðаöий, на ðазвиòûõ за 2 – 3). Во вñеõ ðаñ÷еòаõ

PARDISO 6 ðабоòаеò пðиблизиòелüно в 2 ðаза бûñòðее, ÷ем MKL PARDISO.

Таблиöа 6: Сðеднее вðемÿ ðаñ÷еòа одного øага на óзле вû÷иñлиòелüного кла-
ñòеðа К-60

Сеòка MKL PARDISO PARDISO 6.0
Basic 11 мñ + 52 мñ 8 мñ + 29 мñ

2×Basic 62 мñ + 274 мñ 26 мñ + 135 мñ
4×Basic 358 мñ + 1221 мñ 110 мñ + 564 мñ

На ðиñóнке 7 пðиведенû завиñимоñòи ñðеднего вðемени ðаñ÷еòа одного øа-

га на 4×Basic ñеòке оò ÷иñла ÿдеð. Из ðиñóнка видно, ÷òо иñполüзование òеõ-
нологии MPI и далüнейøее óвели÷ение ÷иñла ÿдеð, ñкоðее вñего, пðиведеò к

óвели÷ениþ длиòелüноñòи ðаñ÷еòа.

Зада÷и òакже бûли ðеøенû ñ помоùüþ пðÿмого меòода SuperLU_dist, коòо-

ðûй можно подклþ÷иòü в библиоòеки PETSc. Однако обùее вðемÿ ðаñ÷еòа пðи

иñполüзовании ýòого ðеøаòелÿ вûðоñло более ÷ем на поðÿдок, по ñðавнениþ ñ

PARDISO 6.

19



1 4 8 12 16 20 24 28
0

500

1000

1500

2000

2500

3000

 
 

 
  [

]

 

 NS MKL PARDISO
 TC MKL PARDISO
 NS PARDISO 6
 TC PARDISO 6

Риñ. 7: 4×Basic ñеòка. Завиñимоñòü вðемени ðаñ÷еòа одного øага оò ÷иñла ÿдеð.

4.2 Иòеðаöионнûе меòодû

Пðименим длÿ ðеøениÿ ðаññмоòðеннûõ зада÷ пðедобóñловленнûй меòод GMRES

ñ ðеñòаðòами (подпðоñòðанñòво Кðûлова бóдем пеðеñòðаиваòü ÷еðез каждûе 30

иòеðаöий) и пðедобóñловленнûй меòод BiCGstab, ðеализованнûе в библиоòеки

PETSc. Оñновное ðазли÷ие междó даннûми меòодами заклþ÷аеòñÿ в ñпоñобе

поñòðоениÿ базиñа в подпðоñòðанñòве Кðûлова: в меòоде GMRES длÿ ýòого

иñполüзóеòñÿ оðòогонализаöиÿ Аðнолüди, а в BiCGStab – биоðòогонализаöиÿ

Ланöоøа [2,3]. Пðедобóñлавливаòелü длÿ ñиñòемû (16) ñòðоиòñÿ на каждом øа-

ге по вðемени, иòеðаöии идóò до òеõ поð, пока не бóдеò вûполнено óñловие

= ||�−1(�NS�NS − �NS)||2/||�−1�NS||2 ≤ 10−6, где � — левûй пðедобóñлав-�NS *

ливаòелü. Пðи ýòом длÿ óменüøениÿ ÷иñла MPI-пеðеñûлок óðавнениÿ Навüе–

Сòокñа ðеøаþòñÿ òолüко на пðоöеññоðнûõ ÿдðаõ, ñодеðжаùиõ óзлû ñеòки из

жидкой ôазû. Пðедобóñлавливаòелü длÿ ñиñòемû (17) ñòðоиòñÿ на каждом øа-

ге по вðемени на пеðвой иòеðаöиии меòода Нüþòона, ñооòвеòñòвóþùаÿ линейнаÿ

ñиñòема ðеøаеòñÿ ñ òо÷ноñòüþ �TC = 10
−5. Внеøние иòеðаöии пðи ðеøении за-

да÷и òепломаññопеðеноñа идóò до òеõ поð, пока не бóдеò вûполнено óñловие

||��TC|| < �1 ||�TC||+ �2 , где ��TC — пðиðаùение ðеøениÿ, �TC — ðеøение ñTC · 0 TC 0

пðедûдóùего вðеменного ñлоÿ.
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Пðедобóñлавливание ñ помоùüþ бло÷ного меòода Якоби

Раññмоòðим в ка÷еñòве пðедобóñлавливаòелÿ бло÷нûй меòод Якоби (BJacobi-

пðедобóñлавливаòелü) [2,3], длÿ обðаùениÿ каждого из блоков бóдем пðименÿòü

меòод ILU(0) (неполное LU ðазложениÿ без заполнениÿ) [2, 3].

На базовой ñеòке (ðаñ÷еò Basic) полó÷енû ñледóþùие ðезóлüòаòû. Завиñи-

моñòü ÷иñла иòеðаöий пðи ðеøении óðавнений Навüе–Сòокñа и óðавнений òепло-

и маññопеðеноñа оò вðемени длÿ ðазли÷нûõ зна÷ений паðамеòðа �NS изобðажена

на ðиñóнкаõ 8–10. В ñлó÷ае ðеøениÿ óðавнений òепло- и маññопеðеноñа на пðо-

òÿжении вñего пðоöеññа на пеðвой иòеðаöии меòода Нüþòона GMRES ñõодиòñÿ

пðиблизиòелüно за 30 иòеðаöий, а BiCGStab за 20. Пðи ýòом меòод Нüþòона

ñõодиòñÿ за 2-3 иòеðаöии, òаким обðазом, обùее ÷иñло иòеðаöий на каждом øа-

ге по вðемени длÿ GMRES ñоñòавлÿеò 60–90, а длÿ BiCGStab — 40–60. Пðи

�NS = 10
−6 ÷иñло иòеðаöий необõодимûõ длÿ ðеøениÿ óðавнений Навüе-Сòокñа

зна÷иòелüно колеблеòñÿ оò øага к øагó. Увели÷ение òо÷ноñòи ñõодимоñòи пðи-

водиò к óвели÷ениþ ñðеднего ÷иñла иòеðаöий, однако колебаниÿ иñ÷езаþò (ðиñ.

9, 10), макñималüное ÷иñло иòеðаöий наблþдаеòñÿ пðи � ≈ 65��. В ýòоò моменò

пðоиñõодиò пеðеñòðойка òе÷ениÿ, и ðоñò пðодолжаеòñÿ в ðежиме, близком к

диôôóзионномó.
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Риñ. 8: Basic ñеòка. Завиñимоñòü ÷иñла иòеðаöий оò вðемени пðи �NS = 10
−6: (a)

GMRES; (b) BiCGStab.
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Риñ. 9: Basic ñеòка. Завиñимоñòü ÷иñла иòеðаöий оò вðемени пðи �NS = 10
−7: (a)

GMRES; (b) BiCGStab.
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Риñ. 10: Basic ñеòка. Завиñимоñòü ÷иñла иòеðаöий оò вðемени пðи �NS = 10
−8:

(a) GMRES; (b) BiCGStab.

Важно оòмеòиòü, ÷òо пðи вñеõ ðаññмоòðеннûõ зна÷ениÿõ паðамеòðа �NS ðе-

зóлüòаòû ðаñ÷еòов незна÷иòелüно оòли÷аþòñÿ оò ðезóлüòаòов, полó÷еннûõ ñ по-

моùüþ пðÿмого меòода (макñимóм оòклонениÿ кинеòи÷еñкой ýнеðгии ñоñòав-

лÿеò менее 0.05%). Сðеднее вðемÿ ðаñ÷еòа одного øага по вðемени на базовой

ñеòке пðиведено в òаблиöе 7. Из òаблиöû видно, ÷òо наиболее бûñòðûм из ðаñ-

ñмоòðеннûõ меòодов ÿвлÿеòñÿ GMRES.
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Таблиöа 7: Basic ñеòка. Сðеднее вðемÿ ðаñ÷еòа одного øага на óзле вû÷иñли-
òелüного клаñòеðа К-60

�NS GMRES BiCGStab PARDISO 6.0 MKL PARDISO
10−6 6 мñ + 13 мñ 6 мñ + 15 мñ

8 мñ + 29 мñ 11 мñ + 52 мñ10−7 5 мñ + 13 мñ 10 мñ + 15 мñ
10−8 8 мñ + 13 мñ 17 мñ + 15 мñ

В ñлó÷ае ðаñ÷еòа на 2×Basic ñеòке зада÷ó óдаеòñÿ ðеøиòü òолüко ñ помоùüþ
меòода GMRES пðи �NS = 10

−8. Во вñеõ оñòалüнûõ ñлó÷аÿõ иòеðаöионнûй пðо-

öеññ длÿ ñиñòемû (16) либо ðаñõодиòñÿ, либо ÷иñло иòеðаöий пðевûøаеò 10000,

и ðаñ÷еò пðинóдиòелüно завеðøаеòñÿ. Завиñимоñòü ÷иñла иòеðаöий оò вðеме-

ни пðиведена на ðиñóнке 11. На позднем ýòапе пðоöеññа, когда инòенñивноñòü

конвекòивного движениÿ мала, ÷иñло иòеðаöий колеблеòñÿ. Сðеднее вðемÿ ðаñ-

÷еòа одного øага по вðемени пðиведено в òаблиöе 8 (пðо÷еðк в ÿ÷ейке озна÷аеò,

÷òо иòеðаöионнûй пðоöеññ не ñоøелñÿ). Из òаблиöû видно, ÷òо иñполüзование

меòода GMRES позволÿеò зна÷иòелüно ñокðаòиòü вðемÿ ðеøениÿ óðавнений,

опиñûваþùиõ òепло- и маññопеðеноñ в ðоñòовой камеðе.
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Риñ. 11: 2×Basic ñеòка. Завиñимоñòü ÷иñла иòеðаöий оò вðемени пðи �NS = 10
−8

На ñамой подðобной ñеòке (ðаñ÷еò 4×Basic) зада÷ó не óдаеòñÿ ðеøиòü ни

одним из ðаññмоòðеннûõ меòодов, òак как иòеðаöионнûй пðоöеññ длÿ óðавнений

Навüе–Сòокñа не ñõодиòñÿ.
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Таблиöа 8: 2×Basic ñеòка. Сðеднее вðемÿ ðаñ÷еòа одного øага на óзле вû÷иñ-
лиòелüного клаñòеðа К-60

�NS GMRES BiCGStab PARDISO 6.0 MKL PARDISO
10−6 - -

26 мñ + 135 мñ 62 мñ + 274 мñ10−7 - -
10−8 33 мñ + 65 мñ -

Иòеðаöии Аðнолüди позволÿþò оöениòü макñималüное и минималüное ñоб-

ñòвеннûе зна÷ениÿ маòðиö �̃NS и �̃TC, где �̃� = (� �)−1��, � = NS, TC. Оöенки

÷иñла обóñловленноñòи маòðиö �̃NS, �̃TC в ñлó÷ае иñполüзованиÿ бло÷ного ме-

òода Якоби пðиведенû в òаблиöе 9. Видно, ÷òо на вñеõ ñеòкаõ ÷иñло обóñловлен-

ноñòи маòðиöû �̃NS велико, а ÷иñло обóñловленноñòи маòðиöû �̃TC пðинимаеò

óмеðеннûе зна÷ениÿ. Эòоò ðезóлüòаò õоðоøо ñоглаñóеòñÿ ñ õаðакòеðом ñõодимо-

ñòи иòеðаöионнûõ меòодов в ðаññмоòðеннûõ пðимеðаõ.

Таблиöа 9: Оöенка макñимóма ÷иñла обóñловленноñòи

Сеòка Без пðедобóñлавливаòелÿ Block Jacobi + ILU(0) Additive Schwarz + LU

Basic �(�NS)∼109; �(�TC)∼106 �(�̃NS)∼104; �(�̃TC)∼101
�(�̃NS)∼102; �(�̃TC)∼102×Basic �(�NS)∼1010; �(�TC)∼107 �(�̃NS)∼105; �(�̃TC)∼102

4×Basic �(�NS)∼1011; �(�TC)∼108 �(�̃NS)∼106; �(�̃TC)∼103

Пðедобóñлавливание ñ помоùüþ аддиòивного меòода Шваðöа

Раññмоòðим в ка÷еñòве пðедобóñлавливаòелÿ аддиòивнûй меòодШваðöа/бло÷нûй

меòод Якоби ñ пеðекðûòием (ASM-пðедобóñлавливаòелü) [2, 3], длÿ обðаùениÿ

каждого из блоков бóдем пðименÿòü LU ðазложение. Поñòðоение òакого пðе-

добóñлавливаòелÿ ÿвлÿеòñÿ о÷енü заòðаòнûм ñ вû÷иñлиòелüной òо÷ки зðениÿ.

Однако пðименение данного подõода зна÷иòелüно óлó÷øаеò обóñловленноñòü ñи-

ñòем (16), (17) (ñм. òаблиöó 9). Пðи ýòом ñ ðоñòом ðазмеðноñòи ñиñòемû ее ÷иñло

обóñловленноñòи пðакòи÷еñки не óвели÷иваеòñÿ.

Завиñимоñòü ÷иñла иòеðаöий оò вðемени пðи �NS = 10−6 на базовой ñеòке

пðиведена на ðиñóнке 12. Иñполüзование ASM-пðедобóñлавливаòелÿ пðиводиò

к зна÷иòелüномó, по ñðавнениþ ñ BJacobi-пðедобóñлавливаòелем, óменüøениþ
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Риñ. 12: Завиñимоñòü ÷иñла иòеðаöий оò вðемени пðи �NS = 10
−6: (a) GMRES;

(b) BiCGStab.

÷иñла иòеðаöий, необõодимûõ длÿ ðеøениÿ ñиñòем (16), (17) ñ заданной òо÷-

ноñòüþ. На ðазвиòом ýòапе пðоöеññа кðиñòаллизаöии наблþдаþòñÿ неболüøие

колебаниÿ в ÷иñле иòеðаöий. Пðи ðаñ÷еòе ñ �NS = 10
−8 колебаниÿ иñ÷езаþò.

Даннûе о ñõодимоñòи ðаññмаòðиваемûõ иòеðаöионнûõ меòодов (минималü-

ное, макñималüное и ñðеднее ÷иñло иòеðаöий, а òакже ñðеднеквадðаòи÷ное оò-

клонение ÷иñла иòеðаöий (СКО)) на базовой ñеòке пðиведенû в òаблиöе 10

(Здеñü и далее ÷иñло в ñкобкаõ поñле названиÿ меòода — òо÷ноñòü ñõодимо-

ñòи. В ñлó÷ае óðавнений òепло- и маññопеðеноñа õаðакòеðиñòики пðиведенû длÿ

пеðвой иòеðаöии меòода Нüþòона).

Сðеднее вðемÿ ðаñ÷еòа одного øага по вðемени пðиведено в òаблиöе 11. Ме-

òод GMRES оказûваеòñÿ наиболее пðоизводиòелüнûм из ðаññмоòðеннûõ ðеøа-

òелей СЛАУ, неñмоòðÿ на òо, ÷òо ñðеднее ÷иñло иòеðаöий, необõодимûõ длÿ

ðеøениÿ ñиñòем (16), (17) ñ заданной òо÷ноñòüþ, ó него вûøе, ÷ем ó BiCGStab.

Пðименение ASM-пðедобóñлавливаòелÿ зна÷иòелüно óлó÷øаеò обóñловлен-

ноñòü зада÷и на 2×Basic ñеòке. Меòодû GMRES и BiCGStab ñõодÿòñÿ на пðо-

òÿжении вñего пðоöеññа кðиñòаллизаöии. Сðеднее вðемÿ ðаñ÷еòа одного øага

на одном óзле вû÷иñлиòелüного клаñòеðа К-60 пðиведено в òаблиöе 12. Вðемÿ

ðаñ÷еòа óдаеòñÿ ñокðаòиòü, еñли пðоводиòü вû÷иñлениÿ на двóõ óзлаõ клаñòе-

ðа К-60 (òаблиöа 13). Однако далüнейøее óвели÷ение ÷иñла óзлов пðиводиò к
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Таблиöа 10: Basic ñеòка. Сõодимоñòü иòеðаöионного пðоöеññа. Один óзел

Меòод Минималüное
÷иñло иòеðаöий

Макñималüное
÷иñло иòеðаöий

Сðеднее
÷иñло иòеðаöий

СКО

NS GMRES(10−6)
TC GMRES(10−5)

2 иò. + 4 иò. 8 иò. + 9 иò. 3 иò. + 8 иò. 1 иò. + 1 иò.

NS GMRES(10−8)
TC GMRES(10−5)

6 иò. + 4 иò. 13 иò. + 9 иò. 8 иò. + 8 иò. 1 иò. + 1 иò.

NS BiCGStab(10−6)
TC BiCGStab(10−5)

1 иò. + 2 иò. 5 иò. + 5 иò. 2 иò. + 5 иò. 1 иò. + 1 иò.

NS BiCGStab(10−8)
TC BiCGStab(10−5)

4 иò. + 2 иò. 9 иò. + 5 иò. 5 иò. + 5 иò. 1 иò. + 1 иò.

Таблиöа 11: Basic ñеòка. Сðеднее вðемÿ ðаñ÷еòа одного øага на óзле вû÷иñли-
òелüного клаñòеðа К-60

�NS GMRES BiCGStab PARDISO 6.0 MKL PARDISO
10−6 3 мñ + 9 мñ 4 мñ + 10 мñ

8 мñ + 29 мñ 11 мñ + 52 мñ
10−8 5 мñ + 9 мñ 6 мñ + 10 мñ

падениþ пðоизводиòелüноñòи.

Таблиöа 12: 2×Basic ñеòка. Сðеднее вðемÿ ðаñ÷еòа одного øага на óзле вû÷иñ-
лиòелüного клаñòеðа К-60

�NS GMRES BiCGStab PARDISO 6.0 MKL PARDISO
10−6 23 мñ + 71 мñ 24 мñ + 78 мñ

26 мñ + 135 мñ 62 мñ + 274 мñ
10−8 31 мñ + 72 мñ 36 мñ + 81 мñ

Таблиöа 13: 2×Basic ñеòка. Сðеднее вðемÿ ðаñ÷еòа одного øага на двóõ óзлаõ
вû÷иñлиòелüного клаñòеðа К-60

�NS GMRES BiCGStab
10−6 19 мñ + 56 мñ 20 мñ + 62 мñ
10−8 25 мñ + 58 мñ 29 мñ + 65 мñ

Даннûе о ñõодимоñòи иòеðаöионнûõ меòодов на 2×Basic ñеòке, полó÷еннûе

26



пðи ðаñ÷еòаõ на двóõ óзлаõ К-60, пðиведенû в òаблиöе 14. Из òаблиöû видно, ÷òо

óвели÷ение ðазмеðноñòи зада÷и, а òакже ðазбиение маòðиöû на болüøее ÷иñло

блоков не пðиводиò к зна÷иòелüномó óвели÷ениþ ñðеднего ÷иñла иòеðаöий.

Таблиöа 14: 2×Basic ñеòка. Сõодимоñòü иòеðаöионного пðоöеññа. Два óзла

Меòод Минималüное
÷иñло иòеðаöий

Макñималüное
÷иñло иòеðаöий

Сðеднее
÷иñло иòеðаöий

СКО

NS GMRES(10−6)
TC GMRES(10−5)

2 иò. + 5 иò. 11 иò. + 13 иò. 4 иò. + 11 иò. 1 иò. + 1 иò.

NS GMRES(10−8)
TC GMRES(10−5)

8 иò. + 5 иò. 18 иò. + 13 иò. 11 иò. + 11 иò. 2 иò. + 1 иò.

NS BiCGStab(10−6)
TC BiCGStab(10−5)

1 иò. + 3 иò. 7 иò. + 8 иò. 3 иò. + 7 иò. 1 иò. + 1 иò.

NS BiCGStab(10−8)
TC BiCGStab(10−5)

5 иò. + 3 иò. 12 иò. + 8 иò. 7 иò. + 7 иò. 1 иò. + 1 иò.

Пðименение ASM–пðедобóñлавливаòелÿ позволÿеò ðеøиòü зада÷ó на 4×Basic
ñеòке ñ помоùüþ ðаññмоòðеннûõ иòеðаöионнûõ меòодов. Сðеднее вðемÿ ðаñ÷еòа

одного øага на одном и òðеõ óзлаõ вû÷иñлиòелüного клаñòеðа К-60 пðиведено

в òаблиöаõ 15 и 16, ñооòвеòñòвенно.

Таблиöа 15: 4×Basic ñеòка. Сðеднее вðемÿ ðаñ÷еòа одного øага на óзле вû÷иñ-
лиòелüного клаñòеðа К-60

�NS GMRES BiCGStab PARDISO 6.0 MKL PARDISO
10−6 198 мñ + 410 мñ 208 мñ + 440 мñ

110 мñ + 564 мñ 358 мñ + 1221 мñ
10−8 277 мñ + 412 мñ 315 мñ + 442 мñ

Таблиöа 16: 4×Basic ñеòка. Сðеднее вðемÿ ðаñ÷еòа одного øага на òðеõ óзлаõ
вû÷иñлиòелüного клаñòеðа К-60

�NS GMRES BiCGStab
10−6 68 мñ + 224 мñ 70 мñ + 260 мñ
10−8 96 мñ + 225 мñ 112 мñ + 261 мñ

Даннûе о ñõодимоñòи ðаññмаòðиваемûõ иòеðаöионнûõ меòодов на 4×Basic
ñеòке пðиведенû в òаблиöе 17.
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Таблиöа 17: 4×Basic ñеòка. Сõодимоñòü иòеðаöионного пðоöеññа. Тðи óзла

Меòод Минималüное
÷иñло иòеðаöий

Макñималüное
÷иñло иòеðаöий

Сðеднее
÷иñло иòеðаöий

СКО

NS GMRES(10−6)
TC GMRES(10−5)

3 иò. + 9 иò. 16 иò. + 25 иò. 6 иò. + 20 иò. 1 иò. + 2 иò.

NS GMRES(10−8)
TC GMRES(10−5)

12 иò. + 9 иò. 29 иò. + 25 иò. 16 иò. + 20 иò. 3 иò. + 2 иò.

NS BiCGStab(10−6)
TC BiCGStab(10−5)

2 иò. + 7 иò. 11 иò. + 18 иò. 3 иò. + 12 иò. 1 иò. + 1 иò.

NS BiCGStab(10−8)
TC BiCGStab(10−5)

8 иò. + 7 иò. 21 иò. + 18 иò. 11 иò. + 12 иò. 2 иò. + 1 иò.

Из òаблиöû 9 видно, ÷òо ñиñòема (17) имееò óмеðенное ÷иñло обóñловлен-

ноñòи в ñлó÷ае пðедобóñлавливаниÿ ñ помоùüþ бло÷ного меòода Якоби. Бû-

ла пðоведена ñеðиÿ ÷иñленнûõ ýкñпеðименòов, в коòоðûõ óðавнениÿ Навüе–

Сòокñа пðедобóñлавливалиñü ñ помоùüþ аддиòивного меòода Шваðöа, а óðав-

нениÿ òепло– и маññопеðеноñа — ñ помоùüþ бло÷ного меòода Якоби. Сðеднее

вðемÿ ðаñ÷еòа одного øага по вðемени ñ помоùüþ пðедложенного гибðидного

меòода пðиведено в òаблиöе 18. Из òаблиöû видно, ÷òо во вñеõ ðаññмоòðеннûõ

ñлó÷аÿõ гибðиднûй меòод ðабоòаеò медленнее, ÷ем ðеøаòелü оñнованнûй на

пðименении ASM–пðедобóñлавливаòелÿ.

Таблиöа 18: Сðеднее вðемÿ ðаñ÷еòа одного øага на вû÷иñлиòелüном клаñòеðе
К-60 меòодом NS ASM GMRES(10−8) + TC BJacobi GMRES(10−5)

Basic [1 óзел] 2×Basic [2 óзла] 4×Basic [3 óзла]
5 мñ + 13 мñ 32 мñ + 63 мñ 96 мñ + 436 мñ

На вñеõ ðаññмоòðеннûõ ñеòкаõ ðезóлüòаòû ðаñ÷еòов пðакòи÷еñки иденòи÷нû

ðезóлüòаòам, полó÷еннûм ñ помоùüþ пðÿмûõ меòодов.
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4.3 Сðавнение меòодов

Пðедложеннûй ÷иñленнûй ýкñпеðименò позволÿеò оöениòü öелеñообðазноñòü пðи-

менениÿ иòеðаöионнûõ меòодов длÿ ðеøениÿ зада÷и о ôазовом пеðеõоде в мно-

гокомпоненòном ñоединении. Из ðаñ÷еòов видно, ÷òо вñе ðаññмоòðеннûе подõо-

дû позволÿþò полó÷аòü ôизи÷еñки оñмûñленнûе ðезóлüòаòû пðакòи÷еñки иден-

òи÷ного ка÷еñòва. Опðеделим наиболее бûñòðûй из ðеøаòелей.

Таблиöа 19: Уñкоðение ðаñ÷еòа по ñðавнениþ ñ MKL PARDISO

Сеòка MKL PARDISO PARDISO 6.0 ASM BiCGStab(10−8)
ASM BiCGStab(10−5)

ASM GMRES(10−8)
ASM GMRES(10−5)

Basic 1 1.74 4.20 [1 óзел] 4.57 [1 óзел]
2×Basic 1 2.05 3.57 [2 óзла] 4.05 [2 óзла]
4×Basic 1 2.17 4.25 [3 óзла] 4.95 [3 óзла]

Сðавнение пðоизводиòелüноñòи меòодов пðиведено в òаблиöе 19. Наиболее

медленнûм из вñеõ ðаññмоòðеннûõ подõодов ÿвлÿеòñÿ пðÿмой ðеøаòелü MKL

PARDISO. Пðименение PARDISO 6 позволÿеò ñокðаòиòü вðемÿ ðаñ÷еòа пðи-

близиòелüно в 2 ðаза. На подðобнûõ ñеòкаõ иòеðаöионнûе меòодû ñõодÿòñÿ

òолüко пðи пðименениÿ доðогоñòоÿùего ñ вû÷иñлиòелüной òо÷ки зðениÿ ASM–

пðедобóñлавливаòелÿ. Однако пðи нали÷ии доñòаòо÷ного коли÷еñòва вû÷иñли-

òелüнûõ óзлов иñполüзование иòеðаöионнûõ меòодов позволÿеò óñкоðиòü ðаñ÷еò

в 4–5 ðаз. Пðи ýòом длÿ ðаññмоòðенного клаññа зада÷ меòод GMRES ÿвлÿеòñÿ

более надежнûм и бûñòðûм меòодом ðеøениÿ, ÷ем меòод BiCGStab.

5 Вûводû

В ðабоòе пðоведено ñðавнение ýôôекòивноñòи пðименениÿ пðÿмûõ и иòеðаöион-

нûõ меòодов ðеøениÿ ðазðеженнûõ ñиñòем линейнûõ алгебðаи÷еñкиõ óðавнений

в ñлó÷ае ÷иñленного моделиðованиÿ пðоöеññа кðиñòаллизаöии многокомпоненò-

ного ðаñòвоðа. Разðабоòан паðаллелüнûй пðогðаммнûй модóлü длÿ ðеøениÿ ñи-

ñòем ñеòо÷нûõ óðавнений, опиñûваþùиõ конвекòивнûй òепло- и маññопеðеноñ

в многокомпоненòной ñиñòеме ñ ôазовûм пеðеõодом. Показано, ÷òо на подðоб-
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нûõ ñеòкаõ ñиñòема диñкðеòнûõ óðавнений, опиñûваþùаÿ движениÿ ðаñòвоðа,

ÿвлÿеòñÿ плоõо обóñловленной, поýòомó пðименение к ýòой ñиñòеме øиðоко ðаñ-

пðоñòðаненного бло÷ного диагоналüного пðедобóñлавливаòелÿ ñ неполнûм ðаз-

ложением каждого из блоков не позволÿеò полó÷аòü надежнûе ðезóлüòаòû ñ по-

моùüþ иòеðаöионнûõ меòодов GMRES и BiCGStab. Пðименение в ка÷еñòве пðе-

добóñлавливаòелÿ аддиòивного меòода Шваðöа (блоки в ðазложении обðаùаþò-

ñÿ ñ помоùüþ пðÿмого меòода) в ñо÷еòании ñ иòеðаöионнûм меòодом GMRES

позволÿеò óñкоðиòü ðаñ÷еò в 2.5–5 ðаз по ñðавнениþ ñо ñлó÷аем, когда ñиñòе-

мû линейнûõ алгебðаи÷еñкиõ óðавнений ðеøаþòñÿ ñ помоùüþ пðÿмого меòода

òипа PARDISO.

Пðиложение

Раñпðеделение òемпеðаòóðû на боковой повеðõноñòи ампóлû имееò вид

� d
wall(t, z) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
� d z ∈ [Z0, �bot(t)),bot, g

� d − � d
top bot� d z ∈ [�bot(t), �topg gz, (t)],bot + ��

� d
top, z ∈ [�topg (t),Z4),

�top · t, �botгде �g
top(t) = g (0) + ��

d
g (�) опðеделÿеòñÿ аналоги÷нûм обðазом, �� =

�top(0)− �botg g (0) — длина гðадиенòной зонû. На÷алüное ðаñпðеделение òемпеðа-

òóðû в облаñòи � (0, r, z) = �wall(0, z), �
d = 1138 K, � d = 738 K, ñкоðоñòütop bot

пðоòÿжки ампóлû �g
d = 9.5 ñм/ñóòки. Темпеðаòóðа на ôðонòе кðиñòаллизаöии

в на÷алüнûй моменò вðемени � ≈ 1058 K < � d = 1073 К (ðаñòвоð пеðеñûùен).eq

Содеðжание компоненòа � в заòðавке xcr = 0.52, ñодеðжание компонеòа � в

ðаñòвоðе xlq = 0.2.

Геомеòðи÷еñкие паðамеòðû ðоñòовой камеðû пðиведенû в òаблиöе 20. Зна-

÷ениÿ паðамеòðов зада÷и óказанû в òаблиöаõ 21 и 22. Физи÷еñкие паðамеòðû

ампóлû, ôаз и пе÷и заимñòвованû из ðабоò [19,20].

В каждом ðаñ÷еòе иñполüзóеòñÿ ðавномеðнаÿ в ðадиалüном напðавлении ñеò-

ка; ñеòка в веðòикалüном напðавлении ðавномеðна внóòðи òоðöов ампóлû и ñгó-
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Таблиöа 20: Паðамеòðû óñòановки

Ампóла Фазû Нагðеваòелü
Внóòð.
ðадиóñ

Внеøний Толùина
ðадиóñ òоðöов

Обùаÿ
вûñоòа

Толùина
заòðавки

Толùина
ðаñòвоðа

Положение
ôðонòа

�bot �top(0) (0)g g

0.25 ñм 0.5 ñм 0.2 ñм 5.4 ñм 2.5 ñм 2.5 ñм 2.7 ñм 1.9 ñм 2.9 ñм

Таблиöа 21: Зна÷ениÿ безðазмеðнûõ ôизи÷еñкиõ паðамеòðов

ρcr ρamp cr amp kcr kampcp cp D � �seg
1 0.29 0.64 4 0.145 1.25 1 · 10−4 1.25 2.6

Таблиöа 22: Зна÷ениÿ безðазмеðнûõ паðамеòðов

Pr Sc St GrT GrC
0.11 20 1.16 7.6 · 105 −7 · 105

ùаеòñÿ к гðаниöам ðаздела внóòðи ампóлû.
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