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Потапенко И. Ф.

Численное исследование асимптотического затухания длинновол-
новых колебаний электрического поля для уравнения Власова

Рассматривается плазма электронов на нейтрализующем фоне бесконечно тя-
желых ионов. Численно моделируется кинетическое уравнение Власова с на-
чальным градиентом температуры в 1D1V геометрии конечными разностя-
ми для типичных длин порядка длины свободного пробега 𝑟𝐷 ≪ 𝐿0 ≤ 𝜆𝑒𝑖.
Проводится сравнение с асимптотической формулой для электрического по-
ля, полученной в линеаризованном случае. Показано экспоненциально слабое
затухание осциллирующего электрического поля в нелинейном случае. Ско-
рость затухания зависит от параметра 𝜀 = 𝑟𝐷/𝐿0. Это обстоятельство необхо-
димо учитывать при кинетическом моделировании слабо столкновительной
плазмы.

Ключевые слова: уравнение Власова–Ампера, квазинейтральный предел,
асимптотика длинноволновых колебаний

Potapenko I. F.

Numerical study of asymptotic damping of electric field long-wave
oscillations for the Vlasov equation

Plasma consisting of electrons on neutralizing background of infinitely heavy ions
is considered. The Vlasov kinetic equation with initial temperature gradient is
numerically simulated in 1D1V space by finite differences for typical lengths of
the order of mean free path 𝑟𝐷 ≪ 𝐿0 ≤ 𝜆𝑒𝑖. A comparison with the asymptotic
formula for an electric field in the linearized case is made. An exponentially weak
damping of the oscillating electric field in nonlinear case is shown. Damping rates
depend on the parameter 𝜀 = 𝑟𝐷/𝐿0. This circumstance must be taken into
account in the kinetic simulation of weakly collision plasmas.

Key words: Vlasov–Ampere equation, quasineutral limit, long wave asymptotics
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Введение

Данная работа является продолжением работы [1], которая посвящена ма-
тематическим аспектам динамики столкновительной плазмы, относящимся к
вопросу сильно различающихся пространственно–временных масштабов. Рас-
сматривается поведение функции распределения в случае, если типичной ха-
рактерной длиной задачи является длина пробега 𝜆𝑒𝑖, которая много больше
наименьшей характерной плазменной длины, радиуса Дебая 𝑟𝐷. Идеологиче-
ски эта проблема, проблема длинноволновых асимптотик для кинетического
уравнения Власова–Пуассона–Ландау [2]–[4], примыкает к так называемому
квазинейтральному пределу для уравнения Власова–Пуассона, когда дебаев-
ский радиус исчезающе мал [5]–[7].

Интерес к этой проблеме обусловлен недостаточностью описания в рам-
ках гидродинамики реальных экспериментов, при которых возникают зна-
чительные градиенты температуры и плотности, в плазменных установках
(лазерные установки, токамаки) и, в связи с этим, необходимостью привле-
чения кинетических моделей. С другой стороны, решение кинетических урав-
нений Власова–Ландау в рамках единой модели сталкивается со значитель-
ными трудностями как математического, так и вычислительного характера.
В кинетической модели, например, требуется объединение разномасштабных
процессов в единый алгоритм, что приводит, как правило, к сокращенному
описанию процессов. В серии работ (см., например, [8]–[11]) авторы рассмат-
ривают упрощенную модель плазмы электронов с нейтрализующим фоном
из бесконечно тяжелых ионов. Затем неявно делается формальный переход
к определенному пределу и численно решаются предельные уравнения. Эти
уравнения имеют некоторые преимущества, так как предельное электриче-
ское поле задается явной формулой.

Для полного численного описания физической проблемы естественно объ-
единить последовательно уравнение Власова, столкновительные уравнения,
уравнения гидродинамики в единый алгоритм, используя малость различных
физических параметров в разнообразных физических режимах. В этом на-
правлении разрабатываются асимптотически корректные схемы, рассматри-
ваются упрощенные модели столкновительного оператора Ландау–Фоккера–
Планка (см., например, [12] и ссылки в ней), ищутся пути увеличения дис-
кретных расчетных параметров для ускорения расчета и т.д.

Целью данной работы является численная проверка некоторых математи-
ческих результатов, полученных в статье [1] для линеаризованного случая, и
расширение результатов на нелинейный случай. Основное внимание уделено
поведению самосогласованного электрического поля на большом интервале
времени (длинноволновая асимптотика). Проведен анализ результатов для
широкого спектра входных параметров.
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Выбрана достаточно стандартная численная модель с надлежащей мало-
стью шага по времени. Основные физические результаты иллюстрируются
в последней части работы. Показано, что длинноволновые осцилляции элек-
трического поля практически не затухают на длительных временах. Это об-
стоятельство необходимо учитывать при кинетическом моделировании слабо
столкновительной плазмы.

Материал изложен в следующем порядке. Дается постановка задачи и
основные уравнения. Уравнения приводятся к безразмерному виду, в котором
важный параметр 𝜀, отвечающий отношению характерных длин 𝜀 = 𝑟𝐷/𝜆𝑒𝑖,
входит в уравнение для поля. Далее приводится система уравнений Власова,
которая и предназначена для численного интегрирования.

Уравнения в 1𝐷1𝑉 геометрии решаются в декартовых координатах с по-
мощью метода конечных разностей, с периодическими граничными услови-
ями по 𝑥 и начальным максвелловским распределением с пространственно
неоднородной температурой.

Даны численная схема и алгоритм решения задачи Коши для системы
уравнений Власова–Максвелла. Разностная схема и некоторые приведенные
полезные соотношения стандартны и детально описаны для удобства изло-
жения и наглядности.

В параграфе, посвященном численным аспектам, приводятся параметры
рассматриваемой задачи и обсуждается необходимая малость величины шага
по времени для корректного описания решения.

В заключение дан анализ зависимости решения от входных физических
параметров. Проводится сравнение с аналитической формулой, полученной
в [1] для осцилирующего электрического поля.

Постановка задачи

Численно исследуется решение уравнения Власова для электронов и одноза-
рядных бесконечно тяжелых ионов в электростатическом случае. Электрон-
ная функция распределения 𝑓(𝑥, 𝑣, 𝑡) рассматривается в полном простран-
стве, где 𝑥 ∈ R, 𝑣 ∈ R, 𝑡 ∈ R+ — это положение, скорость и время.

Плотность числа частиц 𝜌𝑒,𝑖, ток 𝑗 и энергия < ℰ > определяются мо-
ментами функции распределения

𝜌𝑒,𝑖 =

∫︁ ∞

−∞
𝑓𝑒,𝑖(𝑥, 𝑣, 𝑡)𝑑𝑣, 𝑗 = −𝑒

∫︁ ∞

−∞
𝑓(𝑥, 𝑣, 𝑡) 𝑣 𝑑𝑣 ,

< ℰ >=
𝑚

2𝜌𝑒

∫︁ ∞

−∞
𝑓(𝑥, 𝑣, 𝑡) 𝑣2 𝑑𝑣 .



5

Для функции распределения электронов 𝑓(𝑥, 𝑣, 𝑡) кинетическое уравнение
Власова–Максвелла–Ландау имеет вид

𝜕𝑓

𝜕𝑡
+ 𝑣 · ∇𝑥𝑓 − 𝑒

𝑚
𝐸 · ∇𝑣𝑓 = 𝐶(𝑓) ,

𝜕2Φ

𝜕𝑥2
(𝑥, 𝑡) = 𝑒(𝜌𝑖 − 𝜌𝑒) , 𝐸 = −𝜕Φ

𝜕𝑥
,

𝜕𝐸

𝜕𝑥
= 𝑒(𝜌𝑒 − 𝜌𝑖),

(1)

где 𝐶(𝑓) = 𝐶𝑒𝑒 + 𝐶𝑒𝑖 — интеграл кулоновских столкновений. Поскольку
ионы предполагаются фиксированными, то плотность ионов 𝜌𝑖 – заданная
функция в пространстве.

Далее мы перейдем к нормировке уравнений и приведем рассматриваемые
в работе безразмерные уравнения.

Характерная длина 𝐿0 с самого начала рассматривается как свободный

параметр; 𝜌0 и 𝑇0 обозначают некоторые характерные значения началь-
ной плотности и абсолютной температуры, выраженной в единицах энергии;

𝑣0 = (𝑇0/𝑚)1/2 и 𝑡0 = 𝐿0/𝑣0 — тепловая скорость и характерное время
соответственно. С помощью этих значений введем следующие безразмерные
величины: для длины �̃� = 𝑥/𝐿0, для скорости 𝑣 = 𝑣/𝑣0, для вре-
мени 𝑡 = 𝑡/𝑡0 и для функции распределения 𝑓 = 𝑓/𝐹0.

Рассмотрим задачу Коши в полном пространстве (𝑥, 𝑣) ∈ R для 𝑡 > 0 с
начальными условиями

𝑓(𝑥, 𝑡 = 0) = 𝐹0 𝑓0 (�̃�, 𝑣) , 𝐹0 = 𝜌0 𝑣
−3/2
0 .

Предположим, что

𝑓0(�̃�, 𝑣) −−−−→
|�̃�|→∞

𝑀(|𝑣|) = (2𝜋)−1/2 exp(−|𝑣|2/2). (2)

Это условие можно рассматривать как граничное условие на бесконечности
для

𝑓(𝑥, 𝑣, 𝑡) = 𝐹0 𝑓(�̃�, 𝑣, 𝑡), 𝐸(𝑓) = �̃� 𝐸0, 𝐶(𝑓) = 𝐶0𝐶(𝑓) (3)

с соответствующими нормирующими константами 𝐸0 и 𝐶0. Опуская тильды,
получим из уравнений (1)–(3) следующие безразмерные уравнения

𝑓𝑡 + 𝑣 𝑓𝑥 − 𝐴 𝐸 𝑓𝑣 = 𝐵 𝐶(𝑓, 𝑓) , 𝐴 =
𝑡0𝑒𝐸0

𝑣0𝑚
; 𝐵 =

𝐿0

𝜆𝑒𝑖
, (4)

𝜕𝐸

𝜕𝑥
=

𝐿0𝑒𝜌0
𝐸0

(𝜌𝑒 − 𝜌𝑖); (5)
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с
𝑓 |𝑡=0 = 𝑓(𝑥, 𝑣), 𝑓(𝑥, 𝑣, 𝑡) −−−−→

|𝑥|→∞
(2𝜋)−3/2 exp(−|𝑣|2/2).

Положим 𝐸0 = 𝐿0 𝑒 𝜌0 в уравнении (5). Следовательно, в уравнении (4) мы
имеем только два безразмерных параметра

𝐴 =

(︂
𝐿0

𝑟𝐷

)︂2

и 𝐵 =
𝐿0

𝜆𝑒𝑖
=

1

𝐾𝑛
, (6)

где

𝑟𝐷 =

(︂
4𝜋𝜌0𝑒

2

𝑇0

)︂−1/2

— радиус Дебая,

𝜆𝑒𝑖 =
𝑇 2
0

2𝜋𝑒4𝜌
1/3
0 Λ

— длина свободного пробега,

Λ = log
𝑟𝐷𝑇0

𝑒2
— кулоновский логарифм.

Напомним, что кинетическое уравнение Власова–Ландау (1) основано на пред-
положении (см., например, [13], [14]) малости параметра (параметра неиде-
альности плазмы)

𝛿 =
1

𝜌0𝑟3𝐷
=

(︃
4𝜋𝑒2𝜌

1/3
0

𝑇0

)︃3/2

<< 1.

Следовательно,

Λ = log
4𝜋

𝛿
≈ log

1

𝛿
>> 1,

𝜆𝑒𝑖

𝑟𝐷
= 8𝜋

1

𝛿Λ
≈ 8𝜋

(︂
𝛿 log

1

𝛿

)︂−1

>> 1 .

Тогда
𝐴

𝐵
=

𝐿0

𝑟𝐷

𝜆𝑒𝑖

𝑟𝐷
≈ 8𝜋

𝛿 log 1
𝛿

𝐿0

𝑟𝐷
≫ 1 , если только 𝐿0 & 𝑟𝐷.

Поэтому столкновительный член в уравнении Власова–Ландау (1), (4) мно-
го меньше силы Власова во всех практически интересных случаях 𝐿0. Слу-
чай умеренно больших значений 𝐿0 математически проанализирован в рабо-
тах [1]. Далее мы будем рассматривать численно только решение уравнения
Власова без учета интегралов столкновений Ландау, то есть, вообще говоря,
для сравнительно небольших времен 𝜔−1

𝑒𝑝 < 𝑡 . 𝑡𝑒𝑖.
Пусть 𝐸0 = (𝑣0𝑚)/(𝑡0 𝑒), 𝜌𝑖/𝜌0 = 1, 𝜌(𝑥, 𝑡) = 𝜌𝑒(𝑥, 𝑡)/𝜌0. Система рас-

сматриваемых уравнений примет вид
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𝜕𝑓

𝜕𝑡
+ 𝑣

𝜕𝑓

𝜕𝑥
− 𝐸

𝜕𝑓

𝜕𝑣
= 0 , (7)

𝜀2
𝜕𝐸

𝜕𝑡
= − 𝑗(𝑥, 𝑡) , 𝑗(𝑥, 𝑡) = −

∫︁ ∞

−∞
𝑓𝑣 𝑑𝑣 ; 𝜀2 =

(︂
𝑟𝐷
𝐿0

)︂2

. (8)

Параметр 𝜀 , который есть не что иное, как обратный плазменный параметр,
в большинстве задач является малой величиной: 𝜀 = 𝑟𝐷/𝐿0 ≃ 𝜈𝑒𝑖/𝜔𝑒𝑖 .
Если 𝜀 = 1 , то характерная длина равна радиусу Дебая, 𝐿0 = 𝑟𝐷 . Вместо
уравнения Пуассона (Гаусса)

𝜀2
𝜕𝐸

𝜕𝑥
= 1 − 𝜌(𝑥, 𝑡) (9)

мы будем использовать в расчетах уравнение Ампера (8). Эти уравнения эк-
вивалентны, если уравнение Пуассона справедливо в начальный момент вре-
мени.

Интегрируя уравнение (7) по скорости с весами 1 и 𝑣, получим следующие
выражения

𝜕𝜌

𝜕𝑡
− 𝜕𝑗

𝜕𝑥
= 0 (10)

и

− 𝜕𝑗

𝜕𝑡
+

𝜕𝑃 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
+ 𝐸(𝑥, 𝑡)

∫︁
𝑣
𝜕𝑓

𝜕𝑣
𝑑𝑣 =

= −𝜕𝑗

𝜕𝑡
+

𝜕𝑃 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
+ 𝐸(𝑥, 𝑡) 𝜌(𝑥, 𝑡) = 0 ,

где 𝑃 (𝑥, 𝑡) =

∫︁
𝑓𝑣2𝑑𝑣 = 2 < ℰ > . (11)

Предельный случай, когда параметр 𝜀 → 0, соответствует квазинейтраль-
ному пределу. Из уравнений (8), (9) следует 𝜌 → 1, 𝑗 → 0. Предельная
система может быть записана как

𝜕𝑓

𝜕𝑡
+ 𝑣

𝜕𝑓

𝜕𝑥
− 𝐸(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑓

𝜕𝑣
= 0 ,

𝑗 = 0 ,
(12)

при этом 𝜌 = 1, 𝑗 = 0 в начальный момент. То есть уравнения Максвелла в
данном случае вырождаются в алгебраические уравнения, из которых нельзя
найти электрическое поле.
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Кинетическое уравнение и уравнение

для электрического поля

При численном решении неоднородного кинетического уравнения с само-
согласованным электрическим полем, которое является решением системы
уравнений Власова-Максвелла, обычно применяется метод расщепления. По-
ле расчитывается на каждом шаге по времени.

Переформулируем задачу (7), (8) следующим образом. Продифференци-
руем уравнение (8) по времени. Вместе с уравнением (11) получим следую-
щую систему

− 𝜕𝑗

𝜕𝑡
+

𝜕𝑃 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
+ 𝐸(𝑥, 𝑡) 𝜌(𝑥, 𝑡) = 0 ,

− 𝜕𝑗

𝜕𝑡
= 𝜀2

𝜕2𝐸

𝜕𝑡2
,

(13)

откуда получим уравнение для электрического поля

𝜀2
𝜕2𝐸

𝜕𝑡2
+ 𝐸 𝜌(𝑥, 𝑡) = −𝜕𝑃 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
, 𝑃 (𝑥, 𝑡) =

∫︁
𝑓𝑣2𝑑𝑣 . (14)

Окончательно система уравнений для численного интегрирования выглядит
следующим образом

𝜕𝑓

𝜕𝑡
+ 𝑣

𝜕𝑓

𝜕𝑥
− 𝐸(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑓

𝜕𝑣
= 0 ,

𝜀2
𝜕2𝐸

𝜕𝑡2
+ 𝐸(𝑥, 𝑡) 𝜌(𝑥, 𝑡) = −𝜕𝑃 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥

(15)

(уравнение Пуассона должно быть выполнено в начальный момент времени).
При переходе к предельному случаю 𝜀 → 0 (формально!) система (15)

принимает вид

𝜕𝑓

𝜕𝑡
+ 𝑣

𝜕𝑓

𝜕𝑥
− 𝐸

𝜕𝑓

𝜕𝑣
= 0 ,

𝐸(𝑥, 𝑡) =
1

𝜌

(︂
−𝜕𝑃

𝜕𝑥

)︂
.

(16)

Второе уравнение из системы (12), соответствующее переходу 𝑗 → 0 при
𝜀 → 0, налагает условие, которое должно выполняться в начальный момент
времени. Таким образом, если используется система (16) для расчета вари-
анта с 𝜀 = 0, мы должны проверять условие численного равенства нулю тока
𝜕𝑗(𝑥, 𝑡)/𝜕𝑡 = 0 для всех 𝑡 > 0 .
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Алгоритм численного решения

Введем пространственно-временную сетку 𝜔 = 𝜔𝑥 × 𝜔𝑣 × 𝜔𝑡 с постоянными
шагами по пространству 0 ≤ 𝑥 ≤ 2𝜋, по скорости −∞ < 𝑣 < ∞ и времени 𝑡:

𝜔𝑥 = {𝑥𝑙+1 = 𝑥𝑙 +△𝑥, 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝐿𝑚, 𝑥1 = 0, 𝑥𝐿𝑚
= 𝐿𝑚 = 2𝜋},

𝜔𝑡 = {𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 +△𝑡, 𝑛 = 0, 1, . . . , 𝑡0 = 0},
𝜔𝑣 = {𝑣𝑘+1 = 𝑣𝑘 + △𝑣, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝐾𝑚, 𝑣1 = −𝑣𝑚, 𝑣𝐾𝑚

= 𝑣𝑚, } .

В качестве начальной функции 𝑓 0
𝑙,𝑘 = 𝑓(𝑥𝑙, 𝑣𝑘, 𝑡0) выберем максвелловское

распределение по скорости с неоднородной по пространству температурой
𝑇0(𝑥) и постоянной начальной плотностью 𝜌0 = 1

𝑓 0
𝑙,𝑘 =

1

(2 𝜋 𝑇 0
𝑙 )1/2

exp

(︂
− 𝑣2𝑘

2𝑇 0
𝑙

)︂
; 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝐿𝑚, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝐾𝑚 .

Граничные условия по 𝑥 периодические: 𝑓(𝑥, 𝑣, 𝑡) = 𝑓(𝑥 + 2𝜋, 𝑣, 𝑡) :
𝑓𝑛
𝑙,𝑘 = 𝑓𝑛

𝑙+𝐿𝑚,𝑘. Функция распределения при 𝑣 → ±∞ стремится к нулю
𝑓(𝑥, 𝑣, 𝑡) → 0 . Граничное условие по скорости: 𝑓(𝑥,±𝑣𝑚, 𝑡) = 0, при
этом размер области расчета [−𝑣𝑚, 𝑣𝑚] должен быть достаточно большим
для обеспечения этого условия.

Моменты функции распределения примут вид

𝜌(𝑥, 𝑡) =

∫︁ ∞

−∞
𝑓 𝑑𝑣 ∼ 𝜌𝑙 =

𝐾𝑚−1∑︁
2

𝑓𝑙,𝑘△𝑣 (17)

для плотности и для тока:

− 𝑗(𝑥, 𝑡) =

∫︁ ∞

−∞
𝑓 𝑣 𝑑𝑣 =

∫︁ 0

−∞
𝑓 𝑣 𝑑𝑣 +

∫︁ ∞

0

𝑓 𝑣 𝑑𝑣 = −(𝑗− + 𝑗+) ∼

− 𝑗−𝑙 =

𝑘0−1∑︁
2

𝑓𝑙,𝑘 𝑣𝑘△𝑣 +
1

2
𝑓𝑙,𝑘0 𝑣𝑘0 △𝑣 ,

− 𝑗+𝑙 =
1

2
𝑓𝑙,𝑘0 𝑣𝑘0 △𝑣 +

𝐾𝑚−1∑︁
𝑘0+1

𝑓𝑙,𝑘 𝑣𝑘△𝑣 , (18)

где 𝑣𝑘0 = 0 , в граничных точках 𝑓(𝑙, 1) = 𝑓(𝑙,𝐾𝑚) = 0 , 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝐿𝑚.

Для анализа расчетов удобно иметь в виду разбиение тока на сумму в отри-
цательной и положительной областях по скорости 𝑗 = 𝑗− + 𝑗+ . Такое же
разбиение справедливо и для плотности 𝜌 = 𝜌− + 𝜌+ .
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Аппроксимация адвективного члена (переноса) 𝐼𝑥𝑓 = 𝑣 𝑓𝑥 в общем слу-
чае выглядит как

𝑓𝑛+1
𝑙+1,𝑘 − 𝑓𝑛

𝑙,𝑘

M 𝑡
∝ 𝐼𝑥𝑓

𝑛
𝑙,𝑘 =

𝑣𝑘
2 M 𝑥

{(𝑓𝑛
𝑙+1,𝑘 − 𝑓𝑛

𝑙−1,𝑘) − |𝑣𝑘|[𝑓𝑛
𝑙+1,𝑘 − 2𝑓𝑛

𝑙,𝑘 + 𝑓𝑛
𝑙−1,𝑘]}.

В нашем простейшем одномерном случае для ускорения счета используются
следующие алгебраические уравнения для отрицательных и положительных
скоростей

𝐼𝑥𝑓
𝑛
𝑙,𝑘 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑣𝑘 < 0 : 𝑣𝑘

𝑓𝑛
𝑙+1,𝑘−𝑓𝑛

𝑙,𝑘

M𝑥 , 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝐿𝑚 − 1; 𝑓𝑛+1
𝐿𝑚,𝑘 = 𝑓𝑛+1

1,𝑘 ;

𝑣𝑘 > 0 : 𝑣𝑘
𝑓𝑛
𝑙,𝑘−𝑓𝑛

𝑙−1,𝑘

△𝑥 , 𝑙 = 2, . . . , 𝐿𝑚; 𝑓𝑛+1
1,𝑘 = 𝑓𝑛+1

𝐿𝑚,𝑘.

(19)

При разностном интегрировании (суммировании) уравнений (19) по ско-
рости с весом 1 и 𝑣𝑘 получим следующие соотношения для производных для
𝑗𝑛𝑙 и 𝑃 𝑛

𝑙 (14):

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑣 𝐼𝑥 𝑓 =

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑣

𝜕𝑓 𝑣

𝜕𝑥
= −𝜕𝑗

𝜕𝑥
= −

(︂
𝜕𝑗−

𝜕𝑥
+

𝜕𝑗+

𝜕𝑥

)︂
∼

∼ −
△𝑗−𝑙
△𝑥

=

𝑘0∑︁
2

𝑣𝑘
𝑓𝑛
𝑙+1,𝑘 − 𝑓𝑛

𝑙,𝑘

△𝑥
△𝑣, −

△𝑗+𝑙
△𝑥

=

𝐾𝑚−1∑︁
𝑘0

𝑣𝑘
𝑓𝑛
𝑙,𝑘 − 𝑓𝑛

𝑙−1,𝑘

△𝑥
△𝑣

(20)

и

△𝑃 𝑛
𝑙

△𝑥
=

𝐾𝑚−1∑︁
2

𝐼𝑥𝑓
𝑛
𝑙,𝑘 𝑣△𝑣 =

⎧⎪⎨⎪⎩
∑︀𝑘0

2 𝑣2𝑘 (𝑓𝑛
𝑙+1,𝑘 − 𝑓𝑛

𝑙,𝑘)△𝑣/△𝑥 , 𝑣𝑘 < 0;

∑︀𝐾𝑚−1
𝑘0

𝑣2𝑘 (𝑓𝑛
𝑙,𝑘 − 𝑓𝑛

𝑙−1,𝑘)△𝑣/△𝑥 , 𝑣𝑘 > 0.

(21)

Аппроксимация оператора электрического поля на 𝑛 + 1 слое по времени
дана уравнением

𝐼𝑣𝑓
𝑛
𝑙,𝑘 =

𝐸𝑛+1
𝑙 𝑓𝑛

𝑙,𝑘+ 1
2

− 𝐸𝑛+1
𝑙 𝑓𝑛

𝑙,𝑘− 1
2

△𝑣
, (22)

где

𝐸𝑛+1
𝑙 𝑓𝑛

𝑙,𝑘+ 1
2

= 𝐸𝑛+1
𝑙

(︂
𝑓𝑛
𝑙,𝑘,𝑗 + 𝑓𝑛

𝑙,𝑘+1

2

)︂
+
⃒⃒
𝐸𝑛+1

𝑙

⃒⃒ (︂𝑓𝑛
𝑙,𝑘+1 − 𝑓𝑛

𝑙,𝑘

2

)︂
.

При этом сумма по скорости, аппроксимирующая интеграл, равна нулю:∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑣 𝐸

𝜕𝑓

𝜕𝑣
= 0 ∼

𝐾𝑚−1∑︁
2

△𝑣 𝐼𝑣𝑓
𝑛
𝑙,𝑘 = 0.
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А сумма, аппроксимирующая интеграл по скорости с весом 𝑣𝑘, дает выраже-
ние 𝐸 𝜌 (ср. с уравнением (11)):

−
∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑣 𝑣 𝐸

𝜕𝑓

𝜕𝑣
= 𝐸 𝜌 ∼ −

𝐾𝑚−1∑︁
2

𝐼𝑣𝑓
𝑛
𝑙,𝑘 𝑣𝑘 △𝑣 = 𝐸𝑛+1

𝑙 𝜌𝑛𝑙 .

Отметим, что такой простой (и эффективный для расчетов) результат сум-
мирования возможен при постоянном шаге по скорости.

Таким образом, из уравнения для функции распределения на 𝑛+ 1 шаге

𝑓𝑛+1
𝑙,𝑘 − 𝑓𝑛

𝑙,𝑘

△𝑡
= 𝐼𝑥𝑓

𝑛
𝑙,𝑘 + 𝐼𝑣𝑓

𝑛
𝑙,𝑘 (23)

суммированием по скорости с фактором △𝑣 обеих частей уравнения получим
аналог равенства (10)

△𝜌𝑙
△𝑡

=
△𝑗−𝑙
△𝑥

+
△𝑗+𝑙
△𝑥

. (24)

Суммированием уравнения (23) с весом 𝑣𝑘 △𝑣 получим разностный аналог
уравнения (11).

Для нахождения функции на 𝑛+1 шаге с помощью уравнения (23) нужно
сначала найти электрическое поле 𝐸𝑛+1

𝑙 . Для этого воспользуемся уравнени-
ями (14), (15):

𝜀2
[︂
𝐸𝑛+1

𝑙 − 2𝐸𝑛
𝑙 + 𝐸𝑛−1

𝑙

△𝑡2

]︂
+ 𝐸𝑛+1

𝑙 𝜌𝑛𝑙 = −△𝑃 𝑛
𝑙

△𝑥
.

Тогда для определения поля получим формулу

𝐸𝑛+1
𝑙 =

1
𝜀2

△𝑡2 + 𝜌𝑛𝑙

[︂
−△𝑃 𝑛

𝑙

△𝑥
+

𝜀2

△𝑡2
(︀
2𝐸𝑛

𝑙 − 𝐸𝑛−1
𝑙

)︀]︂
. (25)

Формула (25) для вычисления поля содержит параметр 0 ≤ 𝜀 ≤ 1 , есте-
ственным образом включая предельные значения. При 𝜀(𝑡) → 0 мы прихо-
дим к системе (16). Этот алгоритм для вычисления поля был предложен в [12]
и других работах, одной из целей которых было построение асимптотически
корректных численных схем. В принципе, параметр 𝜀(𝑡) может меняться со
временем в ходе рассматриваемого динамического процесса.
Замечание. Продифференцируем (в конечно-разностном смысле) разност-
ное уравнение Ампера (13), не расшифровывая значения производной по 𝑥𝑙,

𝜀2
𝐸𝑛+1

𝑙 − 𝐸𝑛
𝑙

△𝑡
= −𝑗𝑙
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следующим образом, используя соотношение (24),

𝜀2
1

△𝑡

△𝐸𝑛+1
𝑙

△𝑥
= 𝜀2

1

△𝑡

△𝐸𝑛
𝑙

△𝑥
− △𝑗𝑙

△𝑥
= 𝜀2

1

△𝑡

△𝐸𝑛
𝑙

△𝑥
− △𝜌𝑙

△𝑡
,

а также аппроксимацию производной (20). Тогда

𝜀2
△𝐸𝑛+1

𝑙

△𝑥
= 𝜀2

△𝐸𝑛
𝑙

△𝑥
− 𝜌𝑛+1

𝑙 + 𝜌𝑛𝑙 = · · · = 1 − 𝜌𝑛+1
𝑙 ,

т. е. получим аппроксимацию уравнения Гаусса (Пуассона) (9).

Алгоритм расчета.
1. На 𝑛 шаге вычисляем △𝑃 𝑛

𝑙 /△𝑥 по формуле (21).
2. Вычисляем поле 𝐸𝑛+1

𝑙 из уравнения (25).
3. Вычисляем функцию распределения из уравнения (23) на 𝑛 + 1 шаге.

Вычислительные аспекты

Введем параметр 𝑝 = △𝑡2/𝜀2 , который нам понадобится ниже. Перепишем
систему уравнений (23), (25) в следующем виде

𝑓𝑛+1
𝑙,𝑘 = 𝑓𝑛

𝑙,𝑘 −△𝑡 𝐼𝑥 𝑓
𝑛
𝑙,𝑘 + △𝑡 𝐼𝑣𝑓

𝑛
𝑙,𝑘 , (26)

𝐸𝑛+1
𝑙 =

1

𝑝 𝜌𝑛𝑙 + 1

[︂
− 𝑝

△𝑃 𝑛
𝑙

△𝑥
+
(︀
2𝐸𝑛

𝑙 − 𝐸𝑛−1
𝑙

)︀]︂
, 𝜀 ̸= 0 ;

𝐸𝑛+1
𝑙 = −△𝑃 𝑛

𝑙

△𝑥
, 𝜀 = 0 .

(27)

Решаем начальную задачу c градиентом начальной температуры в области
𝑥𝑙 ∈ [0, 2𝜋] , 𝑣𝑘 ∈ [−15, 15] с шагами сетки △𝑥 = 0.1, △𝑣 = 0.1. Максвеллов-
ская функция распределения 𝑓(𝑥, 𝑣, 0) зависит от 𝑥 только через температуру
𝑇0(𝑥𝑙):

𝑓 0
𝑙,𝑘 =

1

[2𝜋 𝑇0(𝑥𝑙)]1/2
exp

(︂
− 𝑣2𝑘

2𝑇0(𝑥𝑙)

)︂
, 𝑇0(𝑥𝑙) = 1 + 𝐴 cos𝑥𝑙 ,

где амплитуда 𝐴 и 𝜀 — исходные параметры физической задачи. Граничные
условия для функции распределения по 𝑥 периодические. В граничных точ-
ках по скорости 𝑣1, 𝑣𝐾𝑚

функция равна (машинному) нулю. На нулевом шаге
𝐸0

𝑙 = 0. Начальная плотность равна 𝜌0 = 1. Шаг по времени △𝑡 ограничен
условием Куранта, приблизительно △𝑡 . 0.005.
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Рассмотрим поведение электрического поля на больших временах для
двух значений параметра 𝐴 = 0.5 и 𝐴 = 0.1 и для нескольких вариантов
параметра 𝜀 = 1, 0.5, 0.25, 0.1, 0.04, 0.01, 0.

Сначала приведем результат расчета для 𝜀 = 0. В этом случае используем
для вычисления поля 𝐸 формулу (25), (27) . Напомним, что в этом случае
ток должен быть равен нулю (12). Ниже на рис. 1 приведена зависимость
тока от пространства в различные моменты времени, начальная амплитуда
𝐴 = 0.5. Значения тока равны машинному нулю.

Рис. 1

Зависимость поля от времени, которое мгновенно изменяется от начального
нулевого значения, приведены в двух фиксированных (симметричных) точ-
ках 𝑥 = 1.5𝜋 и 𝑥 = 0.5𝜋 на рис. 2.

Рис. 2
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Шаги по времени не входят в формулу для определения поля (16), (27) и
ограничены лишь условием Куранта. Изменения в 10 раз шага по времени,
как видно из рисунка, не повлияли на поведение и величину поля во време-
ни. Максимальное значение поля равно амплитуде 𝐴 = 0.5. Колебания поля
затухают на интервале времени 𝑡 w 2.

Для дальнейшего анализа расчетов мы будем использовать параметр 𝑝,
связывающий параметр задачи 𝜀 и шаг по времени. Фактически параметр 𝑝,
определяющий желаемую точность расчета, задает зависимость шага по вре-
мени △𝑡(𝜀). Следующий расчет приведен для предельного значения 𝜀 = 1.
Ниже приведены графики зависимости поля от времени, рис. 3, и зависимо-
сти тока от 𝑥 в различные моменты времени на рис. 4.

Рис. 3

Рис. 4
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В этом случае 𝑝 = △𝑡2 , и уменьшение шага по времени также не ведет к за-
метным изменения результатов расчета. Из формулы для поля (27) понятно,
что главная часть в ней — это величина поля с предыдущих временных слоев
(𝜌 ∼ 1)

𝐸𝑛+1
𝑙 ≈ −△𝑡2

△𝑃 𝑛
𝑙

△𝑥
+
(︀
2𝐸𝑛

𝑙 − 𝐸𝑛−1
𝑙

)︀
.

Здесь тоже можно выделить, условно, начальную стадию колебаний на ин-
тервале времени 𝑡 ∼ 2.

Следующий пример расчета показывает важность значения малости шага
по времени△𝑡 для корректного определения зависимости колебаний электри-
ческого поля от времени в случае малых значений 𝜀 .

Рис. 5

Рис. 6
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Для 𝜀 = 0.04 представлены графики поля для двух значений шага по вре-
мени (рис. 5, рис. 6). Красной линией обозначено поле 𝐸(0.5, 𝑡), а черной
— 𝐸(1.5, 𝑡). На первом рисунке видно, что поле затухает за период времени
𝑡 ∼ 15, в то время как для меньшего шага по времени затухание происходит
на значительно большем промежутке 𝑡 & 60. Заметим, что шаги △𝑡 отлича-
ются в 40 раз, а соответствующие значения параметров 𝑝 в 1000 раз.

Для значения параметра 𝜀 = 0.1 на рис. 7 представлены графики поля
𝐸(0.75, 𝑡) и тока в фиксированный момент времени 𝑗(𝑥, 31.4) (𝑗 = − < 𝑣 >)
для двух значений 𝑝.

Рис. 7

Для тока можно видеть разницу (накопленную ошибку к моменту времени
𝑡 = 31.4) в 4 раза для разных значений 𝑝.
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Шаги по времени должны удовлетворять условию △𝑡 ≪ 𝜀 ≪ 1. Из чис-
ленных расчетов можно заключить, что решение перестает меняться с умень-
шением шага по времени, когда 𝑝 . 10−6. Для больших значений 𝜀 = 1, 0.5
малость шага по времени практически обеспечена ограничением Куранта.
Для малых 𝜀 в самом начале расчета значения поля не сильно отличают-
ся. Однако чем меньше 𝜀, тем заметнее накапливается ошибка со временем.
Поэтому далее мы будем представляем расчеты, которые проводятся, как
правило, с достаточной точностью.

Асимптотика длинноволновых колебаний

В работе [1] получена оценочная формула для электрического поля для ли-
неаризованного случая

𝐸 = 𝑆(𝑥, 𝑡) − 𝑆(𝑥, 0) 𝑐𝑜𝑠
𝑡

𝜀
+ (≃ 𝑂(1)); 𝑆(𝑥, 𝑡) ≃ 𝜕𝑃

𝜕𝑥
. (28)

Проведем сравнение поведения электрического поля, полученного из чис-
ленных расчетов, с асимптотической аналитической формулой (28). Ампли-
туда 𝐴 в начальном распределении температуры соответствует 𝑆(𝑥, 0).

Рис. 8 показывает сравнение зависимости поля от времени для 𝜀 = 0.25 и
двух начальных распределений температур со значениями амплитуд 𝐴 = 0.5
и 𝐴 = 0.1. Легко видеть соответствие формуле (28).

Рис. 8

На рис. 9 приведен график для 𝜕𝜌/𝜕𝑡 = 𝜕𝑗/𝜕𝑥 для тех же значений пара-
метра 𝐴 = 0.5, 0.1 в момент времени 𝑡 = 25.
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Рис. 9

Для оценки скорости затухания колебаний поля во времени введем важ-
ную характеристику — амплитуду затухания

𝑑𝐸(𝑡; 𝜀) = |𝐸𝑚𝑎𝑥(𝑡) − 𝐸𝑚𝑖𝑛(𝑡)| , 𝑚𝑇𝑜𝑠𝑐 ≤ 𝑡 ≤ (𝑚 + 1)𝑇𝑜𝑠𝑐, 𝑚 = 1, 2, . . . ,

вычисленную на периоде колебаний 𝑇𝑜𝑠𝑐 = 2𝜋 𝜀.
Для наглядности на рис. 10 на одном графике показаны зависимость от

времени колебания поля 𝐸(1.5𝜋, 𝑡) и 𝑑𝐸(𝑡; 𝜀) для 𝜀 = 0.5 (достаточно грубый
шаг по времени).

Рис. 10
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Для параметра 𝜀 = 0.01 приведены графики зависимости поля 𝐸(1.5𝜋, 𝑡)
(рис. 11) и соответствующей амплитуды затухания 𝑑𝐸(𝑡) (рис. 12) от време-
ни и четырех значений 𝑝. На графике можно выделить начальную стадию
колебаний электрического поля с амплитудой 2|𝐴|=1 на интервале 0 < 𝑡 ≤ 2,
после которой идет экспоненциальное затухание, скорость которого зависит
от величины параметра 𝑝.

Рис. 11

На рис. 12 график 𝑑𝐸(𝑡) приведен в логарифмическом масштабе.

Рис. 12
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Как легко видеть, для больших шагов по времени колебания электрического
поля заканчиваются практически на начальной стадии процесса.

На следующем рисунке изображены графики электрического поля в зави-
симости от времени для различных значений параметра 0 ≤ 𝜀 ≤ 1 . Также на
нем приведено сравнение поля 𝐸(𝑡) для 𝜀 = 0 и 𝐸(𝑡) для 𝜀 = 0.01 с 𝑝 = 0.04,
△𝑡 = 0.002.

Рис. 13

Зависимость амплитуды затухания 𝑑𝐸(𝑡) приведена на рис. 14.

Рис. 14



21

Графики 𝑑𝐸(𝑡) приведены в логарифмическом масштабе для шести значений
𝜀. Очевидно, что для 𝜀 = 0 зависимость 𝑑𝐸(𝑡) неверна.

Для полноты описания приведем графики 𝑃 (𝑥, 𝑡) (энергии) для 𝜀 = 0.04
и двух различных 𝑝, рис. 15.

Рис. 15

На рис. 16 приведена функция 𝑃 (𝑡) =
∫︀
𝑑𝑥[𝑃 (𝑥, 𝑡)− 𝑃 (𝑥, 0)] для двух значе-

ний 𝑝.

Рис. 16

Естественно, что более грубые шаги по времени заметно занижают энергию.
Функция распределения (рис. 17) для меньших шагов по времени имеет, со-
ответственно, более горячие хвосты.
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Рис. 17

Заключение

Плазма электронов на нейтрализующем ионном фоне моделируется одномер-
ным уравнением Власова. Температура в начальном максвелловском распре-
делении неоднородна по пространству: 𝑇 (𝑥) = 1+𝐴 cos𝑥. Рассматриваются
характерные длины 𝑟𝐷 ≪ 𝐿0 ≪ 𝜆𝑒𝑖, так что столкновительные члены не
учитываются.

Проводится сравнение с аналитической формулой, полученной в [1] для
осциллирующего электрического поля для линеаризованного случая (малых
отклонений от равновесия) (28). Численные расчеты, проведенные для нели-
нейного случая, подтверждают формулу (28). Для оценки скорости затухания
введена величина амплитуды поля 𝑑𝐸(𝑡) = |𝐸𝑚𝑎𝑥 − 𝐸𝑚𝑖𝑛| , вычисленная на
периоде колебаний 𝑇𝑜𝑠𝑐 = 2𝜋𝜀 . В начале процесса 𝑑𝐸(𝑡) ∼ 2|𝐴| . Пока-
зано, что длинноволновые осцилляции электрического поля 𝐸 ∼ 𝐴 cos 𝑡/𝜀
практически не затухают для малых значений параметра 𝜀 на длительных
временах.

Для корректных расчетов чрезвычайно важен шаг по времени, малость
которого зависит от 𝜀. Из численных расчетов показано, что для получения
корректных результатов параметр 𝑝 = △𝑡2/𝜀2 должен не превышать значе-
ний 𝑝 ≤ 10−6. В противном случае скорость затухания завышается, что при-
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водит, в частности, к искажению таких макроскопических величин, как тем-
пература, ток и т.д. Это существенное обстоятельство необходимо учитывать
при соответствующем кинетическом моделировании слабо столкновительной
плазмы.

Автор благодарит А. Бобылева за полезные дискуссии. Особая благодар-
ность А. Русскову за помощь, оказанную при подготовке работы.
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