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Уравнения корреляционной магнитодинамики с учетом одноосной

квадратичной поправки в аппроксимации одночастичной функции рас-

пределения

Система уравнений корреляционной магнитодинамики (CMD) строится

на основе цепочки Боголюбова и аппроксимации двухчастичной функции рас-

пределения, учитывающей корреляции между ближайшими соседями. CMD

обеспечивает хорошее согласие с результатами моделирования «атом-в-атом»

(которые рассматриваются как первопринципные), но наблюдается некоторое

расхождение в области фазового перехода. Для решения этой проблемы постро-

ена новая система уравнений CMD, учитывающая квадратичную поправку в

аппроксимации одночастичной функции распределения. Система может быть

упрощена в одноосном случае.

Ключевые слова: Уравнение Ландау–Лифшица–Блоха, цепочка Боголю-

бова, двухчастичные корреляции
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Correlation magnetodynamics equations taking into account the uniaxial

quadratic correction in the approximation of the one-particle distribution func-

tion

The system of equations for correlation magnetodynamics (CMD) is based on the

Bogolyubov chain and approximation of the two-particle distribution function taking

into account the correlations between the nearest neighbors. CMD provides good

agreement with atom-for-atom simulation results (which are considered ab initio),

but there is some discrepancy in the phase transition region. To solve this problem, a

new system of CMD equations is constructed, which takes into account the quadratic

correction in the approximation of the one-particle distribution function. The system

can be simplified in a uniaxial case.

Keywords: The Landau–Lifshitz–Bloch equation, the BBGKY hierarhy, two-

particle correlations
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1. Введение

Переход от атомистической модели магнетика к моделям сплошной среды

представляет большой интерес как с фундаментальной, так и с практической

точки зрения. В настоящий момент общепринятой моделью сплошной среды

является уравнение Ландау–Лифшица–Блоха (УЛЛБ) [1, 2], построенное на

основе приближения среднего поля. При этом не учитываются корреляции

между ближайшими соседями, обусловленные сильным локальным обменным

взаимодействием, что приводит к неверным значениям обменной энергии и

заниженным временам релаксации. Эти проблемы могут быть решены за счет

новой аппроксимации двухчастичной функции распределения, учитывающей

корреляции между ближайшими соседями, что приводит к системе уравнений

корреляционной магнитодинамики (CMD) [3, 4].

CMD является полностью самосогласованной теорией, не имеющей под-

гоночных параметров. CMD состоит из уравнения типа УЛЛБ, дополненного

уравнением на уровень парных корреляций. По сравнению с УЛЛБ, CMD обес-

печивает гораздо лучшее согласие с результатами моделирования «атом-в-атом»

во всем диапазоне температур, кроме области фазового перехода. Это расхож-

дение может быть обусловлено различными факторами, так как при выводе

CMD делается множество предположений о виде многочастичных функций

распределения. Однако на результаты влияет так же предположение о линеари-

зованном виде одночастичной функции распределения, применяющееся в том

числе и в УЛЛБ. Результаты моделирования «атом-в-атом» показывают, что

такое предположение является слишком грубым. Целью данной работы является

построение варианта CMD с учетом квадратичной поправки в аппроксимации

одночастичной функции распределения.

2. Уравнение Ландау–Лифшица–Блоха

В качестве исходной модели магнетика мы будем рассматривать атоми-

стическую модель — систему стохастических уравнений Ландау–Лифшица,

описывающую эволюцию N магнитных моментовmi(t), |mi(t)| = 1, располо-
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женных в неподвижных узлах кристаллической решетки с координатами ri:

dmi

dt
= −γ

[
mi ×Heff

i

]
− αγ

[
mi ×

[
mi ×Heff

i

]]
+
√
2αγT

[
mi × ξi(t)

]
, (1)

Heff
i = −∇mi

W = Hexch
i +Hanis

i +H
dip
i +Hext,

Hexch
i =

∑
j

Jijmj, Hanis
i = 2KinKi

(
nKi ·mi

)
,

H
dip
i =

∑
j

3
(
mj · rij

)
rij −mjr

2
ij

r5ij
, rij = ri − rj,

где γ—гиромагнитное соотношение,α—параметр затухания,Heff—эффектив-

ное магнитное поле,W —полная энергия системы, T — температура системы в

единицах энергии, ξi(t)— случайный δ–коррелированный источник с нулевым
математическим ожиданием и единичной дисперсией, ∇mi — векторный опера-

тор дифференцирования по магнитному моменту mi, H
exch — поле обменного

взаимодействия, Jij —обменный интеграл (как правило, отличен от нуля только

для ближайших соседей), Hanis — поле линейной анизотропии, Ki — параметр

анизотропии, nKi — направление оси анизотропии (могут различаться для раз-

ных атомов), |nK | = 1, Hdip — поле диполь–дипольного (магнитостатического)

взаимодействия. Здесь и далее мы будем использовать безразмерную систему

единиц.

Система (1) решается численно методом Рунге–Кутты четвертого порядка

для образца размерами 643 периода кристаллической решетки. Межатомные

связи могут отвечать различным кристаллическим решеткам, связи на грани-

цах обеспечивают периодические граничные условия. Вклад температурных

флуктуаций учитывается за счет случайного источника специального вида [5].

Результаты такого моделирования рассматриваются как первопринципные и

применяются для проверки построенных приближений сплошной среды.

Введем обозначение[
•Hi, D•

]
i
f ≡ ∇◦i

[
γmi ×

(
Hi + α

[
mi ×

(
Hi −D∇◦i

)])
f
]
,

где

∇◦i = ∇mi
−
mi

(
mi · ∇mi

)
m2

i

градиент вдоль поверхности сферы,Hi —некоторое эффективное поле,D—ко-

эффициент диффузии в пространстве магнитных моментов, f = f(...,mi, ...)—
некоторая функция распределения магнитных моментов. В дальнейшем мы

будем много работать с уравнениями типа Фоккера–Планка (УФП) [6]

ḟ = ∇◦i

[
γmi ×

(
Hi + α

[
mi ×

(
Hi −D∇◦i

)])
f
]
≡

[
•Hi, D•

]
i
f,
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и обозначение
[
•Hi, D•

]
i
f значительно упростит запись.

После ряда преобразований [3, 4, 7] можно перейти к системе из N одноча-

стичных УФП с интегральными коэффициентами

∂fi
∂t

=

•H (2)
exch

i +H
(2)
dip

i

fi
+Hanis

i +Hext, T•


i

fi, (2)

H
(2)
exch

i =
∑
j

Jij

∫
S2

mj f
(2)
ij dmj, (3)

H
(2)
dip

i =
∑
j

∫
S2

3
(
mj · rij

)
rij −mjr

2
ij

r5ij
f
(2)
ij dmj, (4)

где fi и f
(2) одно- и двухчастичная функции распределения. Такая система

является первым звеном цепочки Боголюбова.

Для замыкания (2) необходимо аппрроксимировать f
(2)
ij на основе fi, fj.

Простейшей аппроксимацией является приближение среднего поля или мульти-

пликативное приближение:

f
(2)
ij (mi,mj) ≈ fi(mi)fj(mj).

Такое замыкание приводит в итоге к УЛЛБ

˙〈m〉 = −γ
[
〈m〉 ×HL

]
− 2γK

(
Φ+ αΘ

)
−

− αγΞ̂ ·
(
HL + nbεGJ〈m〉

)
− 2αγT 〈m〉, (5)

HL = Hext + a2J∆r〈m〉+Hdip, Ξ̂ =
〈
m⊗m− Î

〉
,

Φ =
〈
m× nK

(
m · nK

)〉
, Θ =

〈
m×

[
m× nK

](
m · nK

)〉
,

где Î — единичная матрица 3× 3, ⊗— символ тензорного произведения, HL —

вклад в обменное поле на масштабах больше физически бесконечно малого

объема, nb —число ближайших соседей атома, εG < 1—множитель, введенный

Гараниным для учета флуктуаций среднего поля и обеспечивающий получение

правильной критической температуры [8].
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3. Уравнения корреляционной магнитодинамики

Для учета корреляций между ближайшими соседями аппроксимируем

двухчастичную функцию распределения как

f
(2)
ij (mi,mj, t) ≈

1

Z
(2)
ij

[
fi(mi, t) fj(mj, t)

]ρ
eλmi·mj , (6)

Z
(2)
ij =

∫∫
S2

[
fi(mi, t) fj(mj, t)

]ρ
eλmi·mj dmi dmj,

где λ ≥ 0— параметр, описывающий корреляции (включая косвенные) между

ближайшими магнитными моментами mi иmj ,
1
2 ≤ ρ ≤ 1— степень, необходи-

мая для выполнения условия fi ≈
∫
S2

f
(2)
ij dmj . Такая аппроксимация применима

для любой двухчастичной функции распределения, но нас будут интересовать

функции для ближайших соседей.

При λ � 1 аппроксимация (6) переходит в приближение среднего поля
и ρ→ 1. При λ� 1 экспонента в аппроксимации (6) фактически переходит в
δ–функцию δ(mi ·mj) и ρ→ 1

2 . Несмотря на степень ρ, за счет Z
(2) размерность

аппроксимации (6) отвечает правильной размерности двухчастичной функции

распределения.

Замыкание цепочки Боголюбова (2) при помощи (6) приводит к УФП

∂f(m, r, t)

∂t
=

[
•HL +Hanis, T − nbJΥ•

]
f, Υ =

1− ρ

λ
, (7)

коэффициентΥ удобно рассматривать как функциюмодуля средней намагничен-

ности 〈m〉 = |〈m〉| и уровня парных корреляций 〈η〉 =
∫∫
S2

mi ·mjf
(2)
ij dmi dmj . В

этом случае обменное поле внутри физически бесконечно малого объема прояв-

ляет себя как антидиффузия в пространстве направлений магнитных моментов.

Умножение (7) на m и интегрирование по сфере дает УЛЛБ вида

˙〈m〉 = −γ
[
〈m〉×HL

]
− 2γK

(
Φ+αΘ

)
−αγ Ξ̂ ·HL− 2αγ

(
T −nbJΥ

)
〈m〉. (8)

Для определения уровня парных корреляций 〈η〉 выпишем второе звено

цепочки Боголюбова

∂f
(2)
ij

∂t
=

[
•HL +H

(2)
i , T•

]
i
f
(2)
ij +

[
•HL +H

(2)
j , T•

]
j
f
(2)
ij ,

H
(2)
i = 2K(nK ·mi)nK + Jmj +

N∑
k, k 6=j

Jik

f
(2)
ij

∫
S2

mkf
(3)
ijk dmk.
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Умножая его на mi ·mj и интегрируя по dmi dmj, получаем

˙〈η〉
4αγ

=HL · 〈m〉Υ−KΨ− J

2

[〈
η2
〉
− 1 +

∑
k

Qk

]
− T 〈η〉, (9)

Ψ =
〈
mi ·

[
mj ×

[
mj × nK

]](
mj · nK

)〉
, Qk =

〈
mi ·

[
mj ×

[
mj ×mk

]]〉
,

суммирование ведется по всем соседям атома j, кроме атома i. Уравнения (8) и
(9) образуют систему уравнений корреляционной магнитодинамики (CMD).

4. Аппроксимация одночастичной функции распределения

Для вычисления интегральных коэффициентов УЛЛБ Φ, Θ, Ξ̂, завися-
щих от старших моментов одночастичной функции распределения, необходимо

аппроксимировать ее как

f(m, r, t) ≈ ep·m

Z(p)
, Z(p) =

∫
S2

ep·m dm = 4π
sh p

p
, (10)

где p = p(r, t) — параметр аппроксимации, 〈m〉 = np(cth p − 1/p) ≡ npL(p),
np = p/p, L — функция Ланжевена. При этом коэффициенты Φ, Θ, 〈m⊗m〉
могут быть посчитаны численно и аппроксимированы аналитически [9]. Аппрок-

симация (6) двухчастичной функции распределения f (2) в CMD также требует

аналогичной аппроксимации одночастичной функции распределения f . Ана-
логично гидродинамике, задание аппроксимации некоторой одночастичной

функции распределения означает задание уравнения состояния для магнетика.

Анализ результатов моделирования «атом-в-атом» показывает, что аппрок-

симация (10) работает далеко не всегда. Введем в (10) квадратичную поправку

как

f(m, r, t) ∼ epm+q̂·(m⊗m),

где q̂ = q̂(r, t)— симметричный тензор. Для определения компонент q̂ необхо-
димо умножить (7) наm⊗m и проинтегрировать по сфере, что даст еще шесть

уравнений на эволюцию компонент тензора 〈m⊗m〉. В общем виде получаемое

тензорное уравнение оказывается чересчур громоздким, поэтому рассмотрим

дополнительно одноосный случай.

Полагая, что f(m) имеет осевую симметрию вдоль p и |q| � 1, можно
записать

f(m) ∼ ep·m+q(m·np)2 ≈
[
1 + q(m · np)2

]
ep·m. (11)

Введем обозначение

En =

∫
S2

mn
ze

pmz dm = 2π

π∫
0

cosn θ ep cos θ sin θ dθ = 2π

1∫
−1

xnepx dx =
dEn+1

dp
,
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или

E0 = 4π
sh p

p
= Z(p),

E1 = 4π
p ch p− sh p

p2
= L(p)Z(p),

E2 = 4π
(p2 + 2) sh p− 2p ch p

p3
,

E3 = 4π
p(p2 + 6) ch p− 3(p2 + 2) sh p

p4
,

E4 = 4π
(p4 + 12p2 + 24) sh p− 4p(p2 + 6) ch p

p5
.

Тогда 
〈m〉 ≈ E1 + qE3

E0 + qE2
≈ E1

E0
+ q

E0E3 − E1E2

E2
0

,

〈
m2

z

〉
≈ E2 + qE4

E0 + qE2
≈ E2

E0
+ q

E0E4 − E2
2

E2
0

,

(12)

в случае известных значений 〈m〉,
〈
m2

z

〉
эти два уравнения можно трактовать

как систему нелинейных уравнений на p и q.
При моделировании «атом-в-атом» [4] рассматривались примитивная (sc),

объемноцентрированная (bcc) и гранецентрированная (fcc) кристаллические

решетки при различных значения внешнего поляHext и анизотропииK, рис. 1–3.

Из сравнения зависимостей 〈m〉(T ) в рамках моделирования «атом-в-атом» (LL),
CMD и УЛЛБ (MFA) видно, что результаты CMD отличаются от результатов

«атом-в-атом» в окрестностях фазового перехода. Это различие умеренно при

Hext = 0,K = 0, (рис. 1); усиливается приHext = 0,K = J/2 (рис. 2); становится
исчезающе малым при Hext = J , K = 0 (рис. 3).

Приведенные на тех же рисунках зависимости q/p, полученные из ре-
зультатов моделирования «атом-в-атом» на основе 〈mz〉,

〈
m2

z

〉
и решения (12),

объясняют эти закономерности. ПриHext = 0,K = 0 для решеток bcc и fcc квад-
ратичная поправка q на порядок меньше p, что еще можно считать удовлетвори-
тельным — расхождения присутствуют, но незначительные. Для примитивной

решетки sc отношение q/p увеличивается в полтора раза, что приводит к увели-
чению расхождения CMD с результатами моделирования «атом-в-атом». При

ненулевой анизотропииK = J/2 отношение q/p ожидаемо возрастает в разы
по сравнению со случаем K = 0, особенно при приближении к точке фазового
перехода, что, в свою очередь, усиливает расхождение CMD с результатами

моделирования «атом-в-атом». При сильном внешнем полеHext = J отношение

q/p ожидаемо уменьшается в разы, а в области фазового перехода становится
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Рис. 1. Зависимости 〈m〉 и q/p (при моделировании «атом-в-атом») от темпера-
туры T для различных кристаллических решеток при Hext = 0, K = 0
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Рис. 2. Зависимости 〈m〉 и q/p (при моделировании «атом-в-атом») от темпера-
туры T для различных кристаллических решеток при Hext = 0, K = J/2
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Рис. 3. Зависимости 〈m〉 и q/p (при моделировании «атом-в-атом») от темпера-
туры T для различных кристаллических решеток при Hext = J , K = 0

порядка 10−2, что обеспечивает почти идеальное согласие CMD с результатами

моделирования «атом-в-атом» во всем диапазоне температур.

5. Учет квадратичной поправки в уравнениях CMD

При введении квадратичной поправки уравнения CMD (8) и (9) остаются

неизменными, но все интегральные коэффициенты начинают дополнительно

зависеть в общем случае от значения q̂, что требует введения дополнительных
уравнений на компоненты тензора 〈m⊗m〉.

Согласно теореме Гаусса∫
S2

m2
z∇◦

[
m×Hf

]
dm = −2

〈
mz

(
myHx −mxHy

)〉
,

∫
S2

m2
z∇◦

[
m×

[
m×H

]
f
]
dm = −2

〈
m2

z(m ·H)−mzHz

〉
,

∫
S2

m2
z∇◦

[
m×

[
m×∇◦f

]]
dm = 2

〈
3m2

z − 1
〉
.
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Умножая (7) наm2
z и интегрируя по сфере, получаем

−
˙〈m2
z〉

2γ
=

〈
mz

(
myH

L
x −mxH

L
y

)〉
+ α

〈
m2

z(m ·HL)−mzH
L
z

〉
+

+ 2K
[〈
mz(nK ·m)

(
mynKx −mxnKy

)〉
+ α

〈
m2

z(m · nK)2 −mz(m · nK)nKz

〉]
+

+ α(T − nbJΥ)
〈
3m2

z − 1
〉
. (13)

Аналогично∫
S2

mxmy ∇◦[m×Hf ] dm = −
〈
mz(myHy −mxHx) + (m2

x −m2
y)Hz

〉
,

∫
S2

mxmy ∇◦[m× [m×H]f ] dm = −〈2mymx(mH)− (myHx +mxHy)〉,

∫
S2

mxmy ∇◦[m× [m×∇◦f ]] dm = 〈6mxmy〉,

откуда

−
˙〈mxmy〉
γ

=
〈
mz(myH

L
y −mxH

L
x ) + (m2

x −m2
y)H

L
z

〉
+

+ α
〈
2mymx(mH

L)− (myH
L
x +mxH

L
y )
〉
+

+ 2K
〈[
mz(mynKy −mxnKx) + (m2

x −m2
y)nKz

]
(m · nK)

〉
+

+ 2αK
〈[
2mymx(m · nK)− (mynKx +mxnKy)

]
(m · nK)

〉
+

+ 6α(T − nbJΥ)〈mxmy〉. (14)

Остальные четыре уравнения на компоненты 〈m⊗m〉 могут быть получе-
ны на основе (13) и (14) при помощи циклической перестановки индексов. В

совокупности с (8) и (9) это образует систему уравнений CMD с квадратичной

поправкой.

6. Одноосный случай

В общем виде уравнения для компонент 〈m⊗m〉 оказываются слишком
громоздкими. Рассмотрим более подробно пространственно-однородный од-

ноосный случай. Пусть nK = (0,0,1), Hext = (0, 0, Hext) и p = (0,0,p), тогда
достаточно одного уравнения типа (13), которое принимает вид

−
˙〈m2
z〉

2αγ
=

〈
m3

z −mz

〉
Hext + 2K

〈
m4

z −m2
z

〉
+ (T − nbJΥ)

〈
3m2

z − 1
〉
. (15)
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Коэффициенты в (8) принимают вид Φ = 0,Θ = (0, 0,−〈mz〉), Ξzz =
〈
m2

z

〉
− 1,

что дает

˙〈mz〉
2γα

= K〈mz〉 −
〈
m2

z

〉
− 1

2
Hext −

(
T − nbJΥ

)
〈mz〉. (16)

Все рассуждения о расчете интегральных коэффициентов из [4] остаются

в силе, но при этом интегральные коэффициенты и старшие моменты функ-

ции распределения дополнительно начинают неявно зависеть от
〈
m2

z

〉
. Такая

зависимость оказывается крайне неудобной с вычислительной точки зрения,

поскольку область |q| � 1 на фазовой плоскости 〈mz〉,
〈
m2

z

〉
имеет вид узкой

изогнутой полосы, рис. 4. Желательно явно выписать уравнение на эволюцию q
вместо (15). При этом от (8) желательно перейти к уравнению на эволюцию p.

Согласно (11) любой момент 〈mn
z 〉 можно представить как

〈mn
z 〉 ≈

En

E0
+ q

E0En+2 − EnE2

E2
0

≡ 〈m̃n
z 〉+ qBn, (17)

где 〈m̃n
z 〉— значение 〈mn

z 〉 при q = 0. Величины 〈m̃n
z 〉 и Bn и

B′
n =

dBn

dp
= 〈m̃z〉

〈
m̃n+2

z

〉
−

〈
m̃3

z

〉
〈m̃n

z 〉+Bn+1 − 2〈m̃z〉Bn,

можно рассматривать как функции параметра p, рис. 5. Тогда согласно (17)

˙〈mn
z 〉 ≈ ˙〈m̃n

z 〉+ q̇Bn + qB′
nṗ =

[
〈m̃n

z 〉
′ + qB′

n

]
ṗ+ q̇Bn.

Перепишем (8) и (15) как

˙〈mz〉 = R1(p, q), ˙〈m2
z〉 = R2(p, q),

где R1,2 — соответствующие правые части. Тогда согласно (17)[
〈m̃z〉

′ + qB′
1

]
ṗ+ q̇B1 = R1,[〈

m̃2
z

〉′
+ qB′

2

]
ṗ+ q̇B2 = R2,

или

ṗ =
R1B2 −R2B1

φ+ qψ
,

q̇ =
R1

[〈
m̃2

z

〉′
+ qB′

2

]
−R2

[
〈m̃z〉

′ + qB′
1

]
−φ+ qψ

,

φ = 〈m̃z〉
′B2 −

〈
m̃2

z

〉′
B1, ψ = B′

1B2 −B′
2B1,
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Рис. 7. Обратная функция Ланжевена p = L−1(〈m〉) и абсолютная ошибка εp ее
аппроксимации

зависимости φ(p) и ψ(p) приведены на рис. 6.

Уравнение (9) остается без изменений.

При задании начальных условий на основе 〈m〉,
〈
m2

z

〉
, в качестве нулевого

приближения можно принять что q = 0. Для обратной функции Ланжевена L−1

можно построить простую аппроксимацию в актуальном диапазоне 0 ≤ 〈m̃z〉 ≤
0.9 с абсолютной ошибкой εp ≤ 10−2 (рис. 7):

〈m̃z〉 = L(p), p(〈m̃z〉) = L−1(〈m̃z〉) ≈
3.39078 · 〈m̃z〉

1.05695

1− 〈m̃z〉
3.43563 .

Далее для уточнения параметров p и q можно использовать метод последова-
тельных итераций или метод Ньютона.

Выражение интегральных коэффициентов через q требует только расчета
дополнительных старших моментов от построенных ранее многочастичных

функций распределения.

В равновесном случае, при Hext = 0, K = 0 и 〈m〉 > 0, уравнения (8) и
(15) принимают одинаковый вид

T = nbJΥ,

что делает систему недоопределенной. Эту проблему можно решить, включив

малое внешнее поле или анизотропию.

7. Заключение

Построенная система уравнений CMD с квадратичной поправкой в ап-

проксимации одночастичной функции распределения даже в одноосном случае

оказывается значительно более сложной, чем исходная система CMD.



– 15 –

Пока что остается открытым вопрос о том, насколько введение квадратич-

ной поправки способно устранить расхождения CMD с результатами моделиро-

вания «атом-в-атом». В окрестности фазового перехода при нулевом внешнем

поле спонтанная намагниченность невелика, и влияние квадратичной поправки

усиливается, особенно при ненулевой анизотропии. Таким образом, квадратич-

ная поправка должна повысить адекватность моделирования устройств спин-

троники и магнитной наноэлектроники в некоторых случаях. Но для решения

инженерных задач требуются существенная доработка и упрощение полученной

системы уравнений.
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