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Колесниченко Александр Владимирович 

Двухпараметрический энтропийный функционал Шарма−Миттал  

как основа семейства нелинейных уравнений Фоккера−Планка−Колмогорова. 

  

Аннотация. В работе анализируется важный аспект, связанный с выводом 

нелинейных степенных уравнений Фоккера–Планка–Колмогорова, коррелиру-

ющих с неэкстенсивной двухпараметрической энтропией Шарма–Миттал для 

неэкстенсивных систем. При этом получаемые диффузионные уравнения запи-

саны таким образом, что их стационарные решения являются вероятностными 

распределениями, максимизирующими энтропию ШМ для неэкстенсивных си-

стем. С целью получения точных решений нелинейных нестационарных одно-

мерных уравнений ФПК, связанных с энтропиями Тсаллиса, Реньи и Шар-

ма−Миттал, использован анзац-подход. 
 

 Ключевые слова: принципы неэкстенсивной статистической механики, 

энтропия Шарма−Миттал, степенной закон распределения. 
 

 

 

 

Aleksandr Vladimirovich Kolesnichenko 
 

Two-parameter entropy the Sharma−Mittal functional as core family of nonline-

ar Fokker−Planck−Kolmogorov equations. 

Summary. An important aspect related to the derivation of nonlinear power-law 

equations of Fokker–Planck–Kolmogorov correlated with the Sharma–Mittal entropy 

is analyzed in this work.  In this case, the obtained diffusion equations are written in 

such a way that their stationary solutions are probability distributions that maximize 

the ShM entropy for non-extensive systems.  The ansatz approach is used to obtain 

exact solutions of nonlinear nonstationary one-dimensional FPK equations associated 

with the Tsallis, Renyi, and Sharma–Mittal entropies. 

Key words: principles of nonextensive statistical mechanics, Sharma-Mittal en-

tropy, power law of distribution. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Статистическая энтропия Больцмана−Гиббса−Шеннона и основанная на 

ней классическая статистическая механика является чрезвычайно полезным ин-

струментарием при изучении широкого круга простых физических систем. Эти 

системы, для которых, безусловно, целесообразно использовать классическую 

статистику и разработанные на её основе теории, можно условно охарактеризо-

вать малым диапазоном пространственно-временных корреляций, эвклидово-

стью геометрии фазового пространства, марковостью случайных процессов, 

локальностью силового взаимодействия между элементами системы, эргодич-

ностью динамических процессов и т.п. Такие системы хорошо описываются эн-

тропией Больцмана−Гиббса−Шеннона и, как правило, следуют экспоненциаль-

ному закону вероятностных распределений. 

Существует, однако, целый круг сложных систем (природных, искусствен-

ных и социальных), которые, в отличие от простых, характеризуются большой 

дальностью пространственно-временных корреляций, глобальностью силовых 

взаимодействий между элементами системы, иерархичностью (обычно муль-

тифрактальностью) геометрии фазового пространства, немарковостью процес-

сов (длинной памятью), неэргодичностью динамических процессов, наличием 

асимптотически степенных вероятностных распределений. Довольно широкий 

класс подобных систем (хотя далеко не всех) адекватно описывается неэкстен-

сивной (неаддитивной) статистической механикой, основанной, в частности, на 

параметрических энтропиях Тсаллиса (см. Havrda, Charvat, 1967; Daroczy, 1970; 

Tsallis, 1988) и Реньи (Renyi, 1961, 1970), которые сохраняют гносеологическую 

структуру (логическую схему построения) классической статистики (см., 

например, Curado, Tsallis, 1991; Beck, Schlogl,1993; Borges, Roditi, 1998; Tsallis 

и др., 1998; Naudts, 2004; Tsallis, 2009; Plastino and Plastino, 1997; Tirnakli, 

Torres, 2000; Lenzi, Mendes, 2001; Abe, 2001; Wada,. Scarfone, 2005; Scarfone, 

Wada, 2007; Hanel и др., 2009; Зарипов, 2002, 2010; Колесниченко, 2019). Важ-

ным преимуществом неэкстенсивных статистик по сравнению с классической 

статистикой Гиббса является асимптотический степенной закон распределения 

вероятностей (проявляющийся при максимизации соответствующих парамет-

рических энтропий), который не зависит от экспоненциального поведения, обу-

словленного распределением Гиббса. 

Неэкстенсивная статистика Тсаллиса успешно применяется ко многим си-

стемам, начиная от нелинейных диффузионных уравнений (Plastino и др., 2000), 

обобщенных кинетических уравнений (Boghosian, 1999; Kolesnichenko, 

Chetverushkin, 2013), систем Фоккера-Планка (Frank, Daffertshofer, 2001b), H-

http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Scarfone,+A&fullauthor=Scarfone,%20A.%20M.&charset=UTF-8&db_key=PHY
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Wada,+T&fullauthor=Wada,%20T.&charset=UTF-8&db_key=PHY
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теоремы Больцмана (Mariz, 1992; Ramshaw, 1993a,b; Shiino, 1998; Frank, Daf-

fertshofer, 2001a), удельной теплоемкости гармонического осциллятора (Ito, 

Tsallis, 1989), квантовой статистики (Büyükkılıç и др., 1995), до изучения кос-

мических систем с дальним силовым взаимодействием (Chavanis, Delfini, 2009; 

Колесниченко, 2016), межзвездной турбулентности (Esquivel, Lazarian, 2010), 

эволюции астрофизических дисков (Kolesnichenko, Marov, 2013, 2014), скоро-

сти солнечного звука (Du, 2006), релаксации спинового стекла (Pickup и др., 

2009), городской транспортной системы (Kolesnichenko, 2014), биофизики, эко-

номики, нейрофизики и много другого 

Одновременно, наличие степенного закона в неэкстенсивной статистике 

позволило сконструировать неаддитивные термодинамики, в частности, на ос-

нове энтропии Тсаллиса (см. Beck, SchloЁgl,1993; Tsallis, 1999, 2001, 2002, 

2009; Колесниченко, 2018а,b) и энтропии Реньи (Zaripov, 2005; Parvan, Biro, 

2005; Зарипов, 2010).  

С другой стороны, энтропия Реньи с успехом используется не только в фи-

зике фракталов и в теории информации (см. Mandelbrot, 1974, 1975, 1977, 1982; 

Beck, Schlögl, 1993; Grassberger,1981,1985; Grassberger, Procaccia, 1984; Halsey и 

др.,1986; Hentschel, Procaccia,1983; Beck, Schlogl, 1993; Мандельброт, 2002; За-

рипов, 2002, 2010; Jizba, Arimitsu, 2004; Bialas, Czyz, 2008), но и в различных 

областях статистической механики, связанных с динамическим поведением 

сложных хаотических систем. Последнее связано с тем, что между теорией 

фракталов, опирающейся на геометрию и теорию размерности, с одной сторо-

ны, и теорией хаоса существует глубокая связь. Использование статистики Ре-

ньи привело к значительному прогрессу в исследованиях ряда аномальных фи-

зических явлений, в частности, в ядерной физике (Nagy, Romera, 2009), в тео-

рии черных дыр (Bialas, Czyz, 2008), при изучении фрактальных и мультифрак-

тальных систем в космологии (Mandelbrot, 1977, 1982; Колесниченко 2016, 

2019), в квантовой статистике (Aptekarev и др., 2012a,b, 2016) и т.д.  

Несколько позднее в статистическую механику был введён новый функци-

онал энтропии − двухпараметрическая энтропия Шарма−Миттал (SM) (Sharma, 

Mittal, 1975), которая, в частности, обобщает энтропии Больцма-

на−Гиббса−Шеннона, Реньи и Тсаллиса посредством манипулирования двумя 

параметрами, тем самым рассматривая эти энтропии как некоторые предельные 

однопараметрические случаи (Frank, Plastino, 2002; Scarfone, Wada, 2005; 

Scarfone, 2006; Akturk и др., 2007, 2008). Свойства энтропии Шарма−Миттал 

были тщательно исследованы рядом авторов (см., например, Masi, 2005; 

Scarfone, 2006; Lenzi, Scarfone, 2012; Kaniadakis и др., 2005; Nielsen, Nock, 

http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Biro,+T&fullauthor=Biro,%20T.%20S.&charset=UTF-8&db_key=PRE
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Bialas,+A&fullauthor=Bialas,%20A.&charset=UTF-8&db_key=PHY
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Czyz,+W&fullauthor=Czyz,%20W.&charset=UTF-8&db_key=PHY
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Bialas,+A&fullauthor=Bialas,%20A.&charset=UTF-8&db_key=PHY
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Czyz,+W&fullauthor=Czyz,%20W.&charset=UTF-8&db_key=PHY
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Scarfone,+A&fullauthor=Scarfone,%20A.%20M.&charset=UTF-8&db_key=PHY
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Wada,+T&fullauthor=Wada,%20T.&charset=UTF-8&db_key=PHY
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Wada,+T&fullauthor=Wada,%20T.&charset=UTF-8&db_key=PHY
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2012). Многие неэкстенсивные однопараметрические энтропии, введённые в 

литературе в рамках обобщённой статистической механики, относятся к SM и, 

таким образом, часто могут изучаться по единообразной схеме. Среди них, 

упомянутые выше энтропии Больцмана−Гиббса− Шеннона, Реньи и Тсаллиса, а 

также энтропия Ландсберга−Ведрала (Landberg, Vedral, 1998), Гауссова энтро-

пия (Frank, Plastino, 2002) и некоторые другие.  

Энтропия Шарма−Миттал, введённая первоначально в теории информа-

ции, в работе (Frank, Plastino, 2002) также была использована для построения 

обобщенной термостатистики. В работах (Fa, Lenzi, 2004; Scarfone, 2006) для 

получения обобщенных термодинамических соотношений на базе энтропии SM 

учитывалась гипотеза мультипликативности вероятностного распределения 

совместной вероятности двух независимых систем.  

В данной работе также приведено построение обобщённых неэкстенсив-

ных термодинамик, соответствующих однопараметрическим энтропиям, при-

надлежащим к семейству Шарма−Миттал. При этом также используются 

осреднённые значения параметров системы, полученные по нормированному 

эскортному распределению /
q

j j j jf p p  , которое обычно используется при 

рассмотрении хаотических, фрактальных и мультифрактальных систем. Однако 

в отличие от ряда известных работ (см., например, Czachor, Naudts, 2002; 

Scarfone, 2006; Kaniadakis и др., 2005), в которых подобные исследования по 

термостатике проведены с привлечением двукратно деформированных экспо-

ненты и логарифма (введённых первоначально в теории информации Шарма и 

Миттал в 1975 г.), особенность данной работы состоит в том, что проведено по-

строение обобщённых неэкстенсивных термодинамик с помощью более про-

стых и хорошо изученных однократно деформированных функций − логарифма 

и экспонента Тсаллиса.  

К сожалению, обобщенные термодинамики, основанные на базе каких-

либо неэкстенсивных статистик, предназначены в основном для описания рав-

новесных состояний физических систем, и не вполне применимы к описанию 

их неравновесных состояний (см. Amigу и др., 2018). Вместе с тем, одним из 

основных феноменологических уравнений статистической механики, описыва-

ющим, в частности, динамическую эволюцию неравновесной системы, является 

нелинейное диффузионное уравнения Фоккера−Планка−Колмогорова. Степен-

ные уравнения ФПК нашли применение в различных областях науки, таких как 

астрофизика, физика плазмы, гидродинамика, биофизика и др. (см., например, 

Tsallis, Bukman, 1996; Ribeiro и др.,2012; Curado и др., 2014; Combe и др. 2015; 

Chavanis, 2003; Livadiotis, McComas, 2013; Beck, 2009). Кроме этого, они ис-
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пользовались для моделирования распространения энергии в сильно нелиней-

ных неупорядоченных решетках (Mulansky, Pikovsky, 2013). Нелинейная диф-

фузия и уравнения ФПК тесно связаных также с нелинейными версиями урав-

нений Шредингера, Дирака и Клейна–Гордона (Nobre и др., 2013), допускаю-

щими сложные солитоноподобные аналитические решения, а также с нелиней-

ными волновыми уравнениями, имеющими экспоненциальные плоские волно-

вые решения, модулированные q-гауссианами (Plastino, Wedemann, 2017). Не-

линейные диффузионные процессы важны также при изучении распростране-

ния биологических популяций (см. Newman, Sagan. 1981; Colombo, Anteneodo, 

2018). В частности, основанные на каппа-статистике нелинейные диффузион-

ные уравнения ФПК могут быть использованы в эпидемиологии при предска-

зании распространения эпидемий и пандемий (Kaniadakis и др., 2020; Клочкова 

и др., 2020). 

Следует отметить, что, несмотря на большое разнообразие исследований в 

указанных научных областях, все они имеют много общего благодаря коопера-

тивному взаимодействию между отдельными подсистемами рассматриваемой 

совокупной системы. Эти взаимодействия приводят к уменьшению большого 

числа степеней свободы систем многих тел и тем самым допускают низкораз-

мерное описание в терминах нелинейного нестационарного уравнения Фокке-

ра–Планка−Колмогорова, которое раскрывает динамику, лежащую в основе 

многих наблюдаемых физических явлений.  

В последнее время был разработан эффективный подход, позволяющий 

сконструировать нелинейные уравнения ФПК таким образом, чтобы их стацио-

нарные решения были согласованы с соответствующими равновесными (кано-

ническими) распределениями плотности вероятности, полученными из условия 

экстремальности энтропий для рассматриваемых систем (см. Plastino A.R., 

Plastino A., 1995; Frank, 2002, 2005). Этот подход, дающий связь энтропии си-

стемы с нелинейными уравнениями ФПК, описывающими эволюцию неравно-

весных явлений, является одним из полезных приложений неэкстенсивной ста-

тистической механики. Использование диффузионных уравнений, соотнесен-

ных с энтропийным методом, позволяет найти временную зависимость функ-

ции распределения плотности вероятности для неравновесных неэкстенсивных 

систем.  

В данной работе показано, как эффективный термодинамический подход 

Франка к построению степенных уравнений ФПК может быть применим для 

относительно большой категории энтропий, являющихся частными случаями 

двухпараметрической энтропии Шарма−Миттал.  
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1. ЭНТРОПИЙНЫЙ ФУНКЦИОНАЛ ШАРМА−МИТТАЛ 

КАК РОДОНАЧАЛЬНИК СЕМЕЙСТВА 

ОДНОПАРАМЕТРИЧЕСКИХ ЭНТРОПИЙ 

 

Введённая Шарма и Миттал двухпараметрическая энтропийная мера для 

функции распределения ( , )P x t  определяется формулой (Sharma, Mittal, 1975) 
 

 
( 1)/( 1)

{ , }

1
[ ] : 1 ( , )

1

r q
q

q rS P P x t dx
r

  
    

 ,    ( , 0; , 1; )q r q r q r   .   (1) 

 

Энтропийная мера (1) включает в себя как классическую энтропию Больц-

мана−Гиббса−Шеннона, так и деформированные однопараметрические энтро-

пии, хорошо известные в литературе, в частности:  

 энтропию Тсаллиса (Havrda, Charvat, 1967; Daroczy, 1970; Tsallis, 1988) 
 

 

{ }

1
[ ] : 1 ( , )

1
q

qS P P x t dx
q

  
   ,     ( 0, 1);q q                       (2) 

 

 энтропию Реньи (Renyi, 1961, 1970) 
 

1
[ ] : ln ( , )

1
q

qS P P x t dx
q

 
   ,     ( 0, 1);q q                      (3) 

 

 энтропию Гаусса (Frank, Plastino, 2002) 
 

 1,

1
[ ] : 1 exp ( 1) ( , )ln[ ( , )]

1rS P r P x t P x t dx
r

   
   ,   ( 0, 1q q  );    (4) 

 

 энтропию Ландсберга–Ведрала (Landberg, Vedral, 1998) 
 

 

 
11

[ ] : 1 ( , )
1

q
qS P P x t dx

q

 
    

 ,   ( 0, 1)q q  ;               (5) 

 

 энтропию Больцмана−Гиббса−Шеннона  

 

[ ]: ( , ) ln[ ( , )]S P P x t P x t dx  .                                          (6) 

 



- 8 - 

Легко показать, что имеют место следующие  равенства (см., например, 

Колесниченко, 2018): 
 

{ } { }
1 1

lim [ ] [ ] lim [ ]q q
q q
S P S P S P

 
  ,     { , } { }[ ] [ ]q r q qS P S P  ,                (7) 

 

{ , }
1

lim [ ] [ ]q r q
r
S P S P


 ,     { , }

1, 1
lim [ ] [ ]q r

q r
S P S P

 
 ,              (8) 

 

{ , } { }
2

lim [ ] [ ]q r q
r q

S P S P
 

 ,  { , } {1, }
1

lim [ ] [ ]q r r
q
S P S P


 .                       (9) 

 

Экспонента Тсаллиса и деформированный логарифм. Далее мы будем 

широко использовать так называемые деформированные функции, в частности, 

деформированный логарифм ln ( )q y  и деформированную экспоненциальную 

функцию (экспоненту Тсаллиса) exp ( )q y , которые определяются следующим 

образом (см. Tsallis, 2007, 2009): 
 

1 1
ln ( ) :

1

q

q

y
y

q







,    y R ,   q R ;      1ln ( ) : lnq y y   ,                      

 

1
1 1/1

1/1

,

,

0, 1 1 / 1 ;

exp ( ) : [1 (1 ) ] [1 (1 ) ] 1 1 / 1 ;

[1 (1 ) ] 1 1 / 1 ,

q q

q

q

если q и y q

y q y q y если q и y q

q y если q и y q

 





    



         


     

       

 

где y R , q R ; выражение, стоящее в квадратных скобках, либо положи-

тельно, либо равно нулю, [ ] max( ,0)Y Y  . Из определения деформированной 

экспоненты Тсаллиса следует, что для 1q  , экспонента exp ( )q y  исчезает для 

1/(1 )y q   , непрерывна и монотонно увеличивается от 0  до  , когда x  

увеличивается от 1/(1 )q   до  ; для 1q  , функция exp ( )q y непрерывна и 

монотонно увеличивается от 0  до  , когда x  увеличивается от   до 

1/(1 ),q  оставаясь расходящейся для 1/( 1)y q  .  
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Можно убедиться, что для деформированных экспоненты и логарифма 

справедливы используемые далее соотношения: 
 

exp ln ( ) ln exp ( )q q q qy y y    
   

,   ( ;x q  ),                           (10) 

   

1

1

2
1

exp ( ) 1 ( 1)
exp ( )

q

q
q

y q y
y



 
       ,    

2

1
ln ln ( )q q yy

 
  

 

,    (11) 

 

exp ( ) exp ( ) exp (1 )q q qy z y z q yz       ,   ( ( , );y z q  ),              (12) 

 

ln ( ) ln ( ) ln ( ) (1 )ln ( )ln ( )q q q q qyz y z q y z    , ( ( , );y z q  ),           (13) 

 

exp ( ) exp ( )
q

q q

d
y y

dy
 
 

,       
1

ln ( )q q

d
y

dy y
   ( 0;y q  ).            (14) 

 

Продемонстрируем теперь, что определяющие формулы для энтропий (1)-

(6) связаны равенствами, представляющими чередования обычных  и деформи-

рованных  логарифмов и экспонент.  

Используя обозначение 
 

( ) : ( , ) 1q
q qc t P x t dx                                                (15) 

 

для так называемой обобщённой статистической суммы, перепишем выражения 

(2) и (3) для энтропий Тсаллиса  и Реньи и в виде  
 

 
1

1/(1 )

1/(1 )
{ }

( , ) 1

[ ] : ln
1

q
q

q

q
q q q

P x t dx

S P c
q






 
 

    
 


,             (2

*
) 

 

1

{ }

1 1
[ ] : ln ( , ) ln ln

1 1

qq
q q qS P P x t dx c c

q q


     

    .           (3
*
) 

 

 

Из сопоставления этих выражений получим соотношения 
 

   1/(1 )
{ } { }exp [ ] exp [ ]q

q q q qc S P S P
  ,                            (16) 
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позволяющие переписать энтропии (14) и (15)  в виде 
 

  { } { }[ ] ln exp [ ]q q qS P S P ,      { } { }[ ] ln exp [ ]q q qS P S P .            (17) 

 

Формула (16) позволяет также получить равенства, связывающие энтропии 

Шарма−Миттал и Ландсберга–Ведрала с энтропиями Тсаллиса и Реньи: 
 

                   

 
(1 )

1/(1 )

1/(1 )
{ , }

( , ) 1

[ ] ln
1

r
q

q

q
q r r q

P x t dx

S P c
r






 
 

     
 


  

 

     { } { }ln exp [ ] ln exp [ ]r q q r qS P S P  ,                          (18) 

 

 

 

 
1

1/( 1)

{ }

1 ( , )

[ ]
1

q
q

q

q

P x t dx

S P
q


 

  
  




   

 

  1/( 1)
{ }ln ln exp [ ]q

q q q qc S P     
 

.                          (19) 

 

Таким образом, при использовании q -деформированных логарифма и экс-

поненты Тсаллиса возможно записать все перечисленные меры в компактной 

форме (16)-(19). Кроме этого, лаконичные соотношения (17)-(19) для энтропий 

облегчают нахождение предельных значений функционалов (1)-(6), по сравне-

нию с их записью в явном виде. В частности, при использовании формулы (16)-

(19) легко получить  предельные соотношения  (7)-(9). 
 

Псевдоаддитивность энтропии Шарма−Миттал для независимых си-

стем. Покажем, что подобно энтропии Тсаллиса, энтропия Шарма−Миттал 

подчиняется псевдоаддитивному закону для двух статистически независимых 

систем. Пусть совокупная система характеризуется нормированным распреде-

лением вероятностей микросостояний 12( , )P x t  и энтропией Шарма−Миттал 

  { , } 12 { } 12[ ] ln exp [ ]q r r q qS P S P .                                 (20) 
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Будем предполагать, что распределения 12( , )P x t  является мультипликативным; 

тогда 12 1 2( , ) ( , ) ( , )P x t P x t P x t , где распределения 1( )P x  и 2( )P x  относятся со-

ответственно к первой и второй подсистемам. Подставим распределение 

12( , )P x t  в (20). Учитывая формулы (12), (13), а также псевдоаддитивность эн-

тропии Тсаллиса (см., например,  Колесниченко, 2018), легко получить следу-

ющее выражение 
 

  { , } 12 { } 1 { } 2 { } 1 { } 2[ ] ln exp [ ] [ ] (1 ) [ ] [ ]q r r q q q q qS P S P S P q S P S P       

 

       { } 1 { } 2 { } 1ln exp [ ] exp [ ] ln exp [ ]r q q q q r q qS P S P S P      

 

        { } 1 { } 2 { } 2(1 )ln exp [ ] ln exp [ ] ln exp [ ]r q q r q q r q qr S P S P S P     

 

{ , } 1 { , } 2 { , } 1 { , } 2[ ] [ ] (1 ) [ ] [ ]q r q r q r q rS P S P r S P S P    ,                              (21) 

 

из которого следует свойство псевоаддитивности энтропии Шарма−Миттал для 

двух независимых систем. Параметр r  в (21) определяет степень неаддитивно-

сти энтропий из семейства Шарма−Миттал. Из  (21) следует, что только для эн-

тропий Реньи ( 1)r   и Больцмана−Гиббса−Шеннона ( , 1)r q   выполняется за-

кон аддитивности.  
 

2. ЭКСТРЕМУМ ЭНТРОПИИ ШАРМА−МИТТАЛ И НЕГИББСОВОЕ 

РАВНОВЕСНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 

 

Пусть статистическая система с мерой Шарма−Миттала  описывается рас-

пределением плотности вероятностей ( , )P x t  и множеством структурных пара-

метров [ ( , )]k P x t  характеризующих неэкстенсивную систему. Будем далее 

считать, что средневзвешенное каждой случайной величины k  определяется 

по формуле  
 

: ( , ) ( , )k q k x t x t dx    ,                                          (22) 

где  
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( , )( , )
( , ) :

( , )

qq

q
q

P x tP x t
x t

cP x t dx
 


                                (23) 

 

− так называемое эскортное (нормированное на единицу) распределение, кото-

рое обычно используется при рассмотрении хаотических, фрактальных и муль-

тифрактальных неэкстенсивных систем (см. Abe, 2000).  

Для отыскания равновесного распределения системы найдём безусловный 

экстремум энтропии Шарма─Миттала (18) при постоянстве среднего значения  

энергии q  и сохранении нормировки распределения ( , )P x t   

{ } : ( , ) ( , ) , ( , ) 1q x t x t dx const P x t     .   

 

Согласно вариационному принципу Джейнса (Jaynes, 1963), для этого необхо-

димо вычислить безусловный экстремум функционала 

1

1[ ] : ln ( , ) ( , ) / ( , )qq
r q qP c x t P x t c P x t dx    
    .             (24) 

 

Здесь параметры   и   являются неопределёнными множителями Лагранжа. 

Из условия равенства нулю первой вариации   функционала [ ]P  получим 

равенство 

1 1 1
{ }( ) ( ) ( ) ( ) 0

1

r q

eqeq q eq q eq q
q q

q

q
P c q P x

P q c



          
  

,   

 

из которого следует 
 

1
{ , }{ }

{ , }

1
( ) 1 (1 ) ( ) /q eqeq

q rq
q r

q
P q x

Γ q


                  

Γ  .                  (25) 

 

Здесь и далее знак «тильды» у параметров системы означает их вычисление для 

равновесного распределения вероятностей ( )eqP x ; фигурирующая здесь вели-

чина { , }q rΓ  определяется соотношением 

 

( 1)/( 1)

{ , } :
r q

eq
q r qc

 
 
 

Γ ,   : ( )qeq eq
qc P x dx   .                            (26) 
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Заметим, что для энтропии Тсаллиса величина { } { , }
eq

q q r q qc Γ Γ ; для энтро-

пии Реньи величина  { } { ,1} 1q q Γ Γ ; а для энтропии Ландсберга−Ведрала име-

ем { } { , 2 } 1/ eq
q q r q qc  Γ Γ .  

Поскольку множители Лагранжа   и   имеют, вообще говоря, произволь-

ные значения, то можно положить  

{ , }( 1)/( 1)[ ]
1 1

q req r q
q

qq
c

q q
 

  
 

Γ
.                                    (27) 

 

Тогда соотношение (25) приобретает следующий вид негиббсового равновесно-

го распределения с параметром { , }q r : 

1

1
{ , } { }

1
( ) ( ) 1 (1 ) ( ) eqeq q

q r qP x q x 



        
   Z

 

 

  { , } { }

1
exp ( ) eq

q q r qx    
 Z

.                                (28) 

Здесь 

 1/(1 )
{ , } { }[ ] exp ( ) eqeq q

q q q r qc x dx      
 Z                     (29) 

 

− статистический интеграл, определяемый из условия нормировки распределе-

ния ( )eqP x ; параметр { , } { , }: /q r q r  Γ играет роль обратной физической тем-

пературы в статистике Шарма−Миттал (см. Колесниченко, 2018). 

При условии r q  из (28) следует выражение для равновесного распреде-

ления ( ) ( )eqP x  в статистике Тсаллиса 
 

 { }

1
( ) ( ) exp ( ) eqeq

q q qP x x    
 Z

,                         (30) 

где  

 { }exp ( ) eq
q q qx dx    

 Z                                  (31) 
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− статистический интеграл в статистике Тсаллиса; параметр /q qc    является 

обратной физической температурой системы, 1 /ph qT   ;   − множитель Ла-

гранжа, который связан с ограничением на среднюю энергию в неэкстенсивной 

статистической механике. При { }1 (1 ) ( ) 0eq
q qq x      
 

 имеем ( ) 0eqP  , 

а при 1q   из (30) и (31) следует классическое каноническое распределение 

Гиббса  

 
 

exp ( )
( ) ( )

exp ( )

eq

eq

eq

x
P x

x dx

   
 


   
 

.                                (32) 

 

В случае, когда 1r  ,  из (28) следует равновесное распределение в стати-

стике Реньи 

   
1

1
{ } { }

1 1
( ) ( ) 1 (1 ) ( ) exp ( )eq eqeq q

qq qP x q x x



           
   Z Z

.  (33) 

Здесь  

 1/(1 )
{ }( ) [ ] exp ( ) 0q eqeq

q q qc x dx        
 Z                        (34) 

 

− статистический интеграл; 1 /T   − обратная температура (изменяющаяся в 

пределах допустимых значений). Таким образом, распределение вероятностей 

состояния статистического ансамбля неэкстенсивных систем с мерой Реньи, ко-

торые находятся в тепловом равновесии с внешней средой (термостатом) и мо-

гут обмениваться с ней энергией при постоянном объёме и постоянном числе 

частиц, соответствует обобщённому каноническому ансамблю Гиббса (33). 

 

3. СООТНОШЕНИЯ РАВНОВЕСНОЙ ТЕРМОДИНАМИКИ,  

ПОСТРОЕННОЙ НА БАЗЕ ЭНТРОПИИ  ШАРМА−МИТТАЛ 

 

Приступим теперь к конструированию равновесной термодинамики, осно-

ванной на неэкстенсивной статистике Шарма−Миттал. Поскольку соотношение 

(28) справедливо и для равновесного распределения ( )eqP x , то для максималь-

ного значения энтропии Шарма−Миттал имеем 
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(1 )/(1 ) 1

{ , }max{ , }

[ ] 1 ( ) 1
( ) ( ) ln

1 1

eq r q r
qeq

q r rq r

c
S

r r
S

   
   

 

Z
Z .   (35) 

 

Квазиравновесную свободную энергию Гельмгольца { , }
eq

q r  определим соотно-

шением  

{ , }{ , } { } { }

1 1
: ( ) lneq eq eqeq

q r rq r q qS   
 

Z ,    
1/(1 )[ ]eq q

qc


Z .         (36) 

 

Учитывая соотношения (33) и (36), можно переписать выражение для  ста-

тистического интеграла Z  в следующем виде 
 

 
{ }1

( ) exp ( ) eq
q qr

x dx


 
         
 
 

Z

Z

.                       (37) 

 

Дифференцируя (37) по   с учётом формулы (14), получим 
 

   

     
 

 

1

{ }

1

1 1 { }
{ } { }

exp ( )

q
r eq

q q

r
eq

r r qeq eq
q q

x

dx





 

  
        

   

 
  

         
  

 

Z Z

Z
Z Z

 

       
1 1 { }

{ } { }( ) ln

eq
r q r qeq eqeq q

q qP dx
   

 
         

   
Z Z  

   
1 { } { }

eq eq
r q rq qeq

qc
   

   
 

Z Z  .                                 (38) 

 

С учётом формулы дифференцирования деформированного логарифма (14), из 

(38) следует 

 ln

eq
r

r

  
 

  
Z Z Z .                                  (39) 

 

С другой стороны, используя выражение (35) и (37), получим 
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1

{ , } { }( ) ln exp ( )
r eqeq

q r r q qS x dx
  

      
  

 Z ,                         (40) 

откуда 

     

{ , }

{ } { }

1 1

{ }

( ) ln

exp .

eq
q r r
eq eq
q q

q
r req eq

q qq

S

dx c
 

 
 

 

  
         

  


Z

Z Z
Z

    (41) 

 

Таким образом, для равновесной термодинамики, построенной на базе эн-

тропии Шарма−Миттала, справедливы следующие соотношения: 
 

{ , }( ) lneq
q r rS  Z ,    { , }{ , } { } { }

1 1
( ) lneq eq eqeq
q r rq r q qS   

 
Z ,   

 

{ , }

{ } { }

( )
ln

eq
q r

req eq
q q

S 
  

 
Z ,    

{ , }
{ }

( )eq

q req
q

 



,    

{ }
ln

eq
q

r

 
 

 
Z .       

(42) 
 

 

4. ДИВЕРГЕНЦИЯ  БРЕГМАНА. ОБОБЩЕННАЯ  Н-ТЕОРЕМА 

 

Покажем теперь, что при спонтанном переходе между произвольным со-

стоянием системы с распределением ( , )P x t  и равновесным состоянием с рас-

пределением ( )eqP x  энтропия системы может только убывать, т.е. 

{ , } { , }( ) [ ( , )]eq
q r q rS P x S P x t  

 
.  

C этой целью введем в рассмотрение так называемую дивергенцию Брег-

мана (см. Bregman, 1967; Cichocki, Amari, 2010) 
 

 

{ , }

1
1 1

1

1 1

1
: : ( , ) ( , ) 1

1

ln ( , ) ( , ) ,

q r

r
qq q

qq q
r

P U P x t U x t dx
r

P x t U x t dx



 

 

 
              

  
 





                   (43) 
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которая относится к существенным статистическим характеристикам неэкстен-

сивной динамической системы Шарма−Миттал. Являясь функционалом, она 

характеризует переход системы от состояния ( , )P x t  в состояние ( , )U x t , когда 

статистические наблюдения ведутся относительно состояния ( , )P x t . При этом 

выражение (43) представляет собой функционал для двух нормированных рас-

пределений ( , ) ( , ) 1P x t dx U x t dx   . 

Различные свойства общего вида дивергенции Брегмана можно найти в ра-

боте (Cichocki, Amari, 2010). Здесь же мы отметим, что величина { , }q r  является 

вещественным, положительным, выпуклым (в первом аргументе) функциона-

лом. Кроме этого, поскольку при ( , ) ( , )P x t U x t  имеет место равенство 

{ , } : 0q r P U    , то дивергенция Брегмана является функцией Ляпунова
1)

.  

Выпуклость.  Величина { , } :q r P U    является вещественным, выпуклым и 

положительным  функционалом с минимумом (максимумом) в зависимости от 

сочетания знаков параметров деформации r  и q . Покажем это. Для некоторого 

действительного числа 0n  имеем 

1 1 1
1 , 0,

1

1
1 , 0,

1
1 , 0.

qY
если q

q Y

если q
Y

если q
Y




  


  

  

                                      (44) 

Поэтому, например, для 1q    (см. (1)) справедливо  неравенство 

 
1

/ (1 )( / )
q

P U q q U P

   ,  

 

при учете которого получаем 
  

                                                           
1)

 Напомним, что функцией Ляпунова называется знакоопределённая функция, 

которая обращается в нуль в точке равновесия системы. Состояние равновесия явля-

ется аттрактором, когда производная по времени от функции Ляпунова имеет знак, 

противоположный знаку самой функции. 
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{ , }

1
1 1

1

1

1
: 1

1

1
(1 ) 1 0

1

q r

r
q q

r

q

P
P U P dx

r U

U
P q q dx

r P



 





 
    
              
  

 
   

       
    

 





,                      (45) 

когда 1r  . Легко показать, что 
 

 

{ , } : 0q r P U    ,   если 1, 1q r  ,  или  0 1, 1q r   .                   (46) 

 

Обобщённая Н-теорема в статистике Шарма-Миттала. Рассмотрим те-

перь замкнутую систему, для которой распределение ( , )P x t  является произ-

вольным, а распределение ( , )U x t  является равновесным, ( )eqU P x  

1

1
,1 ( 1) ( )

( )

eq q
q r qeq

eq
q

q x
P x

c

      
    
 
 

.                              (47) 

 

При использовании соотношений (15), (29), и (35) легко показать, что спонтан-

ный переход между этими состояниями описывается следующей дивергенцией 

Шарма-Миттала  
 

 { , }

1
1 11

: 1 ( , ) ( )
1

q r

r
q qeq eq qP P P x t P x dx

r



 
 

     
    

 
  

 

   
11
11

{ }{ , } { }

1
/ 1 (1 ) ( ) 1

1

rr
eq eqeq qq

q q qq r qc c q t
r





 
         
   

 

  

 

       
 1/(1 )

{ }{ , } { }

1/(1 )

exp ( )
ln

( )

eq eqq
q q qq r q

r eq q
q

c t

c
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  1/(1 ) 1/(1 )
{ }{ , } { }

1 1
ln exp ( ) ln ( )eq eqq eq q
r q q q r qq r qeq

qq

c t c
cc

       
  

 

   

 

  { , } { , } { }{ , } { }

1
( ) ( ) ln exp ( )eq eqeq

q r q r q r q qq r q
q

S t S c t
c

       
    

    (48) 

 

c равенством { , } : 0q r
eqP P  

 
 при распределении 

eqP P . 

При выполнении условия Гиббса { }
eq

q q  (см. Климонтович,1990) и с учё-

том свойства знакоопределённости (46) дивергенции Брегмана { , } :q r
eqP P 

 
 из 

(48) следует справедливое при 1, 1q r  , или 0 1, 1q r    неравенство:  

 

{ , } { , } { , }( ): ( ) ( ) 0q r
eq eq eq

q q r q rP t P c S t S      
   

,                             (49) 

 

Это неравенство обобщает теорему Гиббса на неэкстенсивную статистику 

Шарма−Миттала. Согласно этой теореме, для замкнутой системы энтропия 

Шарма−Миттала { , }( )q rS t  { , }{ , }( ) q r
eq eq

q r qS c  возрастает до экстремального её 

значения { , }( )eqq rS  при 0q   одновременно с уменьшением положительной  

дивергенции { , } :q r
eqP P 

 
. Таким образом, дивергенция Брегмана здесь в виде 

отрицательного вклада в текущую энтропию Шарма−Миттал и потому может 

быть названа негэнтропией (Шредингер, 1947). 

Поскольку информация различия Шарма−Миттал является знакоопреде-

ленной функцией Ляпунова, то для того, чтобы состояние равновесия { , }( )eqq rS  

было устойчивым, необходимо выполнение следующих неравенств 
 

{ , } { , } { , }: ( ) ( ) 0q r
eq eq eq
q q r q rc P P S t S
t t

       
    

,                          (50) 

 

когда 1, 1q r  , или 0 1, 1.q r        

 

Из этих соотношений следует неравенство для энтропии Шарма−Миттал:  
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{ , }( )
0

q rS t

t





   при 1, 1q r  , или0 1, 1q r   ,                       (51) 

 

 

которое выражат H -теорему для стохастической ( , )q r -системы, описываемой 

энтропией Шарма−Миттал: при временной эволюции к равновесному состоя-

нию энтропия замкнутой системы { , }( )q rS t  должна возрастать до экстремально-

го её значения { , }( )eqq rS , так и убывать в зависимости от выбора численных 

значений параметров неэкстенсивности q  и r . 

 

5. СТРУКТУРА УРАВНЕНИЙ ФОККЕРА−ПЛАНКА− КОЛМОГОРОВА, 

СВЯЗАННЫХ С  ЭНТРОПИЕЙ ШАРМА−МИТТАЛ 
 

Аномально-диффузионные явления весьма распространены в природе и 

могут быть адекватно описаны с помощью нелинейных уравнений 

Фоккера−Планка−Колмогорова, которые нашли широкое применение в 

различных естественно-научных областях, таких как астрофизика, физика 

плазмы, квантовая механика, общая и специальная теории относительноти, 

нелинейная гидродинамика, биофизика и т.п. Рассматриваемые в них явления 

имеют общий физический механизм, возникающий благодаря кооперативному 

взаимодействию между отдельными подсистемами совокупной системы. 

Кооперативные взаимодействия приводят к уменьшению большого числа 

степеней свобода систем многих тел и тем самым связывают отдельные 

подсистемы посредством процесса самоорганизации в синергетические 

объекты. Подобные синергетические системы допускают низкоразмерные 

описания в терминах нелинейных уравнений ФП, которые характеризуются 

специфическими типами нелинейных диффузионных вкладов.  

Подобные вклады могут быть связаны, в частности, с неэкстенсивной 

статистической механикой. В научной литературе наиболее подробно изучены 

ситуации, когда диффузионные вклады записываются как степень плотности 

вероятности ( , )P x t  (см., например, Plastino, A. Plastino, 1995; Tsallis, Bukman, 

1996; Comptey, Jou, 1996; Shiino, 2001, 2003; Scarfone, Wada, 2007; Schwämmle 

и др., 2007; Wada, Scarfone, 2007, 2009; Casas, Nobre, 2019; Plastino, Wedemann, 

2020).  

В последнее время широкое распространение получил метод 

конструирования уравнения ФПК для любой неэкстенсивной физической 

системы, связанный с учетом локального производства ее энтропии. Этот метод 
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был разработан на основе линейной неравновесной термодинамики Т. Франком 

(см. Frank, 2000, 2002), и его содержание подробно изложено в монографии 

(Frank, 2005). Сущность этого метода состоит в следующем: 

Исходным является локальное уравнение непрерывности для плотности 

вероятности для распределения вероятности  состояния ( )P r  системы в фазо-

вом пространстве  1 1: ,... ; ,...n nr x x v v  физического статистического ансам-

бля Гиббса (описывающего микросостояние хаотической системы) 
 

( , ) ( , ) 0P t t
t


 

 rr J r ,                                          (52) 

 

которое имеет место как в физическом пространстве x , так и в векторном 

пространстве скоростей v . При этом нелинейный поток вероятности ( , )tJ r  

задается соотношением  

( )
( , ) : ( , )

P
t P t

P

 
    

 
rJ r r ,                                    (53) 

в котором величина  ( ) /P P  r  является термодинамической силой, а

( )P  − свободная энергия  для рассматриваемой  системы (Frank, 2005). 

Далее при построении уравнения ФПК на основе энтропийного функцио-

нала ШМ мы для простоты ограничимся рассмотрением классического 

стохастического марковского процесса в пространстве скоростей v , которое 

описывается функцией распределения ( , )P tv , информационной энтропией 

{ , }[ ]q rS P  и средней энергией { }q . Тогда функционал  задается 

выражением (42)  

{ , }{ , } { } ( )eq eq eq
q rq r q D S  ,                                        (54) 

 

в котором  
 

{ , } ( ) ( ) ( )q r P P d  v v v ,    
1/( 1

{ , } 2[ ] : ln
q

q
q r rS P P dv



  ,              (55) 

 

где 

1

2

1
ln ( )

1

r

r

x
x

r









;  1 /D    − коэффициент диффузии (или 

коэффициент интенсивности шума), играющий роль температуры в 
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пространстве скоростей (в общем случае 1 /D   ); 
2

2
( ) v vm  ─  кинети-

ческая энергия частицы (далее предполагается, что 1m  ). 

Принимая во внимание формулу 2
2ln ( ) / 1/ r
rd x dx x 

  , при вычислении 

вариационной производной ( ) /P P   получим: 
 

 
( )/ 1

1( ) ( )
1

r q q
q qq

P P D P P dv
P q

 
 

    
  

 .            (56) 

 

Соответственно, для потока вероятности, с учетом (56), будем иметь 
 

( )
( , ) ( , )

P
t P t

P

 
    

 
 

vJ v v  

  11( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )
1

r q
q qqq

P t D P t d P t P t
q



        
  v vv v v v v v    

  1( , ) ( ) ( , ) ( , )

r q
q qqP t F D P t dv P t



   vv v v v .                            (57) 

 

Здесь ( ) ( )F     vv v v  − коэффициент линейного дрейфа. Таким образом, 

нелинейное степенное уравнение ФПК в кинетике Шарма−Миттал имеет вид: 
 

( , )
( ) ( , )

P t
F P t

t

    
 

v

v
v v  

 

  211
( , ) ( , ) .

( )

r q
q qP t dv P t

t



    
   v vv v                   (58) 

 

Здесь и далее для простоты будем предполагать, что коэффициент диффузии 

( ) 1 / ( )D t t   зависит только от времени.  

Из (58) следует, что одномерные нелинейные степенные уравнения ФПК, 

принадлежащие семейству  Шарма−Миталл, имеют вид: 
 

2

2

1
( , ) ( , ) [ ] ( , )

( )
qSMP v t vP v t P P v t

t v t v

             
 .                  (59) 
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Здесь коэффициент 
( )/( 1)

[ ] : ( , )
r q q

qP P v t dv
 

  
  зависит только от вре-

мени; при этом для различных уравнений ФПК, принадлежащих семейству 

Шарма−Миттал, имеем: 

1[ ] lim [ ] lim 1

r q
q q

r q r q
P P P dv





 

     
  , 1q  ,   1 / 3q  ;         (60) 

 

   
11

1 1
[ ] lim [ ] lim

r q
q qq

r r
P P P dv P dv





 

       
     ,                  (61) 

 

1
[ ] lim [ ] exp ( 1) ln

q
P P r P Pdv



     
  ,                       (62) 

 

1
{ , }

1, 1 1, 1
[ ] lim [ ] lim 1

r q
q q

q r
q r q r

P P P dv





   

     
  .           (63) 

 

 

6. СТАЦИОНАРНЫЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ 

ФОККЕРА−ПЛАНКА−КОЛМОГОРОВА, ПРИНАДЛЕЖАЩИХ 

К СЕМЕЙСТВУ ШАРМА−МИТТАЛ 
 

 

Уравнение ФПК в рамках статистики Шарма-Миттал. Стационарная 

плотность вероятности ( )
st

P v удовлетворяет уравнению 

 

{ , }
1

( ) ( ) ( )
( ) q r

st st
vP v P v const

t v

  
    

   
J v Γ ,        (64) 

 

решение которого имеет вид   
 

{ } 2
2 1

{ , }

1
( ) exp

( )

q
q qst

q r

P v v 

  
   

  
Z Γ Z
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2

{ } 2
2

1
exp ,

q
q

z
v

   
   

 
   

Z Z
                                      (65) 

где 

1
{ }1

{ , } 2
{ }

( )
: ( )

( )

qr q
qeq q q

q r

q

P v dv
z






  
 

Z
Γ ,   

1
2 1

{ } { , }
{ , }

2 ( )
:

r
q q r

q r

q z  
 

 
 

Z ,  

(66) 
 

{ } : ,
2q q


      

1

{ , }

1

3 1
, 1;

2:

, 1.

r q

q

q r

r

q
q

q

e q








 

  
   

  
 

,                       (67) 

 

 
 
 

 
 
 

1

2(1 )11
2 2(1 ) 1

1

11
2 1 3 1

2( 1

1
B , , (1 / 3,1);

1 1

: , 1;

1
B , , 1.

1 1

q

qq

q

q

q

q

qq

q q

q

q
q q

z q

q
q q











 



 


 
   


  


 
 

  


                 (68) 

 

В (65) использована формула 
1/( 1)

2exp ( ) : 1 ( 1) ,
q

q x q x


 
      в которой 

выражение, стоящее в квадратных скобках, либо положительно, либо равно ну-

лю, max[ ] : ( ,0).X X   

 

Уравнение ФПК в рамках статистики Тсаллиса. Стационарная плот-

ность вероятности ( )
st

P v имеет вид: 
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2

{ } 2
2

1
( ) exp

q
q

st

z
P v v

   
   

 
   

Z Z
,                         (69) 

где 

{ } { , } 1,q q r q 

1 1
2 21 1

{ } { }
{ } { , }

( ) 2 ( )
.

q q
q q

q q r q
q

z q z 



   
     

    
   

Z Z          (70) 

 

Уравнение ФПК в рамках статистики Реньи. Стационарная плотность 

вероятности ( )
st

P v имеет вид: 

2

{ } 2
2

1
( ) exp

q
q

st

z
P v v

   
   

 
   

Z Z
,                           (71) 

где 

{ } { , 1}

(3 1) / 2 , 1;
:

1, 1.
q q r

q q q

q


       


                             (72) 

 

1
1

2 12 1 { }
{ } { , }

{ } { , }

( ) (3 1)2 ( ) , 1;

2 / , 1.

q
q q

q q r q
q q r q

z qq z q

q









   
            
   

Z Z   (73) 

 

Уравнение ФПК в рамках статистики Ландсберг–Ведрала. Стационар-

ная плотность вероятности ( )
st

P v имеет вид: 

 

2

{ } 2
2

1
( ) exp

q
q

st

z
P v v

   
   

 
   

Z Z
,                           (74) 
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1
2 3

{ } { }
{ } { , }

2

2 ( )
lim ,

q
q q

q q r
r q

q z 

 

 
  

 
 

Z Z

2

{ }
1

3 1
, 1;

2:

, 1.

q
q

q
q

q

e q


  
  
  


   

(75) 

 

7. РЕШЕНИЕ НЕСТАЦИОНАРНЫХ УРАВНЕНИЙ ФПК,  

СВЯЗАННЫХ С ЭНТРОПИЕЙ ШАРМА−МИТТАЛ 

 

Для решения нестационарного диффузионного уравнений ФПК (59) (запи-

санного в одномерном пространстве скоростей v ) c начальным условием 

0( ,0) ( )P v v v   , используем анзац-подход. В качестве пробной функ-

ции выберем  функцию  
 

 2{2 } { , }
{ , }

1
( , ) exp ( ) ( ) ,

( )
q q s m

q s

P v t t v v t
t

    
Z

              (76) 

где 

 
2

{ , } { } { , }( ) : / ( )q s q q st z t  Z ,     

1/(1 )
2

{ } { , }
{ , }

2 ( )
( ) :

r

q q r
q r

q z
t t


 
 

 
 

Z .     (77) 

 

Подставляя (76) в уравнение (59), получим следующие дифференциальные 

уравнения первого порядка для  величин { , }( )q s tZ  и  ( )mv t : 

 

 2
{ . } { . } { } . { . }

2 r

q r q r q q r q r

q
z K

t


  

 
Z Z Z ,                                  (78) 

 

( ) ( )m mv t v t
t


 


.                                                     (79) 

 

Отсюда следует решение (Plastino, Plastino,1995) 
 

 
1/(1 )

2
{ . } { } { . }

2
1 exp 1 (1 )

r

q r q q r

q
z K r t


 

       
Z ,                     (80) 

 

0( ) exp( )t t   .                                             (81) 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Исследования в области статистической механики и термодинамики неэкс-

тенсивных систем приобрели в последнее время значительный общетеоретиче-

ский интерес в связи с проявлениями неэкстенсивных свойств во многих ано-

мальных физических явлениях и важностью практических приложений. Диапа-

зон применения разнообразных неэкстенсивных параметрических энтропий по-

стоянно расширяется, охватывая различные направления в науке, такие как 

космология и космогония, квантовая механика и статистика, специальная и об-

щая теории относительности, стохастическая динамика и фракталы, геофизика, 

биомедицина и многие другие. Среди неэкстенсивных энтропий двухпарамет-

рическая энтропия Шарма−Миттал (ШМ) занимает особое место, поскольку 

она позволяет получить ряд однопараметрических  распределений, которые 

наблюдаются в различных физических, природных и искусственных системах. 

В представленной работе функционал Шарма-Миттал рассматривается как 

форматор семейства классической и деформированных однопараметрических 

энтропий, состоящего из энтропий Реньи, Тсаллиса, Ландсберга−Ведрала, 

Гаусса и Гиббса. Все эти энтропии связаны равенствами, представляющими че-

редования обычных ( ln , exp ) и деформированных (lnq , expq ) логарифмов и 

экспонент. 

В работе показано, что энтропия Шарма−Миттал подчиняется псевдоадди-

тивному закону для двух статистически независимых систем. Найдено универ-

сальное распределение степенного закона на основе максимизации двухпара-

метрической энтропии Шарма−Миттал при заданных ограничениях на осред-

ненные значения параметров системы, полученные по нормированному эскорт-

ному распределению вероятностей. Построена двухпараметрическая термоди-

намика неэкстенсивных систем для этой энтропии и показана её взаимосвязь с 

обобщёнными однопараметрическими термодинамиками, основанными на ука-

занных выше деформированных энтропиях семейства ШМ. С учетом свойства 

выпуклости дивергенции Брегмана показано, что для энтропии ШМ сохраняет-

ся принцип максимума равновесной энтропии и доказаны теорем Гиббса и Н-

теорема, описывающая эволюцию хаотической системы во времени. 

Рассмотрен вывод степенных уравнений Фоккера−Планка−Колмогорова, 

соотнесенных с энтропией ШМ. При этом получаемые диффузионные уравне-

ния записаны таким образом, что их стационарные решения являются вероят-

ностными распределениями, максимизирующими энтропию ШМ для неэкстен-

сивных систем. Использован анзац-метод для получения нестационарного ре-
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шении одномерного уравнения ФПК. Сконструированные указанным способом 

степенные уравнения Фоккера−Планка−Колмогорова могут найти применение 

в различных областях науки. В частности, выведенные здесь  нелинейные диф-

фузионные уравнения ФПК могут быть использованы в эпидемиологии при 

предсказании распространения эпидемий и пандемий.  

Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ № 21-01-   . 
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