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À.À. Ðóññêîâ, Å.È. Êàïöîâ

Îá èíâàðèàíòíûõ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåìàõ äëÿ óðàâíåíèé
îäíîìåðíûõ òå÷åíèé ïîëèòðîïíîãî ãàçà äëÿ çàäà÷ ñ ïðîñòðàíñòâåí-
íûìè ñèììåòðèÿìè

Ðàññìàòðèâàþòñÿ îäíîìåðíûå óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äèíàìèêè â ñëó÷àå ïîëèòðîïíîãî

ãàçà äëÿ ïëîñêèõ òå÷åíèé, äëÿ òå÷åíèé ñ öèëèíäðè÷åñêîé è ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèåé.

Îáñóæäàþòñÿ èíâàðèàíòíûå ñâîéñòâà óðàâíåíèé, âûïèñàíû èõ ëîêàëüíûå çàêîíû ñîõðà-

íåíèÿ. Ñðåäè çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ èìåþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå, âîçíèêàþùèå òîëüêî ïðè ñïå-

öèàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïîêàçàòåëÿ àäèàáàòû. Êëàññè÷åñêàÿ ñõåìà Ñàìàðñêîãî�Ïîïîâà äëÿ

óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè îáëàäàåò ðàçíîñòíûìè àíàëîãàìè âñåõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ,

çà èñêëþ÷åíèåì äîïîëíèòåëüíûõ. Â ðàçíîñòíîì ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíûå çàêîíû óäàåòñÿ

ñîõðàíèòü ïðè ñïåöèàëüíîì âûáîðå àïïðîêñèìàöèè äëÿ óðàâíåíèÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè

ïîëèòðîïíîãî ãàçà. Ñõåìà Ñàìàðñêîãî�Ïîïîâà, ñíàáæåííàÿ òàêèì óðàâíåíèåì, âïåðâûå

áûëà ïðåäëîæåíà Â. À. Êîðîáèöûíûì è áûëà íàçâàíà òåðìîäèíàìè÷åñêè ñîãëàñîâàííîé.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðóïïîâûå ñâîéñòâà è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ òàêèõ ñõåì, è îñóùåñòâëÿåòñÿ

èõ ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ äëÿ ïëîñêèõ, öèëèíäðè÷åñêèõ è ñôåðè÷åñêèõ òå÷åíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé, èíâàðèàíòíûå ðàçíîñòíûå ñõå-
ìû, êîíñåðâàòèâíûå ñõåìû, çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, ãàçîâàÿ äèíàìèêà, ïîëèòðîï-
íûé ãàç, ñôåðè÷åñêèå òå÷åíèÿ, öèëèíäðè÷åñêèå òå÷åíèÿ.

A.A. Russkov, E.I. Kaptsov

On invariant �nite-difference schemes for equations of one-dimen-
sional �ows of a polytropic gas for problems with spatial symmetries

One-dimensional equations of gas dynamics are considered in the case of a polytropic gas

for plane �ows, �ows with cylindrical and spherical symmetry. The invariant properties of the

equations are discussed and their local conservation laws are given. Among the conservation

laws there are additional ones that arise only for special values of the adiabatic exponent. The

classical Samarskiy�Popov scheme for the equations of gas dynamics possesses �nite-di�erence

analogues of all conservation laws, with the exception of additional ones. The additional con-

servation laws can be preserved by means of a special choice of approximation for the internal

energy equation for polytropic gas. Samarskiy�Popov's scheme equipped with such an equation

was �rst proposed by V. A. Korobitsyn and was called thermodynamically consistent. The

group properties and conservation laws of such schemes are considered and their numerical

implementation is carried out for plane, cylindrical, and spherical �ows.

Key words: transformation group, invariant scheme, conservative scheme,
conservation law, gas dynamics, polytropic gas, spherical �ows, cylindrical �ows.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÍÔ (ïðîåêò 18-11-00238).
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1. Ââåäåíèå

Ïðè êîíå÷íî-ðàçíîñòíîì ìîäåëèðîâàíèè óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-
çèêè è, â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèé ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû îêàçûâàåòñÿ âàæ-
íûì ñîõðàíÿòü êà÷åñòâåííûå îñîáåííîñòè, ïðèñóùèå èñõîäíûì äèôôåðåíöè-
àëüíûì ìîäåëÿì. Ïðè ýòîì êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ àï-
ïðîêñèìàöèé ìîæíî, â îáùåì, ðàçäåëèòü íà äâà êëàññà: äèíàìè÷åñêèå è ãåî-
ìåòðè÷åñêèå [1]. Ê ÷èñëó ïåðâûõ îòíîñÿòñÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ìîäåëåé ê íà-
÷àëüíûì äàííûì è ïàðàìåòðàì, àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé, óñòîé-
÷èâîñòü êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåì, îáóñëîâëåííîñòü çàäà÷è è ò. ï. Êî âòîðîìó,
ãåîìåòðè÷åñêîìó, êëàññó îòíîñÿò òàêèå ñâîéñòâà, êàê íàëè÷èå ó óðàâíåíèé
èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ è çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, ñîõðàíåíèå ïðîñòðàíñòâåííûõ è
âðåìåííûõ ñèììåòðèé, ôàçîâûõ îáú¼ìîâ, ñèìïëåêòè÷íîñòü ôàçîâûõ ïîòîêîâ
è äð.

Òðàäèöèîííî ïðè ïîñòðîåíèè êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåì îñíîâíîå âíèìà-
íèå óäåëÿëîñü èõ äèíàìè÷åñêèì ñâîéñòâàì [2�4], íî ñ êîíöà 1980-õ ãîäîâ âîç-
íèêàåò òàêæå èíòåðåñ ê âîïðîñàì ñîõðàíåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê
àïïðîêñèìèðóåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ìîäåëåé. Ñîâîêóïíîñòü ìåòîäîâ äèñ-
êðåòèçàöèè, íàïðàâëåííûõ íà ñîõðàíåíèå îñíîâíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ êà÷åñòâ
óðàâíåíèé, ïîëó÷àåò îáùåå íàçâàíèå ìåòîäîâ ãåîìåòðè÷åñêîãî ÷èñëåííîãî èí-
òåãðèðîâàíèÿ [1, 5].

Ê ÷èñëó âàæíåéøèõ êà÷åñòâåííûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ êîíå÷íî-ðà-
çíîñòíûõ ñõåì îòíîñèòñÿ ñîõðàíåíèå ñèììåòðèé èñõîäíûõ óðàâíåíèé, ò. å. èõ
èíâàðèàíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ ê äåéñòâèþ íåêîòîðûõ íåïðåðûâíûõ ãðóïï Ëè
ïðåîáðàçîâàíèé [6,7]. Óðàâíåíèÿ, îáëàäàþùèå ñèììåòðèÿìè, êàê ïðàâèëî îá-
ëàäàþò òàêæå çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ, äëÿ íèõ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ðåäóêöèè
íà ïîäãðóïïàõ, òî÷íûå (èíâàðèàíòíûå) ðåøåíèÿ è ò. ä.

Ñèñòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå èíâàðèàíòíûõ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåì è
óñëîâèé íàëè÷èÿ ó íèõ ðàçíîñòíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ öèêëà
ðàáîò [8�11]. Çà ïðîøåäøèå ãîäû áûë îñóùåñòâëåí çíà÷èòåëüíûé ïðîãðåññ â
ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ èíâàðèàíòíûõ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåì
äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì, îáëàäàþùèõ ôóíê-
öèåé Ëàãðàíæà [9, 12�15] èëè Ãàìèëüòîíà [16,17], à òàêæå äëÿ óðàâíåíèé, íå
äîïóñêàþùèõ âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêè [18, 19]. Êðîìå òîãî, ñ ïîìîùüþ
ðàçíîñòíîãî àíàëîãà ¾ïðÿìîãî ìåòîäà¿ [20] íåäàâíî áûëè ïîñòðîåíû èíâà-
ðèàíòíûå êîíñåðâàòèâíûå ñõåìû äëÿ ðàçëè÷íûõ îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé ìå-
õàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû â êîîðäèíàòàõ Ëàãðàíæà [21�25] è Ýéëåðà [23] íà
ðàâíîìåðíûõ îðòîãîíàëüíûõ ðàçíîñòíûõ ñåòêàõ.

Èäåè ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåì, ñîõðàíÿþùèõ êà÷åñòâåííûå
ñâîéñòâà èñõîäíûõ ìîäåëåé, âûñêàçûâàëèñü åù¼ â 1960-õ ãîäàõ àêàäåìèêîì
À. À. Ñàìàðñêèì, åãî êîëëåãàìè è ïîñëåäîâàòåëÿìè. Ýòè èäåè, â ÷àñòíî-
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ñòè, ïðèâåëè ê êîíöåïöèè ïîëíîñòüþ êîíñåðâàòèâíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì, ò. å.
êîíñåðâàòèâíûõ ñõåì, óäîâëåòâîðÿþùèõ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì, âûðàæà-
þùèì áàëàíñ ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíòîâ ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû. Ïîëíîñòüþ
êîíñåðâàòèâíûå ðàçíîñòíûå ñõåìû áûëè ïîñòðîåíû äëÿ îäíîìåðíûõ óðàâ-
íåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè â ìàññîâûõ ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ [26] (ñõåìû
Ñàìàðñêîãî�Ïîïîâà) è â êîîðäèíàòàõ Ýéëåðà [27, 28], äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû [29] è óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè [30]. Ïîë-
íîñòüþ êîíñåðâàòèâíûå ñõåìû äëÿ îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè
â ëàãðàíæåâûõ ìàññîâûõ ïåðåìåííûõ, ñêîíñòðóèðîâàííûå â [26] äëÿ ñëó÷àÿ
ïëîñêîé ïðîñòðàíñòâåííîé ñèììåòðèè, áûëè ðàñøèðåíû â [31] íà ñëó÷àè öè-
ëèíäðè÷åñêîé è ñôåðè÷åñêîé ïðîñòðàíñòâåííûõ ñèììåòðèé.1

Õîòÿ ïîëíîñòüþ êîíñåðâàòèâíûå ñõåìû Ñàìàðñêîãî�Ïîïîâà ñ÷èòàþòñÿ
óæå êëàññè÷åñêèìè, ñ ãðóïïîâîé òî÷êè çðåíèÿ îíè áûëè âïåðâûå èññëåäî-
âàíû ëèøü íåäàâíî: â [32] îíè ðàññìîòðåíû äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñêèõ òå÷åíèé è
â [33,34] � äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ è ñôåðè÷åñêèõ òå÷åíèé.

Â [35] áûëà ïðåäëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ ñõåìû Ñàìàðñêîãî�Ïîïîâà, íàçâàí-
íàÿ òåðìîäèíàìè÷åñêè ñîãëàñîâàííîé ñõåìîé. Ìîäèôèêàöèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â
ñïåöèàëüíîì âûáîðå ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè ïîëèòðîï-
íîãî ãàçà. Ðàññìàòðèâàÿ ñõåìó ñîâìåñòíî ñ òàêèì óðàâíåíèåì âíóòðåííåé
ýíåðãèè, ìîæíî äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ íà å¼ ðåøåíèÿõ äîïîëíèòåëüíûõ çàêî-
íîâ ñîõðàíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñïåöèàëüíîìó çíà÷åíèþ ïîêàçàòåëÿ àäèà-
áàòû γ. Ýòîò ïîäõîä áûë óñïåøíî ðàñïðîñòðàíåí íà ñëó÷àè öèëèíäðè÷åñêîãî
è ñôåðè÷åñêîãî òå÷åíèé â [33,34].

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè èíâàðèàíòíûõ êî-
íå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåì, îáëàäàþùèõ ðàñøèðåííûì ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷å-
ñêèìè ñõåìàìè Ñàìàðñêîãî�Ïîïîâà íàáîðîì çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, äëÿ ïëîñ-
êèõ, öèëèíäðè÷åñêèõ è ñôåðè÷åñêèõ òå÷åíèé ïîëèòðîïíîãî ãàçà, ïðåäñòàâ-
ëåííûõ â [33,34].

Íèæå ìû íàïîìíèì íåîáõîäèìûå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â [32�
34].

1Çàìåòèì, ÷òî, õîòÿ â ðóññêîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ òåðìèíû
¾ïëîñêàÿ/öèëèíäðè÷åñêàÿ/ñôåðè÷åñêàÿ (ïðîñòðàíñòâåííàÿ) ñèììåòðèÿ¿, â äàëüíåéøåì ìû áóäåì
ïðåäïî÷èòàòü èì òåðìèíû ¾ïëîñêîå/öèëèíäðè÷åñêîå/ñôåðè÷åñêîå òå÷åíèå¿, ÷òîáû èçáåæàòü ïóòàíèöû ñ
ñèììåòðèÿìè â ñìûñëå ãðóïïîâîãî àíàëèçà.
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2. Óðàâíåíèÿ îäíîìåðíûõ òå÷åíèé

ïîëèòðîïíîãî ãàçà, èõ ñèììåòðèè

è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

Ïðåæäå âñåãî ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ îäíîìåðíûõ òå-
÷åíèé ïîëèòðîïíîãî ãàçà â ìàññîâûõ êîîðäèíàòàõ Ëàãðàíæà äëÿ ïëîñêèõ,
öèëèíäðè÷åñêèõ è ñôåðè÷åñêèõ òå÷åíèé, èõ ãðóïïîâûå ñâîéñòâà è çàêîíû
ñîõðàíåíèÿ.

2.1. Óðàâíåíèÿ îäíîìåðíûõ òå÷åíèé ïîëèòðîïíîãî

ãàçà â ëàãðàíæåâûõ ìàññîâûõ êîîðäèíàòàõ

Íàïîìíèì, ÷òî ãàç íàçûâàåòñÿ èäåàëüíûì, åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-
íèþ ñîñòîÿíèÿ [36�38]

p = ρRT, (1)

ãäå ρ � ïëîòíîñòü ÷àñòèöû ãàçà, p � äàâëåíèå â ÷àñòèöå, T � òåìïåðàòóðà,
R � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ. Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèå (1) íàçûâàþò
òåðìè÷åñêèì. Îäíî òîëüêî òåðìè÷åñêîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ íå äàåò ïîëíîé
õàðàêòåðèñòèêè òåðìîäèíàìè÷åñêîé ìîäåëè ñðåäû. Äëÿ çàìûêàíèÿ ñèñòåìû
óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè íåîáõîäèìî åù¼ îäíî ñîîòíîøåíèå, óñòàíàâëè-
âàþùåå ñâÿçü âíóòðåííåé ýíåðãèè ε ñ äðóãèìè ïàðàìåòðàìè ñðåäû (îáû÷-
íî ýòî òåìïåðàòóðà T è óäåëüíûé îáú¼ì υ = 1/ρ). Òàêîå ñîîòíîøåíèå âè-
äà ε = ε(T, υ) íàçûâàþò êàëîðè÷åñêèì óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ.

Â ñëó÷àå, êîãäà âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà òåìïåðàòóðå, ãàç
íàçûâàåòñÿ ïîëèòðîïíûì. Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ïîëèòðîïíîãî ãàçà çàïèñû-
âàþò â âèäå

ε(T ) = CV T =
RT

γ − 1
, (2)

ãäå γ � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû, ïîñòîÿííàÿ áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà, êîòîðàÿ
îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòíîøåíèå óäåëüíûõ òåïëîåìêîñòåé ãàçà ïðè ïîñòîÿííîì
äàâëåíèè (CP ) è îáúåìå (CV ):

γ =
CP
CV

.

Èç óðàâíåíèé (1) è (2) ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå óäîáíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ âíóò-
ðåííåé ýíåðãèè:

ε =
1

(γ − 1)

p

ρ
. (3)
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Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå, íàðàâíå ñ (2), ìîæåò âûïîëíÿòü ðîëü êàëîðè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ äëÿ ïîëèòðîïíîãî ãàçà.

×èñëåííóþ ðåàëèçàöèþ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåì îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé
ãàçîâîé äèíàìèêè, êîòîðîé ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ðàáîòà, îáû÷íî ïðîùå ïðî-
èçâîäèòü â ëàãðàíæåâûõ ìàññîâûõ êîîðäèíàòàõ [31]. Ïîýòîìó äàëåå îãðàíè-
÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì óðàâíåíèé îäíîìåðíûõ òå÷åíèé ïîëèòðîïíîãî ãàçà â
ìàññîâûõ êîîðäèíàòàõ Ëàãðàíæà. Çàìåòèì, ÷òî â êîîðäèíàòàõ Ýéëåðà ñîîò-
âåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ è èõ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû â [33].

Ìàññîâàÿ êîîðäèíàòà Ëàãðàíæà s äëÿ çàäà÷ ñ ïðîñòðàíñòâåííûìè ñèì-
ìåòðèÿìè ââîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

s =

∫ r

r0

ynρ(t, y)dy, (4)

ãäå r0 è r � íà÷àëüíàÿ è òåêóùàÿ Ýéëåðîâû êîîðäèíàòû ÷àñòèöû ãàçà. Ê
ðàññìàòðèâàåìûì äàëåå îäíîìåðíûì òå÷åíèÿì îòíîñÿòñÿ ïëîñêèå òå÷åíèÿ
(n = 0), öèëèíäðè÷åñêèå (n = 1) è ñôåðè÷åñêèå (n = 2) òå÷åíèÿ (n = d − 1,
ãäå d � ðàçìåðíîñòü çàäà÷è).

Îäíîìåðíûå óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äèíàìèêè â ìàññîâûõ êîîðäèíàòàõ çàïè-
ñûâàþò â ñëåäóþùåì âèäå [4, 31]

ρt + ρ2(rnu)s = 0,

ut + rnps = 0,

εt + p(rnu)s = 0,

(5)

ãäå u = u(t, s) � ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ñðåäû. Ïðè ýòîì ýéëåðîâà ïðîñòðàíñòâåí-
íàÿ êîîðäèíàòà r îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

rt = u, rs =
1

rnρ
. (6)

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå (5) â ñëó÷àå ïîëèòðîïíîãî ãàçà ìîæíî çàìåíèòü íà ñëå-
äóþùåå

pt + γρp(rnu)s = 0. (7)

Ýíòðîïèÿ äëÿ ïîëèòðîïíîãî ãàçà îïðåäåëÿåòñÿ êàê [36�38]

S =
R

γ − 1
ln

p

ργ
. (8)
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Â ñëó÷àå, êîãäà ýíòðîïèÿ ñîõðàíÿåòñÿ âäîëü òðàåêòîðèé ÷àñòèö, ò.å. êîãäà
S = S(s), ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷àåìîå ïóò¼ì äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ (8) ïî t: (

p

ργ

)
t

= 0. (9)

Çàìåòèì, ÷òî ñîõðàíåíèå ýíòðîïèè âäîëü òðàåêòîðèé èìååò ìåñòî òîëüêî â
áåçäèññèïàòèâíûõ ïðîöåññàõ è, âîîáùå ãîâîðÿ, íå õàðàêòåðíî äëÿ ðàçðûâíûõ
ðåøåíèé óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè òèïà óäàðíûõ âîëí.

Ñ ïîìîùüþ (8) è (9) ïåðâîå íà÷àëî òåðìîäèíàìèêè

dε = TdS − p d
(

1

ρ

)
(10)

ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

εt = −p
(

1

ρ

)
t

= −pus. (11)

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå âûðàæàåò òîò ôèçè÷åñêèé ôàêò, ÷òî âíóòðåííÿÿ ýíåð-
ãèÿ ãàçà èçìåíÿåòñÿ çà ñ÷¼ò ðàáîòû ñèë äàâëåíèÿ [31]. Îíî èìååò îñîáîå çíà-
÷åíèå ïðè ïîñòðîåíèè ïîëíîñòüþ êîíñåðâàòèâíûõ ñõåì äëÿ óðàâíåíèé (5).

2.2. Ñèììåòðèè è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ îäíîìåðíûõ

óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè â ìàññîâûõ

êîîðäèíàòàõ

Ñèñòåìà óðàâíåíèé

F(t, s, ρ, u, p, ρt, ρs, ut, us, pt, ps) = 0 (12)

äîïóñêàåò ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

X = ξt(t, s, ρ, u, p)
∂

∂t
+ ξs(t, s, ρ, u, p)

∂

∂s

+ ηu(t, s, ρ, u, p)
∂

∂u
+ ηρ(t, s, ρ, u, p)

∂

∂ρ
+ ηp(t, s, ρ, u, p)

∂

∂p
, (13)

èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, îáëàäàåò ñèììåòðèåé X, åñëè âûïîëíÿåòñÿ èíôèíè-
òåçèìàëüíûé êðèòåðèé [6, 7]

X̃(F)|[F] = 0, (14)

ãäå [F] îçíà÷àåò, ÷òî âûðàæåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé (12),
X̃ � îïåðàòîðX, ïðîäîëæåííûé íà ïðîñòðàíñòâî (t, s, ρ, u, p, ρt, ρs, ut, us, pt, ps)
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ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ ôîðìóë ïðîäîëæåíèÿ [6, 7], è ξt, ξs, ηu, ηρ è ηp �
ãëàäêèå ôóíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ.

Ìíîæåñòâî îïåðàòîðîâ (13), äîïóñêàåìûõ ñèñòåìîé (12), îáðàçóåò àëãåáðó
Ëè, ñîîòâåòñòâóþùóþ ãðóïïå Ëè äîïóñêàåìûõ ñèñòåìîé íåïðåðûâíûõ òî÷å÷-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ôóíêöèÿ I(t, s, ρ, u, ρt, ρs, ut, us) íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì îïåðàòîðà X,
åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

X̃(I) ≡ 0, (15)

à ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíîé ê äåéñòâèþ àëãåáðû Ëè, åñëè îíà ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ôóíêöèÿ èíâàðèàíòîâ ýòîé àëãåáðû Ëè.

Ãðóïïîâàÿ êëàññèôèêàöèÿ (ò. å. êëàññèôèêàöèÿ ïî äîïóñòèìûì àëãåá-
ðàì Ëè) ïî ôóíêöèè ýíòðîïèè S = S(s) ñèñòåì óðàâíåíèé îäíîìåðíîé ãàçî-
âîé äèíàìèêè äëÿ ñëó÷àÿ ïîëèòðîïíîãî ãàçà â êîîðäèíàòàõ Ëàãðàíæà áûëà
ïðîèçâåäåíà â [34]. Ñîãëàñíî [34], ñèñòåìà (5) ñ óðàâíåíèåì (3) äîïóñêàåò 5-
ïàðàìåòðè÷åñêóþ àëãåáðó Ëè, êîòîðàÿ â ëàãðàíæåâûõ ìàññîâûõ êîîðäèíàòàõ
èìååò âèä

X1 =
∂

∂t
, X2 = t

∂

∂t
+ (n+ 1)s

∂

∂s
+ r

∂

∂r
,

X3 = 2t
∂

∂t
+ (n+ 3)s

∂

∂s
− u ∂

∂u
+ 2ρ

∂

∂ρ
+ r

∂

∂r
,

X4 = s
∂

∂s
+ ρ

∂

∂ρ
+ p

∂

∂p
, X5 =

∂

∂s
.

(16)

Ïðè n = 0 ñèñòåìà äîïóñêàåò åùå äâà îïåðàòîðà:

X6 = t
∂

∂r
+

∂

∂u
, X7 =

∂

∂r
. (17)

Òàêæå äîïîëíèòåëüíûé (ïðîåêòèâíûé) îïåðàòîð âîçíèêàåò äëÿ ÷àñòíûõ çíà-
÷åíèé γ = 1 + 2/d:

X8 = t2
∂

∂t
+ tr

∂

∂r
+ (r − tu)

∂

∂u
− (n+ 1)tρ

∂

∂ρ
− (n+ 3)tp

∂

∂p
. (18)

Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè â êîîðäèíàòàõ Ëàãðàí-
æà äëÿ òå÷åíèé ïîëèòðîïíîãî ãàçà ïðè èçâåñòíîé äîïóñòèìîé àëãåáðå Ëè
ìîãóò áûòü íàéäåíû ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð [39, 40], ïîñëå ÷åãî ïåðåâå-
äåíû â ìàññîâûå êîîðäèíàòû ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ ñîîòíîøåíèé [4]. Ïðè
ýòîì íàáîð çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ óðàâíåíèé (5) ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òèïà
ïðîñòðàíñòâåííîé ñèììåòðèè è îò ïîêàçàòåëÿ ïîëèòðîïû γ.

1. Â îáùåì ñëó÷àå ó ñèñòåìû (5) èìåþòñÿ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìàññû

(rnρ)t + (rnρu)r = 0, (19)
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è ýíåðãèè [
rn
(
ρε+

ρu2

2

)]
t

+

[
rn
(
ρε+

ρu2

2
+ p

)]
r

= 0. (20)

2. Â ñëó÷àå n = 0 èìåþòñÿ òàêæå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà

(ρu)t + (ρu2 + p)r = 0 (21)

è äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ

[ρ(r − tu)]t + [ρu(r − tu)− tp]r = 0. (22)

Äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ è ñôåðè÷åñêèõ òå÷åíèé ýòè çàêîíû ñîõðàíåíèÿ
âñòðîåíû â èñõîäíûå äèôôåðåíöèàëüíûå ìîäåëè âûñøèõ ðàçìåðíîñòåé
è ïðè ïåðåõîäå ê îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ ¾òåðÿþòñÿ¿ â ðåçóëüòàòå ðåäó-
öèðîâàíèÿ ýòèõ ìîäåëåé íà ïîäãðóïïàõ.

3. Â ñëó÷àå γ = 1+2/d, ò. å. äëÿ γ = 3, 2 è 5/3 â ñëó÷àå èçìåðåíèé d = 1, 2
è 3, âîçíèêàþò äîïîëíèòåëüíûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ:[

rn
(

2t

(
ρε+

ρu2

2

)
− rρu

)]
t

+

+

[
rn
(

2t

(
ρε+

ρu2

2
+ p

)
u− r

(
ρu2 + p

))]
r

= 0 (23)

è

[
rn
(
t2
(
ρε+

ρu2

2

)
− trρu+

r2

2
ρ

)]
t

+

+

[
rn
(
t2
(
ρε+

ρu2

2
+ p

)
u− tr

(
ρu2 + p

)
+
r2

2
ρu

)]
r

= 0. (24)

Äâóì ïîñëåäíèì çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ, â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ, ÿñíîé
ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè íà äàííûé ìîìåíò íå äàíî.

3. Êîíñåðâàòèâíûå êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå

ñõåìû äëÿ îäíîìåðíûõ òå÷åíèé

ïîëèòðîïíîãî ãàçà

Äëÿ ìàññîâîé ëàãðàíæåâîé ïåðåìåííîé s ââåä¼ì ðàçáèåíèå, â îáùåì ñëó-
÷àå íåðàâíîìåðíîå, si, i = 0, 1, . . . , N . Îáîçíà÷èì øàãè ýòîãî ðàçáèåíèÿ ÷åðåç

hi = si+1 − si.



10

Â ðàññìàòðèâàåìóþ äàëåå êîíå÷íî-ðàçíîñòíóþ ñõåìó âõîäÿò òîëüêî çíà÷åíèÿ
ïåðåìåííûõ íà äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ âðåìåííûõ ñëîÿõ tj è tj+1 = tj + τj. Â
îáùåì ñëó÷àå τj ìîæåò ìåíÿòüñÿ îò ñëîÿ ê ñëîþ. Äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå
r è u ðàññìàòðèâàþòñÿ â óçëàõ (tj, si) äâóìåðíîé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé
ñåòêè. Îáîçíà÷èì èõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u− = uji−1, u = uji , u+ = uji+1, û− = uj+1
i−1 , û+ = uj+1

i+1 .

Ëåâàÿ è ïðàâàÿ ðàçíîñòíûå ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå íà j-îì âðåìåí-
íîì ñëîå çàïèñûâàþòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì:

us =
uji+1 − u

j
i

si+1 − si
=
u+ − u
hi

, us̄ =
uji − u

j
i−1

si − si−1
=
u− u−
hi−1

.

Äëÿ óäîáñòâà ââåä¼ì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå äëÿ ñðåäíåãî äâóõ çíà÷åíèé
ôóíêöèé â ñîñåäíèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ óçëàõ ñåòêè íà îäíîì âðåìåííîì ñëîå:

〈f(u, r)〉 =
f(u, r) + f(u+, r+)

2
.

Òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå îòíîñÿòñÿ ê öåíòðàì ìàññîâûõ ÿ÷ååê íà îä-
íîì âðåìåííîì ñëîå (tj, si+1/2), si+1/2 = (si + si+1)/2. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïëîò-
íîñòè ρ

ρ− = ρji−1/2, ρ = ρji+1/2, ρ+ = ρji+3/2,

ρ̂− = ρj+1
i−1/2, ρ̂ = ρj+1

i+1/2, ρ̂+ = ρj+1
i+3/2.

Ëåâàÿ è ïðàâàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïðîèçâîäíûå îïðåäåëÿþòñÿ â îáùåì ñëó÷àå
äëÿ íåðàâíîìåðíîãî ðàçáèåíèÿ:

ps̄ =
pji+1/2 − p

j
i−1/2

1
2(hi + hi−1)

, ps =
pji+3/2 − p

j
i+1/2

1
2(hi+1 + hi)

.

Çíà÷åíèÿ â óçëàõ ñåòêè âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè:

p∗ = (p∗)
j
i =

hip
j
i−1/2 + hi−1p

j
i+1/2

hi + hi−1
.

Äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå äëÿ èíòåðïîëèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ
ñ âåñîì 0 6 α 6 1 â ïðåäåëàõ âðåìåííîãî ñëîÿ:

y(α) = αŷ + (1− α)y.
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Êëàññè÷åñêàÿ ñõåìà Ñàìàðñêîãî�Ïîïîâà [31] çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: (

1

ρ

)
t

=
(
Ru(0.5)

)
s
, (25a)

ut = −Rp(α)
s̄ , (25b)

εt = −p(α)
(
Ru(0.5)

)
s
, (25c)

rt = u(0.5). (25d)

Çäåñü R � âåñîâîé ìíîæèòåëü, ïîëó÷àåìûé â ðåçóëüòàòå äèñêðåòèçàöèè
ñòåïåíåé rn:

R(r) =
r̂n+1 − rn+1

(n+ 1)(r̂ − r)
=


1, n = 0;

r̂ + r

2
, n = 1;

r̂2 + r̂r + r2

3
, n = 2.

Çàìåòèì, ÷òî çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè [31] è
èìååò âèä

h

ρji+1/2

=


rji+1 − r

j
i , n = 0;

[(rji+1)
2 − (rji )

2]/2, n = 1;

[(rji+1)
3 − (rji )

3]/3, n = 2.

(26)

Ãðóïïîâûå ñâîéñòâà ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè
áûëè èññëåäîâàíû â ðàáîòàõ [32�34]. Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì ïîñòîÿííîé ýí-
òðîïèè S = const. Â ýòîì ñëó÷àå ñõåìà Ñàìàðñêîãî�Ïîïîâà äîïóñêàåò àëãåá-
ðó Ëè (16) ïðè n = 0, 1, 2 è äâà äîïîëíèòåëüíûõ îïåðàòîðà (17) ïðè n = 0.
Îñíîâíûì îòëè÷èåì îò äèôôåðåíöèàëüíîãî ñëó÷àÿ îêàçûâàåòñÿ òî, ÷òî ñõå-
ìà íå äîïóñêàåò îïåðàòîð (18), êîòîðûé âîçíèêàåò äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé
ñèñòåìû â ñëó÷àå ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèé γ. Â [34] ïîñòðîåíû îòäåëüíûå èíâà-
ðèàíòíûå ñõåìû, äîïóñêàþùèå îïåðàòîð (18), íî òåðÿþùèå ðÿä ñâîéñòâ ñõåìû
Ñàìàðñêîãî�Ïîïîâà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ýòè ñõåìû ìû íå ðàññìàòðèâàåì.

Â äîïîëíåíèå ê óðàâíåíèÿì ðàçíîñòíîé ñõåìû (25a) äîëæíî áûòü çàïè-
ñàíî äèñêðåòíîå óðàâíåíèå äëÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè, êîòîðîå â íàèáîëåå ïðî-
ñòîì ñëó÷àå èìååò âèä

εji+1/2 = ε(ρji+1/2, p
j
i+1/2). (27)
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Ìîäèôèêàöèÿ äèñêðåòíîãî óðàâíåíèÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè ïîçâîëÿåò ïîëó-
÷èòü äîïîëíèòåëüíûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ. Â ðàáîòå [35] áûëà ïîëó÷åíà ìîäè-
ôèêàöèÿ ïîëíîñòüþ êîíñåðâàòèâíîé ñõåìû Ñàìàðñêîãî�Ïîïîâà äëÿ ïëîñêèõ
òå÷åíèé, îáëàäàþùàÿ äâóìÿ äîïîëíèòåëüíûìè çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ. Ýòîò
ðåçóëüòàò áûë îáîáù¼í â [33] äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ è ñôåðè÷åñêèõ òå÷åíèé.

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòíûå àíàëîãè çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû (5),
êîòîðûìè îáëàäàåò ñõåìà (25) â ñëó÷àå öèëèíäðè÷åñêèõ òå÷åíèé. Çàêîí ñî-
õðàíåíèÿ ìàññû âûïîëíÿåòñÿ ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (25a). Çíà÷èòåëüíûé èíòå-
ðåñ ïðåäñòàâëÿåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî óðàâíåíèÿ (27).
Äëÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû îí çàïèñûâàåòñÿ â âèäå[

ε+

〈
u2
〉

2

]
t

+
[
Rp(α)
∗ u(0.5)

]
s

= 0. (28)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå γ = 1 + 2/d ñóùåñòâóþò åù¼ äâà çàêîíà ñîõðàíåíèÿ êàê
ñëåäñòâèÿ (23) è (24). Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå äëÿ èõ âûïîëíåíèÿ òðåáóåòñÿ
èñïîëüçîâàòü îñòàâøóþñÿ ñòåïåíü ñâîáîäû äëÿ ìîäèôèêàöèè óðàâíåíèÿ (3):

ε(0.5) =
p(α)

γ − 1

(
1

ρ

)(0.5)

− τ 2

8

〈
(ut)

2
〉

+
p(α)

2

[
r(0.5)R−

(
rn+1

)(0.5)
]
s
. (29)

Òîãäà ¾äîïîëíèòåëüíûå¿ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì [33]:[

2t

(
ε+

〈
u2
〉

2

)
− 〈ru〉

]
t

+
[
Rp(α)
∗

(
2t(0.5)u(0.5) − r(0.5)

)]
s

= 0, (30)

[
t2

(
ε+

〈
u2
〉

2

)
− t 〈ru〉+

〈
r2
〉

2
+
τ 2

8

〈
u2
〉]

t

+

+
[
Rp(α)
∗

((
t2
)(0.5)

u(0.5) − t(0.5)r(0.5)
)]

s
= 0. (31)

Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ (30) è (31) ïðåäñòàâëÿþò äëÿ íàñ íàèáîëüøèé èíòåðåñ,
ïîñêîëüêó êîíòðîëü âûïîëíåíèÿ èõ ðàçíîñòíûõ àíàëîãîâ íà ðåøåíèÿõ òåð-
ìîäèíàìè÷åñêè ñîãëàñîâàííîé ñõåìû [35], ïî-âèäèìîìó, ðàíåå íèãäå íå ïðî-
èçâîäèëñÿ. Ìû âåðíåìñÿ ê ýòîìó âîïðîñó â ñëåäóþùåì ðàçäåëå, ïîñâÿùåííîì
÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ðàçíîñòíûõ ñõåì.

Èçâåñòíî [32], ÷òî çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíòðîïèè (9) äëÿ ïîëèòðîïíîãî
ãàçà ñõåìà (25) íå îáëàäàåò. Â òî æå âðåìÿ íà ðåøåíèÿõ ñõåìû ñïðàâåäëèâî
ñîîòíîøåíèå

p̂− p
p(α)

= γ
ρ̂− ρ
ρ(α)

, (32)
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êîòîðîå àïïðîêñèìèðóåò äèôôåðåíöèàëüíîå ñîîòíîøåíèå

dp

p
= γ

dρ

ρ
, (33)

âûïîëíÿþùååñÿ íà òðàåêòîðèÿõ ÷àñòèö, ñ ïîðÿäêîìO(τ) ïðè α 6= 0.5, èëèO(τ 2)
ïðè α = 0.5. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (32) ïîçâîëÿåò ñóäèòü îá ýâîëþöèè
ýíòðîïèè è îöåíèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ îøèáêó.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïëîñêèõ òå÷åíèé (n = 0) ñõåìà òàêæå äîïóñêàåò
ðàçíîñòíûå àíàëîãè çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà è äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ [33].
Çàêîí ñîõðàíåíèÿ äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ, êîòîðûé áóäåò ðàññìîòðåí â ÷àñòè,
ïîñâÿùåííîé ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ðàçíîñòíûõ ñõåì, èìååò âèä

(r − tu)t − (t(0.5)p(α))s = 0. (34)

4. ×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ èíâàðèàíòíûõ

êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåì

Â ñîâðåìåííîé âû÷èñëèòåëüíîé ãàçîâîé äèíàìèêå áîëüøóþ ïîïóëÿðíîñòü
ïðèîáðåëè ìåòîäû êîíå÷íîãî îáú¼ìà, îñíîâàííûå íà ðåøåíèè çàäà÷è î ðàñïà-
äå ðàçðûâà è ñîõðàíÿþùèå ìîíîòîííîñòü ðåøåíèÿ çà ñ÷åò íåëèíåéíîé êîð-
ðåêöèè ïîòîêîâ ÷åðåç ãðàíèöû ðàñ÷åòíûõ ÿ÷ååê. Ó èñòîêîâ ýòîãî ïîäõîäà
ñòîèò øèðîêî èçâåñòíàÿ ðàáîòà Ñ. Ê. Ãîäóíîâà [41]. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ìå-
òîäîâ êîíå÷íîãî îáú¼ìà ïðèâåëî ê ïîÿâëåíèþ ñõåì ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà àï-
ïðîêñèìàöèè, òàêèõ êàê TVD-ñõåìû [42], WENO-ñõåìû [43], ñõåìû CABARET
[44] è äð. Áîëåå ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå ñõåì ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà àïïðîêñè-
ìàöèè ñì., íàïðèìåð, â [45].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ êëàññè÷åñêèé ïîäõîä, ñâÿçàííûé ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè, âïåðâûå ïðåäëîæåííûé â [46] è çà-
êëþ÷àþùèéñÿ âî ââåäåíèè â èñõîäíûå óðàâíåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ äèññèïà-
òèâíûõ ÷ëåíîâ, ñãëàæèâàþùèõ ðåøåíèÿ íà ðàçðûâàõ. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî
âáëèçè ðàçðûâîâ ìåòîä íå äà¼ò òàêîé âûñîêîé òî÷íîñòè, êàê ìåòîä êîíòðîëü-
íûõ îáú¼ìîâ, åãî àëãîðèòìè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ îêàçûâàåòñÿ çíà÷èòåëüíî ïðî-
ùå, à êà÷åñòâåííàÿ êàðòèíà, äàâàåìàÿ ðåøåíèÿìè, îáû÷íî ìàëî îòëè÷àåòñÿ
îò ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷àåìûõ áîëåå òî÷íûìè ìåòîäàìè. Òðàäèöèîííî òàêîé
ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ïîëíîñòüþ êîíñåðâàòèâíûõ
ðàçíîñòíûõ ñõåì Ñàìàðñêîãî�Ïîïîâà è èõ ìîäèôèêàöèé [21, 23, 26, 35], îäíà
èç êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåòñÿ â íàñòîÿùåé ïóáëèêàöèè.

Çàìåòèì, ÷òî ìåòîä ñ÷åòà ñ ïîìîùüþ èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè ïîëó÷èë
äàëüíåéøåå ðàçâèòèå â âèäå àëãîðèòìè÷åñêè áîëåå ñëîæíîãî ìåòîäà àäàï-
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òèâíîé èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè, òî÷íîñòü ðàñ÷åòîâ ïî êîòîðîìó ñîïîñòàâèìà
ñ òî÷íîñòüþ äðóãèõ ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ [47].

Ñ öåëüþ òåñòèðîâàíèÿ ñõåìû (25) ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíûå çàäà÷è î ïîðøíå
è ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà [31]:

1. Èç ñðåäû, èìåþùåé ïëîòíîñòü ρ0, ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ u0 èçâëåêà-
þò ïîðøåíü, ÷òî ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ ïðîñòîé âîëíû ðàçðåæåíèÿ,
êîòîðàÿ ïî êðàÿì ñòûêóåòñÿ ñ äâóìÿ òðèâèàëüíûìè ïîñòîÿííûìè ðå-
øåíèÿìè. Â ñëó÷àå ïëîñêèõ òå÷åíèé âîëíà ðàçðåæåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ
àíàëèòè÷åñêè ÷åðåç àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå, è âñå ïàðàìåòðû ãàçà ìå-
íÿþòñÿ íåïðåðûâíî. Â ñëó÷àå öèëèíäðè÷åñêèõ è ñôåðè÷åñêèõ òå÷åíèé
ôèçè÷åñêèé ñìûë íåñêîëüêî èíîé: æåñòêîå ÿäðî, íàõîäÿùååñÿ â öåí-
òðå ñôåðû (n = 2), èëè æå öèëèíäðè÷åñêèé ñòåðæåíü (n = 1) ìåäëåííî
ñæèìàþòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ u0. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ñëó÷àå
öèëèíäðè÷åñêèõ è ñôåðè÷åñêèõ òå÷åíèé, â îòëè÷èå îò ïëîñêèõ òå÷åíèé,
âîçìîæíî ðàñøèðåíèå âíåøíåé îáîëî÷êè (öèëèíäðè÷åñêîé èëè ñôåðè-
÷åñêîé) ñ ïîñòîÿííîé ðàäèàëüíîé ñêîðîñòüþ. Íàïîìíèì, ÷òî â ñëó÷àå
n = 0 èçâåñòíî òî÷íîå ðåøåíèå [31], îïðåäåëÿþùåå ïàðàìåòðû òå÷åíèÿ
â îáëàñòè âîëíû ðàçðåæåíèÿ:

ρ(ξ) = ρ0(ξ/ξ0)
2

γ+1 , u(ξ) =
2c0

γ − 1

(
(ξ/ξ0)

γ−1
γ+1 − 1

)
, (35)

ãäå ξ = s/t � àâòîìîäåëüíàÿ êîîðäèíàòà, ξ0 = c0ρ0, c
2
0 = γρ−1

0 p0, è
p = ρ−1

0 ργp0.

2. Ïðè ñìåíå çíàêà ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè ñòåðæíÿ â çàäà÷å, ðàññìîòðåííîé
â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, âîçíèêàåò çàäà÷à î ïîðøíå, âäâèãàåìîì â ãàç. Â
ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óäàðíóþ âîëíó, ðàñïðîñòðàíÿ-
þùóþñÿ â ñòîðîíó äâèæåíèÿ ïîðøíÿ, ïðè ýòîì â ðåøåíèè âîçíèêàþò
ñêà÷êîîáðàçíûå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ.

3. Êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé èçó÷åíèÿ ðàçðûâíûõ ðåøåíèé â ãàçå ÿâëÿåòñÿ çà-
äà÷à î ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
ãàç ñîñòîèò èç äâóõ îäíîðîäíûõ ÷àñòåé, ðàçäåë¼ííûõ ïåðåãîðîäêîé. Â
÷àñòíîì ñëó÷àå çàäà÷è îá óäàðíîé òðóáå â èñõîäíîì ñîñòîÿíèè ãàç ïî
îáå ñòîðîíû ïåðåãîðîäêè íåïîäâèæåí, à çíà÷åíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ
ïåðåìåííûõ (à â áîëåå îáùåì ñëó÷àå � è ñêîðîñòè ÷àñòèö ãàçà) ïðåòåð-
ïåâàþò ðàçðûâ. Äâèæåíèå ãàçà íà÷èíàåòñÿ ïîñëå ìîìåíòàëüíîãî èñ÷åç-
íîâåíèÿ ïåðåãîðîäêè. Â ñëó÷àå ïëîñêîãî òå÷åíèÿ ïåðåãîðîäêà ðàçäåëÿ-
åò äâà íåîãðàíè÷åííûõ ïîëóïðîñòðàíñòâà. Ïðè n = 1, 2 îíà ðàçäåëÿåò
âíåøíþþ è âíóòðåííþþ ÷àñòè öèëèíäðà èëè ñôåðû, ñîîòâåòñòâåííî.
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Â ýòèõ ñëó÷àÿõ âíóòðåííèå ÷àñòè, åñòåñòâåííî, îãðàíè÷åíû. Ñòðóêòó-
ðà ðåøåíèÿ ïðè n = 0 ñîîòâåòñòâóåò êîìáèíàöèè âîëí ðàçðåæåíèÿ è
óäàðíûõ âîëí ñæàòèÿ [31].

4. Òàêæå ìû ðàññìîòðèì ¾äîïîëíèòåëüíûå¿ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, âîçíèêà-
þùèå ïðè ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà γ, íà ïðèìåðå óêàçàííûõ
âûøå çàäà÷.

Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè äëÿ ïðîâåðêè çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ òðåáóåò-
ñÿ îäíîðîäíîå ðàçáèåíèå ðàñ÷¼òíîé îáëàñòè ïî ìàññîâîé ïåðåìåííîé. Â ñâÿçè
ñ ýòèì â çàäà÷àõ î äâèæóùåìñÿ ïîðøíå îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ çíà÷åíèÿìè
ìàññîâîé ïåðåìåííîé rmin è rmax, ðàçáèâàåòñÿ íà îäèíàêîâîå ÷èñëî èíòåðâà-
ëîâ. Ïðè ýòîì ðàçáèåíèå îñòà¼òñÿ îäíîðîäíûì ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåí-
íîé òîëüêî â ñëó÷àå n = 0. Â çàäà÷å î ðàñïàäå ðàçðûâà ôèêñèðóþòñÿ ëåâàÿ
ãðàíèöà rl è êîîðäèíàòà ðàçðûâà rg, ïðè ýòîì çàäà¼òñÿ ÷èñëî øàãîâ ðàçáèåíèÿ
Nl ïî ìàññîâîé ïåðåìåííîé â ôèêñèðîâàííîì ïðîìåæóòêå. Ïðàâàÿ ãðàíèöà
âû÷èñëÿåòñÿ ïóò¼ì ðàâíîìåðíîãî ïðîäîëæåíèÿ ðàçáèåíèÿ ïî ìàññîâîé ïåðå-
ìåííîé ñ íåîáõîäèìûì ÷èñëîì èíòåðâàëîâ Nr = N − Nl. Ðàçóìååòñÿ, ëåâûå
(rl) è ïðàâûå (rr) ãðàíèöû ðàñ÷¼òíîé îáëàñòè ìîãóò íå ñîâïàäàòü äëÿ çàäà÷
ïëîñêîãî, öèëèíäðè÷åñêîãî è ñôåðè÷åñêîãî ñëó÷àåâ.

Äèñêðåòèçàöèÿ íåïðåðûâíûõ ïåðåìåííûõ ïîðîæäàåò ïèëîîáðàçíûå êîëå-
áàíèÿ âáëèçè îáëàñòåé ñ áîëüøèìè ãðàäèåíòàìè ðåøåíèÿ. Äëÿ ñãëàæèâàíèÿ
êîëåáàíèé èñïîëüçóåòñÿ èñêóññòâåííàÿ âÿçêîñòü. Äëÿ ïëîñêèõ òå÷åíèé èñ-
ïîëüçîâàíèå âÿçêîñòè ðàññìîòðåíî â [31]. Äëÿ öèëèíäðè÷åñêîãî è ñôåðè÷å-
ñêîãî òå÷åíèé êâàäðàòè÷íóþ âÿçêîñòü âîçìîæíî èñïîëüçîâàòü àíàëîãè÷íî,
ïðè ýòîì ðàçìåðíîñòü êîýôôèöèåíòà èçìåíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ðàçìåðíî-
ñòè ìàññîâîé ïåðåìåííîé. Óòî÷íèì, ÷òî ëèíåéíàÿ âÿçêîñòü èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
ñãëàæèâàíèÿ ïèëîîáðàçíûõ êîëåáàíèé, â òî âðåìÿ êàê êâàäðàòè÷íàÿ � äëÿ
¾ðàçìàçûâàíèÿ¿ ôðîíòà íà ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî èíòåðâàëîâ, íå çàâèñÿùåå
îò ñêà÷êà àìïëèòóäû. Êâàäðàòè÷íàÿ âÿçêîñòü íå èñïîëüçîâàëàñü äëÿ âîëíû
ðàçðåæåíèÿ.

Ïåðå÷èñëèì ïàðàìåòðû, îáùèå äëÿ âñåõ ðàñ÷¼òíûõ çàäà÷. Âñå ðàñ÷¼òû
âåëèñü â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ: r0 = 1m, u0 = 10m/s, ρ0 = 0.1kg/m3,
p0 = 38.3Pa, e0 = p0/(ρ0(γ−1)). Â çàäà÷àõ ñ ïîðøíåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ
òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ áûëè åäèíè÷íûìè. Â çàäà÷å ðàñïàäà ðàçðû-
âà åäèíè÷íûìè áûëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñëåâà îò ðàçðûâà, íà ðàçðûâå òåðìî-
äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå äàâëåíèÿ è ïëîòíîñòè ïðåòåðïåâàëè óìåíüøåíèå
â 10 ðàç. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàïèñûâàëèñü ÷åðåç êèíåìàòè÷åñêèå ïåðåìåí-
íûå r, u. Áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü ïîðøíÿ ðàâíÿëàñü åäèíèöå. ×èñëî øàãîâ
ïî ìàññîâîé ïåðåìåííîé Ns = 200. ×èñëî øàãîâ ïî âðåìåíè Nt = 1000 äëÿ
âðåìåííîãî øàãà τ = 1.0e − 5, ñîîòâåòñòâåííî Nt = 100 äëÿ âðåìåííîãî
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øàãà τ = 1.0e − 4. Êîýôôèöèåíò ëèíåéíîé âÿçêîñòè ν = 4.0, êîýôôèöèåíò
êâàäðàòè÷íîé âÿçêîñòè µ = (γ+1)42/(2π2). Âÿçêîñòü äëÿ áåçðàçìåðíîãî äàâ-
ëåíèÿ âû÷èñëÿëàñü êàê ω = ν∆uρ/p0 + µ(∆u)2ρ/p0. Âñå âåñîâûå ìíîæèòåëè
ðàçíîñòíîé ñõåìû áûëè âûáðàíû ðàâíûìè 0.5. Äëÿ âñåõ òåñòîâûõ çàäàíèé
ìîìåíò âðåìåíè, íà êîòîðûé ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà, t∗ = 1.0e− 2.

Ïàðàìåòðû ðàñ÷åòà, ðàçëè÷àþùèåñÿ äëÿ òåñòîâûõ çàäà÷, ïðèâåäåíû â Òàá-
ëèöå 1. Â ñòîëáöå ¾Ðèñ.¿ ïðèâîäÿòñÿ íîìåðà ñîîòâåòñòâóþùèõ ðèñóíêîâ.

Äëÿ òåñòîâîé çàäà÷è �4 äëÿ ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèé γ = 1 + 2/d áûëè
âûáðàíû ðàçëè÷íûå ðàñ÷åòíûå ïàðàìåòðû, êîòîðûå ïðèâåäåíû â îòäåëüíûõ
ñòðîêàõ òàáëèöû. Â îñòàëüíûõ òåñòîâûõ çàäà÷àõ äëÿ ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèé γ
èñïîëüçîâàëñÿ ñòàíäàðòíûé íàáîð ïàðàìåòðîâ.

� Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ γ τ ν Ðèñ.

1 rl = 0.5, rr = 1, N = 200 1.4 1.0e− 5 4.0 1, 4, 5,10

2 rl = 0.5, rr = 1, N = 200 1.4 1.0e− 5 4.0 2, 6, 7,10

3 rl = 0.5, rg = 0.8, Nl = 150 1.4 1.0e− 5 4.0 3, 10

4, n = 0 rl = 0.4, rg = 0.8, Nl = 170 3 1.0e− 4 0.0 8, 9

4, n = 1 rl = 0.4, rg = 0.8, Nl = 160 2 1.0e− 4 0.0 8, 9

4, n = 2 rl = 0.5, rg = 0.8, Nl = 140 5/3 1.0e− 4 0.0 8, 9

Òàáëèöà 1: Ðàñ÷åòíûå ïàðàìåòðû äëÿ òåñòîâûõ çàäà÷

Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ ãðàôèêîâ ðåøåíèé, êîíòðîëÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ
ýíåðãèè è îöåíêè ñîõðàíåíèÿ ýíòðîïèè, à çàòåì áîëåå äåòàëüíî ðàññìîòðèì
¾äîïîëíèòåëüíûå¿ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ñõåìà (25) íå ñîõðàíÿ-
åò ýíòðîïèþ, íî äëÿ íå¼ ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåíà îöåíêà ýâîëþöèè ýíòðîïèè
ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (32).

Íà Ðèñ. 1 äëÿ âûáðàííûõ ðàñ÷åòíûõ ïàðàìåòðîâ ïðèâåäåíû (ñâåðõó âíèç):
ãðàôèê ðåøåíèÿ ïåðâîãî òåñòîâîãî çàäàíèÿ (ïëîòíîñòü ρ), êîíòðîëü çàêîíà
ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (îáîçíà÷åíî δε) è ýíòðîïèè (δS) íà ðåøåíèÿõ. Íà êàæäîì
èç ãðàôèêîâ ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû äëÿ òð¼õ ñëó÷àåâ: ïëîñêèé (îáîçíà÷åíî
êàê dim = 1), öèëèíäðè÷åñêèé (dim = 2) è ñôåðè÷åñêèé (dim = 3).

Àíàëîãè÷íî íà Ðèñ. 2 è 3 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî âòîðîé è
òðåòüåé òåñòîâûì çàäà÷àì (óäàðíàÿ âîëíà è ðàñïàä ðàçðûâà).

Êàê âèäíî, ïðîôèëè ðåøåíèé, ãðàôèêè êîíòðîëÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåð-
ãèè è îøèáêè ýâîëþöèè ýíòðîïèè äëÿ âñåõ òð¼õ çàäà÷ äëÿ n = 0, 1, 2 îêàçû-
âàþòñÿ ïîõîæèìè. Â îáëàñòÿõ, ãäå ðåøåíèÿ çàäà÷ äîñòàòî÷íî ãëàäêèå, îòêëî-
íåíèÿ çíà÷åíèé δε è δS îò íóëÿ ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóþò (áëèçêè ê ïîãðåø-
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íîñòè âû÷èñëåíèé). Íà ðàçðûâàõ ïðîèñõîäÿò îæèäàåìûå ñêà÷êè ãðàôèêîâ δε
è δS.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè êîýôôèöèåíòîâ èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè
ýòè ñêà÷êè ìîãóò áûòü óìåíüøåíû íà ïîðÿäêè, íî öåíîé çíà÷èòåëüíîãî ñíè-
æåíèÿ ìîíîòîííîñòè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé â ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿõ. Â öå-
ëîì æå ñõåìà, êàê è îæèäàëîñü, ïîêàçûâàåò õîðîøèå ðåçóëüòàòû ïî ñîõðà-
íåíèþ ýíåðãèè è ïî îøèáêå ðîñòà ýíòðîïèè êàê â îáëàñòÿõ ãëàäêîñòè, òàê è
âáëèçè ðàçðûâîâ ðåøåíèé.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äîïîëíèòåëüíûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ (30) è (31). Îáî-
çíà÷èì èõ ñèìâîëàìè CL1 è CL2 ñîîòâåòñòâåííî. Êàê áûëî ñêàçàíî ðàíåå,
ýòè çàêîíû ñîõðàíåíèÿ èìåþò ìåñòî òîëüêî ïðè èñïîëüçîâàíèè ñïåöèàëüíî
âûáðàííîé àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè (29). Â ¾êëàññè-
÷åñêîé¿ ñõåìå Ñàìàðñêîãî�Ïîïîâà â êà÷åñòâå óðàâíåíèÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè
ïîëèòðîïíîãî ãàçà îáû÷íî áåð¼òñÿ òî æå ñîîòíîøåíèå (3), ÷òî è äëÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíîé ñèñòåìû. Ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ âûêëàäîê ðàññìîò-
ðèì ñõåìó Ñàìàðñêîãî�Ïîïîâà ñîâìåñòíî ñî ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì âíóò-
ðåííåé ýíåðãèè, çàïèñàííûì íà äâóõ âðåìåííûõ ñëîÿõ,

ε(0.5) =
p(α)

γ − 1

(
1

ρ

)(0.5)

. (36)

Äëÿ ñõåìû, äîïîëíåííîé óðàâíåíèåì (36), ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ðàçíîñòíûå
àïïðîêñèìàöèè çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ (23) è (24), êîòîðûå óæå íå áóäóò ïðåä-
ñòàâëÿòü ñîáîé äèâåðãåíòíûå ðàçíîñòíûå âûðàæåíèÿ. Îáîçíà÷èì èõ ñîîòâåò-

ñòâåííî C̃L1 è C̃L2. Íàñ ïðåæäå âñåãî èíòåðåñóåò, êàê îíè áóäóò ñîîòíîñèòüñÿ
ñ çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ CL1 è CL2, ïîýòîìó çàïèøåì èõ â ñëåäóþùåì âèäå.

1. Äëÿ n = 0:

C̃Lk = CLk−
(
t+

τ

2

)k−1 τ 2

8
((u+

t )2 +(ut)
2) = CLk−∆0

k, k = 1, 2. (37)

2. Äëÿ n = 1:

C̃Lk = CLk −
(
t+

τ

2

)k−1
{
τ 2

8
((u+

t )2 + (ut)
2)

+
τ 2

16
p(α)(us + ûs)(û+ + û+ u+ + u)

}
= CLk −∆1

k, k = 1, 2. (38)
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3. Äëÿ n = 2:

C̃Lk = CLk −
(
t+

τ

2

)k−1
{
τ 2

8
((u+

t )2 + (ut)
2) +

τ 2

6
p(α)(r(u+ û)2)s

+
τ 3

24
p(α)(us + ûs)((û+ + u+)2 + (û+ u)(û+ + û+ u+ + u))

}
= CLk −∆2

k, k = 1, 2. (39)

Ìîæíî ïðîâåðèòü (íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà Ýéëå-
ðà [11]), ÷òî âåëè÷èíû ∆n

k , k = 1, 2, n = 0, 1, 2 íå ñâîäÿòñÿ ê äèâåðãåíòíûì
ðàçíîñòíûì âûðàæåíèÿì. Îíè ñîñòàâëÿþò îøèáêè ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìà-
öèé çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, èìåþùèå ïîðÿäîê O(τ 2) [33] è ïðîïîðöèîíàëüíûå
ãðàäèåíòàì äàâëåíèÿ èëè ñêîðîñòè.

Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ (30) è (31) îêàçûâàþòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ÷óâñòâèòåëüíû
ê èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè (ïî-âèäèìîìó, ýòî ñâÿçàíî ñ ÿâíîé çàâèñèìîñòüþ èõ
ïëîòíîñòåé è ïîòîêîâ îò âðåìåíè), ïîýòîìó ìû ïðèâîäèì ãðàôèêè äëÿ íåâÿç-
êèõ âåðñèé ðàññìàòðèâàåìûõ ñõåì. Íà Ðèñ. 4 äëÿ ïåðâîé òåñòîâîé çàäà÷è äëÿ
ïëîñêèõ (n = 0), ñôåðè÷åñêèõ (n = 1) è öèëèíäðè÷åñêèõ (n = 2) òå÷åíèé ïðè-
âåäåíû (ñâåðõó âíèç): ïðîôèëü äàâëåíèÿ äëÿ ñõåìû Ñàìàðñêîãî�Ïîïîâà áåç
âÿçêîñòè, êîíòðîëü çàêîíà ñîõðàíåíèÿ (30) äëÿ ñõåìû Ñàìàðñêîãî�Ïîïîâà è
êîíòðîëü çàêîíà ñîõðàíåíèÿ (30) äëÿ ñõåìû ñ óðàâíåíèåì âíóòðåííåé ýíåðãèè
ñïåöèàëüíîãî âèäà. Íà Ðèñ. 5 òî æå ïðîäåëàíî äëÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ (31).
Îòêëîíåíèÿ ýòèõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ íà ðåøåíèÿõ îò íóëÿ íà ãðàôèêàõ ìû
îáîçíà÷èëè ñîîòâåòñòâåííî êàê δCL1 è δCL2. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì óñòðîåíû
Ðèñ. 6�9 äëÿ òåñòîâûõ çàäà÷ �2 è �3.

Èç ïðèâåä¼ííûõ ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî ¾äîïîëíèòåëüíûå¿ çàêîíû ñîõðà-
íåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ñõåìû ñ ìîäèôèöèðîâàííûì óðàâíåíèåì âíóòðåí-
íåé ýíåðãèè çíà÷èòåëüíî áîëåå òî÷íî. Îñíîâíûå ñêà÷êè çíà÷åíèé çàêîíîâ
ñîõðàíåíèÿ íà ðåøåíèÿõ ïðîèñõîäÿò íà ðàçðûâàõ, âáëèçè áîëüøèõ ãðàäèåí-
òîâ äàâëåíèÿ èëè ñêîðîñòè. Êàê áûëî âûÿñíåíî âûøå, ýòè ñêà÷êè ìîãó áûòü
íåñêîëüêî óìåíüøåíû ïóò¼ì óìåíüøåíèÿ âåëè÷èíû øàãà τ ðàçíîñòíîé ñåòêè
ïî âðåìåíè.

Â êà÷åñòâå äîïîëíåíèÿ ìû ïðèâîäèì òàêæå Ðèñ. 10, íà êîòîðîì èçîáðàæå-
íû ðåçóëüòàòû êîíòðîëÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ (34) äëÿ
ñõåìû Ñàìàðñêîãî�Ïîïîâà ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà α = 0.5. Êàê âèäíî èç
ïðèâåäåííûõ ãðàôèêîâ, çàêîí ñîõðàíåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ.
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5. Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áûëà ðàññìîòðåíà ïîëíîñòüþ êîíñåðâàòèâíàÿ êîíå÷íî-
ðàçíîñòíàÿ ñõåìà Ñàìàðñêîãî�Ïîïîâà (25) äëÿ îäíîìåðíûõ òå÷åíèé ïîëè-
òðîïíîãî ãàçà. Ýòà ñõåìà, ñòàâøàÿ óæå êëàññè÷åñêîé, áûëà èçó÷åíà ñ ãðóï-
ïîâîé òî÷êè çðåíèÿ â [32�34] îòíîñèòåëüíî íåäàâíî. Â óêàçàííûõ ðàáîòàõ â
ñëó÷àÿõ ïëîñêèõ, öèëèíäðè÷åñêèõ è ñôåðè÷åñêèõ òå÷åíèé äëÿ ñõåìû áûëè
âïåðâûå âûïèñàíû íåêîòîðûå íîâûå ðàçíîñòíûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, ðàíåå
èçâåñòíûå òîëüêî äëÿ èñõîäíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ìîäåëè. Ê íèì îòíîñÿòñÿ
çàêîí äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ2, à òàêæå äâà äîïîëíèòåëüíûõ çàêîíà ñîõðàíå-
íèÿ äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ è ñôåðè÷åñêèõ òå÷åíèé, êîòîðûå âîçíèêàþò òîëüêî
ïðè ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïîêàçàòåëÿ àäèàáàòû γ è ñïåöèàëüíîì âèäå óðàâ-
íåíèÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè, êîòîðîå äîëæíî áûòü çàäàíî íà äâóõ âðåìåííûõ
ñëîÿõ. Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ïëîñêèõ òå÷åíèé ýòè çàêîíû ñîõðàíåíèÿ áû-
ëè ïîëó÷åíû çíà÷èòåëüíî ðàíüøå â ðàáîòå [35].

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, èññëåäîâàíèå ãðóïïîâûõ ñâîéñòâ ñõåì óðàâíå-
íèé îäíîìåðíîé ãàçîâîé äèíàìèêè áûëî ïðîèçâåäåíî ðàíåå â [32�34], ïîýòî-
ìó â íàñòîÿùåé ïóáëèêàöèè ýòè ðåçóëüòàòû ïðèâîäÿòñÿ ëèøü âûáîðî÷íî è
âñêîëüçü. Òåì íå ìåíåå, ñíîâà ïîä÷åðêíåì ñâÿçü èíâàðèàíòíîñòè êîíå÷íî-
ðàçíîñòíûõ ñõåì è íàëè÷èÿ ó íèõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ: íàèáîëåå ÿðêî ýòó
ñâÿçü, ïîæàëóé, âûðàæàåò ðàçíîñòíûé àíàëîã òåîðåìû Í¼òåð [9,12].

Ïðîèçâåäåíà ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ñõåìû (25) äëÿ òð¼õ ïðîñòðàíñòâåí-
íûõ ñèììåòðèé íà ïðèìåðàõ ñòàíäàðòíûõ òåñòîâûõ çàäà÷ î ïîðøíå è ðàñïàäå
ðàçðûâà ñ ïðèìåíåíèåì èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè. Îñóùåñòâëåí êîíòðîëü çà-
êîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, à òàêæå èññëåäîâàíà ýâîëþöèÿ ýíòðîïèè íà ïîëó-
÷åííûõ ðåøåíèÿõ. Ïîñêîëüêó ñõåìà (25) â ÿâíîì âèäå ýíòðîïèþ íå ñîõðàíÿåò,
îñòà¼òñÿ ðàññìàòðèâàòü òîëüêî èçìåíåíèå ýíòðîïèè âî âðåìåíè, âûðàæàåìîå
ðàçíîñòíûì ñîîòíîøåíèåì, ïðèâåäåííûì â [32].

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííîå èññëåäî-
âàíèå äâóõ äîïîëíèòåëüíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, âîçíèêàþùèõ ïðè ñïåöè-
àëüíûõ çíà÷åíèÿõ γ. Ýòè çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ðàññìîòðåíû íà ïðèìåðàõ òð¼õ
òåñòîâûõ çàäà÷ äëÿ ïëîñêèõ, ñôåðè÷åñêèõ è öèëèíäðè÷åñêèõ òå÷åíèé, è ïî-
êàçàíî, ÷òî îíè âûïîëíÿþòñÿ ñ äîñòàòî÷íî âûñîêîé òî÷íîñòüþ íà ðåøåíè-
ÿõ ñõåìû Ñàìàðñêîãî�Ïîïîâà ñ ìîäèôèöèðîâàííûì óðàâíåíèåì âíóòðåííåé
ýíåðãèè (ò. å. òåðìîäèíàìè÷åñêè ñîãëàñîâàííîé ñõåìû â òåðìèíîëîãèè [35]).

Â äîïîëíåíèå ê ïåðå÷èñëåííîìó äëÿ ñõåìû Ñàìàðñêîãî�Ïîïîâà îñóùåñòâ-
ëåí êîíòðîëü çàêîíà ñîõðàíåíèÿ äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ â ñëó÷àå ïëîñêèõ òå-
÷åíèé. Íàñêîëüêî èçâåñòíî àâòîðàì, ýòîò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ÷èñëåííî ðàíåå
íèãäå ðàññìàòðèâàëñÿ.

2Î ñóùåñòâîâàíèè êîòîðîãî À. À. Ñàìàðñêîìó è Þ. Ï. Ïîïîâó, ïî-âèäèìîìó, áûëî èçâåñòíî.
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Ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû è íåêîòîðûå íîâûå îöåíêè ïîãðåøíîñòåé
èëëþñòðèðóþò è äîïîëíÿþò òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ðàáîò [32�34].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÍÔ �18-11-00238. Àâòîðû áëà-
ãîäàðÿò Â. À. Äîðîäíèöûíà çà ïîìîùü â ïîñòàíîâêå çàäà÷ è öåííûå çàìå÷à-
íèÿ.
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Ðèñ. 1: Çàäà÷à �1: ãðàôèêè ïëîòíîñòè (ρ), ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (δε) è ýíòðî-
ïèè (δS) äëÿ âûáðàííûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ ñëó÷àåâ n = 0, 1, 2.
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Ðèñ. 2: Çàäà÷à �2: ãðàôèêè ïëîòíîñòè (ρ), ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (δε) è ýíòðî-
ïèè (δS) äëÿ âûáðàííûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ ñëó÷àåâ n = 0, 1, 2.
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Ðèñ. 3: Çàäà÷à �3: ãðàôèêè ïëîòíîñòè (ρ), ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (δε) è ýíòðî-
ïèè (δS) äëÿ âûáðàííûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ ñëó÷àåâ n = 0, 1, 2.
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Ðèñ. 4: Çàäà÷à �1: ïðîôèëü ðåøåíèÿ (áåç âÿçêîñòè) è ãðàôèêè êîíòðîëÿ
çàêîíà ñîõðàíåíèÿ (30) äëÿ âûáðàííûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ ñëó÷àåâ n = 0, 1, 2.
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Ðèñ. 5: Çàäà÷à �1: ïðîôèëü ðåøåíèÿ (áåç âÿçêîñòè) è ãðàôèêè êîíòðîëÿ
çàêîíà ñîõðàíåíèÿ (31) äëÿ âûáðàííûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ ñëó÷àåâ n = 0, 1, 2.
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Ðèñ. 6: Çàäà÷à �2: ïðîôèëü ðåøåíèÿ (áåç âÿçêîñòè) è ãðàôèêè êîíòðîëÿ
çàêîíà ñîõðàíåíèÿ (30) äëÿ âûáðàííûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ ñëó÷àåâ n = 0, 1, 2.
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Ðèñ. 7: Çàäà÷à �2: ïðîôèëü ðåøåíèÿ (áåç âÿçêîñòè) è ãðàôèêè êîíòðîëÿ
çàêîíà ñîõðàíåíèÿ (31) äëÿ âûáðàííûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ ñëó÷àåâ n = 0, 1, 2.
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Ðèñ. 8: Çàäà÷à �3: ïðîôèëü ðåøåíèÿ (áåç âÿçêîñòè) è ãðàôèêè êîíòðîëÿ
çàêîíà ñîõðàíåíèÿ (30) äëÿ âûáðàííûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ ñëó÷àåâ n = 0, 1, 2.
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Ðèñ. 9: Çàäà÷à �3: ïðîôèëü ðåøåíèÿ (áåç âÿçêîñòè) è ãðàôèêè êîíòðîëÿ
çàêîíà ñîõðàíåíèÿ (31) äëÿ âûáðàííûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ ñëó÷àåâ n = 0, 1, 2.
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Ðèñ. 10: Êîíòðîëü çàêîíà ñîõðàíåíèÿ äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ äëÿ òåñòîâûõ
çàäà÷ 1, 2 è 3 (ñâåðõó âíèç) ïðè n = 0.
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