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Çåíþê Ä. À., Ìàëèíåöêèé Ã. Ã.

Ôîðìàëèçì àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé äëÿ ñèñòåì

ðåàêöèè�ñóáäèôôóçèè

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðû âûâîäà àì-
ïëèòóäíûõ óðàâíåíèé ê äâóõêîìïîíåíòíîé ñèñòåìå ñ íåëèíåéíîé õèìè÷åñêîé
êèíåòèêîé è ñóáäèôôóçèåé â ñëó÷àå áèôóðêàöèè Õîïôà. Àíîìàëüíûé õàðàê-
òåð äèôôóçèîííîãî òðàíñïîðòà îïèñàí ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíûõ Êàïóòî ïî
âðåìåííîìó ïåðåìåííîìó. Ïîêàçàíî, ÷òî èç-çà îñîáåííîñòåé ïîâåäåíèÿ ðåøå-
íèé ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ïðîèçâîäíûìè íåöåëîãî ïîðÿäêà àìïëèòóäíîå óðàâíå-
íèå èìååò ãîðàçäî áîëåå ñëîæíûé âèä ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì íîðìàëüíîé
äèôôóçèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà : äðîáíîå èñ÷èñëåíèå, àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû, ñóá-
äèôôóçèÿ.

Dmitry Alexeyevich Zenyuk, Georgiy Gennadiyevich Malinetskiy

Amplitude equation formalism for reaction�subdi�usion systems

The paper presents derivation of the amplitude equation for the Hopf bifurcation
in the two-component system with nonlinear chemical kinetics and subdi�usion.
Anomalous di�usion transport is described via Caputo fractional derivatives. The
obtained amplitude equation is much more complex compared to the case of
normal di�usion because solutions of fractional order linear di�erential equations
have inconvenient behavior.

Key words : fractional calculus, asymptotic methods, subdi�usion.
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Ââåäåíèå

Ôîðìèðîâàíèå íåòðèâèàëüíîé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíí�îé óïîðÿäî÷åííî-
ñòè ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå èíòåðåñíûõ ïðîöåññîâ, êîòîðûé ìû ìîæåì
íàáëþäàòü. Ñòðóêòóðû è ïàòòåðíû òîé èëè èíîé ñòåïåíè ñëîæíîñòè ìîæíî
âñòðåòèòü â ñàìûõ ðàçíûõ êîíòåêñòàõ. Ýòî ìîãóò áûòü ïî÷òè èäåàëüíûå øå-
ñòèóãîëüíèêè ï÷åëèíûõ ñîò, ïðè÷óäëèâûå ôîðìû êîëîíèé ñëèçåâèêîâ èëè
ñëîæíûå óçîðû íà øêóðå æèâîòíûõ, êîòîðûå, êàê óæå èçâåñòíî, èãðàþò
âàæíóþ ðîëü â ðåãóëÿöèè ïîâåäåíèÿ. Ýòî ìîãóò áûòü íåîáû÷íûå ýëåìåí-
òû ëàíäøàôòà, îáðàçîâàííûå îñòûâàþùèì áàçàëüòîì, íàïîäîáèå Ìîñòîâîé
âåëèêàíîâ â Ñåâåðíîé Èðëàíäèè, èëè ¾òèãðîâûå áóøè¿, êîòîðûå ñîñòîÿò èç
÷åðåäóþùèõñÿ ïîëîñ ïî÷âû, ëèøåííîé âñÿêîé ðàñòèòåëüíîñòè, è ãóñòîãî ëå-
ñà. Íåêîòîðûå ñòðóêòóðû èìåþò êîëîññàëüíûå ðàçìåðû, êàê, íàïðèìåð, àòìî-
ñôåðíûå âèõðè, êîòîðûå íàáëþäàþòñÿ íà ãàçîâûõ ãèãàíòàõ Ñîëíå÷íîé ñèñòå-
ìû � ñàìûì èçâåñòíûì èõ íèõ ÿâëÿåòñÿ Áîëüøîå êðàñíîå ïÿòíî íà Þïèòåðå.
Ìíîæåñòâî äðóãèõ ïðèìåðîâ ñ êðàñî÷íûìè èëëþñòðàöèÿìè è ïîäðîáíîé áèá-
ëèîãðàôèåé çàèíòåðåñîâàííûé ÷èòàòåëü ñìîæåò íàéòè â [1].

Ðàçóìååòñÿ, âîçíèêíîâåíèå óïîðÿäî÷åííîñòè â ðàçíûõ ñèñòåìàõ óïðàâëÿ-
åòñÿ ñîâåðøåííî ðàçíûìè ìåõàíèçìàìè, è íå âñå èç íèõ äî êîíöà ïîíÿòíû
íà ñåãîäíÿøíèé äåíü. Òåì íå ìåíåå, èíîãäà óäàåòñÿ âûäåëèòü îòíîñèòåëüíî
áîëüøèå êëàññû ïðîöåññîâ, â êîòîðûõ ôîðìèðîâàíèå ïàòòåðíîâ ïîä÷èíÿåòñÿ
îäíèì è òåì æå óíèâåðñàëüíûì çàêîíàì. Õàðàêòåðíûì ïðèìåðîì çäåñü ÿâëÿ-
þòñÿ ñèñòåìû, äîïóñêàþùèå ò. í. äèññèïàòèâíûå ñòðóêòóðû. Âîçíèêíîâåíèå
óïîðÿäî÷åííîñòè â íèõ íà ïåðâûé âçãëÿä ìîæåò ïîêàçàòüñÿ êîíòððàöèîíàëü-
íûì, ïîñêîëüêó â ðàâíîâåñíûõ ñèñòåìàõ äèññèïàöèÿ âñåãäà ðàçðóøàåò ëþáóþ
íåòðèâèàëüíóþ ñòðóêòóðó, ñòðåìÿñü ïðèâåñòè ñèñòåìó ê òåðìîäèíàìè÷åñêî-
ìó ðàâíîâåñèþ. Â íåëèíåéíîì ñëó÷àå äèññèïàöèÿ âûñòóïàåò â ñîâåðøåííî
èíîì êà÷åñòâå: èìåííî êîíêóðåíöèÿ äèññèïàöèè è íåëèíåéíûõ ïðîöåññîâ ïå-
ðåíîñà ýíåðãèè è âåùåñòâà ïðèâîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ ñëîæíûõ ïàòòåðíîâ.

Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ îñíîâíûì îáúåêòîì ïðè èçó÷åíèè ôîðìè-
ðîâàíèÿ ïàòòåðíîâ ÿâëÿåòñÿ íàáîð óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äèíàìèêó ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà. Äëÿ ñèñòåì, èìåþùèõ ôîðìó óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè, áûëà ïîñòðîåíà îáùàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïàòòåðíîâ, îñíîâàííàÿ
íà ëèíåéíî íåóñòîé÷èâûõ ðåøåíèÿõ, ñì. [2, 3]. Ìîùíûì òåîðåòè÷åñêèì èí-
ñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ òàêèõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ àìïëèòóäíûå óðàâíåíèÿ.
Îíè îïèñûâàþò ìåäëåííóþ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíí�óþ ìîäóëÿöèþ ðåøå-
íèÿ, âîçíèêàþùåãî ïðè ñëàáîì íåëèíåéíîì âîçìóùåíèè ñòàöèîíàðíîãî îä-
íîðîäíîãî ñîñòîÿíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè áèôóðêàöèè. Ôîðìà àìïëèòóäíûõ
óðàâíåíèé óíèâåðñàëüíà äëÿ êàæäîãî òèïà íåóñòîé÷èâîñòè, à äåòàëè èñõîä-
íîé ñèñòåìû âëèÿþò ëèøü íà êîýôôèöèåíòû ýòèõ óðàâíåíèé. Òàêîé ïîä-
õîä ê ïðîáëåìå îïèñàíèÿ ñëîæíîé óïîðÿäî÷åííîñòè âïåðâûå áûë ïðèìåíåí
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Äæ. Óàéòõåäîì è À. Íüþýëëîì ê çàäà÷àì ãèäðîäèíàìèêè [4] è Þ. Êóðàìî-
òî è Ò. Öóçóêè äëÿ äèôôóçèîííûõ ñèñòåì ñ íåëèíåéíûìè èñòî÷íèêàìè [5].
Âûâîä àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé îïèðàåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèå ìíîãîìàñøòàá-
íûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé (multiple scale expansion) � òåõíèêè, âîñ-
õîäÿùåé ê ðàáîòàì À. Ïóàíêàðå ïî ïðîáëåìàì íåáåñíîé ìåõàíèêè. Áîëåå ïî-
äðîáíîå èçëîæåíèå èñòîðèè ýòîãî ìåòîäà, à òàêæå ìíîæåñòâî ïðèìåðîâ åãî
ïðèìåíåíèÿ ìîæíî íàéòè â [6].

Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ âñå áîëüøèé èíòåðåñ ïðèâëåêàþò ñèñòåìû ñ ïðî-
èçâîäíûìè íåöåëîãî ïîðÿäêà∗. Ýòè ïðîèçâîäíûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, ïðè÷åì èíòåãðàë â íèõ èìååò ôîðìó ñâåðòêè
ñî ñëàáî ñèíãóëÿðíûì ÿäðîì. Áûëî ïîêàçàíî [7], ÷òî èñïîëüçîâàíèå äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé
ñèñòåì ñ ñèëüíîé ïàìÿòüþ áîëåå àäåêâàòíî èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé è
ïîçâîëÿåò áîëåå òî÷íî âîñïðîèçâîäèòü íàáëþäàåìûå äàííûå. Îäíèì èç íàè-
áîëåå õîðîøî èçó÷åííûõ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü îáúåêòîâ òàêîãî òèïà ÿâëÿþòñÿ
óðàâíåíèÿ àíîìàëüíîé äèôôóçèè. Èçâåñòíî [8], ÷òî îíè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû
ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà â ñõåìå íåìàðêîâñêîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäà-
íèÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåí îæèäàíèÿ èëè âåëè÷èí ñêà÷-
êîâ áëóæäàþùåé ÷àñòèöû èìåþò ñòåïåííóþ àñèìïòîòèêó. Áûëî ïðåäëîæåíî
îáîáùåíèå ýòîé ñõåìû (ñì. [9] è öèòèðîâàííóþ òàì ëèòåðàòóðó), ïîçâîëÿþ-
ùåå ó÷åñòü íàëè÷èå èñòî÷íèêîâ, ÷òî ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì òèïà ðåàêöèè�
äèôôóçèè ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè. Ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé îïèñûâàþò
òðàíñïîðòíûå ïðîöåññû, äëÿ êîòîðûõ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ðàññåÿíèå ðàñòåò
ñî âðåìåíåì êàê tγ. Ïðîöåññû ñ 0 < γ < 1 íàçûâàþòñÿ ñóáäèôôóçèîííûìè,
ñ 1 < γ < 2 � ñóïåðäèôôóçèîííûìè. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íàêîïëåí äîñòà-
òî÷íî îáøèðíûé ýêñïåðèìåíòàëüíûé ìàòåðèàë, ïîäòâåðæäàþùèé, ÷òî òàêèå
ïðîöåññû èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ðåîëîãèè, áèîõèìèè è ôèçèêå ïîëèìåðîâ,
ñì., íàïðèìåð, [10,11].

Â ðàáîòàõ [12�14] áûëè ðàññìîòðåíû ôîðìàëüíûå ïðîöåäóðû ïîëó÷åíèÿ
àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé äëÿ ñèñòåì ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Ðèññà ïî ïðî-
ñòðàíñòâåííîìó ïåðåìåííîìó, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ ñóïåðäèôôó-
çèè, äëÿ âñåõ îñíîâíûõ òèïîâ íåóñòîé÷èâîñòåé. Ðàáîòû, â êîòîðûõ áû îáñóæ-
äàëèñü ñïîñîáû ïîëó÷åíèÿ àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé äëÿ ñèñòåì ñ äðîáíûìè
ïðîèçâîäíûìè ïî âðåìåíè, ïîêà íå ïóáëèêîâàëèñü. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ñëó-
÷àé áèôóðêàöèé Òüþðèíãà äëÿ íèõ íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò ñòàíäàðòíûõ ìî-
äåëåé ñ îáû÷íûìè ïðîèçâîäíûìè. Çàìåíèâ ëèøü îïðåäåëåíèå ¾ìåäëåííîãî¿
âðåìåíè íà θ = ε2/αt è ôîðìàëüíî ïîâòîðèâ ïîñòðîåíèÿ [5], ìîæíî ïîëó÷èòü
âåùåñòâåííîå óðàâíåíèå Ãèíçáóðãà�Ëàíäàó, â êîòîðîì îáû÷íàÿ ïðîèçâîä-

∗Îáû÷íî òàêèå ïðîèçâîäíûå íàçûâàþò äðîáíûìè (fractional derivatives), õîòÿ òàêîé òåðìèí íå ñî-
âñåì âåðåí, ò. ê. ¾ïîêàçàòåëü¿ ýòèõ îïåðàòîðîâ ìîæåò áûòü ëþáûì êîìïëåêñíûì ÷èñëîì. Òåì íå ìåíåå,
îáîçíà÷åíèå ñòàëî îáùåóïîòðåáèòåëüíûì
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íàÿ ïî âðåìåíí�îìó ïåðåìåííîìó áóäåò çàìåíåíà îïåðàòîðîì Êàïóòî. Ïðè÷è-
íà ýòîãî âïîëíå ïðîçðà÷íà: ðåøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíû-
ìè, è íàëè÷èå äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè íèêàê íå ìåíÿåò èõ ôîðìó.
Ñëó÷àé áèôóðêàöèè Õîïôà, ïðèâîäÿùåé ê âîçíèêíîâåíèþ ïåðèîäè÷åñêîãî âî
âðåìåíè ïàòòåðíà, îêàçàëñÿ áîëåå ñëîæíûì. Èìåííî ýòîìó âîïðîñó è áóäåò
ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ðàáîòà.

Äðîáíîå èñ÷èñëåíèå è ôóíêöèèÌèòòàã-Ëåôôëåðà

Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ íåöåëîãî
ïîðÿäêà ìîæíî íàéòè â [15], à îñíîâíûå ýëåìåíòû òåîðèè óðàâíåíèé ñ äðîá-
íûìè ïðîèçâîäíûìè � â [16,17]. Çäåñü áóäåò óêàçàí ëèøü ìèíèìàëüíûé íà-
áîð ñâåäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîíèìàíèÿ ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëîâ. Äðîáíûå
èíòåãðàëû Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà α > 0 íà êîíå÷íîì ñåãìåíòå [a, b]
îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

(Iαa+ f) (t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

f(τ)(t− τ)α−1dτ, x > a, (1a)

(Iαb− f) (t) =
1

Γ(α)

∫ b

t

f(τ)(τ − t)α−1dτ, x < b. (1b)

Ïåðâûé èç íèõ íàçûâàåòñÿ ëåâîñòîðîííèì, âòîðîé � ñîîòâåòñòâåííî, ïðàâî-
ñòîðîííèì. Ôóíêöèÿ f ìîæåò áûòü êîìïëåêñíîçíà÷íîé, âàæíî ëèøü, ÷òîáû
åå àðãóìåíò ïðè ýòîì îñòàâàëñÿ âåùåñòâåííûì. Îáîáùåíèÿ íà ñëó÷àé êîì-
ïëåêñíîãî àðãóìåíòà èëè êîìïëåêñíîãî ïîêàçàòåëÿ α ñì. â [15].

Äëÿ ôóíêöèé f ∈ Cn[a, b] äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè Êàïóòî ïîðÿäêà α /∈
N ∪ {0} íàçûâàþòñÿ âûðàæåíèÿ

(Dαa+ f) (x) =
(
In−αa+ f (n)

)
(x) , (Dαb− f) (x) = (−1)n

(
In−αb− f (n)

)
(x) , (2)

ãäå n = [α] + 1 è [x] îçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà x. Ýòè ïðîèçâîäíûå êàê
ôóíêöèè x ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè íà [a, b] (ñì. òåîðåìó 2.2 â [17]). Äëÿ
íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ α ïðîèçâîäíûå Êàïóòî ñîâïàäàþò ñ îáû÷íûìè:

(Dαa+ f) (x) = f (n)(x), (Dαb− f) (x) = (−1)nf (n)(x).

Åñëè f ïðèíàäëåæèò C[a, b] èëè L∞[a, b], ïðîèçâîäíûå Êàïóòî ÿâëÿþò-
ñÿ ëåâûìè îáðàòíûìè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðàëîâ Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ
(ëåììà 2.21 â [17]):

(Dαa+ Iαa+ f) (x) = f(x), (Dαb− Iαb− f) (x) = f(x). (3)
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Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îò ïðîèçâîäíûõ íåöåëîãî ïîðÿäêà âî ìíîãîì ïî-
õîæå íà îáû÷íîå ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îðèãèíàëà:

(Dαa+ f) (t) : sαF (s)−
n−1∑
k=0

sα−k−1f (k)(0),

ãäå F � èçîáðàæåíèå f . Ýòî ñîîòíîøåíèå òðåáóåò îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèé
íà ôóíêöèþ f , ñì. ëåììó 2.24 â [17].

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ïðîèçâîäíîé Êàïóòî:

(Dα0+ u) (t) = f(t, u(t)), u(k)(0) = bk ∈ R, k = 0, 1, . . . n− 1. (4)

Ðåøåíèå áóäåì èñêàòü íà êîíå÷íîì îòðåçêå [0, T ]. Èçâåñòíî [16, 17], ÷òî â
ïðîñòðàíñòâå Cn−1[0, T ] ýòà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà íåëèíåéíîìó èíòåãðàëüíîìó
óðàâíåíèþ Âîëüòåððà. Áîëåå ñòðîãî, ïóñòü f òàêîâà, ÷òî ïðè ëþáîì y èç
íåêîòîðîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà G ⊂ C âûïîëíÿåòñÿ tγf(t, y) ∈ C[0, T ],
ãäå 0 6 γ < 1 è γ 6 α. Òîãäà åñëè u ∈ Cn−1[0, T ], òî u óäîâëåòâîðÿåò (4),
åñëè è òîëüêî åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

u(t) =
n−1∑
k=0

bk
k!
tk +

1

Γ(α)

∫ t

0

f(τ, u(τ))dτ

(t− τ)1−α
. (5)

Íàñ â äàëüíåéøåì áóäóò èíòåðåñîâàòü òîëüêî ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ, äëÿ êîòî-
ðûõ ïðàâàÿ ÷àñòü ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âåñüìà ïðîñòîé ôîðìå f(t, u) =
λu(t) + h(t). Â ýòîì ñëó÷àå (5) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

u(t)− λ
∫ T

0

K(t, τ)u(τ)dτ = φ(t), K(t, τ) =
(t− τ)α−1

Γ(α)
I(τ 6 t). (6)

Çäåñü I(A) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà A. Áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü ñëó÷àé 0 < α < 1, ïîñêîëüêó èìåííî îí ñîîòâåòñòâóåò ñóáäèôôóçèîí-
íîìó òðàíñïîðòó. Òîãäà íîðìà èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà â (6) ðàâíà

max
t∈[0,T ]

∫ T

0

|K(t, τ)|dτ =
T α

Γ(1 + α)
,

è ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì, à çíà÷èò, ê (6) ïðèìåíè-
ìà òåîðåìà Ôðåäãîëüìà (ñì., íàïðèìåð, ãë. 13 â [18]), äàþùàÿ íåîáõîäèìîå
è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå åãî ðàçðåøèìîñòè. ×òîáû èñïîëüçîâàòü ýòîò ðåçóëü-
òàò, íàì ïîíàäîáèòñÿ óêàçàòü îäíîðîäíîå ñîïðÿæåííîå ê (6) óðàâíåíèå. Èñ-
ïîëüçóÿ ñòàíäàðòíîå îïðåäåëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äëÿ ôóíêöèé, ìû
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ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî èñêîìîå ñîîòíîøåíèå äîëæíî èìåòü âèä

v(τ)− λ
∫ T

0

K(τ, t)v(t)dt = v(τ)− λ

Γ(α)

∫ T

0

(τ − t)α−1I(t 6 τ)v(t)dt =

= v(τ)− λ (Iα0+ v) (τ) = 0. (7)

Çäåñü x îçíà÷àåò êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííóþ ê x âåëè÷èíó. Òåïåðü èñïîëüçó-
åì (3) è âîçüìåì îò îáåèõ ÷àñòåé (7) ïðîèçâîäíóþ Êàïóòî, ÷òîáû ïîëó÷èòü
îêîí÷àòåëüíî (Dα0+ v) (τ) = λv(τ). Îñíîâûâàÿñü íà ýòîì, ìîæíî ïðåäïîëî-
æèòü, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ (Dα0+ u) (t)−Mu = φ(t) îäíîðîäíûì ñîïðÿæåííûì
áóäåò (Dα0+ v) (τ)−M ∗v = 0, ãäå u è v� âåêòîðíûå êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíê-
öèè âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà, M � íåêîòîðàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, à M ∗ �
ýðìèòîâî ñîïðÿæåííàÿ ê íåé.

Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ íàì òàêæå ïîíàäîáÿòñÿ äâóõïàðàìåòðè÷å-
ñêèå ôóíêöèè Ìèòòàã-Ëåôôëåðà. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñòåïåííûå ðÿäû

Eα,β(z) =
+∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
, z ∈ C, Reα > 0, β ∈ C, (8)

êîòîðûå ñõîäÿòñÿ íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Äëÿ óäîáñòâà áóäåì òàêæå
èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå Eα(z) = Eα,1(z). Îáñòîÿòåëüíîå èçëîæåíèå ñâîéñòâ
ýòèõ ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèé ñ îáøèðíîé áèáëèîãðàôèåé ìîæíî íàéòè
â [8].

Ôóíêöèè Eα(λtα), λ ∈ C, èãðàþò òó æå ðîëü äëÿ îïåðàòîðà Êàïóòî Dα0+,
÷òî è ôóíêöèè eλt äëÿ îáû÷íîãî îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Â ýòîì ìîæ-
íî óáåäèòüñÿ, íàïðèìåð, ëèáî âûïîëíÿÿ ïî÷ëåííîå äðîáíîå äèôôåðåíöèðîâà-
íèå â îïðåäåëåíèè (8), ëèáî èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà
îò Eα(λtα) èìååò âèä [8, 17]

sα−1

sα − 1
, Re s > 0, |λs−α| < 1. (9)

Âàæíûì îòëè÷èåì îò îáû÷íîé ýêñïîíåíòû ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ïîëóãðóïïî-
âîãî ñâîéñòâà. Äåéñòâèòåëüíî, èç (8) íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî

Eα(λtα)Eα(σtα) =
+∞∑
k=0

akt
αk, ak =

k∑
m=0

λmσk−m

Γ(αm+ 1)Γ(α(k −m) + 1)
.

Ïðàâàÿ ÷àñòü çäåñü áóäåò ñîâïàäàòü ñ Eα((λ+ σ)tα), òîëüêî åñëè α = 1 ëèáî
åñëè õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë λ è σ ðàâíî íóëþ.

Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì òàêæå îáîçíà÷åíèå∗

Ep,qα,λ(t) = Ep
α (λtα)Eq

α

(
λtα
)
.

∗Çäåñü Epα îçíà÷àåò p-þ ñòåïåíü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Eα. Â [8,17] ïîõîæåå îáîçíà÷åíèå c p ∈ C èñïîëü-
çóåòñÿ äëÿ òðåõïàðàìåòðè÷åñêîé ôóíêöèé Ìèòòàã-Ëåôôëåðà
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×åðåç ôóíêöèè Ìèòòàã-Ëåôôëåðà âûðàæàþòñÿ ìíîãèå äðóãèå ôóíêöèè,
åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþùèå ïðè èññëåäîâàíèè óðàâíåíèé ñ äðîáíûìè
ïðîèçâîäíûìè. Îäíîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ

gα,λ(t) = tα−1Eα,α(λtα), t 6= 0, Reα > 0.

Èçâåñòíî [17], ÷òî

gα,λ(t) :
1

sα − λ
, Re s > 0, |λs−α| < 1. (10)

Âûâîä àìïëèòóäíîãî óðàâíåíèÿ

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðèì âûâîä àìïëèòóäíîãî óðàâíå-
íèÿ äëÿ ñëåäóþùåé äâóõêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû ðåàêöèè�ñóáäèôôóçèè:

(tDα0+ X) (t, z) =
D1

L2

∂2X

∂z2
+ A− (B + 1)X +X2Y,

(tDα0+ Y ) (t, z) =
D2

L2

∂2Y

∂z2
+BX −X2Y.

Çäåñü L � ðàçìåð ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, z ∈ [0, 1] � áåçðàçìåðíûå ïðîñòðàí-
ñòâåííûå êîîðäèíàòû, A,B,D1 è D2 � íåîòðèöàòåëüíûå êîýôôèöèåíòû, 0 <
α 6 1. Ôóíêöèè X è Y çàäàþò êîíöåíòðàöèè äâóõ îñíîâíûõ ïðîäóêòîâ
ðåàêöèè, êîýôôèöèåíòû A è B � êîíöåíòðàöèè âñïîìîãàòåëüíûõ âåùåñòâ,
êîòîðûå ïîääåðæèâàþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Îïåðàòîð äðîáíîãî äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ äåéñòâóåò òîëüêî ïî àðãóìåíòó t. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî åäèíñòâåííûì
ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå X0 = A, Y0 = B/A. Îò-
êëîíåíèÿ îò ýòîãî ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîãî è ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ,
ξ(t, z) = X(t, z)−X0, η(t, z) = Y (t, z)− Y0, ïîä÷èíÿþòñÿ óðàâíåíèÿì

(tDα0+ u) (z, t) = M0
∂2

∂z2
u +M1u + uTM2u e + uTM3diag(u)u e. (11)

Çäåñü áûëè ââåäåíû ñëåäóþùèå ìàòðè÷íûå è âåêòîðíûå âåëè÷èíû:

u =

(
ξ
η

)
, M0 =

(
D1/L

2 0
0 D2/L

2

)
, M1 =

(
B − 1 A2

−B −A2

)
,

M2 =

(
B/A A
A 0

)
, e =

(
1
−1

)
, M3 =

(
0 0
1 0

)
.

Îïåðàòîð diag ïðåîáðàçóåò ïðîèçâîëüíûé âåêòîð â äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó
ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçìåðà.
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Ñëåäóÿ ñòàíäàðòíîé ïðàêòèêå, áóäåì ñ÷èòàòü îñíîâíûì áèôóðêàöèîííûì
ïàðàìåòðîì B. Â [19] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà,
BH , ïðè êîòîðîì â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè óñòîé÷èâîñòü îäíîðîäíîãî ñòà-
öèîíàðíîãî ðåøåíèÿ íàðóøàåòñÿ â ðåçóëüòàòå ðîæäåíèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà,
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êâàäðàòè÷íîãî óðàâíåíèÿ

−
[
B2 − 2B(A2 + 1) + (A2 − 1)2

]
= γ2

[
B − (A2 + 1)

]2
,

ãäå γ = tg(απ/2). Èç äâóõ êîðíåé ñëåäóåò âûáèðàòü òîò, êîòîðûé ïðåâîñõîäèò
1 +A2. Â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïðè B = BH ðåøåíèåì ñèñòåìû (11) áóäåò
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ aEα(σtα) è êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîé ñ íåé ôóíêöèè,
ãäå σ = ρeiπα/2, ρ ∈ R, à a ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû
M1, ñîîòâåòñòâóþùèì σ: M1a = σa.

Ïóñòü òåïåðü B = BH+ε2β, ãäå ε � ìàëûé âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð. Áóäåì
äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìàòðèâàòü ñóïåðêðèòè÷åñêóþ áèôóðêàöèþ ñ β > 0.
Òîãäà (

BH − 1 A2

−BH −A2

)
+ ε2

(
β 0
−β 0

)
= M1 + ε2M ε

1,(
BH/A A
A 0

)
+ ε2

(
β/A 0

0 0

)
= M2 + ε2M ε

2.

Ââåäåì òàêæå ¾ìåäëåííîå¿ âðåìÿ θ = ε2/αt è êîîðäèíàòó Z = εz. Äðîáíàÿ
ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî ñëîæíîé ôóíêöèè f = f(t, θ) ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

(Dα0+ f) (t) = (tDα0+ f) (t, θ) + ε2 (θDα0+ f) (t, θ) .

Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì áèôóðêàöèþ Õîïôà, ðåøåíèå ëèíåéíîé çàäà÷è
íå áóäåò çàâèñåòü îò z, ïîýòîìó âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ïî z ñëåäóåò çàìåíèòü
íà ε2∂2Z . Äàëåå áóäåì ôîðìàëüíî ñ÷èòàòü t è θ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè.
Ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû (11) áóäåì èñêàòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ u = εu1 +
ε2u2 + ε3u3 + . . .

Ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèÿ, âîçíèêàþùèå ïðè ñòåïåíÿõ ε ïîñëå ïîäñòàíîâêè
âñåõ óêàçàííûõ âûøå âûðàæåíèé â (11). Ïðè ε äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ Λu1 = 0,
ãäå ìû ââåëè îáîçíà÷åíèå Λ = tDα0+ − M1. Ýòîìó îäíîðîäíîìó ëèíåéíîìó
óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿåò âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ

u1 = aw(θ, Z)Eα(σtα) + aw(θ, Z)Eα(σtα).

Çäåñü w � íåêîòîðàÿ ïîêà íåèçâåñòíàÿ ñêàëÿðíàÿ êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíê-
öèÿ, îïèñûâàþùàÿ ìåäëåííóþ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ ìîäóëÿöèþ ðåøå-
íèÿ. Èñêîìîå àìïëèòóäíîå óðàâíåíèå äîëæíî áûòü çàïèñàíî èìåííî â òåð-
ìèíàõ ýòîé ôóíêöèè.
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Ïðèðàâíÿâ ñëàãàåìûå ñ ε2, ïîëó÷èì ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå

Λu2 = uT
1M2u1e. (12)

Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå[
b2,0w

2E2,0α,σ(t) + 2b1,1|w|2E1,1α,σ(t) + b0,2w
2E0,2α,σ(t)

]
e,

b2,0 = aTM2a, b1,1 = aTM2a, b0,2 = b2,0.

×òîáû íàéòè ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû, ñäåëàåì âíà÷àëå çàìåíó ïåðåìåííûõ
u2 = Pv2, ãäå P � ìàòðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè
âåêòîðàìèM1. Òîãäà ñèñòåìà (12) ðàñïàäàåòñÿ íà äâà íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèÿ

(Dα0+ v2) (t)−
(
σ 0
0 σ

)
v2 = c2,0w

2E2,0α,σ(t) + c1,1|w|2E1,1α,σ(t) + w2c0,2w
2E0,2α,σ(t),

ãäå cp,q = bp,qP
−1e. Ïðèìåíèì òåïåðü ê êàæäîìó èç ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé

ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, ïîëîæèâ v
(i)
2 : Vi è Ep,qα,σ(t) : Fp,q(s). Çäåñü v

(i)
2

îáîçíà÷àåò i-þ êîìïîíåíòó âåêòîðà v2. Ïåðâîìó óðàâíåíèþ ñîîòâåòñòâóåò

V1 =
sα−1

sα − σ
v
(1)
2

∣∣∣∣
t=0

+
1

sα − σ

[
c
(1)
2,0w

2F2,0(s) + 2c
(1)
1,1|w|2F1,1(s) + c

(1)
0,2F0,2(s)

]
.

Èç ñîîòíîøåíèé (9) è (10), ïîëüçóÿñü òàêæå òåîðåìîé îá èçîáðàæåíèè ñâåðò-
êè, ïîëó÷èì

v
(1)
2 = v

(1)
2

∣∣∣∣
t=0

Eα(σtα) + c
(1)
2,0w

2H2,0
α,σ(t) + 2c

(1)
1,1|w|2H1,1

α,σ(t) + c
(1)
0,2H

0,2
α,σ(t).

Çäåñü áûëè ââåäåíû ôóíêöèè

Hp,q
α,σ(t) =

∫ t

0

gα,σ(τ)Ep,qα,σ(t− τ)dτ.

Ïîñêîëüêó gα,σ(τ) èìååò îñîáåííîñòü â íóëå, ýòè èíòåãðàëû ÿâëÿþòñÿ íåñîá-
ñòâåííûìè. Èõ àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ìîæíî óñòàíîâèòü ñ ïîìîùüþ ïðå-
äåëüíîãî ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ: ôóíêöèè Ep,qα,σ(t) îãðàíè÷åíû ïî ìîäóëþ ïðè
ëþáîì t > 0 è âûáðàííîì σ, à gα,σ(τ) ∼ τα−1 ïðè τ , äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê 0,
ïðè÷åì α− 1 > −1.

Àíàëîãè÷íî äëÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ:

v
(2)
2 = v

(2)
2

∣∣∣∣
t=0

Eα(σtα) + c
(2)
2,0w

2H
0,2
α,σ(t) + 2c

(2)
1,1|w|2H

1,1
α,σ(t) + c

(2)
0,2w

2H
2,0
α,σ(t).
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Íàêîíåö, âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíûì ïåðåìåííûì, ïîëó÷èì, ÷òî ñèñòåìå (12)
óäîâëåòâîðÿåò âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ

u2 = Cu1(t) + w2h2,0(t) + 2|w|2h1,1(t) + w2h0,2(t), (13)

hp,q(t) = P ·
[
cp,q ◦

(
Hp,q
α,σ(t)

H
q,p
α,σ(t)

)]
.

Çäåñü ◦ îçíà÷àåò ïîêîìïîíåíòíîå óìíîæåíèå âåêòîðîâ îäèíàêîâîé ôîðìû.
Ïîñêîëüêó íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ìîæíî çàäàâàòü ïðîèçâîëüíî, ìû ïîëîæèëè
èõ ðàâíûìè ïîñòîÿííîé C äëÿ îáåèõ êîìïîíåíò.

Ñîãëàñíî àëüòåðíàòèâå Ôðåäãîëüìà, àáñòðàêòíîå óðàâíåíèå Λu2 = f ñ
êîìïàêòíûì îïåðàòîðîì Λ èìååò ðåøåíèå ïðè çàäàííîì f åñëè è òîëüêî åñ-
ëè f îðòîãîíàëåí êàæäîìó èç ëèíåéíîé íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé ñîïðÿæåííîãî
îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Λ∗v = 0. Ïîñêîëüêó ðåøåíèå (13) íàìè óæå ïîëó÷åíî
è îíî ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîé ôóíêöèè w, ýòî îçíà÷àåò âûïîëíåíèå

〈w2b2,0E2,0α,σ(t)e + 2|w|2b1,1E1,1α,σ(t)e + w2b0,2E0,2α,σ(t)e,dEα (σtα)〉 = 0 (14)

è åùå îäíîãî òîæäåñòâà, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûì ñ (14).
Çäåñü d � ëåâûé ñîáñòâåííûé âåêòîð ýðìèòîâî ñîïðÿæåííîé ñ M1 ìàòðèöû,
ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ σ: dMT

1 = σd. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå 〈u, v〉 ôóíêöèé u è v ïîíèìàåòñÿ â îáû÷íîì ñìûñëå, è èíòåãðèðîâàíèå â
íåì âûïîëíÿåòñÿ ïî t â ïðåäåëàõ îò 0 äî T . Íàéòè òàêîå T , ïðè êîòîðîì óñëî-
âèå ðàçðåøèìîñòè (14) óäîâëåòâîðÿåòñÿ òîæäåñòâåííî, íå óäàåòñÿ. Ïîýòîìó
(14) ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê íåêîòîðîå íåòðèâèàëüíîå îãðàíè÷åíèå íà àì-
ïëèòóäíóþ ôóíêöèþ w, êîòîðîãî, î÷åâèäíî, íåäîñòàòî÷íî, ÷òîáû îïðåäåëèòü
åå.

Ñëàãàåìûå ïîðÿäêà ε3 äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ

Λu3 = − (TDα0+ u1) (Z, T ) +M0
∂2

∂Z2
u1 +

+M ε
1u1 + 2uT

1M2u2e + uT
1M3diag(u1)u1e. (15)

Ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ u2 ÷ëåí uT
1M2u2 ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

CuT
1M2u1 + w3aTh2,0(t)Eα(σtα) + w3aTh0,2(t)Eα(σtα) +

+ |w|2w
(
2aTh1,1(t)Eα(σtα) + aTh2,0(t)Eα(σtα)

)
+

+ |w|2w
(
2aTh1,1(t)Eα(σtα) + aTh0,2(t)Eα(σtα)

)
. (16)

Ðàññìàòðèâàÿ óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (15), ïî-ïðåæíåìó áóäåì âû-
ïîëíÿòü ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå íà Eα (σtα). Âòîðîå óðàâíåíèå áóäåò êîìïëåêñ-
íî ñîïðÿæåííîé âåðñèåé ïîëó÷åííîãî. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñ ïåðâûì ÷ëå-
íîì â (16) áóäåò ðàâíî íóëþ, ïîñêîëüêó îí ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíî-
æèòåëÿ ñîâïàäàåò ñ ïðàâîé ÷àñòüþ (12). Â ðåçóëüòàòå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè
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áóäåò ñîäåðæàòü òîëüêî ëèíåéíûå è êóáè÷åñêèå ïî w ÷ëåíû:

− (TDα0+ w) (Z, T ) 〈x1,k〉 − (TDα0+ w) (Z, T ) 〈x1,k〉+
∂2w

∂Z2
〈x2,k〉+

+
∂2w

∂Z2
〈x2,k〉+ w〈x3,k〉+ w〈x3,k〉+ w|w|2〈x4,k〉+ w|w|2〈x4,k〉+

+ w3〈x5,k〉+ w3〈x5,k〉 = 0. (17)

Çäåñü áûëè ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

x1 = aEα(σtα), x2 = M0aEα(σtα), x3 = M ε
1aEα(σtα),

x4 =
[
4aTM2h1,1(t)Eα(σtα) + 2aTM2h2,0(t)Eα(σtα) +

+ [aTM3(Maa +Maa) + aTM3Maa]E2,1α,σ(t)
]
e,

x5 =
[
2aTM2h2,0(t)Eα(σtα) + aTM3MaaE3,0α,σ(t)

]
e,

k = dEα (σtα) , Ma = diag (a).

Óñëîâèå (14) ìîæåò áûòü âêëþ÷åíî â (17). Äåéñòâèòåëüíî, èç (14) ñëåäóåò

|w|2 = −
w2b2,0〈E2,0α,σ(t)e,k〉+ w2〈E0,2α,σ(t)e,k〉

2b1,1〈E1,1α,σ(t)e,k〉
,

è ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (17) ìû ïîëó÷èì òå æå ñàìûå íåëèíåéíûå ïî w ÷ëåíû,
íî óæå ñ èçìåíåííûìè êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ëèøü îäíî èç ó÷àñòâóþùèõ â (17) ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé ìîæåò áûòü
âû÷èñëåíî â îáùåì âèäå: 〈x1,k〉 = 0. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ âåêòîðîâ a è d

dσa = dM1a = (aTM1d
T)T = (aTσdT)T = dσa.

Ò. ê. Im σ 6= 0, èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò da = 0∗.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî (17) ñâîäèòñÿ ê èçâåñòíîìó àìïëèòóäíûì óðàâíå-

íèåì ïðè α = 1. Â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð Êàïóòî ñòàíîâèòñÿ îáû÷íîé ïðî-
èçâîäíîé ∂t, à σ = iω, ω > 0. Ñîïðÿæåííûé ñ Λ îïåðàòîð áóäåò èìåòü âèä
−∂t−MT

1 , åãî ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ deiωt è de−iωt. Â êà÷åñòâå
T åñòåñòâåííî âçÿòü 2πm/ω ñ íàòóðàëüíûì m, ïîñêîëüêó ýòî ïîçâîëèò èñ-
ïîëüçîâàòü îðòîãîíàëüíîñòü ôóíêöèé e±niωt. Ðåøåíèå u2 â ýòîì ñëó÷àå áóäåò
èìåòü âèä (ñð. ñ [20])

u2(t) = Cu1(t) + w2V2,0e
2iωt + 2|w|2V1,1 + w2V0,2e

−2iωt,

V2,0 = − (M1 − 2iωE)−1 b2,0e, V1,1 = −M−1
1 b1,1e, V0,2 = V2,0.

∗Çäåñü íóæíî ïîìíèòü, ÷òî a � ¾ñòîëáåö¿, à d � ¾ñòðîêà¿
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Çäåñü E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ñâåðòêè Hp,q
1,iω â

ðåøåíèè (13) òàêæå áóäóò ñîäåðæàòü ñëàãàåìûå ñ e±iωt, äàâàÿ âêëàä â u1:
äëÿ âñåõ p è q, òàêèõ ÷òî p− q 6= 1, ñïðàâåäëèâî

Hp,q
1,iω(t) =

∫ t

0

eiω(t−τ)ei(p−q)ωτdτ =
ei(p−q)ωt − eiωt

i(p− q − 1)ω
.

Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü Vp,qe
iω(p−q)t âìåñòî âåêòîðíûõ ôóíê-

öèé hp,q(t). Óñëîâèå (14) ïðåâðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî â ñèëó îðòîãîíàëüíî-
ñòè êîìïëåêñíûõ ýêñïîíåíò. Â óðàâíåíèè (17) ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ñ xk,
k = 1, . . . 5 è x5 òîæäåñòâåííî îáðàòÿòñÿ â íîëü, ïîñêîëüêó íè îäèí èç ýòèõ
âåêòîðîâ íå áóäåò ñîäåðæàòü ÷ëåíîâ, ïðîïîðöèîíàëüíûõ eiωt. Ïîñëå íåêîòî-
ðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óïðîùåíèé è ïîäáîðà ìàñøòàáèðóþùèõ ìíîæèòåëåé
ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèâû÷íîå êîìïëåêñíîå óðàâíåíèå Ãèíçáóðãà�Ëàíäàó

∂w

∂T
= (1 + iγ1)

∂2w

∂Z2
+ w − (1 + iγ2)w|w|2,

ãäå γk � íåêîòîðûå âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå.

Çàêëþ÷åíèå

Ïðîâåäåííûå ïîñòðîåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ôîðìàëüíîå ïðèìåíåíèå òåõ-
íèêè ìíîãîìàñøòàáíûõ ðàçëîæåíèé ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü àìïëèòóäíîå óðàâ-
íåíèå äëÿ äâóõêîìïîíåíòíîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû ñ ñóáäèôôóçèåé â ñëó÷àå
áèôóðêàöèè Õîïôà. Îäíàêî ñàìî ýòî óðàâíåíèå îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ñëîæ-
íûì, åñëè ñðàâíèòü åãî ñ èçâåñòíûì êîìïëåêñíûì óðàâíåíèåì Ãèíçáóðãà�
Ëàíäàó. Ýòî ñòàâèò ïîä âîïðîñ âîçìîæíîñòü ïîëíîöåííîãî èññëåäîâàíèÿ òà-
êîãî îáúåêòà. Îñíîâíûì ïðåèìóùåñòâîì àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé äëÿ ñèñòåì
ñ îáû÷íûìè ïðîèçâîäíûìè ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü óíèâåðñàëüíîãî îïèñàíèÿ
áèôóðêàöèé, ïðè êîòîðîì âñå õàðàêòåðèñòèêè èñõîäíûõ ñèñòåì ñâåäåíû ëèøü
ê äâóì âåùåñòâåííûì ïàðàìåòðàì. Ïîäðîáíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ðåæèìîâ äëÿ
óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùåãî ñðàçó 9 êîìïëåêñíûõ ïàðàìåòðîâ, åäâà ëè âîçìîæ-
íà. Åùå îäíèì ñóùåñòâåííûì ïðåïÿòñòâèåì ÿâëÿþòñÿ íåèçâåñòíûå ñâîéñòâà
ôóíêöèé Hp,q

α,σ(t). Îñòàåòñÿ íåÿñíûì, ìîæíî ëè â îáùåì ñëó÷àå âûäåëèòü èç
Hp,q
α,σ(t) ñëàãàåìîå, ïðîïîðöèîíàëüíîå Eα(σtα), ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî ïðîèñõî-

äèò ïðè α = 1. Åñëè ýòî äåéñòâèòåëüíî âîçìîæíî, òî ñîîòâåòñòâóþùèå ÷ëåíû
äîëæíû áûòü â ÿâíîì âèäå âêëþ÷åíû â ïåðâîå ñëàãàåìîå (13), èíà÷å óñëîâèå
ðàçðåøèìîñòè áóäåò ïðèâîäèòü ê íåâåðíîìó ðåçóëüòàòó.

Ðàçóìååòñÿ, ïðèâåäåííûå ñîîáðàæåíèÿ íå ìîãóò ñëóæèòü ñòðîãèì äîêàçà-
òåëüñòâîì òîãî, ÷òî äëÿ ñèñòåì âèäà (11) âîîáùå íåëüçÿ ïîñòðîèòü ïðèåìëå-
ìîå àìïëèòóäíîå îïèñàíèå, êîòîðîå áûëî áû óíèâåðñàëüíûì. Ìåòîäû àñèìï-
òîòè÷åñêîãî àíàëèçà âñåãäà îïèðàþòñÿ íà íåêîòîðûå ýâðèñòè÷åñêèå ïðèåìû,
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è íåò ñïîñîáà çàðàíåå óçíàòü, êàêèå èç íèõ îêàæóòñÿ íàèáîëåå óäà÷íûìè
ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíîé çàäà÷è. Âîçìîæíî, â ðàññìàòðèâàåìîì çäåñü ñëó÷àå
íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü äðóãèå ¾ìåäëåííûå¿ ïåðåìåííûå. Âîçìîæíî òàêæå,
÷òî ôèíàëüíîå óðàâíåíèå óäàëîñü áû óïðîñòèòü, åñëè ìîäèôèöèðîâàòü ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé òùàòåëüíî ïîäîáðàííîé âåñîâîé
ôóíêöèè (ïðè ýòîì, îäíàêî, èçìåíèòñÿ è âèä ñîïðÿæåííîãî óðàâíåíèÿ).

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî ñàì âîïðîñ î òîì, êàê äîëæíû âûãëÿäåòü äè-
íàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè ñ ñóáäèôôóçèîííûì òðàíñïîð-
òîì, ÿâëÿåòñÿ ïîêà îòêðûòûì � ñì. îáñóæäåíèå â [21] è öèòèðîâàííóþ òàì
ëèòåðàòóðó. Â [22], íàïðèìåð, áûëà èññëåäîâàíà äðóãàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé,
îïèñûâàþùàÿ ïðîöåññû òàêîãî ðîäà. Îíà íå ñîäåðæàëà ïðîèçâîäíûõ Êàïóòî,
è äëÿ íåå óäàëîñü ïîëó÷èòü àìïëèòóäíûå óðàâíåíèÿ, ïî ôîðìå íè÷åì íå îò-
ëè÷àþùèåñÿ îò ñëó÷àÿ íîðìàëüíîé äèôôóçèè � ðàçíèöà çàêëþ÷àëàñü ëèøü
â êîýôôèöèåíòàõ.
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