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НЕКОТОРЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ О ВОЗМОЖНОМ

ЧИСЛЕ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФАКТОРОВ В СЛОВАХ

Р. М. КОЛПАКОВ

(МОСКВА)

Пусть 𝑤 = 𝑤[1]𝑤[2] . . . 𝑤[𝑛]—произвольное формальное слово дли-
ны |𝑤|=𝑛. Фрагмент 𝑤[𝑖]𝑤[𝑖+1]. . .𝑤[𝑗] слова 𝑤, где 1⩽ 𝑖⩽ 𝑗⩽𝑛, называется
фактором слова 𝑤 и обозначается через 𝑤[𝑖..𝑗]. Для любого 𝑖=1, . . ., 𝑛 фак-
тор 𝑤[1..𝑖] (𝑤[𝑖..𝑛]) называется префиксом (суффиксом) слова 𝑤. Если два
фактора 𝑣′, 𝑣′′ слова 𝑤 являются фактически одним и тем же фрагментом
слова 𝑤, мы обозначаем это через 𝑣′ ≡ 𝑣′′. Отметим, что любые два факто-
ра 𝑤[𝑖′..𝑗 ′], 𝑤[𝑖′′..𝑗 ′′] такие, что 𝑖′ ̸= 𝑖′′ или 𝑗 ′ ̸=𝑗 ′′, рассматриваются как различ-
ные факторы слова 𝑤 даже если эти факторы являются одинаковыми сло-
вами. Таким образом, через 𝑤[𝑖′..𝑗 ′]≡𝑤[𝑖′′..𝑗 ′′] мы обозначаем то, что 𝑤[𝑖′..𝑗 ′]
и 𝑤[𝑖′′..𝑗 ′′] являются одним и тем же фактором, т. е. 𝑖′= 𝑖′′ и 𝑗 ′= 𝑗 ′′, в то время
как через 𝑤[𝑖′..𝑗 ′] =𝑤[𝑖′′..𝑗 ′′] мы обозначаем то, что 𝑤[𝑖′..𝑗 ′] и 𝑤[𝑖′′..𝑗 ′′] явля-
ются одинаковыми словами. Если некоторое слово 𝑢 совпадает с некоторым
фактором 𝑣 слова 𝑤, то 𝑣 называется вхождением слова 𝑢 в 𝑤. Натуральное
число 𝑝⩽ |𝑤| называется периодом слова 𝑤, если 𝑤[𝑖] =𝑤[𝑖+ 𝑝] для каждо-
го 𝑖=1, . . ., 𝑛− 𝑝. Мы обозначаем через 𝑝(𝑤) минимальный период слова 𝑤
и через 𝑒(𝑤) отношение |𝑤|/𝑝(𝑤), которое называется порядком слова 𝑤.
Значение 𝑟𝑒(𝑤)=𝑒(𝑤)−1 называется сокращенным порядком слова 𝑤. На-
пример, для слова 𝑤= 𝑎𝑎𝑏𝑎𝑎 мы имеем 𝑝(𝑤) = 3, 𝑒(𝑤) = 5/3 и 𝑟𝑒(𝑤) = 2/3.
Слово называется периодическим, если его порядок не меньше, чем 2. Сло-
во называется примитивным, если это слово не является периодическим
словом целого порядка. Вхождения периодических слов в некотором слове
называются периодичностями в этом слове.

Пусть 𝑟—некоторая периодичность. Любой фактор длины 𝑝(𝑟) в 𝑟 на-
зывается циклическим корнем периодичности 𝑟. Например, периодич-
ность 𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏 имеет различные циклические корни 𝑎𝑏𝑎, 𝑏𝑎𝑎 и 𝑎𝑎𝑏. Две пе-
риодичности называются периодичностями с одинаковыми циклическими
корнями, если они имеют одинаковые множества различных циклических
корней. Например, периодичности 𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏 и 𝑎𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎 являются перио-
дичностями с одинаковыми циклическими корнями.

Периодичность в некотором слове называется максимальной, если эта
периодичность не может быть расширена в этом слове ни на один символ
ни вправо, ни влево с сохранением ее минимального периода. Более строго,
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26 Р. М. КОЛПАКОВ

периодичность 𝑟 ≡𝑤[𝑖..𝑗] в 𝑤 называется максимальной, если она удовле-
творяет следующим условиям:

1) если 𝑖 > 1, то 𝑤[𝑖− 1] ̸=𝑤[𝑖− 1 + 𝑝(𝑟)];

2) если 𝑗 < 𝑛, то 𝑤[𝑗 + 1− 𝑝(𝑟)] ̸=𝑤[𝑗 + 1].

Например, слово, показанное на рис. 1, имеет 6 различных максимальных
периодичностей, которые подчеркнуты на этом рисунке линиями. Посколь-

a b a b a a b a a a b a b a b

Ìàêñèìàëüíûå ïåðèîäè÷íîñòè

Рис. 1. Максимальные периодичности в слове

ку максимальные периодичности в слове содержат в себе любые другие пе-
риодичности произвольного типа в этом слове, множество всех максималь-
ных периодичностей в слове является компактным представлением всех пе-
риодичностей в слове, имеющем много полезных приложений (см., напри-
мер, [6]). Для любого слова 𝑤 обозначим через 𝑅(𝑤) (𝐸(𝑤)) число (сумму
порядков) всех максимальных периодичностей в слове 𝑤, и для любого 𝑛
положим 𝑅(𝑛) = max

|𝑤|=𝑛
𝑅(𝑤) (𝐸(𝑛) = max

|𝑤|=𝑛
𝐸(𝑤)). Линейная верхняя оценка

для 𝐸(𝑛) была получена в [16].
Т е о р е м а 1 [16]. 𝐸(𝑛)=𝑂(𝑛).
Поскольку, очевидно, 2𝑅(𝑛)⩽𝐸(𝑛), из данной теоремы вытекает сле-

дующий факт.

С л е д с т в и е 1. 𝑅(𝑛)=𝑂(𝑛).
В результате многочисленных исследований [2–4,7,14,21,23,24] в дан-

ной области был получен ряд более точных верхних оценок для 𝐸(𝑛) и 𝑅(𝑛).
Революционный результат в данном направлении был получен в [1], где бы-
ли доказаны оценки 𝑅(𝑛)< 𝑛 и 𝐸(𝑛)< 3𝑛. Насколько нам известно, наи-

лучшая к настоящему времени верхняя оценка 𝑅(𝑤)⩽ 22

23
𝑛 для бинарных

слов 𝑤 длины 𝑛 установлена в [10]. Схожая проблема оценки возможного
числа кубических максимальных периодичностей, т. е. максимальных пе-
риодичностей порядка не меньшего, чем 3, в словах фиксированной длины
рассматривалась в [5]. Для этого числа получена верхняя оценка 𝑛/2. В [22]
была вычислена предельная асимптотика ожидаемого числа максимальных
периодичностей в слове длины 𝑛 при 𝑛→∞. По нашим сведениям, наилуч-
шие к настоящему времени нижние оценки 2,035𝑛 для 𝐸(𝑛) и 0,9445757𝑛
для 𝑅(𝑛) были получены соответственно в [7] и [25].

Значения 𝐸(𝑛) и 𝑅(𝑛) могут быть обобщены на случай максимальных
периодичностей с достаточно большими минимальными периодами следу-
ющим образом. Пусть 𝜆= 1, 2, . . . . Обозначим через 𝑅⩾𝜆(𝑤) число макси-
мальных периодичностей с минимальными периодами, не меньшими, чем 𝜆,
в слове 𝑤 и положим 𝑅⩾𝜆(𝑛) = max

|𝑤|=𝑛
𝑅⩾𝜆(𝑤), т. е. 𝑅⩾𝜆(𝑛) является мак-

симальным возможным числом максимальных периодичностей, минималь-
ные периоды которых не меньше, чем 𝜆, в словах длины 𝑛. Очевидно,
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что 𝑅(𝑛) =𝑅⩾1(𝑛)⩾𝑅⩾2(𝑛)⩾ .... Для максимальных периодичностей могут
быть естественным образом предположены следующие г и п о т е з ы:

1. 𝑅⩾𝜆(𝑛)⩽ 𝑐𝑛, где 𝑐→ 0, при 𝜆→∞.

2. Число максимальных периодичностей, содержащих одну и ту же бук-
ву *), в слове 𝑤 равно 𝑜(|𝑤|) при |𝑤| →∞.

К сожалению, обе гипотезы являются неверными. В качестве контрприме-
ра можно рассмотреть слово 𝑤𝑘 =(01)𝑘0(01)𝑘0= (01)𝑘00(10)𝑘 длины 4𝑘+2.
Нетрудно увидеть, что 𝑤𝑘 содержит 𝑘 + 3 максимальных периодичностей,
указанных на рис. 2. Легко заметить, что из этих максимальных периодично-

wk = 010101 . . . 0101001010 . . . 101010

. . . . . . . . . . . . . . .

Рис. 2. Максимальные периодичности в слове 𝑤𝑘

стей 𝑘+1−⌊𝜆/2⌋ периодичностей имеют минимальные периоды не меньше,
чем 𝜆, поэтому **) 𝑅⩾𝜆(𝑤𝑘) = 𝑘 + 1− ⌊𝜆/2⌋≳ 𝑘 ≳ |𝑤𝑘|/4 при 𝑘→∞. Таким
образом,

𝑅⩾1(𝑛)⩾𝑅⩾2(𝑛)⩾ . . .≳ 𝑛/4.

Кроме того, средние буквы слова 𝑤𝑘 содержатся в 𝑘+2> |𝑤𝑘|/4 максималь-
ных периодичностях. С другой стороны, легко увидеть, что в действительно-
сти 𝑤𝑘 имеет две смежные максимальные периодичности (01)𝑘0, в то время
как другие максимальные периодичности в 𝑤𝑘 образуют серию вложенных
друг в друга периодичностей, начинающихся в левой периодичности (01)𝑘0
и заканчивающихся в правой периодичности (01)𝑘0. Это может быть пред-
ставлено в терминах порождения периодичностей, введенного в [13], в ча-
стности порождения серии максимальных периодичностей максимальны-
ми периодичностями (01)𝑘0. Строго говоря, мы говорим, что в слове 𝑤
две смежные и, возможно, пересекающиеся максимальные периодичности
𝑟′≡𝑤[𝑖′..𝑗 ′], 𝑟′′≡𝑤[𝑖′′..𝑗 ′′] с одинаковыми циклическими корнями порождают
максимальную периодичность 𝑟≡𝑤[𝑖..𝑗], если 𝑝(𝑟)⩾3𝑝, 𝑖′<𝑖⩽𝑗 ′ и 𝑖′′⩽𝑗 <𝑗 ′′,
где 𝑝—минимальный период периодичностей 𝑟′ и 𝑟′′ (см. рис. 3). Макси-
мальная периодичность называется вторичной, если она порождается дру-
гими максимальными периодичностями в слове. Максимальная периодич-
ность называется первичной, если она не является вторичной. Например,
на рис. 4 указаны вторичные периодичности в слове 𝑤𝑘. Можно показать,
что любая вторичная периодичность порождается единственной парой пер-
вичных периодичностей. Заметим, что первичные периодичности в слове од-
нозначно определяют все вторичные периодичности и тем самым однознач-
но определяют все остальные максимальные периодичности в слове. Для

*) Здесь буквы, находящиеся в различных позициях слова, считаются различными, даже
если эти буквы являются одинаковыми.

**) Напомним, что 𝑓(𝑛)≳ 𝑔(𝑛) означает, что 𝑓(𝑛)⩾ 𝑔(𝑛)− 𝑜(𝑔(𝑛)) при 𝑛→∞.
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Рис. 3. Порождение максимальных периодичностей

wk = 010101 . . . 01010100101010 . . . 101010

. . . . . . . . . . . . . . .
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Рис. 4. Вторичные периодичности в 𝑤𝑘

любого натурального 𝜆 обозначим через 𝑅𝑝⩾𝜆(𝑛) максимальное возможное
число первичных периодичностей с минимальными периодами не меньши-
ми, чем 𝜆, в словах длины 𝑛, через 𝐸𝑝⩾𝜆(𝑛)—максимальную возможную
сумму порядков первичных периодичностей с минимальными периодами,
не меньшими, чем 𝜆, в словах длины 𝑛, и через 𝐸𝑝𝑠⩾𝜆(𝑛)—максимально
возможную сумму порядков первичных периодичностей с минимальными
периодами, не меньшими, чем 𝜆, и вторичных периодичностей, порожда-
емых этими первичными периодичностями, в словах длины 𝑛. Очевидно,
что 𝐸𝑝𝑠⩾𝜆(𝑛)⩾𝐸𝑝⩾𝜆(𝑛)⩾2𝑅𝑝⩾𝜆(𝑛). В [18] доказано, что 𝐸𝑝𝑠⩾𝜆(𝑛)=𝑂(𝑛/𝜆),
так 𝐸𝑝⩾𝜆(𝑛)=𝑂(𝑛/𝜆) и 𝑅𝑝⩾𝜆(𝑛)=𝑂(𝑛/𝜆). Таким образом, число первичных
периодичностей в слове удовлетворяет гипотезе 1. Более того, в [18] также
доказано, что в слове длины 𝑛 одна и та же буква содержится в не бо-

лее чем 𝑂
(︁
log

𝑛

𝜆

)︁
первичных периодичностей с минимальными периодами,

не меньшими, чем 𝜆, тем самым первичные периодичности в слове удо-
влетворяют также гипотезе 2. Таким образом, первичные периодичности
в слове являются более удобными для рассмотрения и анализа, чем все
максимальные периодичности в слове. Также было показано, что порядок
любой вторичной периодичности меньше, чем 7/3, т. е. любая максималь-
ная периодичность, порядок которой не меньше, чем 7/3, является первич-
ной. Таким образом, мы получаем, что в слове длины 𝑛 содержится 𝑂(𝑛/𝜆)
максимальных периодичностей, минимальные периоды которых не меньше,
чем 𝜆, и порядки которых не меньше, чем 7/3, при этом не более чем

𝑂
(︁
log

𝑛

𝜆

)︁
таких периодичностей могут содержать один и тот же символ

в данном слове.
Естественным обобщением периодичностей являются факторы слова,

порядки которых строго меньше, чем 2, но не меньше некоторого поро-
гового значения, большего единицы. Мы называем такие факторы субпе-
риодичностями. Более строго, фактор 𝑟 называется субпериодичностью
(𝛿-subrepetition), если 1< 𝑒(𝑟)< 2 (1 + 𝛿 ⩽ 𝑒(𝑟)< 2). Заметим, что анало-
гично понятию максимальной периодичности мы также можем ввести по-
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нятие максимальной субпериодичности: субпериодичность в слове называ-
ется максимальной, если она не может быть расширена в этом слове ни на
один символ ни вправо, ни влево с сохранением ее минимального периода
(см. рис. 5).

w =
a c b d

a 6= b r c 6= d

p(r)
p(r)

Рис. 5. Максимальная субпериодичность

Другим обобщением периодичностей являются разрывные повторы,
являющиеся тесно связанными с субпериодичностями. Разрывными повто-
рами являются факторы вида 𝑢𝑣𝑢, где 𝑢 и 𝑣—непустые слова. Первый
(второй) фактор 𝑢 в разрывном повторе 𝑢𝑣𝑢 называется левой (правой) ко-
пией, а фактор 𝑣 называется разрывом. Под периодом разрывного повтора
𝑢𝑣𝑢 понимается величина |𝑢|+|𝑣| (заметим, что, вообще говоря, период раз-
рывного повтора 𝑢𝑣𝑢 может быть больше минимального периода слова 𝑢𝑣𝑢).
Для разрывного повтора 𝜎 мы обозначаем длину копий повтора 𝜎 через 𝑐(𝜎)
и период повтора 𝜎 через 𝑝(𝜎) (см. рис. 6). Под порядком ̂︀𝑒(𝜎) разрывного

w =
u v u

σ

p(σ)

Ëåâàÿ êîïèÿ Ðàçðûâ Ïðàâàÿ êîïèÿ

Рис. 6. Разрывный повтор 𝜎 в слове 𝑤

повтора 𝜎 = 𝑢𝑣𝑢 понимается величина
|𝜎|

𝑝(𝜎)
= 1+

𝑐(𝜎)

𝑝(𝜎)
, а под сокращенным

порядком 𝑟̂︀𝑒(𝜎) повтора 𝜎 понимается величина ̂︀𝑒(𝜎)− 1=
𝑐(𝜎)

𝑝(𝜎)
(поскольку

𝑝(𝜎) может быть больше минимального периода слова 𝑢𝑣𝑢, величина ̂︀𝑒(𝜎)
может быть меньше порядка слова 𝑢𝑣𝑢). Отметим, что различные разрыв-
ные повторы, имеющие разные периоды, могут образовывать один и тот же
фактор в слове. Такие повторы рассматриваются как различные. Для лю-
бого вещественного 𝛼 > 1 разрывный повтор 𝜎 называется 𝛼-разрывным,
если 𝑝(𝜎)⩽𝛼𝑐(𝜎).

Аналогично периодичностям разрывный повтор в слове называется
максимальным, если его копии не могут быть расширены в этом слове
ни на один символ ни вправо, ни влево с сохранением периода повтора
(см. рис. 7). Например, в слове, изображенном на рис. 8, разрывные повто-
ры 𝑢′𝑣′𝑢′ и 𝑢′′𝑣′′𝑢′′ являются максимальными.

Заметим, что любой 𝛼-разрывный повтор 𝜎=𝑢𝑣𝑢 однозначным образом
расширяется либо до максимального 𝛼-разрывного повтора 𝜎′ = 𝑢′𝑣′𝑢′ с тем
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w =
u v u

σa 6= b c 6= d
a bc d

Рис. 7. Максимальный разрывный повтор 𝜎 в слове 𝑤

b a a b a a a b a b a a b a b

u0 v0 u0

u00 v00 u00

Рис. 8. Максимальные повторы в слове

b a b a b a a b a b a a b a b a a b

u v u

u0 v0 u0

Рис. 9. Повтор, расширяемый до максимального разрывного повтора

же самым периодом (см. рис. 9), либо до максимальной периодичности 𝑟
такой, что 𝑝(𝑟) является делителем периода 𝑝(𝜎) (см. рис. 10).

a b b a a b a a b a a b a a b a a b a a a b

u v u

r

Рис. 10. Повтор, расширяемый до максимальной периодичности

Пусть 𝑟—некоторая максимальная 𝛿-субпериодичность в слове 𝑤.
Заметим, что мы можем также рассматривать 𝑟 как разрывный повтор 𝜎
с периодом 𝑝(𝑟), левая (правая) копия которого является префиксом (суф-
фиксом) длины |𝑟| − 𝑝(𝑟) в слове 𝑤 (см. рис. 11). Легко увидеть, что 𝜎

w =
a c b d

a 6= b r c 6= d

u v u

p(r)
p(r)

Рис. 11. Повтор, сопоставленный максимальной субпериодичности

является максимальным
1

𝛿
-разрывным повтором. Мы называем субперио-

дичность 𝑟 и повтор 𝜎 сопоставленными друг другу. Заметим, что сопо-
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ставленные друг другу субпериодичность 𝑟 и повтор 𝜎 однозначно опреде-
ляются друг из друга и 𝑝(𝜎)=𝑝(𝑟), поэтому ̂︀𝑒(𝜎)= 𝑒(𝑟) (𝑟̂︀𝑒(𝜎)= 𝑟𝑒(𝑟)).Таким
образом, любая максимальная 𝛿-субпериодичность соответствует сопостав-

ленному ей максимальному
1

𝛿
-разрывному повтору. Вместе с тем для мак-

симального разрывного повтора может не быть сопоставленной ему макси-
мальной субпериодичности. Например, в слове, изображенном на рис. 12,
разрывный повтор 𝑢𝑣𝑢 сопоставляется максимальной субпериодичности 𝑟,
в то время как разрывный повтор 𝑢′𝑣′𝑢′ не сопоставлен 𝑟, поэтому повтор
𝑢′𝑣′𝑢′ не имеет сопоставленной ему максимальной субпериодичности. Мак-

a a b a b a b c a b a b a c

u v u

r

u0 v0 u0

Рис. 12. Принципиальные и непринципиальные повторы

симальные разрывные повторы сопоставленные максимальным субперио-
дичностям называются принципиальными, в противном случае они называ-
ются непринципиальными. Таким образом, на рис. 12 повтор 𝑢𝑣𝑢 является
принципиальным, в то время как повтор 𝑢′𝑣′𝑢′ является непринципиальным.
Поскольку имеется взаимно-однозначное соответствие между максимальны-

ми 𝛿-субпериодичностями и принципиальными
1

𝛿
-разрывными повторами,

мы получаем следующий факт.

У т в е р ж д е н и е 1. В любом слове число максимальных субперио-
дичностей (𝛿-субпериодичностей) не превосходит числа максимальных

разрывных повторов (
1

𝛿
-разрывных повторов).

Разрывный повтор 𝑢𝑣𝑢 называется примитивным, если слово 𝑢𝑣 явля-
ется примитивным. Например, на рис. 13 повтор 𝜎′ ≡ 𝑢′𝑣′𝑢′ является мак-
симальным непримитивным разрывным повтором, а повтор 𝜎′′ ≡ 𝑢′′𝑣′′𝑢′′ —
максимальным примитивным разрывным повтором. Легко заметить, что для

a b a b a a b a a b a a b a a b c

a b a b a a b a b a a b a a b c

u0 v0 u0

σ0

u00 v00 u00

σ00

Рис. 13. Примитивные и непримитивные повторы в двух различных словах

любого непримитивного разрывного повтора 𝜎′≡𝑢′𝑣′𝑢′ фактор 𝑢′𝑣′𝑢′ являет-
ся максимальной периодичностью с минимальным периодом, равным 𝑝(𝑢′𝑣′).
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Мы говорим, что повтор 𝜎′ индуцируется данной максимальной периодич-
ностью. Например, на рис. 14 повтор 𝜎′ ≡ 𝑢′𝑣′𝑢′ индуцируется периодично-
стью 𝑟. Таким образом, любой непримитивный разрывный повтор индуциру-
ется некоторой максимальной периодичностью. С другой стороны, очевидно,

a b a b a a b a a b a a b a a b c

u′ v′ u′

σ′

r
p(r)

Рис. 14. Непримитивный повтор и индуцирующая его периодичность

что любая максимальная периодичность 𝑟 индуцирует не более чем ⌈𝑒(𝑟)/2⌉
максимальных непримитивных разрывных повторов. Таким образом, из тео-
ремы 1 вытекает, что слово длины 𝑛 содержит не более чем 𝑂(𝑛) макси-
мальных непримитивных разрывных повторов. Отметим, что любой принци-
пиальный максимальный разрывный повтор является примитивным, однако
примитивный максимальный разрывный повтор также может быть неприн-
ципиальным (см., например, повтор 𝜎′ на рис. 12).

Для любого слова 𝑤 обозначим через 𝐾𝑚
𝛿 (𝑤) (𝐾𝑚(𝑤)) множест-

во всех максимальных
1

𝛿
-разрывных повторов (разрывных повторов)

в 𝑤, через 𝐾𝑝
𝛿 (𝑤) (𝐾𝑝(𝑤)) множество всех максимальных примитивных

1

𝛿
-разрывных повторов (разрывных повторов) в 𝑤 и через 𝐾𝑠

𝛿 (𝑤) (𝐾
𝑠(𝑤))

множество всех принципиальных максимальных
1

𝛿
-разрывных повторов

(разрывных повторов) в 𝑤. Как было отмечено выше, имеются взаимно-од-
нозначные соответствия между множествами 𝐾𝑠

𝛿 (𝑤) и множествами всех
максимальных 𝛿-субпериодичностей и между множеством 𝐾𝑠(𝑤) и множе-
ством всех максимальных субпериодичностей в 𝑤. Из сделанных нами выше
наблюдений мы заключаем, что

𝐾𝑠
𝛿 (𝑤)⊆𝐾𝑝

𝛿 (𝑤)⊆𝐾𝑚
𝛿 (𝑤) (𝐾𝑠(𝑤)⊆𝐾𝑝(𝑤)⊆𝐾𝑚(𝑤)). (1)

Для любого слова 𝑤 обозначим через 𝑅𝐸𝑚(𝑤) сумму сокращенных по-
рядков всех максимальных разрывных повторов в 𝑤, через 𝑅𝐸𝑝(𝑤) сумму
сокращенных порядков всех максимальных примитивных разрывных повто-
ров в 𝑤, и через 𝑅𝐸𝑠(𝑤) сумму сокращенных порядков всех максимальных
субпериодичностей 𝑤. Напомним, что для любых сопоставленных друг дру-
гу разрывного повтора 𝜎 и субпериодичности 𝑟 мы имеем 𝑟̂︀𝑒(𝜎) = 𝑟𝑒(𝑟),
поэтому 𝑅𝐸𝑠(𝑤) фактически является суммой сокращенных порядков всех
принципиальных максимальных разрывных повторов в 𝑤. Таким образом,
из соотношений (1) вытекает, что

𝑅𝐸𝑠(𝑤)⩽𝑅𝐸𝑝(𝑤)⩽𝑅𝐸𝑚(𝑤).

Согласно теореме 1 из [17], 𝑅𝐸𝑝(𝑤) ⩽ 𝑛 ln 𝑛 для любого слова 𝑤 дли-
ны 𝑛. Аналогичным образом можно доказать такую же верхнюю оценку
для 𝑅𝐸𝑚(𝑤).
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Т е о р е м а 2. 𝑅𝐸𝑚(𝑤)<𝑛 ln 𝑛 для любого слова 𝑤 длины 𝑛.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Для каждого максимального разрывного повто-

ра 𝜎 из 𝑅𝐸𝑚(𝑤) мы разлагаем величину 𝑟̂︀𝑒(𝜎) = 𝑐(𝜎)

𝑝(𝜎)
на 𝑐(𝜎) слагаемых, со-

ответствующих парам (𝑤[𝑖], 𝑤[𝑖+ 𝑝(𝜎)]) одинаковых символов в повторе 𝜎.
Каждое такое слагаемое дает в сумму 𝑅𝐸𝑚(𝑤) =

∑︀
𝜎∈𝐾𝑚(𝑤)

𝑟̂︀𝑒(𝜎) вклад, рав-
ный

1

𝑝(𝜎)
. Рассмотрим в 𝑤 две позиции 𝑖 и 𝑗, где 1⩽ 𝑖<𝑗⩽𝑛. Если 𝑤[𝑖]=𝑤[𝑗],

то эта пара одинаковых символов соответствует слагаемому, включенному
в величину 𝑟̂︀𝑒(𝜎) для некоторого однозначным образом определенного мак-
симального разрывного повтора 𝜎 такого, что 𝑤[𝑖] и 𝑤[𝑗] являются соот-
ветствующими символами левой и правой копий повтора 𝜎 соответственно.
Заметим, что в этом случае 𝑝(𝜎)= 𝑗− 𝑖, поэтому пара (𝑤[𝑖], 𝑤[𝑗]) дает вклад

в 𝑅𝐸𝑚(𝑤), равный величине
1

𝑝(𝜎)
=

1

𝑗 − 𝑖
. Учитывая всевозможные пары раз-

личных символов в 𝑤, мы получаем верхнюю оценку

𝑅𝐸𝑚(𝑤)⩽
∑︀

1⩽𝑖<𝑗⩽𝑛

1

𝑗 − 𝑖
=

𝑛−1∑︀
𝑝=1

𝑛− 𝑝

𝑝
= 𝑛

𝑛−1∑︀
𝑝=1

1

𝑝
− (𝑛− 1).

Поскольку функция 𝑓(𝑥)=
1

𝑥
является выпуклой вниз для 𝑥>0, мы имеем

𝑛−1∑︀
𝑝=2

1

𝑝
⩽

𝑛−1/2∫︁
3/2

𝑑𝑥

𝑥
.

Кроме того, поскольку 𝑓 ′(1) = −1, мы также имеем
3/2∫︀
1

𝑑𝑥

𝑥
⩾ 3/8. Таким

образом,

𝑛−1∑︀
𝑝=1

1

𝑝
⩽ 5

8
+

𝑛−1/2∫︁
1

𝑑𝑥

𝑥
=

5

8
+ ln(𝑛− 1/2)<

5

8
+ ln 𝑛.

Следовательно,

𝑛
𝑛−1∑︀
𝑝=1

1

𝑝
− (𝑛− 1)<𝑛 ln 𝑛+ (

5

8
𝑛− (𝑛− 1)) = 𝑛 ln 𝑛+ (1−

3

8
𝑛)<𝑛 ln 𝑛

для 𝑛>2. Таким образом, 𝑅𝐸𝑚(𝑤)<𝑛 ln 𝑛.
Отметим, что разрывный повтор 𝜎 является 𝛼-разрывным повтором,

если
𝑝(𝜎)

𝑐(𝜎)
⩽ 𝛼, т. е. 𝑟̂︀𝑒(𝜎) = 𝑐(𝜎)

𝑝(𝜎)
⩾ 1/𝛼. Поэтому из теоремы 2 вытекает сле-

дующий факт.

С л е д с т в и е 2. Число всех максимальных 𝛼-разрывных повторов
в слове длины 𝑛 меньше, чем 𝛼𝑛 ln 𝑛.

Из утверждения 1 и следствия 2 мы получаем следующую верхнюю
оценку для числа максимальных 𝛿-субпериодичностей в слове.

С л е д с т в и е 3. Число всех максимальных 𝛿-субпериодичностей
в слове длины 𝑛 меньше, чем (𝑛 ln 𝑛)/𝛿.

Теорема 2 может быть обобщена на случай максимальных разрывных
повторов с ограниченными периодами. Пусть 𝜆= 2, 3, . . . . Обозначим че-
рез 𝑅𝐸𝑚

⩾𝜆(𝑤) (𝑅𝐸𝑚
⩽𝜆(𝑤)) сумму сокращенных порядков всех максимальных
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разрывных повторов с периодами, не меньшими, чем 𝜆 (не большими, чем 𝜆)
в слове 𝑤. Обозначим также через 𝑅𝐸𝑝

⩾𝜆(𝑤) (𝑅𝐸𝑝
⩽𝜆(𝑤)) сумму сокращен-

ных порядков всех максимальных примитивных разрывных повторов с пе-
риодами, не меньшими, чем 𝜆 (не большими, чем 𝜆) в слове 𝑤. В ( [17],
следствия 2 и 3) были получены верхние оценки для 𝑅𝐸𝑝

⩾𝜆(𝑤) и 𝑅𝐸𝑝
⩽𝜆(𝑤)

для любого слова 𝑤. Используя аналогичное доказательство, мы можем по-
лучить те же самые верхние оценки для 𝑅𝐸𝑚

⩾𝜆(𝑤) и 𝑅𝐸𝑚
⩽𝜆(𝑤).

Т е о р е м а 3. 𝑅𝐸𝑚
⩾𝜆(𝑤)<𝑛 ln(𝑛/𝜆) для любого слова 𝑤 длины 𝑛>𝜆.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что для любого максимального раз-
рывного повтора 𝜎 с периодом, не меньшим, чем 𝜆, каждая пара одинаковых
символов (𝑤[𝑖], 𝑤[𝑗]), соответствующая слагаемому, включенному в величи-
ну 𝑟̂︀𝑒(𝜎), удовлетворяет ограничению 𝑗−𝑖=𝑝(𝜎)⩾𝜆. Таким образом, анало-
гично доказательству теоремы 2, верхняя оценка для 𝑅𝐸𝑚

⩾𝜆(𝑤) может быть
модифицирована следующим образом:

𝑅𝐸𝑚
⩾𝜆(𝑤)⩽

∑︀
1⩽𝑖<𝑖+𝜆⩽𝑗⩽𝑛

1

𝑗 − 𝑖
=

𝑛−1∑︀
𝑝=𝜆

𝑛− 𝑝

𝑝
= 𝑛

𝑛−1∑︀
𝑝=𝜆

1

𝑝
− (𝑛− 𝜆).

Поскольку функция 𝑓(𝑥)=
1

𝑥
является выпуклой вниз для 𝑥>0, мы имеем

𝑛−1∑︀
𝑝=𝜆+1

1

𝑝
⩽

𝑛−1/2∫︁
𝜆+1/2

𝑑𝑥

𝑥
.

Кроме того, поскольку 𝑓 ′(𝜆)=−
1

𝜆2
, мы также имеем

𝜆+1/2∫︁
𝜆

𝑑𝑥

𝑥
⩾ 1

2
·
1

2

(︁
1

𝜆
+
(︁
1

𝜆
−

1

2𝜆2

)︁)︁
=

4𝜆− 1

8𝜆2
.

Таким образом,

𝑛−1∑︀
𝑝=𝜆

1

𝑝
⩽ 4𝜆+ 1

8𝜆2
+

𝑛−1/2∫︁
𝜆

𝑑𝑥

𝑥
=

4𝜆+ 1

8𝜆2
+ ln

(︁
𝑛− 1/2

𝜆

)︁
<

4𝜆+ 1

8𝜆2
+ ln

(︁
𝑛

𝜆

)︁
.

Следовательно,

𝑛
𝑛−1∑︀
𝑝=𝜆

1

𝑝
−(𝑛−𝜆)<𝑛 ln

(︁
𝑛

𝜆

)︁
+𝑛

4𝜆+ 1

8𝜆2
−(𝑛−𝜆)=𝑛 ln

(︁
𝑛

𝜆

)︁
+

(︂
𝜆− 𝑛

8𝜆2 − 4𝜆− 1

8𝜆2

)︂
.

Легко проверить, что 𝜆 − 𝑛
8𝜆2 − 4𝜆− 1

8𝜆2
⩽ 0 для 𝑛 > 𝜆 > 1. Таким образом,

𝑅𝐸𝑚
⩾𝜆(𝑤)<𝑛 ln

(︁
𝑛

𝜆

)︁
.

Т е о р е м а 4. 𝑅𝐸𝑚
⩽𝜆(𝑤)<𝑛(1+ln 𝜆) для любого слова 𝑤 длины 𝑛.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что в этом случае каждая пара одина-
ковых символов (𝑤[𝑖], 𝑤[𝑗]), соответствующая слагаемому, которое вносит
вклад в 𝑅𝐸𝑚

⩽𝜆(𝑤), удовлетворяет ограничению 𝑗 − 𝑖 ⩽ 𝜆. Таким образом,
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аналогично доказательству теоремы 2, верхняя оценка для 𝑅𝐸𝑚
⩽𝜆(𝑤) может

быть модифицирована следующим образом:

𝑅𝐸𝑚
⩽𝜆(𝑤)⩽

∑︀
1⩽𝑖<𝑗⩽min(𝑖+𝜆,𝑛)

1

𝑗 − 𝑖
=

𝜆∑︀
𝑝=1

𝑛− 𝑝

𝑝
= 𝑛

𝜆∑︀
𝑝=1

1

𝑝
− 𝜆< 𝑛

𝜆∑︀
𝑝=1

1

𝑝
.

Поскольку функция 𝑓(𝑥)=
1

𝑥
является убывающей для 𝑥>0, мы имеем

𝜆∑︀
𝑝=2

1

𝑝
⩽

𝜆∫︁
1

𝑑𝑥

𝑥
= ln 𝜆.

Таким образом,

𝑛
𝜆∑︀

𝑝=1

1

𝑝
⩽ 𝑛(1 + ln 𝜆),

поэтому 𝑅𝐸𝑚
⩽𝜆(𝑤)<𝑛(1+ln 𝜆).

Аналогично следствиям 2 и 3 из теоремы 2 мы имеем следующие след-
ствия из теорем 3 и 4.

С л е д с т в и е 4. Число всех максимальных 𝛼-разрывных повто-
ров с периодами, не меньшими, чем 𝜆, в слове длины 𝑛 меньше, чем
𝛼𝑛 ln(𝑛/𝜆).

С л е д с т в и е 5. Число всех максимальных 𝛿-субпериодичностей
с минимальными периодами, не меньшими, чем 𝜆, в слове длины 𝑛 мень-
ше, чем 𝑛 ln(𝑛/𝜆)/𝛿.

С л е д с т в и е 6. Число всех максимальных 𝛼-разрывных по-
второв с периодами, не большими, чем 𝜆, в слове длины 𝑛 меньше,
чем 𝛼𝑛(1+ ln 𝜆).

С л е д с т в и е 7. Число всех максимальных 𝛿-субпериодичностей
с минимальными периодами, не большими, чем 𝜆, в слове длины 𝑛 мень-
ше, чем 𝑛(1+ ln 𝜆)/𝛿.

Чтобы получить нижние оценки для сумм сокращенных порядков
всех максимальных разрывных порядков для общего случая неограничен-
ного алфавита, положим 𝑅𝐸𝑚(𝑛) = max

|𝑤|=𝑛
𝑅𝐸𝑚(𝑤), 𝑅𝐸𝑝(𝑛) = max

|𝑤|=𝑛
𝑅𝐸𝑝(𝑤)

и 𝑅𝐸𝑠(𝑛) = max
|𝑤|=𝑛

𝑅𝐸𝑠(𝑤). Тогда мы очевидным образом получаем

𝑅𝐸𝑠(𝑛)⩽𝑅𝐸𝑝(𝑛)⩽𝑅𝐸𝑚(𝑛). Рассмотрим слово 𝑤′
𝑘 =𝑎𝑏1𝑎𝑏2𝑎𝑏3 . . .𝑎𝑏𝑘𝑎 такое,

что |𝑤′
𝑘|=2𝑘+1. Легко проверить, что

𝑅𝐸𝑚(𝑤′
𝑘) =𝑅𝐸𝑝(𝑤′

𝑘) =𝑅𝐸𝑠(𝑤′
𝑘)>

1

2
[(𝑘+ 1) ln(𝑘+ 1)− 𝑘]≳ 1

4
|𝑤′

𝑘| ln |𝑤
′
𝑘|,

поэтому
1

4
𝑛 ln 𝑛≲𝑅𝐸𝑠(𝑛)⩽𝑅𝐸𝑝(𝑛)⩽𝑅𝐸𝑚(𝑛)⩽ 𝑛 ln 𝑛.

Таким образом, 𝑅𝐸𝑠(𝑛) = É(𝑛 log 𝑛), 𝑅𝐸𝑝(𝑛) = É(𝑛 log 𝑛), 𝑅𝐸𝑚(𝑛) =
=É(𝑛 log 𝑛).

Заметим, что 𝑤′
𝑘 содержит не меньше ⌊𝛼/2⌋((𝑘+1)−⌈𝛼/2⌉) максималь-

ных примитивных 𝛼-разрывных повторов и не меньше ⌊
1

2𝛿
⌋[(𝑘 + 1)− ⌈

1

2𝛿
⌉]
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максимальных 𝛿-субпериодичностей. Таким образом, для достаточно боль-
шого 𝛼 и достаточно малого 𝛿 слово 𝑤′

𝑘 содержит Ñ(𝛼|𝑤′
𝑘|) максималь-

ных примитивных 𝛼-разрывных повторов и Ñ(|𝑤′
𝑘|/𝛿) максимальных 𝛿-суб-

периодичностей. Заметим также, что 𝑤′
𝑘 содержит в общей сложнос-

ти É(|𝑤′
𝑘|

2) максимальных субпериодичностей.
Случай ограниченного алфавита является более сложным для ис-

следования. Для простоты мы рассматриваем случай бинарного алфави-
та {0, 1}. Положим 𝑅𝐸𝑚

𝑏𝑖𝑛(𝑛) = max
𝑤∈{0,1}𝑛

𝑅𝐸𝑚(𝑤),𝑅𝐸𝑝
𝑏𝑖𝑛(𝑛) = max

𝑤∈{0,1}𝑛
𝑅𝐸𝑝(𝑤)

и 𝑅𝐸𝑠
𝑏𝑖𝑛(𝑛)= max

𝑤∈{0,1}𝑛
𝑅𝐸𝑠(𝑤). Возьмем слово 𝑤′′

𝑘=(0011)𝑘=00110011 . . . 0011⏟  ⏞  
𝑘

длины 4𝑘. Легко заметить, что все максимальные примитивные разрывные
повторы в 𝑤′′

𝑘 являются повторами с однобуквенными копиями 0 или 1.
Разрывные повторы в 𝑤′′

𝑘 с однобуквенными копиями 0 разбиваются на две
подгруппы. Первая подгруппа состоит из всех разрывных повторов, позиции
левых однобуквенных копий которых тождественны 1 по модулю 4, а по-
зиции правых однобуквенных копий которых тождественны 2 по модулю 4.
Общая сумма сокращенных порядков этих повторов равна

𝑘−1∑︀
𝑖=1

𝑖∑︀
𝑗=1

1

4𝑗 + 1
.

Вторая подгруппа состоит из всех разрывных повторов, позиции левых одно-
буквенных копий которых тождественны 2 по модулю 4, а позиции правых
однобуквенных копий которых тождественны 1 по модулю 4. Общая сумма
сокращенных порядков этих повторов равна

𝑘−1∑︀
𝑖=1

𝑖∑︀
𝑗=1

1

4𝑗 − 1
.

Поэтому общая сумма сокращенных порядков всех разрывных повторов
с однобуквенными копиями 0 в 𝑤′′

𝑘 равна

𝑘−1∑︀
𝑖=1

𝑖∑︀
𝑗=1

1

4𝑗 + 1
+

𝑘−1∑︀
𝑖=1

𝑖∑︀
𝑗=1

1

4𝑗 − 1
=

𝑘−1∑︀
𝑖=1

2𝑖∑︀
𝑗=1

1

2𝑗 + 1
.

Симметричным образом мы имеем ту же самую сумму сокращенных поряд-
ков всех разрывных повторов с однобуквенными копиями 1 в 𝑤′′

𝑘. Таким
образом, общая сумма сокращенных порядков всех максимальных прими-
тивных разрывных повторов в 𝑤′′

𝑘 равна

2
𝑘−1∑︀
𝑖=1

2𝑖∑︀
𝑗=1

1

2𝑗 + 1
.

Сумма
2𝑖∑︀
𝑗=1

1

2𝑗 + 1
может быть ограничена снизу следующим образом:

2𝑖∑︀
𝑗=1

1

2𝑗 + 1
⩾

2𝑖+1∫︁
1

1

2𝑥+ 1
𝑑𝑥=

1

2
ln(2𝑥+ 1)|2𝑖+11 =

1

2
(ln(4𝑖+ 3)− ln 3).
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Следовательно,

2
𝑘−1∑︀
𝑖=1

2𝑖∑︀
𝑗=1

1

2𝑗 + 1
⩾

𝑘−1∑︀
𝑖=1

(ln(4𝑖+ 3)− ln 3) =
𝑘−1∑︀
𝑖=1

ln(4𝑖+ 3)− (𝑘− 1) ln 3.

Более того,

𝑘−1∑︀
𝑖=1

ln(4𝑖+ 3) =
𝑘∑︀

𝑖=2

ln(4𝑖− 1)>

𝑘∫︁
1

ln(4𝑥− 1) 𝑑𝑥=

= [(𝑥−
1

4
) ln(4𝑥− 1)− 𝑥]|𝑘1 = (𝑘−

1

4
) ln(4𝑘− 1)− 𝑘−

3

4
ln 3 + 1.

Таким образом,

𝑅𝐸𝑝(𝑤′′
𝑘)> (𝑘−

1

4
)[ln(4𝑘− 1)− ln 3]− (𝑘− 1)≳ 1

4
|𝑤′′

𝑘| ln |𝑤
′′
𝑘|,

поэтому, учитывая теорему 2, мы имеем

1

4
𝑛 ln 𝑛≲𝑅𝐸𝑝

𝑏𝑖𝑛(𝑛)⩽𝑅𝐸𝑚
𝑏𝑖𝑛(𝑛)⩽ 𝑛 ln 𝑛.

Таким образом, 𝑅𝐸𝑝
𝑏𝑖𝑛(𝑛) = É(𝑛 log 𝑛) и 𝑅𝐸𝑚

𝑏𝑖𝑛(𝑛) = É(𝑛 log 𝑛). Кроме того,

нетрудно показать, что 𝑤′′
𝑘 содержит не меньше, чем ⌊

𝛼− 1

4
⌋(4𝑘− ⌈𝛼⌉) мак-

симальных примитивных 𝛼-разрывных повторов, поэтому для достаточно
большого 𝛼 число максимальных примитивных 𝛼-разрывных повторов в 𝑤′′

𝑘

равняется Ñ(𝛼|𝑤′′
𝑘|). Также легко показать, что 𝑤′′

𝑘 содержит в общей слож-
ности É(|𝑤′′

𝑘|
2) максимальных примитивных разрывных повторов. С другой

стороны, отметим, что 𝑤′′
𝑘 содержит 2𝑘+1 максимальных периодичностей и

только 2𝑘−2 максимальных субпериодичностей. Все эти субпериодичности
имеют вид 𝑎𝑏𝑏𝑎, где 𝑎, 𝑏∈{0, 1}, 𝑎 ̸= 𝑏), т. е. все эти субпериодичности имеют
сокращенный порядок 1/3, поэтому 𝑅𝐸𝑠(𝑤′′

𝑘)=(2𝑘−2)/3∼|𝑤′′
𝑘|/6.

Пусть 𝑤—слово длины 𝑛. Заметим, что 𝑅𝐸𝑚(𝑤) − 𝑅𝐸𝑝(𝑤) являет-
ся суммой сокращенных порядков всех максимальных непримитивных раз-
рывных повторов в слове 𝑤, которая, очевидно, меньше числа всех мак-
симальных непримитивных разрывных повторов в слове 𝑤. Следователь-
но, поскольку 𝑤 содержит не более 𝑂(𝑛) максимальных непримитивных
разрывных повторов, мы получаем, что 𝑅𝐸𝑚(𝑤) − 𝑅𝐸𝑝(𝑤) = 𝑂(𝑛), по-
этому 𝑅𝐸𝑚(𝑛) − 𝑅𝐸𝑝(𝑛) = 𝑂(𝑛). Таким образом, из 𝑅𝐸𝑝(𝑛) = É(𝑛 log 𝑛),
𝑅𝐸𝑚(𝑛) =É(𝑛 log 𝑛) мы заключаем, что 𝑅𝐸𝑚(𝑛)∼𝑅𝐸𝑝(𝑛). Таким же обра-
зом мы имеем 𝑅𝐸𝑚

𝑏𝑖𝑛(𝑛)∼𝑅𝐸𝑝
𝑏𝑖𝑛(𝑛).

Задача оценки максимального возможного числа максимальных
𝛼-разрывных повторов в словах была сформулирована в [19] и активно изу-
чалась в последние годы. В [9,11] было независимо установлено, что число
максимальных 𝛼-разрывных повторов в слове длины 𝑛 не превосходит 𝑂(𝛼𝑛)
(в [11, 12] доказано, что на самом деле это число не превосходит 18𝛼𝑛).
Используя в качестве примера слово 𝑤′′

𝑘, можно видеть, что полученная
верхняя оценка для числа максимальных 𝛼-разрывных повторов является
точной по порядку для достаточно больших 𝛼 в случае слов над произ-
вольным алфавитом. Позднее в [15] полученная верхняя оценка для чис-
ла максимальных 𝛼-разрывных повторов была усилена до 3(𝜋2/6 + 5/2)𝛼𝑛.
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Используя утверждение 1 и исходя из данной оценки, можно получить,
что число максимальных 𝛿-субпериодичностей в слове длины 𝑛 не превос-
ходит 3(𝜋2/6 + 5/2)𝑛/𝛿. Используя пример слова 𝑤′

𝑘, можно увидеть, что
полученная оценка для числа максимальных 𝛿-субпериодичностей является
точной по порядку для достаточно малых 𝛿 в случае слов над произвольным
алфавитом.

В [20] полученная верхняя оценка для числа максимальных разрыв-
ных повторов была обобщена на случай максимальных разрывных повторов
с разрывами произвольного размера. Чтобы сформулировать данную оценку,
введем следующие понятия и обозначения.

Для любого вещественного 𝑥 положим

|𝑥|+ =

⎧⎨
⎩𝑥, если 𝑥> 0;

0 в противном случае;
|𝑥|− =

⎧⎨
⎩−𝑥, если 𝑥< 0;

0 в противном случае.

Пусть 𝑓(𝑥)—некоторая функция из N в R. Для каждого 𝑥 ∈ N поло-
жим 𝜕+

𝑓 (𝑥)= |𝑓(𝑥+1)−𝑓(𝑥)|+ и 𝜕−
𝑓 (𝑥)= |𝑓(𝑥+1)−𝑓(𝑥)|−. Обозначим также

sup𝑥{𝜕
+
𝑓 (𝑥)} (sup𝑥{𝜕

−
𝑓 (𝑥)}) через 𝜕+

𝑓 (𝜕−
𝑓 ), если этот супремум существует.

Пусть 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)—две функции из N в R такие, что 𝑓(𝑥)⩾ 𝑔(𝑥)> 0 для лю-
бого 𝑥∈N. Если обе величины 𝜕+

𝑓 и 𝜕−
𝑔 существуют, обозначим max{𝜕+

𝑓 , 𝜕
−
𝑔 }

через 𝜕𝑎
𝑓,𝑔. Если обе величины 𝜕−

𝑓 и 𝜕+
𝑔 существуют, обозначим max{𝜕−

𝑓 , 𝜕
+
𝑔 }

через 𝜕𝑏
𝑓,𝑔. Если хотя бы одна из величин 𝜕𝑎

𝑓,𝑔 или 𝜕𝑏
𝑓,𝑔 существует, то мы

определяем 𝜕𝑓,𝑔 как min{𝜕𝑎
𝑓,𝑔, 𝜕

𝑏
𝑓,𝑔}, если обе величины 𝜕𝑎

𝑓,𝑔, 𝜕
𝑏
𝑓,𝑔 существуют;

в противном случае мы определяем значение 𝜕𝑓,𝑔 равным существующей ве-

личине из величин 𝜕𝑎
𝑓,𝑔, 𝜕

𝑏
𝑓,𝑔. Положим также È𝑓,𝑔(𝑥)=

1

𝑥
(𝑓(𝑥)−𝑔(𝑥))⩾0 для

каждого 𝑥∈N, иÈ𝑓,𝑔=sup𝑥{È𝑓,𝑔(𝑥)}, если этот супремум существует.
Пусть 𝑓 , 𝑔—некоторые функции из N в R такие, что 𝑓(𝑥)⩾ 𝑔(𝑥)> 0

для всех 𝑥∈N. Мы называем разрывный повтор 𝑢𝑣𝑢 𝑓, 𝑔-разрывным повто-
ром, если 𝑔(|𝑢|)⩽ |𝑣|⩽ 𝑓(|𝑢|). Например, 𝛼-разрывные повторы можно рас-
сматривать как частный случай 𝑓, 𝑔-разрывных повторов для 𝑓(𝑥)= (𝛼−1)𝑥
и 𝑔(𝑥)=min{1, 𝛼−1}. В [20] получена следующая верхняя оценка для числа
максимальных 𝑓, 𝑔-разрывных повторов.

Т е о р е м а 5 [20]. Пусть 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)—некоторые функции та-
кие, что обе величины 𝜕𝑓,𝑔, È𝑓,𝑔 существуют. Тогда слово длины 𝑛 со-
держит не более 𝑂(𝑛(1+max{𝜕𝑓,𝑔,È𝑓,𝑔})) максимальных 𝑓, 𝑔-разрывных
повторов.

Например, пусть 𝑓(𝑥) = 𝛼𝑓 + 𝛽𝑓𝑥 и 𝑔(𝑥) = 𝛼𝑔 + 𝛽𝑔𝑥, где 0 < 𝛼𝑔 ⩽ 𝛼𝑓

и 0 ⩽ 𝛽𝑔 ⩽ 𝛽𝑓 . Тогда для каждого 𝑥 ∈ N мы имеем 𝜕+
𝑓 (𝑥) = 𝛽𝑓 , 𝜕−

𝑓 (𝑥) = 0,
𝜕+
𝑔 (𝑥) = 𝛽𝑔, 𝜕−

𝑔 (𝑥) = 0, поэтому 𝜕+
𝑓 = 𝛽𝑓 , 𝜕−

𝑓 = 0, 𝜕+
𝑔 = 𝛽𝑔, 𝜕−

𝑔 = 0. Таким

образом, 𝜕𝑎
𝑓,𝑔 = 𝛽𝑓 , 𝜕𝑏

𝑓,𝑔 = 𝛽𝑔, и 𝜕𝑓,𝑔 = min{𝛽𝑓 , 𝛽𝑔} = 𝛽𝑔. Мы также имеем

È𝑓,𝑔(𝑥)=
1

𝑥
(𝛼𝑓−𝛼𝑔)+(𝛽𝑓−𝛽𝑔), поэтому È𝑓,𝑔 =È𝑓,𝑔(1)=(𝛼𝑓−𝛼𝑔)+(𝛽𝑓−𝛽𝑔).

Следовательно, из теоремы 5 в этом случае мы имеем, что число максималь-
ных 𝑓, 𝑔-разрывных повторов в слове длины 𝑛 ограничено сверху значением

𝑂(𝑛(1 +max{𝛽𝑔, (𝛼𝑓 − 𝛼𝑔) + (𝛽𝑓 − 𝛽𝑔)})) =

=𝑂(𝑛(1 +max{𝛽𝑔, (𝛼𝑓 − 𝛼𝑔), (𝛽𝑓 − 𝛽𝑔)})).
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В заключение мы формулируем некоторые открытые проблемы в данной
области.

1. Мы предполагаем, что 𝑅⩾𝜆(𝑛)−𝑅⩾𝜆+1(𝑛)=Ñ(𝑛) для любого 𝜆. Можно
ли доказать эту гипотезу?

2. Выше на примере слов 𝑤𝑘 показано, что 𝑅⩾𝜆(𝑛)≳𝑛/4 для любого 𝜆.
Вместо слов 𝑤𝑘 мы также можем рассмотреть слова ̂︀𝑤𝑘 = ((01)𝑘0)𝑘 такие,
что 𝑅⩾𝜆( ̂︀𝑤𝑘)> (𝑘 − ⌊𝜆/2⌋)(𝑘 − 1) для 𝑘 > 𝜆, поэтому 𝑅⩾𝜆( ̂︀𝑤𝑘)≳ 𝑘2 ≳ | ̂︀𝑤𝑘|/2
при 𝑘→∞. Таким образом, мы на самом деле имеем

𝑅⩾1(𝑛)⩾𝑅⩾2(𝑛)⩾𝑅⩾3(𝑛)⩾ . . .≳ 𝑛/2.

Является ли нижняя оценка 𝑛/2 строгой?
3. Обозначим через 𝑅𝑝(𝑛) максимальное возможное число первичных

периодичностей и через 𝐸𝑝(𝑛) максимальную возможную сумму порядков
первичных периодичностей в словах длины 𝑛. Верно ли, что 𝑅𝑝(𝑛) =𝑅(𝑛)?
Если 𝑅𝑝(𝑛)=𝑅(𝑛), то верно ли, что 𝐸𝑝(𝑛)=𝐸(𝑛)?

4. Верно ли, что 𝑅𝐸𝑠
𝑏𝑖𝑛(𝑛)=É(𝑛 log 𝑛)?

5. Является ли верхняя оценка 𝑂(𝑛/𝛿) для числа максимальных
𝛿-субпериодичностей точной по порядку в случае слов над бинарным ал-
фавитом?

6. Верно ли, что слово длины 𝑛 содержит не более 𝛼𝑛 максимальных
𝛼-разрывных повторов?

7. Пусть 𝑓(𝑥) = 𝛼𝑥, 𝑔(𝑥) = 𝛽𝑥, где 𝛽 < 𝛼. Верно ли, что в этом слу-
чае слово длины 𝑛 содержит 𝑂(𝑛(1+𝛼− 𝛽)) максимальных 𝑓, 𝑔-разрывных
повторов?

8. Пусть на символах словарного алфавита определен некоторый ли-
нейный порядок. Этот порядок определяет лексикографический порядок на
словах над рассматриваемым алфавитом. Тогда под корнем Линдона макси-
мальной периодичности 𝑟 в заданном слове понимается циклический корень
периодичности 𝑟, который является словом Линдона для рассматриваемого
лексикографического порядка, т. е. циклический корень, который является
наименьшим в рассматриваемом лексикографическом порядке циклическим
корнем среди всех циклических корней периодичности 𝑟. Самый левый ко-
рень Линдона периодичности 𝑟 называется левым корнем Линдона перио-
дичности 𝑟. В [8] доказано, что для любого фактора длины 𝑙 в слове число
содержащихся в этом факторе левых корней Линдона максимальных перио-
дичностей в данном слове не превосходит 3𝑙/2. Верно ли, что данное число
не превосходит 𝑙?
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