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ИНВЕРСНЫЕ ВХОДЫ В АРИФМЕТИЧЕСКИХ

И ТРОПИЧЕСКИХ СХЕМАХ

Х. САЙВЕРТ, И. С. СЕРГЕЕВ, С. ЮКНА

(ФРАНКФУРТ-НА-МАЙНЕ; МОСКВА; ВИЛЬНЮС / ФРАНКФУРТ-НА-МАЙНЕ)

§ 1. Введение

Одной из наиболее общих задач теории синтеза является исследова-
ние влияния эффекта изменения вычислительных возможностей модели на
сложность вычисления функции. К этому направлению относится и насто-
ящая работа. Мы изучаем вопрос: может ли вычисление функции арифме-
тической схемой быть существенно ускорено, если разрешить использовать
обратные к переменным 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛 величины в качестве входов.

В булевых вычислениях роль обратной к 𝑥 величины играет отрица-
ние 𝑥. Как известно, в любой булевой (∨,∧,¬)-схеме отрицания можно
«опустить» на уровень входов ценой увеличения сложности не более чем
вдвое. Поэтому результат А. А. Разборова [3] означает, что входы-отрицания
позволяют понизить сложность монотонных булевых (∨,∧)-схем сверхполи-
номиально. Позднее Е. Тардош [20] показала, что выигрыш может быть даже
экспоненциальным.

Напомним, что сложность схемы определяется как число функцио-
нальных элементов в ней, а сложность функции—как минимальная слож-
ность реализующей ее схемы. Для удобства, операции, из которых строится
схема, мы будем отражать в названии: например, (+, ·)-схемы — это схемы
над базисом {+, ·}.

Мы изучаем эффект добавления инверсных входов в арифметичес-
кие (+, ·)-схемы, а также в тропические (min,+)- и (max,+)-схемы. Базо-
вые монотонные версии этих схем в качестве входов используют перемен-
ные 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛 и произвольные неотрицательные вещественные константы.
В случае арифметических схем можно рассмотреть два вида инверсий вхо-
дов: аддитивные −𝑥1, . . .,−𝑥𝑛 и мультипликативные 1/𝑥1, . . ., 1/𝑥𝑛. Мы
обозначаем соответствующие модели как (+, ·,−𝑥𝑖)- и (+, ·, 1/𝑥𝑖)-схемы.
В (+, ·,−)-схемах разрешается операция вычитания.

Сложность реализации функции (+, ·,−)- и (+, ·,−𝑥𝑖)-схемами практи-
чески одна и та же: вычитания всегда могут быть опущены на уровень вхо-
дов по правилам −(𝑥+𝑦)=(−𝑥)+(−𝑦) и −𝑥·𝑦=(−𝑥)·𝑦. Поэтому из результа-
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та Л. Вэльянта [21] следует, что отношение сложностей *) (+, ·)/(+, ·,−𝑥𝑖)
может быть экспоненциальным. Иначе говоря, аддитивно инверсные вхо-
ды −𝑥𝑖 позволяют понизить сложность монотонного вычисления (некото-
рых функций) экспоненциально.

Ф. Штрассен [19] показал, что при доступной операции вычитания (−)
деление (/) не может существенно понизить сложность схемы: если много-
член 𝑃 степени 𝑑 вычисляется (+, ·, /,−)-схемой сложности 𝑠, то его мож-
но также вычислить (+, ·,−)-схемой сложности O(𝑠𝑑 log 𝑑). Таким образом,
мультипликативные инверсии входов 1/𝑥1, . . ., 1/𝑥𝑛 оказываются малопо-
лезными в немонотонных вычислениях.

Но может ли операция деления (/) существенно ускорить монотон-

ные (+, ·)-вычисления? Вопрос нетривиален, поскольку метод Штрассе-
на опирается на возможность представления выражения 1/𝑓 в виде ря-
да 1/(1− (1− 𝑓)) =

∑︀

𝑖⩾0

(1− 𝑓)𝑖, который вычисляется при помощи вычита-

ний. И действительно, аналог результата Штрассена не выполняется для
монотонных арифметических схем: здесь деление может экспоненциально
понизить сложность.

Экспоненциальное отношение (+, ·)/(+, ·, /) сложности схем без вычи-
таний достигается на многочлене остовных деревьев (многочлене Кирх-
гофа) 𝜅𝑛(𝑥) =

∑︀

𝑇

∏︀

𝑒∈𝑇
𝑥𝑒, где суммирование выполняется по всем остовным

деревьям полного неориентированного графа 𝐾𝑛 на 𝑛 вершинах. С. Юк-
на и Х. Сайверт [14] показали, что монотонная арифметическая сложность
многочлена 𝜅𝑛 не меньше 2Ñ(

√
𝑛). Для ориентированной версии многочле-

на 𝜅𝑛 (когда 𝐾𝑛 —полный ориентированный граф и суммирование выпол-
няется по ориентированным остовным деревьям) нижняя оценка сложно-
сти 2Ñ(𝑛) была ранее доказана М. Джеррумом и М. Шниром [13]. С другой
стороны, С. Фомин, Д. Григорьев и Г. Кошевой [10] недавно показали, что
оба многочлена 𝜅𝑛 и его ориентированная версия могут быть вычислены
(+, ·, /)-схемами сложности O(𝑛3).

Верхняя оценка O(𝑛3) справедлива и в том случае, когда в (+, ·, /)-схеме
разрешается использовать только один элемент деления в самом конце.
Действительно, все операции деления можно поднять к выходу схемы по
правилам (𝑥/𝑦)+𝑧=(𝑥+𝑦𝑧)/𝑦, (𝑥/𝑦)𝑧=(𝑥𝑧)/𝑦 и (𝑥/𝑦)/𝑧=𝑥/(𝑦𝑧). Поэтому
отношение сложностей (+, ·)/(+, ·, /) может быть экспоненциально даже
если в схеме допускается только один элемент деления (на выходе).

В настоящей работе мы подходим к вопросу с другой стороны: что
получается, когда деления разрешены только на входах схемы? Имеют ли
(+, ·, 1/𝑥𝑖)-схемы, т. е. монотонные арифметические схемы с инверсными
входами 1/𝑥1, . . ., 1/𝑥𝑛, преимущество перед теми же монотонными схема-
ми без инверсных входов? То, что инверсные входы приводят к экономии
сложности, видно на примере многочлена 𝑥31. Он может быть вычислен
как 𝑥32 · (1/𝑥) со сложностью 6, однако 7 элементов необходимы любой схе-
ме без инверсных входов, как следует, например, из [1, §4.6.3]. Поэтому
правильно поставить вопрос: могут ли (+, ·, 1/𝑥𝑖)-схемы быть существенно
проще (+, ·)-схем?

*) Т. е. сложность реализации одной и той же функции схемами одного типа относительно
сложности реализации той же функции схемами другого типа.
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Наш ответ отрицательный: отношение (+, ·)/(+, ·, 1/𝑥𝑖) всегда не бо-
лее чем квадратично (теорема 1): если многочлен 𝑃 от 𝑛 переменных вы-
числяется (+, ·, 1/𝑥𝑖)-схемой сложности 𝑠, то 𝑃 можно также реализовать
(+, ·)-схемой сложности O(𝑛𝑠2).

Мы также интересуемся влиянием наличия инверсных входов на слож-
ность тропических (min,+)- и (max,+)-схем. Наш интерес вызван тем, что
тропические схемы моделируют базовые алгоритмы динамического програм-
мирования. Входами тропической схемы являются переменные 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛

и неотрицательные вещественные константы; элементы реализуют опера-
ции сложения (+) и либо min, либо max. Операция деления 𝑥/𝑦 в ариф-
метических вычислениях соответствует операции вычитания 𝑥− 𝑦 в тропи-
ческих. Тропическими версиями арифметических (+, ·, 1/𝑥𝑖)-схем являются
(min,+,−𝑥𝑖)- и (max,+,−𝑥𝑖)-схемы.

В тропическом полукольце *) (R+,min,+) многочлену остовных де-
ревьев 𝜅𝑛 соответствует проблема поиска остовного дерева минималь-
ного веса MST𝑛: в полном графе 𝐾𝑛 каждому ребру 𝑒 приписан неот-
рицательный вес 𝑥𝑒, требуется найти минимальный вес

∑︀

𝑒∈𝑇
𝑥𝑒 остовно-

го дерева 𝑇 в 𝐾𝑛. Как показано в [15], решение этой проблемы требу-
ет (min,+)-схем размера 2Ñ(

√
𝑛). С другой стороны, поскольку тропиче-

ские схемы не слабее монотонных арифметических схем, верхняя оцен-
ка O(𝑛3) [10] сложности многочлена 𝜅𝑛 распространяется на тропические
(min,+)-схемы, реализующие MST𝑛; то же справедливо для (max,+)-схем,
вычисляющих (max,+)-версию задачи MST𝑛. Поэтому отношения сложно-
стей (min,+)/(min,+,−) и (max,+)/(max,+,−) могут быть экспоненци-
альными.

Вновь поставим вопрос: как отражается на сложности тропических
схем доступ к инверсиям входов? Мы покажем (теорема 2), что отношение
(min,+)/(min,+,−𝑥𝑖) всегда не более чем квадратично. В случае тропи-
ческих (max,+,−𝑥𝑖)-схем задача оказывается труднее, но все же мы мо-
жем доказать (теорема 3), что отношение (max,+)/(max,+,−𝑥𝑖) не бо-
лее чем квадратично для схем, решающих однородные задачи максими-
зации. Обобщение теоремы 1 на тропические схемы нетривиально, пос-
кольку последние, вообще говоря, сильнее, чем монотонные арифметиче-
ские схемы. Например, задача поиска кратчайшего пути в графе решает-
ся (min,+)-схемой полиномиальной сложности (алгоритм динамического
программирования Беллмана—Форда—Мура), но монотонная арифмети-
ческая сложность соответствующего многочлена экспоненциальна [13].

§ 2. Результаты

Арифметические схемы. Наш первый результат (теорема 1) показывает,
что (+, ·)/(+, ·, 1/𝑥𝑖) отношение не может быть более чем квадратично. Это
значит, что инверсные входы не позволяют существенно понизить слож-
ность монотонных арифметических схем.

Т е о р е м а 1. Если многочлен 𝑃 от 𝑛 переменных реализуется
(+, ·, 1/𝑥𝑖)-схемой сложности 𝑠, то он также может быть вычислен
(+, ·)-схемой сложности O(𝑛𝑠2).

*) Здесь и далее R+ обозначает множество всех неотрицательных вещественных чисел.
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Из теоремы 1 вытекает следствие, представляющее самостоятель-
ный интерес. Оно относится к монотонной арифметической сложности
вычисления «дополняющих» многочленов. Для произвольного подмноже-
ства 𝑆 ⊆ [𝑛] = {1, . . ., 𝑛} определим мультилинейный одночлен 𝑋𝑆 =

∏︀

𝑖∈𝑆
𝑥𝑖.

Дополнением мультилинейного многочлена 𝑃 (𝑥) =
∑︀

𝑆∈F
𝑋𝑆 назовем (также

мультилинейный) многочлен

co-𝑃 (𝑥) :=
∑︀

𝑆∈F

∏︀

𝑖̸∈𝑆
𝑥𝑖.

Может ли сложность вычисления многочленов 𝑃 и co-𝑃 (+, ·)-схемами
отличаться существенно? Из теоремы 1 следует отрицательный ответ на
этот вопрос.

С л е д с т в и е 1. Если мультилинейный многочлен 𝑃 от 𝑛 пере-

менных реализуется (+, ·)-схемой сложности 𝑠, то его дополнение co-𝑃
можно вычислить (+, ·)-схемой сложности O(𝑛𝑠2+𝑛3).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим (+, ·)-схему сложности 𝑠, реализу-
ющую многочлен 𝑃 (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)=

∑︀

𝑆∈F
𝑋𝑆. Если в нее вместо входов перемен-

ных 𝑥𝑖 подставить инверсные входы 1/𝑥𝑖, то полученная (+, ·, 1/𝑥𝑖)-схема
сложности 𝑠 будет вычислять многочлен Лорана *) 𝑃 (1/𝑥1, . . ., 1/𝑥𝑛). Заме-
тим, что

co-𝑃 (𝑥) =
∑︀

𝑆∈F

∏︀

𝑖 ̸∈𝑆
𝑥𝑖 =

𝑛∏︀

𝑖=1

𝑥𝑖 ·
∑︀

𝑆∈F

∏︀

𝑖∈𝑆

1

𝑥𝑖
=

𝑛∏︀

𝑖=1

𝑥𝑖 · 𝑃 (1/𝑥1, . . ., 1/𝑥𝑛) .

Таким образом, многочлен co-𝑃 реализуется (+, ·, 1/𝑥𝑖)-схемой сложно-
сти 𝑡= 𝑠+ 𝑛. Тогда, согласно теореме 1, многочлен co-𝑃 можно вычислить
(+, ·)-схемой сложности O(𝑛𝑡2)=O(𝑛𝑠2+𝑛3).

Тропические схемы. Многие алгоритмы динамического программирова-
ния являются «чистыми» в том смысле, что они строятся на рекурсивных со-
отношениях, использующих только операции (min,+) или (max,+). К чис-
тым алгоритмам относятся популярные алгоритмы Беллмана—Форда—
Мура [5,11,16] и Роя—Флойда—Уоршелла [9,18,22] поиска кратчайшего
пути в графе **), алгоритм Беллмана—Хелда—Карпа [6,12] решения задачи
коммивояжера и алгоритм Дрейфуса—Вагнера—Левина [2,7] построения
дерева Штейнера.

Тропические (min,+)- и (max,+)-схемы—это естественная модель
для реализации чистых алгоритмов динамического программирования.
Такие схемы состоят из двухвходовых (min,+) или (max,+) операций. Вхо-
дами являются переменные ***) 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛 и любые неотрицательные констан-
ты. Иначе говоря, в тропических схемах роль арифметического умноже-
ния (·) играет операция сложения (+), а роль арифметического сложения—

*) В многочленах Лорана допускаются отрицательные степени переменных.
**) Первый алгоритм вычисляет кратчайший путь между двумя заданными вершинами,

второй—кратчайшие пути между всеми парами вершин.
***) В терминах динамического программирования набор входов переменных тропической

схемы также называется весовым вектором.
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операцииmin илиmax. Тропические (min,+,−𝑥𝑖)- и (max,+,−𝑥𝑖)-схемы до-
полнительно используют инверсные входы −𝑥1, . . .,−𝑥𝑛.

Тропические (min,+)-схемы вычисляют тропические многочлены
𝑃 (𝑥)=min

𝑎∈𝐴
⟨𝑎, 𝑥⟩+𝑐𝑎, где

*) 𝐴⊆N𝑛 —конечное множество векторов (показа-

телей степеней мономов в арифметическом случае), 𝑐𝑎∈R+ —неотрицатель-
ные коэффициенты, а ⟨𝑎, 𝑥⟩= 𝑎1𝑥1 + · · ·+ 𝑎𝑛𝑥𝑛 —скалярное произведение
векторов 𝑎 и 𝑥. Аналогично определяются (max,+)-многочлены. Тропиче-
ские (min,+,−𝑥𝑖)- и (max,+,−𝑥𝑖)-схемы вычисляют тропические многочле-
ны Лорана: в этом случае 𝐴⊆Z𝑛, т. е. некоторые переменные 𝑥𝑖 могут иметь
отрицательные показатели степени 𝑎𝑖.

Тропическая схема Ï вычисляет тропический многочлен 𝑃 , если при
любом (весовом векторе) 𝑥 ∈ R𝑛

+ выход схемы принимает значение 𝑃 (𝑥).
Два тропических многочлена 𝑃 и 𝑄 от 𝑛 переменных будем называть экви-
валентными, если для всех 𝑥∈R𝑛

+ выполнено 𝑃 (𝑥)=𝑄(𝑥).

З а м е ч а н и е 1. (Почему неотрицательные входы?) Имеется две
причины ограничить рассмотрение неотрицательными наборами входов
𝑥1, . . ., 𝑥𝑛 ∈ R+. Во-первых, известные алгоритмы динамического програм-
мирования, как правило, эффективны только на неотрицательных входах
и не предназначены для работы в ситуациях, когда допускаются отри-
цательные. Во-вторых, возможности тропических схем при решении оп-
тимизационных задач с любыми наборами входов примерно такие же,
как у монотонных арифметических схем (см. [13, след. 2.7]), т. е. пе-
реход к модели тропических схем дает мало нового. С другой стороны,
если допускаются только неотрицательные входы, то тропические схе-
мы могут быть экспоненциально сильнее монотонных арифметических.
Например, задача поиска кратчайшего пути решается полиномиальной
(min,+)-схемой методом Беллмана—Форда—Мура, а соответствующий
монотонный (арифметический) многочлен имеет экспоненциальную моно-
тонную сложность [13, §4.4].

Следующая теорема является тропическим аналогом теоремы 1 для слу-
чая минимизации.

Т е о р е м а 2. Если тропический (min,+)-многочлен 𝑃 (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)
реализуется (min,+,−𝑥𝑖)-схемой сложности 𝑠, то его также можно
вычислить (min,+)-схемой сложности O(𝑛𝑠2).

Вопрос с тропическими (max,+,−𝑥𝑖)-схемами (решающими задачи
максимизации) оказывается не столь ясным. В этом случае мы мо-
жем получить аналог теоремы 2 только для однородных многочле-
нов 𝑃 (𝑥)=max

𝑎∈𝐴
⟨𝑎, 𝑥⟩+𝑐𝑎, т. е. таких, что 𝑎1+· · ·+𝑎𝑛=𝑚 при некотором𝑚∈N

для всех 𝑎∈𝐴.

Т е о р е м а 3. Если однородный (max,+)-многочлен 𝑃 (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)
реализуется (max,+,−𝑥𝑖)-схемой сложности 𝑠, то он также может
быть вычислен (max,+)-схемой сложности O(𝑛𝑠2).

По аналогии с арифметическим случаем можно определить дополнение
тропического многочлена 𝑃 (𝑥)=min

𝑆∈F

∑︀

𝑖∈𝑆
𝑥𝑖 как

co-𝑃 (𝑥) =min
𝑆∈F

∑︀

𝑖 ̸∈𝑆
𝑥𝑖.

*) Здесь и далее N—множество неотрицательных целых чисел.
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Но при этом тропический аналог следствия 1 не имеет места: сложность
тропических многочленов 𝑃 и co-𝑃 может отличаться экспоненциально. На-
пример, пусть F—семейство подмножеств ребер полного двудольного 𝑛×𝑛
графа 𝐾𝑛,𝑛, состоящее из всех 𝑛! дополнений совершенных паросочетаний
и из всех 𝑛2 отдельных ребер. Тогда (min,+)-многочлен 𝑃 (𝑥) = min

𝑆∈F

∑︀

𝑒∈𝑆
𝑥𝑒

можно вычислить тривиальной (min,+)-схемой размера 𝑛2 (которая просто
возвращает минимальный из весов ребер). С другой стороны, дополнитель-
ный многочлен co-𝑃 (𝑥) = min

𝑆∈F

∑︀

𝑒 ̸∈𝑆
𝑥𝑒 эквивалентен тропическому перманен-

ту Per𝑛(𝑥) = min
𝑀

∑︀

𝑒∈𝑀
𝑥𝑒, где минимум вычисляется по всем совершенным

паросочетаниям 𝑀 в 𝐾𝑛,𝑛 (минимум в co-𝑃 обязательно достигается на

некотором паросочетании 𝑆). Осталось вспомнить, что многочлен Per𝑛 име-
ет сложность 2Ñ(𝑛) при реализации (min,+)-схемами [13].

Ситуация, однако, меняется, когда вместо дополняющих тропических
многочленов мы рассматриваем двойственные к ним, в которых операции
min и max меняются местами.

С л е д с т в и е 2. Если многочлен 𝑃 (𝑥) =max
𝑎∈𝐴

⟨𝑎, 𝑥⟩, где 𝐴⊆{0, 1}𝑛,

реализуется (max,+)-схемой сложности 𝑠, то двойственный много-

член 𝑃 *(𝑥) = min
𝑎∈𝐴

⟨⃗1 − 𝑎, 𝑥⟩ может быть вычислен (min,+,−𝑥𝑖)-схемой

сложности 𝑛+𝑠, а также (min,+)-схемой сложности O(𝑛𝑠2+𝑛3).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим (max,+)-схему Ï сложности 𝑠, вы-
числяющую многочлен 𝑃 , и преобразуем ее в (min,+,−𝑥𝑖)-схему, заменяя
каждый элемент max на элемент min, а каждый вход переменной 𝑥𝑖 на
инверсный вход −𝑥𝑖. Полученная (min,+,−𝑥𝑖)-схема Ï′ имеет ту же слож-
ность и вычисляет многочлен Лорана 𝑄(𝑥)=min

𝑎∈𝐴
⟨𝑎,−𝑥⟩=min

𝑎∈𝐴
⟨−𝑎, 𝑥⟩. Тогда

многочлен 𝑃 *(𝑥)=min
𝑎∈𝐴

⟨⃗1−𝑎, 𝑥⟩= ⟨⃗1, 𝑥⟩+𝑄(𝑥) реализуется (min,+,−𝑥𝑖)-схе-

мой сложности 𝑛+𝑠. Как следует из теоремы 2, многочлен 𝑃 * можно также
вычислить (min,+)-схемой сложности O(𝑛𝑠2+𝑛3).

Для двойственных к (min,+)-многочленам аналогичное рассуждение,
но с использованием теоремы 3 вместо теоремы 2, приводит к несколько
более слабому результату.

С л е д с т в и е 3. Если многочлен 𝑃 (𝑥) =min
𝑎∈𝐴

⟨𝑎, 𝑥⟩, где 𝐴⊆{0, 1}𝑛,

реализуется (min,+)-схемой сложности 𝑠, то двойственный мно-

гочлен 𝑃 *(𝑥) =max
𝑎∈𝐴

⟨⃗1− 𝑎, 𝑥⟩ может быть вычислен (max,+,−𝑥𝑖)-схемой

сложности 𝑛+𝑠. Если многочлен 𝑃 однородный, то многочлен 𝑃 * также
можно вычислить (max,+)-схемой сложности O(𝑛𝑠2+𝑛3).

Если говорить о схемах, которым доступны обе операции min
и max, то несложно показать (см. предложение 1 ниже), что возмож-
ности (min,+,max,−𝑥𝑖)-схем примерно такие же, как у тропических
(min,+,−)-схем. Как следствие того, что отношение (min,+)/(min,+,−)
может быть экспоненциальным [10], сложность (min,+)-схемы можно экс-
поненциально понизить, разрешив операции max и инверсные входы −𝑥𝑖.
На самом деле, уже отношение сложностей (min,+)/(min,+,max) мо-
жет быть экспоненциальным. Действительно, задача построения мини-
мального остовного дерева MST𝑛 решается (min,+,max)-схемой сложно-
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сти O(𝑛3) [15], но любая (min,+)-схема для этой проблемы имеет слож-

ность 2Ñ(
√
𝑛) [14]. С учетом теоремы 2 это означает, что даже отношение

(min,+,−𝑥𝑖)/(min,+,max) может быть экспоненциальным.

С л е д с т в и е 4. Задача MST𝑛 решается (min,+,max)-схемой
сложности O(𝑛3), но любая (min,+,−𝑥𝑖)-схема для этой задачи имеет
сложность 2Ñ(

√
𝑛).

Наши результаты о сравнении нескольких моделей арифметических
(+, ·, /)- и тропических (min,+,−)-схем отражены в форме диаграммы на
рис. 1. В тропическом полукольце (R+,min,+) роль сложения играет опе-
рация min(𝑥, 𝑦), роль умножения—сложение 𝑥+𝑦 и роль деления—вычи-
тание 𝑥−𝑦. Операция max связана с базовыми операциями (min,+) соотно-
шением min(𝑥, 𝑦)+max(𝑥, 𝑦)=𝑥+𝑦. Поэтому в арифметическом полукольце
(R+,+, ·) аналогом операции max является операция гармонической суммы
(половина от гармонического среднего):

𝑥 ⊕ 𝑦 :=
1

1

𝑥
+

1

𝑦

=
𝑥 · 𝑦

𝑥+ 𝑦
. (1)

Заметим, что (𝑥 + 𝑦) · (𝑥 ⊕ 𝑦) = 𝑥 · 𝑦 и (𝑥+ 𝑦)−1 = 𝑥−1 ⊕ 𝑦−1. Это ариф-
метические версии тропических тождеств min(𝑥, 𝑦) + max(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦
и −min(𝑥, 𝑦)=max(−𝑥,−𝑦). В частности, тропическим (min,+,max)-схемам
соответствуют арифметические (+, ·,⊕)-схемы.

Отношение «≈» на рис. 1 означает следующее.

П р е д л о ж е н и е 1. Сложность в моделях (+, ·, /)-схем
и (+, ·,⊕, 1/𝑥𝑖)-схем совпадает с точностью до постоянного множите-
ля. То же верно для моделей (min,+,−)- и (min,+,max,−𝑥𝑖)-схем.

Подчеркнем, что в модели (min,+,max,−𝑥𝑖)-схем разрешается исполь-
зовать отрицательные константы в качестве входов.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассуждение проводится единообразно для
обоих—арифметического и тропического— случаев. В первом слу-
чае 𝑥−1

𝑖 =1/𝑥𝑖, а во втором 𝑥−1
𝑖 =−𝑥𝑖 и 𝑥⊕ 𝑦=max(𝑥, 𝑦). Доказательство в од-

ну сторону тривиально: (+, ·,⊕, 𝑥𝑖
−1)-схемы моделируются (+, ·, /)-схемами

не более чем втрое большей сложности ввиду (1).
Теперь рассмотрим произвольную (+, ·, /)-схему Ï сложности 𝑠. Про-

дублируем все вычисления в ней вычислением обратных величин. Это зна-
чит, что для каждого входа переменной 𝑥𝑖 предусмотрим вход 𝑥−1

𝑖 в новой
схеме Ï′, а для входа константы 𝑐—дополнительный вход 𝑐−1. Каждому
элементу 𝑔(𝑎, 𝑏) схемы Ï соответствует пара элементов схемы Ï′, функци-
онирующих по правилам:

— если 𝑔 = 𝑎 · 𝑏 в Ï, то 𝑔 = 𝑎 · 𝑏 и 𝑔−1 = 𝑎−1 · 𝑏−1 в Ï′;

— если 𝑔 = 𝑎+ 𝑏 в Ï, то 𝑔 = 𝑎+ 𝑏 и 𝑔−1 = 𝑎−1 ⊕ 𝑏−1 в Ï′;

— если 𝑔 = 𝑎/𝑏 в Ï, то 𝑔 = 𝑎 · 𝑏−1 и 𝑔−1 = 𝑎−1 · 𝑏 в Ï′.

По построению схема Ï′ содержит только элементы из {+, ·,⊕}, имеет
сложность 2𝑠 и вычисляет ту же функцию.

Таким образом, поскольку отношение сложностей (+, ·)/(+, ·, /) может
быть экспоненциальным, инверсные входы 1/𝑥1, . . ., 1/𝑥𝑛 вместе с операци-
ей гармонической суммы 𝑥 ⊕ 𝑦 позволяют снизить сложность монотонных
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Рис. 1. Базовые подклассы арифметических (+, ·, /)-схем и тропических (min,+,−)-схем.

Здесь 𝑥 ⊕ 𝑦 = (𝑥−1 + 𝑦−1)−1 означает операцию гармонической суммы; ее тропический
(min,+)-аналог— операция max(𝑥, 𝑦). Отношение ≈ означает, что сложность схем в соответ-
ствующих моделях совпадает по порядку (предложение 1). То, что отношение (A) может быть
экспоненциальным как в арифметическом, так и в тропическом случаях, следует из нижних
оценок [13, 15] и верхних оценок [10] сложности одних и тех же многочленов. Возможность
экспоненциальной величины отношения (C) для тропических схем доказана в [14]. Основной
результат настоящей работы состоит в том, что отношение (B) безусловно не более чем квад-
ратично для арифметических и тропических (min,+)-схем (теоремы 1, 2), то же верно для
(max,+)-схем, вычисляющих однородные многочлены (теорема 3). Вместе с (A) это означает,
что отношение (D) может быть экспоненциальным в обеих, арифметической и тропической
моделях. Вопросы о величине отношения (E) в обеих моделях и о величине отношения (C)
в арифметической модели остаются открытыми.
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арифметических схем экспоненциально. Теорема 1 показывает, что наличие
элементов ⊕ необходимо для подобного ускорения. Естественно возникает
вопрос о роли инверсных входов: может ли их наличие вести к существенно-
му снижению сложности (+, ·,⊕)-схем, иначе говоря, может ли отношение
(+, ·,⊕)/(+, ·,⊕, 1/𝑥𝑖) быть велико?

Такая же ситуация с тропическими (min,+)-схемами (где роль
операции 𝑥 ⊕ 𝑦 играет max(𝑥, 𝑦)). Согласно следствию 4, отношение
(min,+,−𝑥𝑖)/(min,+,max) может быть экспоненциально. Это значит, что
расширение модели (min,+)-схем путем включения операции max при-
водит к более сильной модели, чем добавление инверсных входов −𝑥𝑖.
Вопрос в том, могут ли вообще инверсные входы быть полезными для
(min,+,max)-схем. В § 8 эти вопросы обсуждаются подробнее.

§ 3. Предварительные понятия

Арифметические (+, ·)- и тропические (min,+)- и (max,+)-схемы вы-
полняют вычисления в соответствующих полукольцах. Для единообразия
рассуждений пусть (R+,+, ·) обозначает любое из этих полуколец.

Многочлены. Многочлен 𝑛 переменных над полукольцом (R+,+, ·) опре-
деляется как выражение 𝑃 (𝑥)=

∑︀

𝑎∈𝐴
𝑐𝑎𝑋

𝑎, где 𝐴⊆N𝑛 —некоторое конечное

множество, 𝑋𝑎 =
𝑛∏︀

𝑖=1

𝑥𝑎𝑖

𝑖 —мономы, 𝑐𝑎𝑋
𝑎 — одночлены, и 𝑐𝑎 > 0— коэффи-

циенты многочлена 𝑃 . Степенью монома 𝑋𝑎 называется сумма 𝑎1+· · ·+𝑎𝑛

компонент вектора 𝑎, а степенью многочлена—максимальная из степеней
его мономов. В многочленах Лорана допускаются отрицательные экспо-
ненты: в этом случае 𝐴⊆ Z𝑛. Чтобы подчеркнуть тот факт, что некоторый
многочлен Лорана 𝑃 является на самом деле обычным многочленом (без
отрицательных показателей степени), мы иногда будем называть 𝑃 нело-

рановым многочленом. Таким образом, термины «многочлен» и «нелоранов
многочлен» эквивалентны.

В тропических полукольцах мономы 𝑋𝑎 превращаются в линей-
ные формы ⟨𝑎, 𝑥⟩ = 𝑎1𝑥1 + · · · + 𝑎𝑛𝑥𝑛, а одночлены—в аффинные фор-
мы ⟨𝑎, 𝑥⟩ + 𝑐𝑎 = 𝑎1𝑥1 + · · · + 𝑎𝑛𝑥𝑛 + 𝑐𝑎. Роль «показателей степени» 𝑎𝑖 иг-
рают коэффициенты этих форм. Таким образом, в полукольце (R+,min,+)
многочлен Лорана— это выражение вида 𝑃 (𝑥)=min

𝑎∈𝐴
⟨𝑎, 𝑥⟩+𝑐𝑎. Аналогично

определяются многочлены Лорана в полукольце (R+,max,+).

Многочлены, порождаемые схемами. Под (+, ·, 𝑥𝑖
−1)-схемой мы по-

нимаем схему, использующую операции полукольца + и ·. Ее входами яв-
ляются переменные 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, инверсии переменных 𝑥1

−1, . . ., 𝑥𝑛
−1 и любые

неотрицательные константы 𝑐∈R+.
Естественным образом каждая (+, ·, 𝑥𝑖

−1)-схема порождает (т. е. вы-
числяет синтаксически) определенный многочлен Лорана: при выполнении
сложения (+) два порождаемых многочлена складываются, при элементе
умножения (·) порождается сумма всех попарных произведений членов двух
многочленов на входах. Более точно, порождаемые входами 𝑥𝑖, 𝑥

−1
𝑖 или 𝑐∈R
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многочлены Лорана полагаются равными 𝑥𝑖, 𝑥−1
𝑖 и 𝑐 соответственно. Ес-

ли 𝑃 (𝑥) =
∑︀

𝑎∈𝐴
𝑐𝑎𝑋

𝑎 и 𝑄(𝑥) =
∑︀

𝑏∈𝐵
𝑐𝑏𝑋

𝑏 —многочлены Лорана, порождаемые

на входах элемента 𝑔, то на выходе элемента порождается многочлен

𝑃 +𝑄=
∑︀

𝑎∈𝐴
𝑐𝑎𝑋

𝑎 +
∑︀

𝑏∈𝐵
𝑐𝑏𝑋

𝑏, если 𝑔 =+,

𝑃 ·𝑄=
∑︀

𝑎∈𝐴

∑︀

𝑏∈𝐵
𝑐𝑎𝑐𝑏𝑋

𝑎+𝑏, если 𝑔 = ·.

В частности, в случае тропических (min,+,−𝑥𝑖)-схем многочлены (Лорана)
на входах элемента имеют вид 𝑃 (𝑥) =min

𝑎∈𝐴
⟨𝑎, 𝑥⟩+ 𝑐𝑎 и 𝑄(𝑥) =min

𝑏∈𝐵
⟨𝑏, 𝑥⟩+ 𝑐𝑏,

где 𝐴, 𝐵⊆Z𝑛 и 𝑐𝑎, 𝑐𝑏∈R+. Многочлен, порождаемый на выходе элемента,—
это либо min{𝑃, 𝑄}, либо 𝑃+𝑄=min

𝑎∈𝐴
min
𝑏∈𝐵

⟨𝑎+𝑏, 𝑥⟩+𝑐𝑎+𝑐𝑏.

Вычисление и порождение. Напомним, что два многочлена Лорана 𝑃
и 𝑄 от 𝑛 переменных называются эквивалентными, если 𝑃 (𝑥) =𝑄(𝑥) для
всех 𝑥∈R𝑛

+. Арифметическая или тропическая схема Ï (с инверсными входа-
ми или без) вычисляет многочлен Лорана 𝑃 , если многочлен, порождаемый
схемой Ï, эквивалентен 𝑃 .

Хорошо известно (и легко показать, используя, например, вариант фун-
даментальной теоремы алгебры для многочленов нескольких переменных),
что если два многочлена Лорана эквивалентны, то они совпадают как фор-
мальные выражения, т. е. содержат одни и те же мономы с одними и теми
же ненулевыми коэффициентами при них (см. § 5). Поэтому если арифме-
тическая (+, ·, 1/𝑥𝑖)-схема вычисляет некоторый многочлен, то она также
и порождает его.

Этого нельзя сказать про тропические схемы: разные тропические
многочлены (Лорана) могут быть эквивалентны. Например, для любого
(min,+)-многочлена 𝑃 все многочлены min{𝑥, 𝑥 + 𝑃} эквивалентны мно-
гочлену 𝑥. Джеррум и Шнир [13, след. A3] построили следующую струк-
турную характеризацию всех эквивалентных тропических многочленов Ло-
рана, используя вариант леммы Фаркаша из работы К. Фана [8, теор. 4].
Скажем, что вектор 𝑢 лежит выше вектора 𝑣, если 𝑢 ⩾ 𝑣, и 𝑢 лежит

ниже 𝑣, если 𝑢 ⩽ 𝑣. Результат [13] состоит в том, что два тропических
многочлена Лорана 𝑃 (𝑥)=min

𝑎∈𝐴
⟨𝑎, 𝑥⟩+ 𝑐𝑎 и 𝑄(𝑥)=min

𝑏∈𝐵
⟨𝑏, 𝑥⟩+ 𝑐𝑏 эквивалент-

ны тогда и только тогда, когда каждый вектор (𝑎, 𝑐𝑎) лежит выше неко-
торой выпуклой комбинации векторов (𝑏, 𝑐𝑏), и каждый вектор (𝑏, 𝑐𝑏) ле-
жит выше некоторой выпуклой комбинации векторов (𝑎, 𝑐𝑎). Ввиду тожде-
ства max(𝑥, 𝑦)=−min(−𝑥,−𝑦) то же верно для (max,+)-многочленов, если
везде «лежит выше» заменить на «лежит ниже».

Так, многочлены Лорана 𝑃 =max{2𝑥, 2𝑦} и 𝑄=max{2𝑥, 𝑥+ 𝑦 − 𝑧, 2𝑦}
эквивалентны в силу (1, 1,−1)⩽ 1

2
(2, 0, 0) + 1

2
(0, 2, 0). Переменная 𝑧 имеет

отрицательный «показатель степени» в 𝑄, так что многочлен 𝑄 в принци-
пе не может быть порожден (max,+)-схемой. Пример на рис. 2 показыва-
ет, что даже минимальные (max,+,−𝑥𝑖)-схемы, вычисляющие нелорановы
(max,+)-многочлены, могут порождать многочлены с отрицательными по-
казателями.
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Рис. 2. Слева: минимальная (max,+)-схема, вычисляющая тропический многочлен
𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧)=max{2𝑥+𝑦+2𝑧, 2𝑦, 3𝑥+𝑧} со сложностью 7. Двойная стрелка ⇓ означает пару па-
раллельных ребер. Справа: минимальная (max,+,−𝑥𝑖)-схема, вычисляющая тот же многочлен
со сложностью 6. Можно проверить, что любая (max,+,−𝑥𝑖)-схема, вычисляющая 𝑃 со слож-
ностью 6, порождает многочлен с отрицательными показателями степени. В частности, изоб-
раженная справа схема порождает многочлен Лорана 𝑄=max{2𝑥+𝑦+2𝑧, 2𝑦, 3𝑥+𝑧, 𝑥+𝑦−𝑧},
содержащий избыточный член 𝑥+ 𝑦 − 𝑧.

Делители многочленов. Моном 𝑋𝑏 =
𝑛∏︀

𝑖=1

𝑥𝑏𝑖

𝑖 , 𝑏∈N𝑛, называется делите-

лем (нелоранова) многочлена 𝑃 =
∑︀

𝑎∈𝐴
𝑐𝑎𝑋

𝑎, 𝐴⊆N𝑛, если он делит все моно-

мы многочлена 𝑃 , т. е. если все векторы 𝑎−𝑏, где 𝑎∈𝐴, — неотрицательны.
Моном 𝑋𝑏, для которого 𝑏𝑖 =min{𝑎𝑖 : 𝑎∈𝐴}, называется наибольшим дели-

телем 𝑃 . Таким образом, наибольший делитель многочлена 𝑃 —это моном
максимально возможной степени 𝑏1+ · · ·+𝑏𝑛, который делит все мономы 𝑃 .
Базой многочлена 𝑃 назовем многочлен

[𝑃 ] := 𝑃/𝑀 =
∑︀

𝑎∈𝐴
𝑐𝑎𝑋

𝑎−𝑏,

где 𝑀 =𝑋𝑏 —наибольший делитель 𝑃 . Например, если 𝑃 = 𝑥𝑖, то 𝑀 = 𝑥𝑖

и [𝑃 ]=1 (мультипликативная единица). Если 𝑃 = 𝑐∈R+, то 𝑀 =1 и [𝑃 ]= 𝑐.
В тропическом полукольце мультипликативной единицей является 0. По-
этому база тропического (max,+)-многочлена 𝑃 =max

𝑎∈𝐴
⟨𝑎, 𝑥⟩+ 𝑐𝑎 имеет вид

[𝑃 ] :=𝑃 −𝑀 =max
𝑎∈𝐴

⟨𝑎−𝑏, 𝑥⟩+𝑐𝑎.

§ 4. Устранение инверсных входов

В этом разделе мы доказываем, что инверсные входы 𝑥1
−1, . . ., 𝑥𝑛

−1

можно практически безболезненно устранить из (+, ·, 𝑥𝑖
−1)-схемы, если
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порождаемый ею многочлен Лорана не содержит отрицательных степе-
ней (лемма 3). Напомним, что под (+, ·, 𝑥𝑖

−1)-схемами можно понимать
как арифметические (+, ·, 1/𝑥𝑖)-, так и тропические (min,+,−𝑥𝑖)- или
(max,+,−𝑥𝑖)-схемы.

Следующая лемма показывает, что многочлены Лорана, порождаемые
(+, ·, 𝑥𝑖

−1)-схемами, имеют специальный вид отношения многочлена 𝑃 и мо-
нома 𝑀 , где 𝑃 и 𝑀 можно вычислить (+, ·)-схемой ненамного большего
размера.

Л е м м а 1. Пусть Ï— (+, ·, 𝑥𝑖
−1)-схема сложности 𝑠. Тогда мно-

гочлен Лорана 𝑄, порождаемый схемой Ï, имеет вид 𝑄=𝑃/𝑀 , где мно-
гочлен 𝑃 и моном 𝑀 могут быть вычислены одной (+, ·)-схемой слож-
ности не более 4𝑠.

Здесь 𝑃/𝑀 означает 𝑃 ·𝑀−1; скажем, в тропическом случае 𝑃/𝑀 —
это тропический многочлен (Лорана) вида 𝑃−𝑀 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Наша цель состоит в построении преобразова-
ния (+, ·, 𝑥𝑖

−1)-схемы Ï в (+, ·)-схему Ï′ сложности не выше 4𝑠, порож-
дающую пару многочленов (𝑃,𝑀), где 𝑄 = 𝑃/𝑀 . Построение схемы Ï′

выполним поэлементно, просматривая схему Ï от входов к выходам. Да-
лее 1 означает мультипликативную единицу соответствующего полукольца,
т. е. константу 1 в арифметическом случае и константу 0—в тропическом.

Входам 𝑥𝑖, 𝑥
−1
𝑖 и 𝑐 ∈R+ сопоставляются пары (𝑃,𝑀) вида (𝑥𝑖, 1), (1, 𝑥𝑖)

и (𝑐, 1) соответственно. Теперь предположим, что для многочленов Лора-
на 𝑄1 и 𝑄2 на входах некоторого элемента вычислены требуемые представ-
ления 𝑄1=𝑃1/𝑀1 и 𝑄2=𝑃2/𝑀2. Многочлен Лорана, порождаемый на выхо-
де этого элемента, также вычислим в форме 𝑄= 𝑃/𝑀 . В случае элемента
умножения *) 𝑄=𝑄1 ·𝑄2 = (𝑃1/𝑀1) · (𝑃2/𝑀2) = 𝑃1𝑃2/𝑀1𝑀2, поэтому поло-
жим 𝑃 = 𝑃1𝑃2 и 𝑀 =𝑀1𝑀2. Таким образом, вместо одного элемента умно-
жения схемы Ï мы используем два элемента умножения в схеме Ï′. В случае
элемента сложения 𝑄=𝑄1+𝑄2=(𝑃1/𝑀1)+(𝑃2/𝑀2)=(𝑃1𝑀2+𝑃2𝑀1)/𝑀1𝑀2,
поэтому можно положить 𝑃 = 𝑃1𝑀2 + 𝑃2𝑀1 и 𝑀 = 𝑀1𝑀2. Таким обра-
зом, вместо элемента сложения мы используем один элемент сложе-
ния и три элемента умножения. Следовательно, построенная в итоге
(+, ·)-схема Ï′ содержит максимум вчетверо больше элементов, чем исход-
ная (+, ·, 𝑥𝑖

−1)-схема Ï, что и требовалось.
Лемма 1 без увеличения порядка сложности позволяет устранить ин-

версные входы 𝑥−1
1 , . . ., 𝑥−1

𝑛 из (+, ·, 𝑥−1
𝑖 )-схемы ценой одной дополнитель-

ной операции «деления на моном». Наша ближайшая цель—устранить
и эту операцию. Если 𝑄—нелоранов многочлен, то моном 𝑀 из выраже-
ния 𝑄=𝑃/𝑀 должен делить все мономы многочлена 𝑃 . Следующая лемма
утверждает, что ценой квадратичного увеличения сложности от последнего
деления можно избавиться в случае, когда 𝑀 —наибольший делитель мно-
гочлена 𝑃 : тогда 𝑄=[𝑃 ], где [𝑃 ]—база многочлена 𝑃 .

Доказываемая далее лемма 2 справедлива для любого полукольца 𝑆
со свойством:

(*) если 𝑃1 и 𝑃2 —многочлены над 𝑆, то любой делитель многочлена
𝑃1 + 𝑃2 одновременно является делителем каждого из многочленов
𝑃1 и 𝑃2.

*) Как обычно, далее иногда мы будем опускать знак умножения · и писать 𝑥𝑦 вместо
𝑥 · 𝑦.
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Немонотонные полукольца, в которых определено вычитание (−), этим
свойством не обладают. Скажем, 𝑥 делит многочлен 𝑃 =𝑃1+𝑃2, где 𝑃1=𝑥+𝑦
и 𝑃2 = 𝑥 − 𝑦, но не делит ни один из многочленов 𝑃1, 𝑃2. Однако свой-
ством (*) обладает рассматриваемое нами обобщенное полукольцо (R+,+, ·)
как в арифметической, так и в тропической версиях.

Л е м м а 2. Если многочлен 𝑃 от 𝑛 переменных порождается

(+, ·)-схемой сложности 𝑠, то его база [𝑃 ] порождается (+, ·)-схемой
сложности O(𝑛𝑠2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим (+, ·)-схему Ï сложности 𝑠, порож-

дающую многочлен 𝑃 . Назовем моном 𝑋𝑎=
𝑛∏︀

𝑖=1

𝑥𝑎𝑖

𝑖 простым, если 0⩽𝑎𝑖⩽2𝑠

для всех 𝑖 = 1, . . ., 𝑛. Поскольку элементы умножения—двухвходовые,
каждый делитель многочлена, порождаемого на выходе любого элемен-
та схемы Ï,— простой. Под расширенной (+, ·)-схемой будем понимать
(+, ·)-схему, входами которой могут быть любые простые мономы.

Следующее утверждение сводит задачу порождения базы [𝑃 ] к задаче
порождения простых мономов.

У т в е р ж д е н и е. Многочлен [𝑃 ] может быть порожден расши-

ренной (+, ·)-схемой сложности не более 3𝑠.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Мы опишем преобразование (+, ·)-схемы Ï, по-

рождающей многочлен 𝑃 , в расширенную (+, ·)-схему Ï′ сложности не вы-
ше 3𝑠, порождающую [𝑃 ]. Будем строить схему Ï′, просматривая поэле-
ментно схему Ï в направлении от входов к выходам. Для входов 𝑥𝑖 и 𝑐 ∈R+

схемы Ï полагаем [𝑥𝑖]=1 и [𝑐]= 𝑐.
Теперь рассмотрим произвольный элемент схемы Ï, на выходе которого

из многочленов 𝑃1 и 𝑃2 порождается многочлен 𝑃 . Предположим, что уже
построена часть схемы Ï′, порождающая базы [𝑃1] = 𝑃1/𝑀1 и [𝑃2] = 𝑃2/𝑀2,
где 𝑀1 и 𝑀2 — наибольшие делители многочленов 𝑃1 и 𝑃2. Если 𝑃 =𝑃1 ·𝑃2,
то 𝑀 =𝑀1 ·𝑀2 —наибольший делитель 𝑃 . Поэтому мы вычисляем [𝑃 ] по
правилу [𝑃 ] =𝑃/𝑀 =(𝑃1/𝑀1) · (𝑃2/𝑀2)= [𝑃1] · [𝑃2]. Если 𝑃 =𝑃1+𝑃2 и 𝑀 —
наибольший делитель 𝑃 , то вычисляем [𝑃 ] как

[𝑃 ] = [𝑃1 + 𝑃2] =
𝑃1 +𝑃2

𝑀
=

𝑀1 · [𝑃1] +𝑀2 · [𝑃2]

𝑀
=𝑀 ′

1 · [𝑃1] +𝑀 ′
2 · [𝑃2],

где 𝑀 ′
1 =𝑀1/𝑀 и 𝑀 ′

2 =𝑀2/𝑀 . Условие (*) гарантирует, что 𝑀 делит оба
монома 𝑀1 и 𝑀2. Следовательно, 𝑀

′
1 и 𝑀 ′

2 — простые мономы, которые
можно использовать в качестве входов.

Построенная таким образом (+, ·)–схема Ï′ содержит не более 3𝑠 эле-
ментов и порождает многочлен [𝑃 ].

Расширенная схема из утверждения использует до 2𝑠 простых моно-
мов в качестве входов. Индивидуальные степени переменных в этих моно-
мах не превосходят 2𝑠. Эти дополнительные входы можно устранить ценой
квадратичного увеличения сложности схемы.

Действительно, все степени 𝑥2
𝑖 , 𝑥

22

𝑖 , . . ., 𝑥
2𝑠

𝑖 одной переменной 𝑥𝑖 вычис-
ляются за 𝑠 умножений. После этого любая степень 𝑥𝑑

𝑖 , 𝑑⩽ 2𝑠, может быть
порождена при помощи 𝑠 дополнительных умножений (следуя двоичной за-
писи числа 𝑑). Теперь любой простой моном на входе расширенной схемы
можно породить при помощи 2𝑛𝑠 элементов умножения. Так получается
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(обычная) (+, ·)-схема сложности не выше 2𝑛𝑠 · 2𝑠+ 3𝑠= O(𝑛𝑠2), порожда-
ющая многочлен [𝑃 ], что и требовалось.

Доказательство теорем 1, 2, 3 опирается на простое следствие из
лемм 1, 2 о сложности схем, порождающих нелорановы многочлены.

Л е м м а 3. Если нелоранов многочлен 𝑛 переменных порож-
дается (+, ·, 𝑥𝑖

−1)-схемой сложности 𝑠, то он может быть порожден
(+, ·)-схемой сложности O(𝑛𝑠2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑄—нелоранов многочлен 𝑛 перемен-
ных, порождаемый (+, ·, 𝑥𝑖

−1)-схемой Ï сложности 𝑠. Лемма 1 гарантирует
существование (+, ·)-схемы Ï′ сложности не выше 4𝑠, порождающей много-
член 𝑃 и моном 𝑀 , такие что 𝑃 =𝑄 ·𝑀 . Пусть 𝑋𝑎 —наибольший делитель
многочлена 𝑄. В силу [𝑃 ]= [𝑄·𝑀 ]= [𝑄] получаем 𝑄=[𝑄]·𝑋𝑎=[𝑃 ]·𝑋𝑎. Со-
гласно лемме 2, многочлен [𝑃 ] порождается (+, ·)-схемой сложности O(𝑛𝑠2).

С другой стороны, поскольку многочлен 𝑃 может быть порожден
(+, ·)-схемой Ï′ сложности 4𝑠, степень любой переменной в 𝑃 не превосхо-
дит 24𝑠. Так как𝑋𝑎 делит все мономы 𝑃 , ни одна из компонент вектора 𝑎 так-
же не превосходит 24𝑠. При помощи последовательных удвоений моном 𝑋𝑎

можно вычислить (+, ·)-схемой сложности O(𝑛𝑠). В итоге мы получаем тре-
буемую (+, ·)-схему сложности O(𝑛𝑠2), порождающую многочлен 𝑄.

З а м е ч а н и е 2. Даже если схема порождает многочлен Лорана 𝑄
с отрицательными показателями, все равно выполняется 𝑄= [𝑃 ] ·𝑋𝑎 для
некоторого лоранова монома 𝑋𝑎, где 𝑎𝑖 —минимум (возможно, отрицатель-
ный) показателей степени переменной 𝑥𝑖 в 𝑄. Но тогда лоранов моном 𝑋𝑎,
вообще говоря, не может порождаться (+, ·)-схемой. Именно поэтому лемма
требует, чтобы 𝑄 был нелорановым многочленом.

§ 5. Доказательство теоремы 1: арифметические схемы

Пусть монотонная арифметическая (+, ·, 1/𝑥𝑖)-схема Ï сложности 𝑠 вы-
числяет многочлен 𝑃 от 𝑛 переменных. Покажем, что многочлен 𝑃 также
можно вычислить монотонной (+, ·)-схемой сложности O(𝑛𝑠2). Обозначим
через 𝑄 многочлен Лорана, порождаемый схемой Ï. Поскольку Ï вычисля-
ет 𝑃 , для всех 𝑥∈R𝑛

+ выполняется 𝑃 (𝑥)=𝑄(𝑥). Ввиду леммы 3, достаточно
показать, что 𝑄= 𝑃 , т. е. что на самом деле схема Ï порождает непосред-
ственно многочлен 𝑃 .

Хорошо известно, что если многочлен 𝐹 степени 𝑑 от одной пере-
менной обращается в ноль на множестве 𝑆 ⊆ R мощности |𝑆| ⩾ 𝑑 + 1,
то 𝐹 = 0 тождественно. Простой индукцией по числу переменных этот
факт распространяется на случай многочленов нескольких переменных
(см., например, [4, лемма 2.1]): если 𝐹 ∈ R[𝑥1, . . ., 𝑥𝑛]—ненулевой много-
член степени 𝑑, то для любого множества 𝑆 ⊆R мощности |𝑆|⩾ 𝑑+1, мно-
гочлен 𝐹 принимает ненулевое значение хотя бы в одной точке 𝑥∈𝑆𝑛.

Выберем моном𝑀 достаточно большой степени так, что многочлен𝑀𝑄
не имеет отрицательных степеней. Рассмотрим многочлен 𝐹 =𝑀𝑃 −𝑀𝑄.
Предположим, что 𝑄 ̸= 𝑃 . Тогда 𝐹 —ненулевой многочлен ограниченной
степени 𝑑, который, следовательно, не может принимать только нуле-
вые значение на любом множестве 𝑆 ⊆ R+ мощности |𝑆| ⩾ 𝑑 + 1. Поэто-
му 𝐹 (𝑥) ̸= 0, а значит, 𝑃 (𝑥) ̸=𝑄(𝑥), при некотором 𝑥 ∈R𝑛

+. Противоречие.
Теорема 1 доказана.
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§ 6. Доказательство теоремы 2: минимизация

Пусть 𝑃 (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) =min
𝑎∈𝐴

⟨𝑎, 𝑥⟩+ 𝑐𝑎 —тропический (min,+)-многочлен

(таким образом, 𝐴⊆N𝑛 и 𝑐𝑎 ∈R+), который реализуется (min,+,−𝑥𝑖)-схе-
мой Ï сложности 𝑠. Покажем, что 𝑃 также можно вычислить (min,+)-схе-
мой сложности O(𝑛𝑠2).

Пусть схема Ï порождает некоторый тропический многочлен Лора-
на 𝑄(𝑥) = min

𝑏∈𝐵
⟨𝑏, 𝑥⟩ + 𝑐𝑏, где 𝐵 ⊆ Z𝑛 и 𝑐𝑏 ∈ R+ для всех 𝑏 ∈ 𝐵, при-

чем 𝑄(𝑥) = 𝑃 (𝑥) при любом 𝑥 ∈R𝑛
+. Чтобы применять лемму 3, достаточно

доказать, что 𝑄 не содержит отрицательных «показателей», т. е. что 𝐵⊆N𝑛.
Это вытекает из общей характеризации эквивалентных тропических мно-
гочленов Лорана, полученной в [13] (см. § 3): для любого вектора 𝑏 ∈ 𝐵
существует выпуклая комбинация 𝑐 векторов из 𝐴 такая, что 𝑏⩾ 𝑐; посколь-
ку вектор 𝑐 неотрицательный, то вектор 𝑏 также неотрицательный. Однако
в случае минимизации включение 𝐵⊆N𝑛 можно показать непосредственно.

Предположим, что при некотором 𝑏 ∈ 𝐵 и 𝑖 выполнено 𝑏𝑖 < 0,
т. е. 𝑏𝑖 ⩽ −1. Положим 𝐾 = 1 + 𝑐𝑏, где 𝑐𝑏 —коэффициент при тропи-
ческом одночлене ⟨𝑏, 𝑥⟩ + 𝑐𝑏 многочлена 𝑄. Определим весовой век-
тор 𝑥 ∈ {0, 𝐾}𝑛 условиями 𝑥𝑖 :=𝐾 и 𝑥𝑗 := 0 для всех 𝑗 ̸= 𝑖. Тогда 𝑃 (𝑥)⩾ 0,
но 𝑄(𝑥)⩽ ⟨𝑏, 𝑥⟩+ 𝑐𝑏 = 𝑏𝑖 ·𝐾 + 𝑐𝑏 ⩽−𝐾 + 𝑐𝑏 < 0. Приходим к противоречию
с 𝑄(𝑥)=𝑃 (𝑥). Теорема 2 доказана.

З а м е ч а н и е 3. То же рассуждение позволяет получить аналог
теоремы 2 для (max,+,−𝑥𝑖)-схем, от которых требуется правильное вычис-
ление многочлена на любых наборах входов из R𝑛 (в том числе с отрица-
тельными координатами). Чтобы установить 𝑄(𝑥)>𝑃 (𝑥), достаточно подать
подходящее отрицательное значение на 𝑖-й вход, где 𝑏𝑖<0.

Однако мы требуем, чтобы (max,+,−𝑥𝑖)-схема корректно вычисляла
заданный (max,+)-многочлен на неотрицательных наборах входов (заме-
чание 1 поясняет смысл этого ограничения). В этом случае приведенная ар-
гументация не работает: множество 𝐵⊆Z𝑛 векторов показателей (max,+)-
многочлена Лорана 𝑄 может включать произвольный вектор 𝑏 ∈ Z𝑛, для
которого выполняется 𝑏⩽ 𝑎 при некотором 𝑎∈𝐴. Пример на рис. 2 показы-
вает, что, вообще говоря, отрицательные показатели неустранимы.

§ 7. Доказательство теоремы 3: максимизация

Пусть 𝑄(𝑥) = max
𝑏∈𝐵

⟨𝑏, 𝑥⟩+ 𝑐𝑏 —тропический (max,+)-многочлен Лора-

на, где 𝐵 ⊆ Z𝑛 и 𝑐𝑏 ∈R+ для всех 𝑏 ∈𝐵. Напомним, что степенью (тропи-

ческого) одночлена ⟨𝑏, 𝑥⟩+ 𝑐𝑏 мы называем сумму ⟨𝑏, 1⃗⟩= 𝑏1 + · · ·+ 𝑏𝑛 его
показателей. Многочлен Лорана называется однородным, если все его мо-
номы имеют одну и ту же степень. Верхняя грань многочлена 𝑄 — это
многочлен ⌈𝑄⌉= max

𝑏∈⌈𝐵⌉
⟨𝑏, 𝑥⟩+ 𝑐𝑏, где ⌈𝐵⌉ ⊆ 𝐵—множество всех векторов

показателей 𝑏 ∈𝐵 многочлена 𝑄 максимальной степени. Разумеется, мно-
гочлен ⌈𝑄⌉—однородный.

Л е м м а 4. Пусть 𝑄— (max,+)-многочлен Лорана и 𝑃 —однород-
ный нелоранов (max,+)-многочлен степени 𝑚. Если 𝑃 и 𝑄 эквивалент-
ны, то ⌈𝑄⌉—нелоранов многочлен степени 𝑚, также эквивалентный
многочлену 𝑃 .
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑃 (𝑥) = max
𝑎∈𝐴

⟨𝑎, 𝑥⟩ + 𝑐𝑎; тогда 𝐴 ⊆ N𝑛,

𝑐𝑎 ∈R+ и ⟨𝑎, 1⃗⟩=𝑎1+ · · ·+𝑎𝑛=𝑚 для всех 𝑎∈𝐴. Если 𝑄(𝑥)=max
𝑏∈𝐵

⟨𝑏, 𝑥⟩+𝑐𝑏,

то 𝐵 ⊆ Z𝑛 и 𝑐𝑏 ∈R+ для всех 𝑏 ∈𝐵. По условию для всех 𝑥 ∈R𝑛
+ выполне-

но 𝑄(𝑥) = 𝑃 (𝑥). По определению многочлен ⌈𝑄⌉ однороден. Сначала пока-
жем, что степени ⌈𝑄⌉ и 𝑃 совпадают и равны 𝑚.

У т в е р ж д е н и е 1. Для любого 𝑏∈⌈𝐵⌉ выполнено ⟨𝑏, 1⃗⟩=𝑚.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим 𝑐𝐴 =max
𝑎∈𝐴

𝑐𝑎 и 𝑐𝐵 =max
𝑏∈𝐵

𝑐𝑏 — макси-

мальные «коэффициенты» многочленов 𝑃 и 𝑄. Если бы для какого-то векто-

ра 𝑏∈⌈𝐵⌉ выполнялось ⟨𝑏, 1⃗⟩⩽𝑚−1, то же было бы верно для всех 𝑏∈𝐵. По-
этому при достаточно большом 𝑟, скажем, 𝑟=1+𝑐𝐵, для вектора 𝑟⃗=(𝑟, . . ., 𝑟)

получаем 𝑄(𝑟⃗) = max
𝑏∈𝐵

{𝑟 · ⟨𝑏, 1⃗⟩ + 𝑐𝑏} ⩽ 𝑟𝑚 − 𝑟 + 𝑐𝑏 ⩽ 𝑟𝑚 − 1 в то время

как 𝑃 (𝑟⃗) =max
𝑎∈𝐴

{𝑟 · ⟨𝑎, 1⃗⟩+ 𝑐𝑎}⩾ 𝑟𝑚>𝑄(𝑟⃗). С другой стороны, если бы для

некоторого 𝑏∈⌈𝐵⌉ выполнялось ⟨𝑏, 1⃗⟩⩾𝑚+1, то для вектора 𝑟⃗ при 𝑟=1+𝑐𝐴
было бы справедливо 𝑄(𝑟⃗)⩾ ⟨𝑏, 𝑟⃗⟩⩾ 𝑟𝑚+ 𝑟 и 𝑃 (𝑟⃗)⩽ 𝑟𝑚+ 𝑐𝐴 <𝑄(𝑟⃗). Поэто-

му ⟨𝑏, 1⃗⟩=𝑚 для всех 𝑏∈⌈𝐵⌉.
Теперь проверим, что ⌈𝑄⌉—нелоранов многочлен, т. е. не содержит

отрицательных показателей степени.

У т в е р ж д е н и е 2. ⌈𝐵⌉⊆N𝑛.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что некоторый вектор 𝑏 ∈ ⌈𝐵⌉
имеет отрицательную компоненту, и обозначим 𝐼 = {𝑖 : 𝑏𝑖 > 0}. Пос-

кольку ⟨𝑏, 1⃗⟩ = 𝑚 ввиду утверждения 1, получаем
∑︀

𝑖∈𝐼
𝑏𝑖 ⩾ 𝑚 + 1. Поло-

жим 𝑟 := 1 + 𝑐𝐴. Рассмотрим весовой вектор 𝑥 с компонентами 𝑥𝑖 = 𝑟 при
всех 𝑖 ∈ 𝐼, и 𝑥𝑖 = 0 при всех 𝑖 ̸∈ 𝐼. Тогда 𝑄(𝑥)⩾ ⟨𝑏, 𝑥⟩= 𝑟 ·

∑︀

𝑖∈𝐼
𝑏𝑖 ⩾ 𝑟𝑚+ 𝑟,

но 𝑃 (𝑥)⩽𝑃 (𝑟⃗)⩽ 𝑟𝑚+𝑐𝐴<𝑄(𝑥). Противоречие.

У т в е р ж д е н и е 3. Многочлен ⌈𝑄⌉ эквивалентен многочле-

нам 𝑄 и 𝑃 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим произвольный вектор 𝑥∈R𝑛
+ и по-

кажем, что ⌈𝑄⌉(𝑥)=𝑄(𝑥). Согласно утверждениям 1 и 2, ⌈𝑄⌉—однородный

нелоранов многочлен степени 𝑚. Следовательно, ⌈𝑄⌉(𝑥+ 1⃗) = ⌈𝑄⌉(𝑥) +𝑚.
Поскольку многочлены 𝑄 и 𝑃 эквивалентны, а 𝑃 —однородный многочлен

степени 𝑚, имеет место 𝑄(𝑥+ 1⃗) = 𝑃 (𝑥+ 1⃗) = 𝑃 (𝑥) +𝑚=𝑄(𝑥) +𝑚. Оста-

ется проверить, что 𝑄(𝑥 + 1⃗) = ⌈𝑄⌉(𝑥 + 1⃗). Пусть 𝑏 ∈ 𝐵—вектор показа-

телей одночлена, определяющего значение многочлена 𝑄 в точке 𝑥 + 1⃗,

т. е. ⟨𝑏, 𝑥⟩ + 𝑐𝑏 + ⟨𝑏, 1⃗⟩ = 𝑄(𝑥) + 𝑚. Так как ⟨𝑏, 𝑥⟩ + 𝑐𝑏 ⩽ 𝑄(𝑥), справедли-

во ⟨𝑏, 1⃗⟩⩾𝑚 и, следовательно, 𝑏∈⌈𝐵⌉. Поэтому 𝑄(𝑥+1⃗)= ⌈𝑄⌉(𝑥+1⃗), а зна-
чит и 𝑄(𝑥)= ⌈𝑄⌉(𝑥), что и требовалось доказать.

Утверждение 3 влечет справедливость леммы 4.

З а м е ч а н и е 4. Заметим, что однородность многочлена 𝑃 ис-
пользовалась только в доказательстве утверждения 3. Если 𝑃 —про-
извольный многочлен степени 𝑚, то при любом 𝑥 ∈ R𝑛

+ по-прежнему
выполняется 𝑄(𝑥 + 𝑟⃗) = ⌈𝑄⌉(𝑥 + 𝑟⃗) для всех 𝑟 ⩾ 1 + 𝑄(𝑥). Действи-
тельно, если 𝑏 ∈ 𝐵—вектор, доставляющий значение 𝑄(𝑥 + 𝑟⃗), то

⟨𝑏, 𝑥⟩+ 𝑐𝑏 + 𝑟 · ⟨𝑏, 1⃗⟩=𝑄(𝑥+ 𝑟⃗) = 𝑃 (𝑥+ 𝑟⃗)⩾ 𝑟𝑚. Из ⟨𝑏, 𝑥⟩+ 𝑐𝑏 ⩽𝑄(𝑥)⩽ 𝑟− 1
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следует 𝑟−1+𝑟 · ⟨𝑏, 1⃗⟩⩾ 𝑟𝑚 и далее, ⟨𝑏, 1⃗⟩⩾𝑚−1+1/𝑟. Поскольку ⟨𝑏, 1⃗⟩ —

целое число, получаем ⟨𝑏, 1⃗⟩⩾𝑚, т. е. ⟨𝑏, 1⃗⟩=𝑚. Но при 0⩽ 𝑟⩽𝑄(𝑥) макси-

мум 𝑄(𝑥+𝑟⃗) может достигаться на векторе 𝑏∈𝐵, для которого ⟨𝑏, 1⃗⟩<𝑚.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 3. Рассмотрим некоторый одно-
родный (max,+)-многочлен 𝑃 (𝑥)=max

𝑎∈𝐴
⟨𝑎, 𝑥⟩+𝑐𝑎 степени𝑚; таким образом,

𝐴⊆ N𝑛, 𝑐𝑎 ∈ R+ и ⟨𝑎, 1⃗⟩= 𝑎1 + · · ·+ 𝑎𝑛 =𝑚 для всех 𝑎 ∈𝐴. Предположим,
что 𝑃 вычисляется (max,+,−𝑥𝑖)-схемой Ï сложности 𝑠. Покажем, что 𝑃
можно реализовать (max,+)-схемой сложности O(𝑛𝑠2).

Обозначим через 𝑄(𝑥) = max
𝑏∈𝐵

⟨𝑏, 𝑥⟩+ 𝑐𝑏 многочлен Лорана, порождае-

мый схемой Ï (значит, 𝐵 ⊆ Z𝑛 и 𝑐𝑏 ∈R+ для всех 𝑏 ∈𝐵). Поскольку схема
Ï вычисляет 𝑃 , многочлены 𝑄 и 𝑃 эквивалентны. Лемма 4 гарантирует,
что ⌈𝑄⌉—нелоранов многочлен, также эквивалентный 𝑃 . Поэтому, сог-
ласно лемме 3, достаточно показать, что многочлен ⌈𝑄⌉ можно вычислить
(max,+,−𝑥𝑖)-схемой сложности ⩽ 𝑠. Как отмечено в [13, теор. 2.4], требуе-
мая схема Ï′ получается из Ï путем удаления некоторых ребер (входящих
в элементы max).

Более точно, многочлены Лорана 𝑥𝑖, −𝑥𝑖, 𝑐 ∈ R+, порождаемые вхо-
дами схемы, совпадают со своими верхними гранями. Если верхние гра-
ни ⌈𝑄1⌉ и ⌈𝑄2⌉ многочленов, порождаемых на входах некоторого элемен-
та ∘ схемы Ï, уже вычислены в новой схеме, то многочлен ⌈𝑄1 ∘𝑄2⌉ вы-
числяется так. Если ∘ = +, тогда просто ⌈𝑄1 + 𝑄2⌉ = ⌈𝑄1⌉ + ⌈𝑄2⌉ в си-

лу ⟨𝑏1+𝑏2, 1⃗⟩= ⟨𝑏1, 1⃗⟩+⟨𝑏2, 1⃗⟩. В случае ∘=max, если степень одного из мно-
гочленов ⌈𝑄1⌉ и ⌈𝑄2⌉ меньше, чем у другого, скажем, deg⌈𝑄1⌉< deg⌈𝑄2⌉,
то ⌈max(𝑄1, 𝑄2)⌉= ⌈𝑄2⌉. Если степени многочленов ⌈𝑄1⌉ и ⌈𝑄2⌉ равны, тог-
да ⌈max(𝑄1, 𝑄2)⌉=max(⌈𝑄1⌉, ⌈𝑄2⌉).

§ 8. Замечания и открытые проблемы

Мы показали (теоремы 1, 2), что добавление инверсных входов не
позволяет существенно понизить сложность монотонных арифметических
(+, ·)- и тропических (min,+)-схем. То же верно и для (max,+)-схем, вы-
числяющих однородные многочлены.

О т к р ы т а я п р о б л е м а 1. Может ли для неоднородных

(max,+)-многочленов отношение (max,+)/(max,+,−𝑥𝑖) быть сверх-

полиномиальным?

Положительный ответ на этот вопрос может быть связан с примером
многочлена co-Path𝑛(𝑥)=max

𝑝

∑︀

𝑒 ̸∈𝑝
𝑥𝑒, где максимум берется по всем простым

путям 𝑝 в 𝐾𝑛, соединяющим вершины 𝑠=1 и 𝑡=𝑛. Этот многочлен неодно-

роден: степени его мономов варьируются от
(︂
𝑛

2

)︂
−𝑛+1 до

(︂
𝑛

2

)︂
−1. Многочлен

co-Path𝑛 является двойственным к многочлену Path𝑛(𝑥)=min
𝑝

∑︀

𝑒∈𝑝
𝑥𝑒 из зада-

чи поиска кратчайшего пути в графе. Методом Беллмана—Форда—Мура
многочлен Path𝑛 вычисляется (min,+)-схемой сложности O(𝑛3). Поэтому,
согласно следствию 3, многочлен co-Path𝑛 реализуется (max,+,−𝑥𝑖)-схемой
сложности O(𝑛3).
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О т к р ы т а я п р о б л е м а 2. Докажите или опровергните сверх-
полиномиальность (max,+)-сложности (max,+)-многочлена co-Path𝑛.

Следствие 4 показывает, что отношение (min,+,−𝑥𝑖)/(min,+,max) мо-
жет быть экспоненциальным. Естественно возникает вопрос: позволяют
ли инверсные входы существенно упростить (min,+,max)-схемы? Напом-
ним, что сложность (min,+,max,−𝑥𝑖)- и (min,+,−)-схем пропорциональна
(предложение 1). Таким образом, проблема в следующем.

О т к р ы т а я п р о б л е м а 3. Может ли быть сверхполиноми-
альным отношение (min,+,max)/(min,+,−)?

Для утвердительного ответа на этот вопрос достаточно предъявить ми-
нимизационную задачу 𝑓 , решаемую сравнительно простой (min,+,−)-схе-
мой, но имеющую высокую (min,+,max)-сложность. Вторая часть реше-
ния (нижняя оценка) может быть получена как следствие высокой нижней
оценки монотонной булевой сложности для булева аналога задачи 𝑓 . Более
конкретно, булев аналог минимизационной задачи 𝑓(𝑥) =min

𝑆∈F

∑︀

𝑖∈𝑆
𝑥𝑖 опреде-

ляется как булева функция 𝑔(𝑥)=
⋁︀

𝑆∈F

⋀︀

𝑖∈𝑆
𝑥𝑖.

П р е д л о ж е н и е 2. Если (min,+)-многочлен вычисляется
(min,+,max)-схемой сложности 𝑠, то его булев аналог может быть ре-
ализован булевой (∧,∨)-схемой сложности 𝑠.

Доказательство основано на тривиальном наблюдении. Положим [𝑥]=1,
если 𝑥> 0, и [𝑥] = 0 в противном случае. Тогда для любых 𝑥, 𝑦 ∈R+ выпол-
няется

[︀
min(𝑥, 𝑦)

]︀
=[𝑥]∧[𝑦] и

[︀
max(𝑥, 𝑦)

]︀
=[𝑥+ 𝑦]=[𝑥]∨[𝑦].

Таким образом, проблема 3 сводится к тому, чтобы предъявить опти-
мизационную задачу, которая решается сравнительно просто в модели тро-
пических схем с вычитаниями, но булев аналог которой имеет высокую
монотонную сложность. Потенциальным кандидатом может быть известная
задача о назначениях. Соответствующий (min,+)-многочлен — тропиче-
ский аналог перманента Per𝑛(𝑥) =min

𝑀

∑︀

𝑒∈𝑀
𝑥𝑒, где минимум берется по всем

совершенным паросочетаниям 𝑀 в полном двудольном 𝑛 × 𝑛 графе. Как
показано в [13], (min,+)-сложность многочлена Per𝑛 имеет величину 2Ñ(𝑛).
На самом деле Per𝑛 не может быть вычислен даже (min,+,max)-схемами
полиномиальной сложности. Из известного результата А. А. Разборова [3]
о монотонной сложности булева перманента непосредственно вытекает

С л е д с т в и е 5. Любая (min,+,max)-схема, вычисляющая Per𝑛,
имеет сложность 𝑛Ñ(log𝑛).

О т к р ы т а я п р о б л е м а 4. Можно ли тропический перманент
Per𝑛 вычислить (min,+,−)-схемой полиномиального размера?

В действительности представляет интерес решение даже ослабленной
версии проблемы 3.

О т к р ы т а я п р о б л е м а 5. Может ли быть сверхполиноми-
альным отношение (min,max)/(min,+,−)?

Следующая задача состоит в получении нетривиальных нижних оценок
сложности (min,+,−)-схем, где под нетривиальными понимаются оценки
для тропических многочленов не слишком высокой степени. Скажем, ниж-
няя оценка 2𝑛 для (min,+,−)-сложности многочлена 𝑃 (𝑥, 𝑦)=max {22

𝑛

𝑥, 𝑦}
дважды экспоненциальной степени тривиальна.



ИНВЕРСНЫЕ ВХОДЫ В АРИФМЕТИЧЕСКИХ И ТРОПИЧЕСКИХ СХЕМАХ 79

О т к р ы т а я п р о б л е м а 6. Доказать нетривиальную нижнюю

оценку сложности (min,+,−)-схем.

Арифметический аналог (min,+,−)-схем—это (+, ·, /)-схемы. С. Фо-
мин, Д. Григорьев и Г. Кошевой [10] получили экспоненциальную нижнюю
оценку сложности (+, ·, /)-схем косвенным образом, конструируя трудно-
вычислимый многочлен при помощи вычитания. Хотя операции вычитания
нет в базисе (+, ·, /), некоторые многочлены с отрицательными коэффициен-
тами все же могут быть реализованы (+, ·, /)-схемами. Например, многочлен
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 𝑥𝑦 + 𝑦2 можно вычислить по формуле 𝑓 = (𝑥3 + 𝑦3)/(𝑥 + 𝑦).
В общем случае, согласно результату Д. Пойа [17], однородный много-
член 𝐹 , принимающий положительные значения 𝐹 (𝑥)>0 при любых 𝑥∈R𝑛

+,
𝑥1 + · · ·+ 𝑥𝑛 = 1, представим в виде 𝐹 (𝑥) = 𝑃 (𝑥)/(𝑥1 + · · ·+ 𝑥𝑛)

𝑟, где 𝑟⩾ 1,
и многочлен 𝑃 не имеет отрицательных коэффициентов. Поэтому любой та-
кой многочлен 𝐹 может быть реализован (+, ·, /)-схемой.

Авторы [10] указали конкретный однородный многочлен 𝐹 степени 4
от 𝑛 переменных, имеющий отрицательные коэффициенты, но удовлетво-
ряющий условию Пойа и поэтому представимый в виде отношения 𝑃/𝑄
многочленов с положительными коэффициентами. При этом многочлен 𝑃
в любом подобном представлении должен иметь степень 𝑑 ⩾ 22

𝑛−2

. Ввиду
того, что (+, ·, /)-схемой сложности 𝑠 не может быть реализован много-
член степени выше 2𝑠, сложность любой (+, ·, /)-схемы, вычисляющей 𝐹 ,
не меньше 𝑠⩾ log2 𝑑⩾ 2𝑛−2.

Этот результат не удается перенести непосредственно на случай тропи-
ческих (min,+,−)-схем. Прежде всего потому, что в тропических кольцах
аддитивная операция (min или max) необратима. Другое препятствие свя-
зано с формулировкой тропического аналога теоремы Пойа. Даже тот факт,
что функция, реализуемая (min,+,−)-схемой, неотрицательна (принимает
неотрицательные значения на неотрицательных входах), не означает, что
эта функция может быть вычислена (min,+,max)-схемой. Это видно на при-
мере многочлена Лорана 𝑃 (𝑥, 𝑦)=max{𝑥−𝑦, 𝑦−𝑥}, который можно вычис-
лить по формуле max{𝑥, 𝑦} −min{𝑥, 𝑦}. Таким образом, проблема 6 может
быть даже труднее, чем проблема 3.

Авторы благодарны Владимиру Лысикову за плодотворные обсуждения
на начальном этапе исследований.
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20. T a r d o s É. The gap between monotone and non-monotone circuit complexity

is exponential // Combinatorica.— 1988.—V. 8, No 1.—P. 141–142.
21. V a l i a n t L. G. Negation can be exponenially powerful // Theor. Comput. Sci.— 1980.—

V. 12.—P. 303–314.
22. W a r s h a l l S. A theorem on boolean matrices // J. ACM.—1962.—V. 9.—P. 11–12.

Поступило в редакцию 19 I 2022


