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Уравнение Власова-Эйнштейна и точки Лагранжа 
В классических работах (см. [1-4]) уравнения для полей предлагаются без 

вывода правых частей. Здесь мы даем вывод правых частей уравнений 
Максвелла и Эйнштейна в рамках уравнений Власова-Максвелла-Эйнштейна из 
классического, но более общего принципа наименьшего действия. Причём в 
случае модели Вселенной Фридмана получается одна возможность объяснить 
загадочное ускоренное расширение Вселенной [39-40]. Ускоренное расширение 
Вселенной, отмеченное Нобелевской премией по физике в 2011 году, вызывает 
пристальное внимание. Общепринятым объяснением сейчас является 
добавление лямбда-члена Эйнштейна в релятивистское действие. И хорошо 
известно, что в нерелятивистской теории это соответствует добавлению 
отталкивающего квадратичного потенциала [41-43]. 

Ключевые слова: уравнение Власова, уравнение Власова-Эйнштейна, 
уравнение Власова-Максвелла, уравнение Власова-Пуассона, треугольная точка 
Лагранжа. 

 
 
Vedenyapin V.V., Parenkina V.I., Petrov A.G., Zhang Haochen  

Vlasov-Einstein equation and Lagrange points 
In classical works, equations for fields are proposed without derivation of the 

right-hand sides. Here we give a derivation of the right-hand sides of the Maxwell 
and Einstein equations in the framework of the Vlasov-Maxwell-Einstein equations 
from the classical, but more general principle of least action. Moreover, in the case of 
Friedman's model of the Universe, one possibility is obtained to explain the 
mysterious accelerated expansion of the Universe [39-40]. The accelerated expansion 
of the Universe, marked by the 2011 Nobel Prize in Physics, is receiving close 
attention. The generally accepted explanation now is the addition of Einstein's 
lambda term to the relativistic action. And it is well known that in the nonrelativistic 
theory this corresponds to the addition of a repulsive quadratic potential [41-43]. 

Key words: Vlasov equation, Vlasov-Einstein equation, Vlasov-Maxwell 
equation, Vlasov-Poisson equation, Lagrange triangular point. 
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Действие в общей теории относительности 
и уравнения для полей 
Пусть 𝑓𝑓(𝑡𝑡,𝒙𝒙,𝒗𝒗,𝑚𝑚, 𝑒𝑒) функция распределения частиц по пространству  𝐱𝐱 ∈

ℝ3, по скоростям 𝒗𝒗 ∈ ℝ3, массам 𝑚𝑚 ∈ ℝ и заряду𝑒𝑒 ∈ ℝ в момент времени  𝑡𝑡 ∈

ℝ . Это означает, что число частиц в объеме  𝑑𝑑𝒙𝒙𝑑𝑑𝒗𝒗𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 

равно 𝑓𝑓(𝑡𝑡,𝒙𝒙,𝒗𝒗,𝑚𝑚, 𝑒𝑒)𝑑𝑑𝒙𝒙𝑑𝑑𝒗𝒗𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. Рассмотрим действие: 

Equation Section 1
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( )
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где 𝑐𝑐 – скорость света, 𝑢𝑢0 = 𝑐𝑐  и 𝑢𝑢𝑖𝑖 = 𝑣𝑣𝑖𝑖 (𝑖𝑖 = 1,2,3) – трехмерная скорость, 

𝑥𝑥0 = 𝑐𝑐𝑡𝑡 ,  𝑥𝑥𝑖𝑖 (𝑖𝑖 = 1,2,3)  – координата, 𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇(𝒙𝒙, 𝑡𝑡) – метрика (𝜇𝜇, 𝜈𝜈 = 0,1,2,3) , 

𝐴𝐴𝜇𝜇(𝒙𝒙, 𝑡𝑡) – 4-потенциал электромагнитного поля, 𝐹𝐹𝜇𝜇𝜇𝜇(𝒙𝒙, 𝑡𝑡) = 𝜕𝜕𝐴𝐴𝜇𝜇(𝒙𝒙,𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜈𝜈

− 𝜕𝜕𝐴𝐴𝜈𝜈(𝒙𝒙,𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜇𝜇

– 

электромагнитные поля,  𝑅𝑅 – полная кривизна, 𝛬𝛬 – лямбда-член Эйнштейна, 

𝑘𝑘1 = − 𝑐𝑐3

16𝜋𝜋𝛾𝛾
и 𝑘𝑘2 = − 1

16𝜋𝜋𝑐𝑐
– константы [1-4], 𝑔𝑔–определитель метрики 𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇 , 𝛾𝛾–

постоянная тяготения, по повторяющимся индексам, как обычно, идёт 

суммирование. 

Вид действия (1) удобен для получения уравнений Эйнштейна и 

Максвелла при варьировании по полям 𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇 и 𝐴𝐴𝜇𝜇 . Такой способ вывода 

уравнений Власова-Максвелла и Влассова-Эйнштейна использовался в работах 

[5-11]. При варьировании (1) по 𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇 получим уравнение Эйнштейна: 

𝑘𝑘1 �𝑅𝑅𝜇𝜇𝜈𝜈 −
1
2
𝑔𝑔𝜇𝜇𝜈𝜈(𝑅𝑅 + 𝛬𝛬)��−𝑔𝑔 =                                                                                             

(2) 

= � 𝑚𝑚
𝑓𝑓(𝑡𝑡,𝒙𝒙,𝒗𝒗,𝑚𝑚, 𝑒𝑒)

2�𝑔𝑔𝛼𝛼𝛽𝛽𝑢𝑢𝛼𝛼𝑢𝑢𝛽𝛽
𝑢𝑢𝜇𝜇𝑢𝑢𝜈𝜈𝑑𝑑3𝑣𝑣𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 −

1
2𝑘𝑘2𝐹𝐹𝛼𝛼𝛼𝛼𝐹𝐹

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇�−𝑔𝑔   
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Первое слагаемое правой части этого уравнения и является по 

определению Гильберта тензором энергии-импульса. Он выписан впервые в 

таком виде в работах [9-11] в менее общем виде без распределения по массам и 

зарядам. Попытки выписать тензор энергии-импульса через функцию 

распределения предпринимались, насколько нам известно, только в 

релятивистской кинетической теории для уравнения Власова-Эйнштейна [5-15]. 

Если использовалась функция распределения от 4-хмерного импульса, что 

приводило к необходимости использовать дельта функцию  𝛿𝛿�(𝑚𝑚𝑐𝑐)2 −

𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇𝑃𝑃𝜇𝜇𝑃𝑃𝜈𝜈�, что неудобно, а уравнения движения, приводящие к уравнению типа 

Власова, также оказывались неудовлетворительными. 

Уравнение электромагнитных полей получается варьированием (1) по 𝐴𝐴𝜇𝜇 и 

называется уравнением Максвелла: 

 𝑘𝑘2
𝜕𝜕√−𝑔𝑔𝐹𝐹𝜇𝜇𝜇𝜇

𝜕𝜕𝑥𝑥𝜈𝜈
= 1

𝑐𝑐2 ∫ 𝑒𝑒 𝑢𝑢
𝜇𝜇𝑓𝑓(𝑡𝑡,𝒙𝒙,𝒗𝒗,𝑚𝑚, 𝑒𝑒)𝑑𝑑3𝑣𝑣𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑                           (3) 

Покажем, что вид действия (1) является более является общим, чем в [1-4]. 

Для получения стандартного вида действия возьмем функцию распределения в 

виде 𝛿𝛿- функции для одной частицы: 

𝑓𝑓(𝒙𝒙,𝒗𝒗,𝑚𝑚, 𝑒𝑒, 𝑡𝑡) = 𝛿𝛿�𝒙𝒙 − 𝒙𝒙′(𝑡𝑡)�𝛿𝛿�𝒗𝒗 − 𝒗𝒗′(𝑡𝑡)�𝛿𝛿(𝑚𝑚−𝑚𝑚′)𝛿𝛿(𝑒𝑒 − 𝑒𝑒′)              (4) 

Подставляя (4) в действие (1) и опустив штрихи, получаем стандартные [1-

4] выражения для всех слагаемых: 

 𝑆𝑆 = −𝑐𝑐𝑐𝑐∫�𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇(𝒙𝒙, 𝑡𝑡)𝑢𝑢𝜇𝜇𝑢𝑢𝜈𝜈 𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝑒𝑒
𝑐𝑐 ∫𝐴𝐴𝜇𝜇 (𝒙𝒙, 𝑡𝑡)𝑢𝑢𝜇𝜇𝑑𝑑𝑑𝑑 

+𝑘𝑘1 ∫(𝑅𝑅 + 𝛬𝛬)�−𝑔𝑔𝑑𝑑4𝑥𝑥 + 𝑘𝑘2 ∫�𝐹𝐹𝜇𝜇𝜇𝜇𝐹𝐹𝜇𝜇𝜇𝜇��−𝑔𝑔𝑑𝑑4𝑥𝑥                                                   (5) 

В роли частиц могут быть электроны и ионы в плазме, планеты в 

галактиках, галактики в супергалактиках, скопление галактик во Вселенной. В 

равенстве (4) мы можем взять сумму дельта-функций и получить обычное 

действие [1-4] для конечной системы частиц: этим обосновывается 

единственность выбора более общего действия (1).  
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Уравнения движения частиц в заданных полях, 
уравнение Лиувилля и уравнение  
Власова-Максвелла-Эйнштейна  
Воспользуемся инвариантностью первых двух слагаемых уравнения (5), 

относительно замены 𝑡𝑡 = 𝜙𝜙(𝜆𝜆) ,  где   𝜆𝜆 – произвольный параметр. Такая 

инвариантность хорошо известна [1-4]. Перепишем первые два слагаемых из 

действия (5): 

 𝑆𝑆 = −𝑐𝑐𝑚𝑚∫�𝑔𝑔𝜇𝜇𝜈𝜈𝑤𝑤𝜇𝜇𝑤𝑤𝜈𝜈𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝑒𝑒
𝑐𝑐 ∫ 𝐴𝐴𝜇𝜇𝑤𝑤

𝜇𝜇𝑑𝑑𝑑𝑑.                                 (6) 

Варьируя по 𝒙𝒙(𝜆𝜆) и учитывая, что 𝑤𝑤𝜇𝜇 = 𝑑𝑑𝑥𝑥𝜇𝜇

𝑑𝑑𝑑𝑑
, получаем уравнение Эйлера - 

Лагранжа: 

 𝑐𝑐𝑚𝑚 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
� 𝑔𝑔𝜇𝜇𝜈𝜈𝑤𝑤𝜈𝜈

�𝑔𝑔𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝑤𝑤𝛼𝛼𝑤𝑤𝛽𝛽
+ 𝑒𝑒

𝑐𝑐
𝐴𝐴𝜇𝜇� = 𝑐𝑐𝑚𝑚 1

�𝑔𝑔𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝑤𝑤𝛼𝛼𝑤𝑤𝛽𝛽

𝜕𝜕𝑔𝑔𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜇𝜇

𝑤𝑤𝛼𝛼𝑤𝑤𝛽𝛽 + 𝑒𝑒
𝑐𝑐
𝜕𝜕𝐴𝐴𝜈𝜈
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜇𝜇

𝑤𝑤𝜈𝜈             (7) 

Учитывая, что величина 𝐼𝐼 = 𝑔𝑔𝜂𝜂𝜂𝜂
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜉𝜉

𝜕𝜕𝜕𝜕
 является интегралом движения 

по  𝜆𝜆 для уравнения (7) , (обоснование этого см. в [9,10]) приведем это 

уравнение к виду 

 𝑑𝑑2𝑥𝑥𝜇𝜇

𝑑𝑑𝜆𝜆2
+ 𝛤𝛤𝜈𝜈𝜈𝜈

𝜇𝜇 𝑑𝑑𝑥𝑥𝜂𝜂

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑥𝑥𝜈𝜈

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 𝑒𝑒

𝑚𝑚𝑐𝑐2 √𝐼𝐼𝐹𝐹𝜈𝜈
𝜇𝜇 𝑑𝑑𝑥𝑥𝜈𝜈

𝑑𝑑𝑑𝑑
,                                       (8) 

Где 𝛤𝛤𝜈𝜈𝜈𝜈
𝜇𝜇  – символ Кристоффеля: 

 𝛤𝛤𝜈𝜈𝜈𝜈
𝜇𝜇 = 1

2
𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇 �𝜕𝜕𝑔𝑔𝜍𝜍𝜍𝜍

𝜕𝜕𝑥𝑥𝜈𝜈
+ 𝜕𝜕𝑔𝑔𝜍𝜍𝜍𝜍

𝜕𝜕𝑥𝑥𝜂𝜂
− 𝜕𝜕𝑔𝑔𝜂𝜂𝜂𝜂

𝜕𝜕𝑥𝑥𝜍𝜍
�. 

Уравнение (8) отличается от приведенных в руководствах [1-4] наличием 

√𝐼𝐼 в правой части: в этих руководствах дифференцирование идет по 

собственному времени 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑑𝑑𝑑𝑑√𝐼𝐼. Это неудобно, так как для каждой частицы 

это собственное время индивидуально. Далее будет использована формула (8), 

которая обладает симметрией при замене 𝒙𝒙 → 𝛼𝛼𝒙𝒙 , 𝜆𝜆 → 𝛼𝛼𝛼𝛼 , что позволяет 

понизить её порядок. Для этого перепишем уравнение (8) в виде: 

 �
𝑑𝑑𝑥𝑥𝜇𝜇

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 𝑤𝑤𝜇𝜇

𝑑𝑑𝑤𝑤𝜇𝜇

𝑑𝑑𝑑𝑑
= −𝛤𝛤𝜈𝜈𝜈𝜈

𝜇𝜇𝑤𝑤𝜈𝜈𝑤𝑤𝜂𝜂 + 𝑒𝑒√𝐼𝐼
𝑚𝑚𝑐𝑐2

𝐹𝐹𝜈𝜈
𝜇𝜇𝑤𝑤𝜈𝜈

 (9) 
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Избавляемся от 𝜆𝜆, поделив остальные уравнения на первое из уравнений 

системы (9). Так как 𝑥𝑥0 = 𝑐𝑐𝑡𝑡  пропорционально времени, обозначим 

𝑤𝑤𝜇𝜇

𝑤𝑤0 =
𝑑𝑑𝑥𝑥𝜇𝜇

𝑑𝑑𝑥𝑥0 =
𝑢𝑢𝜇𝜇

𝑐𝑐 . 

 При этом из-за симметрии, описанной выше, можно избавиться от уравнения 

на 

𝑑𝑑𝑢𝑢0

𝑑𝑑𝑥𝑥0 

и написать уравнения на трёхмерные переменные 𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑣𝑣𝑖𝑖(𝑖𝑖 = 1,2,3). Здесь по-

прежнему u=(c,v). Такое понижение порядка описано для гравитации в книгах 

Фока [1] и Вейнберга [3]. Там этот переход в уравнениях приведен для 

гравитации, где уравнения не отличаются для параметра 𝜆𝜆 и собственного 

времени 𝑠𝑠. Однако если добавляется электромагнетизм, то отличие заключается 

как раз в появлении корня в правой части, который обеспечивает необходимую 

симметрию. Нам это понижение переходом к времени t необходимо, так как 

наша цель получить замкнутую систему уравнений для полей и частиц, а 

значит, получить уравнение на функцию распределения  𝑓𝑓(𝑡𝑡,𝒙𝒙,𝒗𝒗,𝑚𝑚, 𝑒𝑒) , 

которая была в уранениях для полей. Тогда: 

�
𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑑𝑑𝑡𝑡
= 𝑣𝑣𝑖𝑖

𝑑𝑑𝑣𝑣𝑖𝑖

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 𝐺𝐺𝑖𝑖

    (10)  

где через 𝐺𝐺𝑖𝑖 обозначено следующее выражение: 

𝐺𝐺𝑖𝑖 = −𝛤𝛤𝜈𝜈𝜈𝜈𝑖𝑖 𝑢𝑢𝜈𝜈𝑢𝑢𝜂𝜂 +
𝑣𝑣𝑖𝑖

𝑐𝑐 𝛤𝛤𝜂𝜂𝜂𝜂
0 𝑢𝑢𝜂𝜂𝑢𝑢𝜈𝜈 +

𝑒𝑒�𝐽𝐽
𝑚𝑚𝑐𝑐2 �

𝐹𝐹𝜈𝜈𝑖𝑖𝑢𝑢𝜂𝜂 −
𝑣𝑣𝑖𝑖

𝑐𝑐 𝛤𝛤𝜂𝜂
0𝑢𝑢𝜂𝜂�,   

а 𝐽𝐽 = 𝑔𝑔𝜈𝜈𝜈𝜈𝑢𝑢𝜈𝜈𝑢𝑢𝜉𝜉, 𝑢𝑢0 = 𝑐𝑐,   𝑢𝑢𝑖𝑖 = 𝑣𝑣𝑖𝑖 (i=1,2,3). 

Мы получили уравнения движения заряженных частиц в 

электромагнитных и гравитационных полях в релятивистской форме из 

принципа наименьшего действия в форме Вейнберга-Фока. 
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В заключение выпишем уравнение Лиувилля (его также называют 

уравнением переноса или уравнением неразрывности) для функции 

распределения 𝑓𝑓(𝒙𝒙,𝒗𝒗,𝑚𝑚, 𝑒𝑒, 𝑡𝑡)для системы (10): 

 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑣𝑣𝑖𝑖 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

+ 𝜕𝜕�𝐺𝐺𝑖𝑖𝑓𝑓�
𝜕𝜕𝑣𝑣𝑖𝑖

= 0                                             (11) 

Уравнения (11), (2) и (3) образуют систему уравнений для гравитации и 

электродинамики Власова-Максвелла-Эйнштейна. Это замкнутая система 

уравнений релятивистких электродинамики и гравитации. Общий смысл 

уравнений типа Власова именно таков: они 1) позволяют замкнуть систему 

электродинамики (уравнение Власова-Максвелла) и гравитации (уравнение 

Власова-Эйнштейна) и 2) вывести их из принципа наименьшего действия. 

 

Метрика Минковского  
Рассмотрим пример с действием и метрикой Минковского: 

𝑆𝑆 = −𝑚𝑚𝑚𝑚 ∫��𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇𝑥𝑥𝜇̇𝜇𝑥𝑥𝜇̇𝜇 + 𝑈𝑈(𝑥𝑥,𝑡𝑡)
𝑐𝑐
� 𝑑𝑑𝑑𝑑 − 1

8𝜋𝜋𝜋𝜋 ∫(∇𝑈𝑈)2𝑑𝑑4𝑥𝑥          (12) 

𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇 = �

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

�                (13) 

Варьирование по потенциалу 
Переходим к действию по обычной схеме, заменяя Лагранжевы 

координаты на Эйлеровы 

 𝑆𝑆 = −𝑚𝑚𝑚𝑚 ∫��𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇𝑥𝑥𝜇̇𝜇𝑥𝑥𝜇̇𝜇 + 𝑈𝑈(𝑥𝑥,𝑡𝑡)
𝑐𝑐
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑝𝑝, 𝑡𝑡,𝑚𝑚)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 − 1

8𝜋𝜋𝜋𝜋 ∫(∇𝑈𝑈)2𝑑𝑑4𝑥𝑥       

(14) 
Теперь варьируем действие по потенциалу: 
𝛿𝛿𝑈𝑈𝑆𝑆 = 0 = −∫𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑥𝑥,𝑝𝑝, 𝑡𝑡,𝑚𝑚)𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 − 1

8𝜋𝜋𝜋𝜋 ∫(−2∆𝑈𝑈)𝑑𝑑4 𝑥𝑥          (15) 
И получим уравнение Пуассона для полей: 
   1

4𝜋𝜋𝜋𝜋
∆𝑈𝑈 = ∫𝑚𝑚𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑝𝑝, 𝑡𝑡,𝑚𝑚)𝑑𝑑3𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝                             (16) 

 
Варьирование по частицам 
Используя принцип минимального действия, варьируем действие(12) по 

𝑥𝑥(𝑡𝑡): 
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𝛿𝛿𝑥𝑥𝑆𝑆 = 0 = −𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚���𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇𝑥𝑥𝜇̇𝜇𝑥𝑥𝜇̇𝜇 +
𝑈𝑈(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝑐𝑐 �𝑑𝑑𝑑𝑑 = 

= −𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚���𝑐𝑐2 − 𝑥𝑥2̇ +
𝑈𝑈(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝑐𝑐 �𝑑𝑑𝑑𝑑 = 

= −𝑚𝑚𝑚𝑚��−
𝑥𝑥𝚤̇𝚤𝛿𝛿𝑥𝑥𝚤̇𝚤

√𝑐𝑐2 − 𝑣𝑣2
+

1
𝑐𝑐
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

𝛿𝛿𝑥𝑥𝑖𝑖� 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 

= −𝑚𝑚𝑚𝑚 ∫�1𝑐𝑐
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑥𝑥𝚤̇𝚤

�1−𝑣𝑣
2

𝑐𝑐2

+ 1
𝑐𝑐
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖
� 𝛿𝛿𝑥𝑥𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑑𝑑            (17) 

Итак, получим уравнение Эйлера Лагранжа: 

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
� 𝑥𝑥𝚤̇𝚤

�1−𝑣𝑣
2

𝑐𝑐2

� = −𝑚𝑚 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

;                    (18) 

𝐿𝐿 = −𝑚𝑚𝑚𝑚√𝑐𝑐2 − 𝑣𝑣2 − 𝑚𝑚𝑚𝑚 = −𝑚𝑚𝑐𝑐2�1− 𝑣𝑣2

𝑐𝑐2
− 𝑚𝑚𝑚𝑚          (19) 

𝑝𝑝𝑖𝑖 = 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝚤̇𝚤

= − 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝚤̇𝚤

�𝑔𝑔𝜇𝜇𝜇𝜇𝑥𝑥𝜇̇𝜇𝑥𝑥𝜇̇𝜇𝑚𝑚𝑚𝑚 = −𝑚𝑚𝑚𝑚 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝚤̇𝚤

√𝑐𝑐2 − 𝑣𝑣2 = 𝑚𝑚𝑣𝑣𝑖𝑖

�1−𝑣𝑣
2

𝑐𝑐2

           (20) 

Получаем:𝑑𝑑𝑝𝑝𝑖𝑖
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑚𝑚 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

;𝑝𝑝𝑖𝑖 = 𝑚𝑚𝑣𝑣𝑖𝑖

�1−𝑣𝑣
2

𝑐𝑐2

 

𝑝𝑝𝑖𝑖 = 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑣𝑣𝑖𝑖 ⇒ 𝑝𝑝2 = 𝛾𝛾2𝑚𝑚2𝑣𝑣2 = 𝑚𝑚2𝑐𝑐2(𝛾𝛾2 − 1), где 𝛾𝛾 = �1 −
𝑣𝑣2

𝑐𝑐2
−1

= �1 +
𝑝𝑝2

𝑚𝑚2𝑐𝑐2 

⇒ 𝑣⃗𝑣 = 𝑝⃗𝑝
𝑚𝑚
⋅ 1

�1+ 𝑝𝑝2

𝑚𝑚2𝑐𝑐2

              (21) 

Получается уравнение Лиувилля:  
 𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑡𝑡

+ 1

�1+ 𝑝𝑝2

𝑚𝑚2𝑐𝑐2

� 𝑝⃗𝑝
𝑚𝑚

, 𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑥𝑥
� − 𝑚𝑚�𝜕𝜕𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑥𝑥
, 𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑝𝑝
� = 0                                         (22) 

 Общий вид уравнения Лиувилля в Гамильтоновой форме: 
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑡𝑡,𝑝𝑝,𝑞𝑞)

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑝𝑝𝑖𝑖

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞𝑖𝑖

− 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞𝑖𝑖

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑝𝑝𝑖𝑖

= 0 или 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ {𝐻𝐻,𝑓𝑓} = 0. 

 В этой задаче 𝑣𝑣𝑙𝑙 = 𝑞𝑞𝚤̇𝚤 = 𝑝𝑝𝑙𝑙
𝑚𝑚
⋅ 1

�1+ 𝑝𝑝2

𝑚𝑚2𝑐𝑐2

, то  

𝐻𝐻 = ∑𝑞𝑞𝚤̇𝚤𝑝𝑝𝑙𝑙 − 𝐿𝐿 = 𝑝𝑝2

𝑚𝑚
⋅ 1

�1+ 𝑝𝑝2

𝑚𝑚2𝑐𝑐2

− 𝐿𝐿 = 𝑝𝑝2+𝑚𝑚2𝑐𝑐2

𝑚𝑚
⋅ 1

�1+ 𝑝𝑝2

𝑚𝑚2𝑐𝑐2

+ 𝑚𝑚𝑚𝑚 =

𝑚𝑚𝑐𝑐2�1 + 𝑝𝑝2

𝑚𝑚2𝑐𝑐2
+ 𝑚𝑚𝑚𝑚                                    (23) 

Уравнение Гамильтона: 
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�
𝑝𝑝𝚤̇𝚤 = −𝑚𝑚 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑞𝑞𝑙𝑙

𝑞𝑞𝚤̇𝚤 = 𝑝𝑝𝑙𝑙
𝑚𝑚
⋅ 1

�1+ 𝑝𝑝2

𝑚𝑚2𝑐𝑐2

              (24) 

Итак, уравнение Лиувилля в Гамильтоновой форме: 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 1

�1+ 𝑝𝑝2

𝑚𝑚2𝑐𝑐2

� 𝑝⃗𝑝
𝑚𝑚

, 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
� − 𝑚𝑚�𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
, 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
� = 0.            (25) 

Таким образом получается система уравнений Власова-Пуассона: 

�

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 1

�1+ 𝑝𝑝2

𝑚𝑚2𝑐𝑐2

� 𝑝⃗𝑝
𝑚𝑚

, 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕q
� − 𝑚𝑚�𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕q
, 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
� = 0

∆𝑈𝑈 = 4𝜋𝜋𝜋𝜋∫𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑥𝑥,𝑝𝑝, 𝑡𝑡,𝑚𝑚)𝑑𝑑3 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝
           (26) 

 
Переход к гидродинамике и уравнению Гамильтона-Якоби 
Пусть у нас распределение Максвелла: f = 1

(2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋)3/2 exp �𝑝𝑝
2−𝑄𝑄2(𝑥𝑥,𝑡𝑡)
2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋

�. 

Сделаем гидродинамическую подстановку 𝑓𝑓(𝑡𝑡, 𝑥𝑥,𝑝𝑝) = ρ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)δ �𝑝𝑝 −

𝑄𝑄�⃗ (𝑥𝑥, 𝑡𝑡)�. 
 Перепишем уравнение Лиувилля для произвольной системы ОДУ для функции 
распределения 𝑓𝑓(𝑡𝑡, 𝑞𝑞,𝑝𝑝): ∂𝑓𝑓

∂𝑡𝑡
+ ∂𝑤𝑤𝑖𝑖𝑓𝑓

∂𝑥𝑥𝑖𝑖
+ ∂𝑔𝑔𝑘𝑘𝑓𝑓

∂𝑝𝑝𝑘𝑘
= 0,  где 𝑖𝑖 = 1,𝑚𝑚, 𝑗𝑗 = 𝑚𝑚 + 1,𝑛𝑛 

∂𝑓𝑓
∂𝑡𝑡

= ∂ρ
∂𝑡𝑡
δ(𝑝𝑝 − 𝑄𝑄) − ρ∂δ(𝑝𝑝−𝑄𝑄)

∂𝑝𝑝𝑖𝑖
δ �∂𝑄𝑄𝑖𝑖

∂𝑡𝑡
�                (27) 

 
∂�𝑤𝑤𝑖𝑖ρδ(𝑝𝑝−𝑄𝑄)�

∂𝑥𝑥𝑖𝑖
= ∂ρω𝑖𝑖

∂𝑥𝑥𝑖𝑖
δ(𝑝𝑝 − 𝑄𝑄) − ρω𝑖𝑖

∂δ(𝑝𝑝−𝑄𝑄)
∂𝑝𝑝𝑘𝑘

∂𝑄𝑄𝑘𝑘
∂𝑥𝑥𝑖𝑖

           (28) 
 

∂�𝑔𝑔𝑗𝑗ρ(𝑥𝑥,𝑡𝑡)δ(𝑝𝑝−𝑄𝑄)�

∂𝑝𝑝𝑗𝑗
= 𝑔𝑔𝑗𝑗(𝑥𝑥,𝑄𝑄)ρ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) ∂

∂𝑝𝑝
δ(𝑝𝑝 − 𝑄𝑄)           (29) 

Тогда подставим это в уравнение Лиувилля и соберём множители по 
дельте и её производной 
∂ρ
∂𝑡𝑡 δ

(𝑝𝑝 − 𝑄𝑄) − ρ
∂δ(𝑝𝑝 − 𝑄𝑄)

∂𝑝𝑝𝑖𝑖
∂𝑄𝑄𝑖𝑖
∂𝑡𝑡 +

∂ρω𝑖𝑖

∂𝑥𝑥𝑖𝑖
δ(𝑝𝑝 − 𝑄𝑄) − ρω𝑖𝑖

∂δ(𝑝𝑝 − 𝑄𝑄)
∂𝑝𝑝𝑘𝑘

∂𝑄𝑄𝑘𝑘
∂𝑥𝑥𝑖𝑖

+
∂�𝑔𝑔𝑗𝑗𝑓𝑓�
∂𝑝𝑝𝑗𝑗

+ ρ𝑔𝑔𝑗𝑗
∂δ(𝑝𝑝 − 𝑄𝑄)

∂𝑝𝑝𝑗𝑗
= 0 

�∂ρ
∂𝑡𝑡

+ ∂(ρω𝑖𝑖)
∂𝑥𝑥𝑖𝑖

� δ(𝑝𝑝 − 𝑄𝑄) − �ρ ∂𝑄𝑄𝑘𝑘
∂𝑡𝑡

+ ρω𝑖𝑖
∂𝑄𝑄𝑘𝑘
∂𝑥𝑥𝑖𝑖

− ρ𝑔𝑔𝑘𝑘�
∂δ(𝑝𝑝−𝑄𝑄)
∂𝑝𝑝𝑘𝑘

= 0            
(30) 

Таким образом получаем систему уравнений: 

�

∂ρ
∂𝑡𝑡

+ ∂ρω𝑖𝑖(𝑥𝑥,𝑄𝑄)
∂𝑥𝑥𝑖𝑖

= 0

ρ �∂𝑄𝑄𝑘𝑘
∂𝑡𝑡

+ ω𝑖𝑖(𝑥𝑥,𝑄𝑄) ∂𝑄𝑄𝑘𝑘
∂𝑥𝑥𝑖𝑖

− 𝑔𝑔𝑘𝑘(𝑥𝑥,𝑄𝑄)� = 0
           (31) 
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Сделав подстановку 𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∇𝑊𝑊  для системы уравнений Гамильтона, 
получаем систему: 

�
∂ρ
∂t

+ ∂�ρvi(∇W)�
∂xi

= 0

ρ ∂
∂xk

�∂W
∂t

+ H(x,∇W)� = 0
             (32) 

  
 В итоге подставляя гамильтониан нашей задачи получается система 

уравнений Власова-Пуассона-Гамильтона-Якоби: 

⎩
⎨

⎧
∂ρ
∂t

+ ∂(vi(∇W)ρ)
∂xi

= 0
∂W
∂t

+ c�(mc)2 + (∇W)2 + mU(x) = 0
∆U = 4πg∫mf(x, p, t)d3 pdm

           (33) 

где 𝑣𝑣𝑖𝑖(𝑝𝑝) = 𝑝𝑝𝑖𝑖

𝑚𝑚�1+ 𝑝𝑝2

𝑚𝑚2𝑐𝑐2

 

 
Решение уравнений 
Перепишем эту систему уравнений для изотропного случая, когда ρ =

ρ(𝑡𝑡, 𝑟𝑟,𝑚𝑚), 𝑈𝑈 = 𝑈𝑈(𝑡𝑡, 𝑟𝑟), 𝑊𝑊 = 𝑊𝑊(𝑡𝑡, 𝑟𝑟,𝑚𝑚, 𝑒𝑒): 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

∂ρ
∂t

+ ∂
∂xi
� c𝑊𝑊′xi

r�(mc)2+(W′)2
� = 0

∂W
∂t

+ c�(mc)2 + (W′)2 + mV = 0

∆U = 3U′(r) + r �U
′

r
�
′

= 4πg∫mρdmd𝑝𝑝

           (34) 

В этой системе все ρ,𝑊𝑊,𝑈𝑈 зависят только от 𝑟𝑟, 𝑡𝑡. Используя модель типа 
Фридмана, космологическим решениям соответствует случай, когда $\rho $ не 
зависит отпространственной переменной 𝑥𝑥: ρ = ρ(𝑚𝑚, 𝑡𝑡). При этом решим третье 
уравнение: 

𝑈𝑈′ =
𝑟𝑟
3 �4π𝑔𝑔�𝑚𝑚ρ𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑�+

𝐶𝐶(𝑡𝑡)
𝑟𝑟2  

𝑈𝑈 = 𝑟𝑟2

6
(4π𝑔𝑔∫𝑚𝑚ρ𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑)− 𝐶𝐶1(𝑡𝑡)

𝑟𝑟
             (35) 

где 𝐶𝐶,𝐶𝐶1 - не зависит от 𝑟𝑟, а только от 𝑡𝑡. 
Из уравнения неразрывности получаем: 

𝑑𝑑ρ
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 3𝐻𝐻0ρ = 0             (36) 
где 𝐻𝐻0 - постоянная Хаббла. Обычно полагают, что постоянная Хаббла зависит 
только времени наблюдения. 

  Считая первое уравнение системы, то 
∂
∂𝑥𝑥𝑖𝑖

� 𝑐𝑐𝑊𝑊′𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑟𝑟�(𝑚𝑚𝑚𝑚)2+(𝑊𝑊′)2
� = 3𝐻𝐻0            (37) 

Допустим φ = 𝑐𝑐𝑊𝑊′

𝑟𝑟�(𝑚𝑚𝑚𝑚)2+(𝑊𝑊′)2
, тогда получаем: 
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∂
∂𝑥𝑥𝑖𝑖

(φ𝑥𝑥𝑖𝑖) = 3𝐻𝐻0 

 𝑟𝑟φ′ + 3φ = 3𝐻𝐻0 
Решаем дифференцированное уравнение, и получим: 

φ = 𝐻𝐻0ρ + 𝐶𝐶2(𝑚𝑚,𝑡𝑡)
𝑟𝑟3

,             (38)
  

здесь 𝐶𝐶2 не зависит 𝑟𝑟. 
 
 Таким образом мы получили систему типа Гурса: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

∂ρ
∂t

+ 3H0ρ = 0
cW′

r�(mc)2+(W′)2
= H0ρ + C2(m,t)

r3

∂S
∂t

+ c�(mc)2 + (W′)2 + m �r
2

6
(4πg∫m ρdmdr) − C1(t)

r
� = 0

       

(39) 
В нерелятивистской системе φ = 𝑐𝑐𝑊𝑊′

𝑟𝑟�(𝑚𝑚𝑚𝑚)2+(𝑊𝑊′)2
≈ 𝑚𝑚

𝑟𝑟
𝑊𝑊′ , тогда подставим 

𝑊𝑊′ в уравнение (38): 
𝑚𝑚
𝑟𝑟 𝑊𝑊

′ = 𝐻𝐻0ρ +
𝐶𝐶2(𝑚𝑚, 𝑡𝑡)
𝑟𝑟3

 

𝑊𝑊 = 𝐻𝐻0ρ𝑟𝑟2

2𝑚𝑚
+ 𝐶𝐶2(𝑚𝑚,𝑡𝑡)

𝑚𝑚𝑚𝑚
             (40) 

Дальше подставим уравнение (40) в третье уравнение системы, получаем: 
∂
∂𝑡𝑡
�𝐻𝐻0ρ𝑟𝑟

2

2𝑚𝑚
+ 𝐶𝐶2(𝑚𝑚,𝑡𝑡)

𝑚𝑚𝑚𝑚
� + 1

2𝑚𝑚
�𝐻𝐻0ρ𝑟𝑟

𝑚𝑚
+ 𝐶𝐶2(𝑚𝑚,𝑡𝑡)

𝑚𝑚𝑟𝑟2
�
2

+ 𝑚𝑚�𝑟𝑟
2

6
(4π𝑔𝑔∫𝑚𝑚ρ𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑) −

𝐶𝐶1(𝑡𝑡)
𝑟𝑟
� = 0                                                                                                               (41) 

Так как в уравнении (41) нет второго члена с 1
𝑟𝑟4

, получаем: 𝐶𝐶2 = 0. Также 
𝐶𝐶1 = 0. 

Собираем коэффициенты при 1
𝑟𝑟2

: 
∂
∂𝑡𝑡 �

𝐻𝐻0ρ𝑟𝑟2

2𝑚𝑚 � +
𝐻𝐻02ρ2𝑟𝑟2

2𝑚𝑚3 +
2π𝑔𝑔𝑔𝑔𝑟𝑟2

3 �𝑚𝑚ρ𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 

∂
∂𝑡𝑡

(𝐻𝐻0ρ) +
𝐻𝐻02ρ2

𝑚𝑚2 +
4π𝑔𝑔𝑚𝑚2

3 �𝑚𝑚ρ𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 

Обозначаем 𝜂𝜂 = 4𝜋𝜋𝑔𝑔𝑚𝑚2

3 ∫𝑚𝑚𝜌𝜌𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑, тогда 
∂
∂𝑡𝑡

(𝐻𝐻0ρ) + 𝐻𝐻02ρ2

𝑚𝑚2 + η = 0              (42) 
После  этого, если 𝐻𝐻0 зависит  только  от  времени,  можно  перейти  к  

системе  двух  обыкновенных дифференциальных уравнений: 



14 

�
dρ
dt

+ 3H0ρ = 0
d
dt

(H0ρ) + H02ρ2

m2 + η = 0
             (43) 

Мы получили систему уравнений на постоянную Хаббла и плотность. 
 
Нерелятивистский аналог космологических решений 

Нерелятивистский случай соответствует действию [5-7]: 
 𝑆𝑆 = ∫ �𝑚𝑚𝑣𝑣2

2
− 𝑒𝑒𝑒𝑒 −𝑚𝑚𝑚𝑚� 𝑓𝑓(𝑡𝑡,𝒙𝒙,𝒗𝒗,𝑚𝑚, 𝑒𝑒)𝑑𝑑𝒙𝒙𝑑𝑑𝒗𝒗𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 + 

+ 1
8𝜋𝜋 ∫(𝛻𝛻𝛻𝛻)2𝑑𝑑𝒙𝒙𝑑𝑑𝑑𝑑 − 1

8𝜋𝜋𝜋𝜋 ∫(𝛻𝛻𝛻𝛻)2𝑑𝑑𝒙𝒙𝑑𝑑𝑑𝑑 + с2𝛬𝛬
8𝜋𝜋𝜋𝜋 ∫𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈      (47) 

Варьируя по 𝜑𝜑 и по 𝑈𝑈,получаем дважды уравнения Пуассона: 
 𝛥𝛥𝛥𝛥 = −4𝜋𝜋 ∫ 𝑒𝑒𝑓𝑓(𝑡𝑡,𝒙𝒙,𝒗𝒗,𝑚𝑚, 𝑒𝑒)𝑑𝑑𝒗𝒗𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 

                                 𝛥𝛥𝛥𝛥 = 4𝜋𝜋𝜋𝜋 ∫𝑚𝑚𝑓𝑓(𝑡𝑡,𝒙𝒙,𝒗𝒗,𝑚𝑚, 𝑒𝑒)𝑑𝑑𝒗𝒗𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 − 1
2
𝑐𝑐2𝛬𝛬   (48) 

Действие для одной частицы следует при выборе 𝑓𝑓(𝑡𝑡,𝒙𝒙,𝒗𝒗,𝑚𝑚, 𝑒𝑒) =
𝛿𝛿(𝑒𝑒 − 𝑞𝑞)𝛿𝛿(𝑚𝑚−𝑀𝑀)𝛿𝛿�𝒙𝒙 − 𝒚𝒚(𝑡𝑡)�𝛿𝛿�𝒗𝒗 − 𝒚𝒚′(𝑡𝑡)�. Здесь M, q, y(t) это масса, заряд и 
координата одной частицы. Рассмотрим для такой функции распределения 
первое слагаемое в (12), получим стандартное действие: 

  𝑆𝑆1 = ∫ �𝑀𝑀(𝑦𝑦′)2

2
− 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝒚𝒚, 𝑡𝑡) −𝑀𝑀𝑀𝑀(𝒚𝒚, 𝑡𝑡)� 𝑑𝑑𝑑𝑑  

Варьируя, как обычно, в механике, получаем уравнение Ньютона: 
 𝑀𝑀𝒚𝒚″ + 𝑀𝑀𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝒚𝒚
+ 𝑞𝑞 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝒚𝒚
= 0 

Переходим к уравнению Лиувилля для соответствующей системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений (возвращаемся к (𝑒𝑒,𝑚𝑚)   для 
заряда и массы и к х вместо у для координаты): 

 �
х̇ = 𝒗𝒗
𝒗̇𝒗 = −𝝏𝝏𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏
− 𝒆𝒆

𝒎𝒎
𝝏𝝏𝝏𝝏
𝝏𝝏𝝏𝝏

  

тогда  
 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ �𝒗𝒗, 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝒙𝒙
� − �𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝒙𝒙
+ 𝒆𝒆

𝒎𝒎
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝒙𝒙

, 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝒗𝒗
� = 0  (49) 

Система (14) - (15) и есть система уравнений Власова-Пуассона-Пуассона с 
лямбда-членом [38]. 

Получим точное гидродинамическое следствие этой системы, предполагая 
гидродинамический вид функции распределения [4-11]: 𝑓𝑓(𝑡𝑡,𝒙𝒙,𝒗𝒗, 𝑒𝑒,𝑚𝑚) =
𝜌𝜌(𝑡𝑡,𝒙𝒙, 𝑒𝑒,𝑚𝑚)𝛿𝛿�𝑣𝑣 − 𝑤𝑤(𝑡𝑡,𝒙𝒙,𝒗𝒗, 𝑒𝑒,𝑚𝑚)�. Слово "точное" означает, что если мы 
возьмем вместо этого распределения максвелловское, то получим 
приближенное следствие. Тогда: 
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⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝜌𝜌𝒘𝒘) = 0
𝜕𝜕𝑤𝑤𝑘𝑘
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑤𝑤𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑤𝑤𝑘𝑘
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕х𝑘𝑘

+ 𝒆𝒆
𝒎𝒎

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕х𝑘𝑘

= 0

𝛥𝛥𝛥𝛥 = −4𝜋𝜋 ∫ 𝑒𝑒𝜌𝜌𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝛥𝛥𝛥𝛥 = 4𝜋𝜋𝜋𝜋 ∫𝑚𝑚𝜌𝜌𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 − 1

2
𝑐𝑐2𝛬𝛬

  (50) 

Такую систему можно назвать системой Власова-Лэмба-Пуассона-
Пуассона. Пусть скорость имеет вид градиента некоторой функции 
W:  𝑤𝑤𝑘𝑘(𝑡𝑡,𝒙𝒙, 𝑒𝑒,𝑚𝑚) = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑡𝑡,𝒙𝒙,𝑒𝑒,𝑚𝑚)

𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘
. 

Тогда получаем систему, которая является также точным следствием 
уравнения Власова-Пуассона–Пуассона (14-15), где появляется уравнение 
Гамильтона-Якоби: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌 + 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘

= 0
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 1
2
∑ �𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕х𝑖𝑖
�
2

𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 + 𝑈𝑈 + 𝒆𝒆

𝒎𝒎
𝜑𝜑 = 0

𝛥𝛥𝛥𝛥 = −4𝜋𝜋 ∫ 𝑒𝑒𝜌𝜌𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝛥𝛥𝛥𝛥 = 4𝜋𝜋𝜋𝜋 ∫𝑚𝑚𝜌𝜌𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝑐𝑐2𝛬𝛬
2

      (51) 

Перепишем эту систему уравнений для изотропного случая, когда 
функции 𝜌𝜌 = 𝜌𝜌(𝑡𝑡, 𝑟𝑟, 𝑒𝑒,𝑚𝑚),𝑊𝑊 =  𝑊𝑊(𝑡𝑡, 𝑟𝑟, 𝑒𝑒,𝑚𝑚) , 𝑈𝑈 = 𝑈𝑈(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) , 𝜑𝜑 = 𝜑𝜑(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) . 
Получаем систему: 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜌𝜌 �

3𝑊𝑊′

𝑟𝑟 + 𝑟𝑟 �
𝑊𝑊′

𝑟𝑟 �
′

� + 𝜌𝜌′𝑊𝑊′ = 0

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 +

1
2

(𝑊𝑊′)2 + 𝑈𝑈 +
𝒆𝒆
𝒎𝒎𝜑𝜑 = 0

3𝜑𝜑′

𝑟𝑟 + 𝑟𝑟 �
𝜑𝜑′

𝑟𝑟 �
′

= −4𝜋𝜋�𝑒𝑒𝜌𝜌𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

3𝑈𝑈′

𝑟𝑟 + 𝑟𝑟 �
𝑈𝑈′

𝑟𝑟 �
′

= 4𝜋𝜋𝜋𝜋�𝑚𝑚𝜌𝜌𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 −
𝑐𝑐2𝛬𝛬

2

 

Предположим теперь, что плотность не зависит от пространственной 
координаты: 𝜌𝜌(𝑡𝑡,𝑚𝑚, 𝑒𝑒) (однородность по пространству). Такие решения 
называются космологическими решениями, так как на очень больших 
масштабах предполагается, что плотность от пространственной координаты 
вообще не зависит[1-4]. 

Тогда последнее уравнение дает решение  

𝑈𝑈 = −
𝑎𝑎(𝑡𝑡)
𝑟𝑟 +

𝑏𝑏(𝑡𝑡)
6 𝑟𝑟2, 

Где  𝑏𝑏( 𝑡𝑡) = 4𝜋𝜋𝜋𝜋 ∫𝑚𝑚𝜌𝜌𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝑐𝑐2𝛬𝛬
2

. 
Аналогично  
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𝜑𝜑(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) = −
𝑐𝑐(𝑡𝑡)
𝑟𝑟 +

𝑑𝑑(𝑡𝑡)
6

𝑟𝑟2, 
где 𝑑𝑑(𝑡𝑡) = −4𝜋𝜋 ∫ 𝑒𝑒𝜌𝜌𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑. 

Из первого уравнения системы, уравнения неразрывности, получаем: 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 3𝐻𝐻𝐻𝐻 = 0, 

где 𝐻𝐻(𝑚𝑚, 𝑒𝑒, 𝑡𝑡)- постоянная Хаббла, и обычно полагают, что она зависит только 
от времени. Слово «постоянная» употребляется по традиции со времен Хаббла, 
т.к. она меняется медленно.  Но именно ее зависимость от времени и других 
параметров (как масса или аналоги зарядов какой-то другой материи, которую 
сейчас принято называть темной или темной энергии) имеет особую 
актуальность в связи с ускоренным расширением Вселенной. Получаем 
уравнение на 𝑊𝑊: 

3𝜓𝜓 + 𝑟𝑟𝜓𝜓′ = 3𝐻𝐻(𝑡𝑡,𝑚𝑚, 𝑒𝑒), 
где 𝜓𝜓(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) = 𝑊𝑊′(𝑡𝑡,𝑟𝑟,𝑚𝑚,𝑒𝑒)

𝑟𝑟
. 

Решая уравнение относительно 𝜓𝜓, получаем: 

𝜓𝜓 = 𝐻𝐻 +
𝐵𝐵(𝑚𝑚, 𝑒𝑒, 𝑡𝑡)

𝑟𝑟3  

Значит, 𝑊𝑊′ = 𝐻𝐻𝐻𝐻 + 𝐵𝐵
𝑟𝑟2

  и  𝑊𝑊 = 𝐻𝐻𝑟𝑟2

2
− 𝐵𝐵

𝑟𝑟
 

Подставляя все во второе уравнение, получаем: 
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 �

𝐻𝐻𝑟𝑟2

2 −
𝐵𝐵
𝑟𝑟� +

1
2 �𝐻𝐻𝐻𝐻 +

𝐵𝐵
𝑟𝑟2�

2

−
𝑎𝑎(𝑡𝑡)
𝑟𝑟 +

𝑏𝑏(𝑡𝑡)
6 𝑟𝑟2 +

𝒆𝒆
𝒎𝒎�−

𝑐𝑐(𝑡𝑡)
𝑟𝑟 +

𝑑𝑑(𝑡𝑡)
6 𝑟𝑟2� = 0 

Из второго слагаемого находим 𝐵𝐵(𝑚𝑚, 𝑒𝑒, 𝑡𝑡) = 0.  
Собирая коэффициенты при 𝑟𝑟−1 получаем:  𝑎𝑎(t) + q

M
𝑐𝑐(t) = 0. 

Собирая коэффициенты при 𝑟𝑟2получаемуравнение на 𝐻𝐻: 
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡 𝐻𝐻 + 𝐻𝐻2 +

𝑏𝑏(𝑡𝑡)
3 +

𝒆𝒆
𝒎𝒎
𝑑𝑑(𝑡𝑡)

3 = 0 
Получаем систему уравнений на плотность𝜌𝜌(𝑚𝑚, 𝑡𝑡)и постоянную Хаббла 

𝐻𝐻(𝑡𝑡): 

�
𝜕𝜕𝜌𝜌
𝜕𝜕𝑡𝑡

+ 3𝐻𝐻𝐻𝐻 = 0
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡
𝐻𝐻 + 𝐻𝐻2 + 4𝜋𝜋𝜋𝜋 ∫𝑚𝑚𝜌𝜌𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

3
− 𝑐𝑐2𝛬𝛬

6
− 𝒆𝒆

𝒎𝒎
4𝜋𝜋∫𝑒𝑒𝜌𝜌𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

3
= 0

.                                               

(52) 
Таким образом получается еще одна возможность объяснить загадочное 

ускоренное расширение вселенной [39-40] наряду с лямбда-членом. Из 
уравнений хорошо видно, что они работают в одинаково правильном 
направлении, создавая недостающее отталкивание. 

В случае заряженных частиц это равенство нулю последнего слагаемого в 
левой части означает нейтральность. Обозначим 𝜂𝜂(𝑡𝑡) = 4𝜋𝜋𝜋𝜋 ∫𝑚𝑚𝜌𝜌𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

3
−
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𝒆𝒆
𝒎𝒎
4𝜋𝜋 ∫𝑒𝑒𝜌𝜌𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

3
. После этого, если Н зависит только от времени, можно перейти к 

системе двух обыкновенных дифференциальных уравнений: 

�

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 + 3𝐻𝐻𝐻𝐻 = 0,

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝐻𝐻2 + 𝜂𝜂 −

𝑐𝑐2𝛬𝛬
6 = 0.

 

Фазовые траектории этой системы были исследованы в [38]. 
Мы видим, что нам несколько раз пришлось решить уравнение 

Пуассона 𝛥𝛥𝛥𝛥 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 , что показывает не только эквивалентность введения 
лямбда члена с какой-то субстанцией типа заряда e, удовлетворяющей этому 
уравнению, но и обосновывает потенциал Гурзадяна  U(r) = −γ

r
+ ar2 как 

альтернативное объяснение темной энергии [35-37]. Было бы хорошо объяснить 
расширенное ускорение без введения дополнительных предположений типа 
лямбда-члена или квадратичного потенциала, и насколько уравнение 
Эйнштейна (2) предоставляет такую возможность обоими слагаемыми в правой 
части – это предмет дальнейших рассмотрений. 

Мы получили нерелятивистский аналог уравнений Фридмана, 
обобщающий решение Милна–Мак Кри [33,34] в различных направлениях: 
ввели лямбда-член, обосновали их модель, выведя из системы Власова-
Пуассона, ввели отталкивание субстанции по аналогии с кулоновским, перешли 
к уравнению Гамильтона-Якоби, поставили вопрос о зависимости постоянной 
Хаббла от массы и заряда субстанции. 

 

Точки Лагранжа и особенности движения 
Ускоренное расширение Вселенной, отмеченное Нобелевской премией по 

физике в 2011 году, вызывает пристальное внимание. Общепринятым 
объяснением сейчас является добавление лямбда-члена Эйнштейна в 
релятивистское действие. И хорошо известно, что в нерелятивистской теории 
это соответствует добавлению отталкивающего квадратичного потенциала [1-3, 
35-43].  Здесь исследуем точки Лагранжа в зависимости от такого потенциала. 

 
Рис. 1 

 
Рассмотрим круговую задачу двух тел (рис.1). Две массы 𝑚𝑚1  и 𝑚𝑚2 , 

находящиеся на расстоянии 𝑟𝑟 друг от друга,  притягиваются центральной силой 
по закону 𝐹𝐹 = 𝑚𝑚1𝑚𝑚2𝑓𝑓(𝑟𝑟)  и вращаются с угловой скоростью 𝜔𝜔  относительно 
точки 𝐶𝐶. Из уравнения баланса сил притяжения и центробежных сил  

𝑚𝑚1𝜔𝜔2𝑥𝑥1 = 𝑚𝑚1𝑚𝑚2𝑓𝑓(𝑎𝑎), 𝑚𝑚2𝜔𝜔2𝑥𝑥2 = 𝑚𝑚1𝑚𝑚2𝑓𝑓(𝑎𝑎), 𝑎𝑎 = 𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2             
           (53) 
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находим 𝑚𝑚1𝑥𝑥1 = 𝑚𝑚2𝑥𝑥2, то есть точка 𝐶𝐶  − центр масс. Отсюда 
𝑥𝑥1 = 𝑚𝑚2

𝑚𝑚1+𝑚𝑚2
𝑎𝑎,  𝑥𝑥2 = 𝑚𝑚1

𝑚𝑚1+𝑚𝑚2
𝑎𝑎,  𝜔𝜔2 = 𝑚𝑚2

𝑥𝑥1
𝑓𝑓(𝑎𝑎) = 𝑚𝑚1+𝑚𝑚2

𝑎𝑎
𝑓𝑓(𝑎𝑎)     

          (54) 

 
Рис. 2. 

 
Взаимодействия по закону тяготения Ньютона с добавлением линейной силы. 

Рассмотрим случай взаимодействия масс, в котором сила взаимодействия имеет 
вид 

𝐹𝐹 = 𝑚𝑚1𝑚𝑚2𝑓𝑓(𝑟𝑟), 𝑓𝑓(𝑟𝑟) = −
𝛾𝛾
𝑟𝑟2 + 𝜗𝜗𝑟𝑟 

Этот закон отличается от классического наличием линейной по 
расстоянию силы отталкивания с коэффициентом 𝜗𝜗, который связан с Лямбдой 
Эйнштейна. Построим функцию Лагранжа (рис. 2). Равносторонний 
треугольник 𝐴𝐴𝑀𝑀0𝐵𝐵  со сторонами длины 𝑎𝑎 . В вершине равностороннего 
треугольника 𝐴𝐴𝑀𝑀0𝐵𝐵малая масса находится в равновесии в вершине 𝑀𝑀0 . В 
окрестности равновесия в точке 𝑀𝑀  движение малой массы описывается 
уравнениями Лагранжа, с функцией Лагранжа 

𝐿𝐿 =
1
2

(𝑥̇𝑥2 + 𝑦̇𝑦2) + 𝜔𝜔(𝑥𝑥𝑦̇𝑦 − 𝑦𝑦𝑥̇𝑥) +
𝜔𝜔2

2
(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2) − 𝑉𝑉, 

𝜔𝜔2 =
𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚2

𝑎𝑎 �
𝛾𝛾
𝑎𝑎2 − 𝜗𝜗𝑎𝑎� , 𝑉𝑉 = −𝑚𝑚1 �

𝛾𝛾
𝑟𝑟1

+
1
2𝜗𝜗𝑟𝑟1

2� − 𝑚𝑚2 �
𝛾𝛾
𝑟𝑟2

+ 𝜗𝜗𝑟𝑟22�. 

При 𝜗𝜗 = 0 получаем классический случай. 
Безразмерная форма уравнений получается заменами 

𝑥𝑥 = 𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑥̇𝑥 = 𝑎𝑎𝑋̇𝑋𝜔𝜔, 𝑦̇𝑦 = 𝑎𝑎𝑌̇𝑌𝜔𝜔, 𝜗𝜗 =
𝛾𝛾
𝑎𝑎3 𝜃𝜃, 𝑟𝑟1 = 𝑎𝑎𝑅𝑅1, 𝑟𝑟2 = 𝑎𝑎𝑅𝑅2. 
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При этом преобразовании равносторонний треугольник 𝐴𝐴𝑀𝑀0𝐵𝐵переходит в 
треугольник с единичными сторонами. Заметим, что 𝜃𝜃  –это безразмерная 
Лямбда Эйнштейна. 

Безразмерная функция Лагранжа имеет вид 

𝐿𝐿 =
1
2 �𝑋̇𝑋

2 + 𝑌̇𝑌2� + �𝑋𝑋𝑌̇𝑌 − 𝑌𝑌𝑋̇𝑋� +
1
2

(𝑋𝑋2 + 𝑌𝑌2) − 𝑉𝑉1, 

𝑉𝑉1 = −�
1 − 𝜇𝜇
𝑅𝑅1

+
𝜇𝜇
𝑅𝑅2
� − 𝐾𝐾 ��

1 − 𝜇𝜇
𝑅𝑅1

+
𝜇𝜇
𝑅𝑅2
� + (1 − 𝜇𝜇)𝑅𝑅1 + 𝜇𝜇𝑅𝑅2� , 

𝐾𝐾 =
𝜃𝜃

1 − 𝜃𝜃. 

Координаты вершины равностороннего треугольника 𝑋𝑋 = 1
2
− 𝜇𝜇,  𝑌𝑌 =

√3
2

определяют точку равновесия системы. 

Делаем замену 𝑋𝑋 = 1
2
− 𝜇𝜇 + 𝑞𝑞1,  𝑌𝑌 = √3

2
+ 𝑞𝑞2  и находим гамильтониан 

движения системы в окрестности точки равновесия. 
Функция Гамильтона линейного приближения 

𝐻𝐻 =
1
8 �4𝑝𝑝12 + 8𝑝𝑝1𝑞𝑞2 + 4𝑝𝑝22 − 8𝑝𝑝2𝑞𝑞1 + 𝑞𝑞12 + 6√3(2𝜇𝜇 − 1)𝑞𝑞1𝑞𝑞2 − 5𝑞𝑞22� + 

1
8𝐾𝐾�−3𝑞𝑞12 + 6√3(2𝜇𝜇 − 1)𝑞𝑞1𝑞𝑞2 − 9𝑞𝑞22� 

Линейные уравнения Гамильтона 

𝑞̇𝑞𝑖𝑖 =
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑝𝑝𝑖𝑖

, 𝑝̇𝑝𝑖𝑖 = −
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞𝑖𝑖

 

имеют две пары собственных значений 𝜆𝜆2 = −𝜆𝜆1,  𝜆𝜆4 = −𝜆𝜆3 , отличающихся 
знаком. Квадраты их можно привести к следующему удобному для анализа 
виду 

 

𝜆𝜆1
2 =

1
2 �−

�(1 − 3𝐾𝐾)2 − 27𝑚𝑚(1 + 𝐾𝐾)2 − (1 − 3𝐾𝐾)� , 

𝜆𝜆3
2 =

1
2 �
�(1− 3𝐾𝐾)2 − 27𝑚𝑚(1 + 𝐾𝐾)2 − (1 − 3𝐾𝐾)� , 

𝐾𝐾 =
𝜃𝜃

1 − 𝜃𝜃 , 𝑚𝑚 = 𝜇𝜇 − 𝜇𝜇2. 
При выполнении условия 

𝑚𝑚 < 𝑚𝑚∗(𝐾𝐾) = 1
27
�1−3𝐾𝐾
1+𝐾𝐾

�
2

,  𝐾𝐾 < 1/3  
собственные числа являются чисто мнимыми и равновесие устойчиво в 
линейном приближении. 

Выраженные через исходные параметры условия устойчивости принимают 
вид 

𝜇𝜇 < 𝜇𝜇∗(𝜃𝜃) = 1
18
�9 − √−192𝜃𝜃2 + 96𝜃𝜃 + 69� = 2(1−4𝜃𝜃)2

3�√−192𝜃𝜃2+96𝜃𝜃+69+9�
,  𝜃𝜃 < 1

4
.    

   (55) 
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Зависимость 𝜇𝜇∗(с) представлена на графике. 

 
 
Если же это условие не выполняется, то одно из собственных чисел имеет 

положительную действительную часть, откуда следует экспоненциальная 
неустойчивость. Из неустойчивости в линейном приближении по теореме 
Ляпунова следует неустойчивость точной нелинейной задачи.  

При условии (3) возможна устойчивость нелинейной задачи и, как 
показывают исследования классического случая, следует устойчивость 
нелинейной задачи за исключением конечного числа значений параметров 𝜇𝜇,  𝑐𝑐.  

 

Заключение  
Таким образом, мы получили уравнения гравитации в замкнутой форме 

из принципа наименьшего действия в форме уравнения Власова (ср.  [5-15]).  
Проясняется смысл уравнений типа Власова: это единственный пока способ 
получить и уравнение гравитации и уравнения электродинамики из принципа 
наименьшего действия. А также единственный пока способ замкнуть систему 
уравнений гравитации и электродинамики с помощью принципа наименьшего 
действия, используя функцию распределения объектов (электронов, ионов, 
звёзд в галактиках, галактик в супергалактиках или Вселенной) по скоростям и 
пространству.  Соответствующие уравнения гидродинамического уровня 
(например, уравнения магнитной гидродинамики) также естественно получать 
из уравнений типа Власова гидродинамической подстановкой (пока 
единственный способ связи с классическим действием и для этих уравнений). 
Представляет значительный интерес исследовать различные классы решений 
полученных уравнений, как это делалось в [27-31]. Особый интерес должно 
представлять асимптотическое поведение решений уравнений Власова, и тут 
могла бы помочь его аналогия с уравнением Лиувилля [30-32]. Мы показали 
также, что полученные уравнения типа Власова должны быть применены к 
объяснению эволюции Вселенной, так как именно из уравнения Власова-

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
c

0.01
0.02
0.03
0.04
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Пуассона следуют нерелятивистские аналоги решений Фридмана, решения 
Милна-МакКри [33,34]. При этом они являются точным следствием уравнения 
Власова-Пуассона, поэтому получаются без эвристических предположений 
работ [33,34] и обосновывают и обобщают их.  Эти решения позволили 
выяснить роль Лямбда-члена, его эквивалентность потенциалу Гурзадяна 
𝑈𝑈(𝑟𝑟)=−𝛾𝛾𝑟𝑟 +𝑎𝑎𝑟𝑟2 и эквивалентность этого любой однородной субстанции, 
связанной с решением уравнения Пуассона 𝛥𝛥𝑢𝑢=𝑐𝑐𝑜𝑜𝑛𝑛𝑠𝑠𝑡𝑡.  Правая часть уравнения 
Эйнштейна дает надежду на объяснение ускоренного расширения Вселенной 
без этих дополнительных предположений. В последнем параграфе получена 
зависимость границы устойчивых положений равновесия малой массы в 
треугольной точке либрации. Параметр для устойчивых положений меняется в 
определенных пределах. Было бы полезно распространить результаты о точках 
либрации на релятивистский случай. 
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