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 � ������2��
���� ����#��;�- .�����( 0�� �
+
�*�����
����!��� � ��$���, ��
�����! 7w8 ��� 2�
����������#- ������
%�$���� ��
������

U(x) + U

(
x

1− x

)
= xs+1 7��8

��� s = n ∈ N0 ����� ���

U(x) =
(−1)n+1

n!

(
Ψ

(
n, 1 +

1

x

)
− 1

2n
Ψ

(
n, 1 +

1

2 x

))
+

⎧⎨
⎩ ln 2, n = 0,
0, n 	= 0.

7�	8
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����2���� �
2��9����� 7�w8( ����0
�� 
��������0����� ��$���� ��
���+
��� 7��8 ��� s ∈ N( 
 �
�9� 7
�
����0����� ������9�����8 � ��� ����2+
������1� ����������1� s 	= 0a

U(x) =
xs

s

∞∑
n=1

B(n)C(n+ s− 1, n) (2n − 1) xn. 7�
8

��� �����
�����#- ���#- s .������ U(x) � 7�
8 �#�
9
���� 0���2 ��+
�����# 3!���
a

U(x) =
(−1)n

2
E(n,−1/x), n = −s− 1 ∈ N0,

0�� ������������� ��������, 6��- ��������� � .������ 3!���
cd��� ���
2�
����������#- ����� 7��� 4o( L� �	�5 � 4x58�
��� s = 0 
��������0����� �
2��9���� 7�
8 �����1����( � �1� �������

2
������ �
 �
2��9����

U(x) = ln 2−Ψ

(
1 +

1

x

)
+Ψ

(
1 +

1

2 x

)
=

∞∑
n=1

B(n) (1− 2n)

n
xn.

 ( �
�����( ��� 6�� .�����# 7��� s 	= 08 �*i������� ��$����

U(x) = ζ

(
0, s+ 1, 1 +

1

x

)
− 1

2s
ζ

(
0, s+ 1, 1 +

1

2 x

)
.

���������#� .�����# ��2����,� ��������
�� �*#0�#! ��� ���
ζ−.������ %��
�
 �� ���! ����������! ���������( ����� ���*�! ��0���
:�
;��
� 0
���0�#� ����# � 
��������0����� �
2��9�����( ����0�� ��
.������ 7
8

ζ(s+ 1) =
m∑

n=1

1

ns+1
+

1

sms

∞∑
n=0

B(n)C(n+ s− 1, n)

mn
, s 	= 0, m ∈ N. 7��8

�
��#! ��� ��,�� �
�-������( �� ���� �1� ��������
�� �� �
�����$�1�
�� �����, 0���
( �� .�����, %��
�
 ��9�� �#0������ �� .������ 7��8 �
�,*�! ��0�� s ∈ C( s 	= 0 � �������������! ��0�����,� ���0�� ��� �#*�
�+
��� s 0�� *���$� m( ��� *���$� 0����� ���
 ��9�� ������2��
���
������
 7��8 
�
��1�0�
 ��!( �����
� ����0
���� �� .������ 3!���
c

"
������
( � �����
� �
��� *#�
 ������#� �#0���������#� ������������
��� .������ %��
�
 7��� 4��58�
��� ���#- �����
�����#- s ��� � 7��8 �*�#�
����( � �# ����0
�� �2+

������, .������

ζ(s+ 1) =
m∑

n=1

1

ns+1
+ B(−s,m+ 1)/s, −s ∈ N,
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�����
� �
�� ζ(0) = −1/2( 
 �
�9� �
����
���#� 2�
0���� .������ ζ(s+1)

� ��0�
- s = −2 k � �����
���#� ���� � ��0�
- s = −2 k − 1( k ∈ N�
 ( �
�����( ��� s ∈ N0 .�����
 7��8 ������
�� ���

ζ̃(s+ 1) =
m∑
n=1

1

ns+1
− (−1)sΨ(s, 1 +m)

s!
, m ∈ N0,

1��

ζ̃(s) =

⎧⎨
⎩ γ, s = 1,

ζ(s), s ∈ N, s > 1.
7�m8

%
�-���;�!�� 
��������0����! ��� 7��8 ��9�� ����*�
2��
�� � �-���+
;�!�� .
�����
���#! ���( ���0�� ����� �����*
�� 7��� 4�( �)58� b��
��(
�
� �# ���
1
��( .
�����
���#� �-���;���� ���# � �
���� ���0
� �� �
,�
���
��- ������;�����
%
�������� ����*�
2��
��� �������#- �����( ������� 7�
������� �
� �2+

������8 �� ����
�� � �����
����( �� ��9�� *#�� ����2�� ��� ��$���� �
2+
�����#- ��
�����!( �����#� �# �
���
����
���
&��������0����! ��� 7�w8 ��9�� 2
���
�� �����,;�� �*�
2��

Ψ

(
n, 1 +

1

x

)
= (−1)n+1

∞∑
k=n

B(k − n) (k − 1)!

(k − n)!
xk, n ∈ N, 7�o8

0�� ��9�� �
���
����
�� �
� *������0��, ����1�����, �
�����( ����*�
+
2�,;�, ������ < x, x2, . . . >t � ������ .�����! Ψ()� 3�
 �
����
 �*�
���

��� �,*�1� ������
 1�
���1� �����
� "�9�� ���������( 0�� �# ����0��
�-���;���� ���#

xn =
1

(n− 1)!

∞∑
k=n

(−1)k+1

(k − n+ 1)!
Ψ

(
k, 1 +

1

x

)
, n ∈ N, Re(x) > 0, 7�x8

0��( ���
��( �
�� �;� ���� ������
������ ��� 0���� d������� � �
���0��!
.�����
������
 7�x8 ��2������ ����0
�� ���*#0�#� �
2��9����� '
������(

ln(1 + x) = 2
∞∑
k=1

1

(2 k)!
Ψ

(
2 k − 1, 1 +

1

x

)
, ln 2 =

∞∑
k=1

ζ(2 k)− 1

k
.

b��
�� ������2��
��� .�����# 7�x8 � 7��8 7x = 1/m8 �
�� ��$� ���1�!
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"# �9� ������� ��������� �������� ��������
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�
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����������#- ������ �
��� ������# ��������
��� ����+
���#- �
�-���;�-�� 2�
����������#- ������
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�������� ���

g =
∞∑
n=1

(−1)n lnn. 7�w8

:�������
��� 6��1� ���
 ����������� � 4��5 �
� ��������
��� 6..�����+
����� ������9����1� 0�������1� 
�1�����
� h
�����( 0�� S>LGK �
�9� *�2
����
 �
-���� 0�������� 2�
0���� ����# 6��1� ���
( ������� ��
2#�
����
�
��#�

g =
1

2
ln

(
π

2

)
≈ 0.225791352644727.

3������0���� �1
�
�� 6�� 2�
0���� ��9�� �2 ������
������ .������ %�+
�
�


(1− 21−s) ζ(s) =
∞∑
n=1

(−1)n+1

ns
, Re(s) > 0.

`��� �����..���������
�� 6�� ��9������ �� s � �����
���� ���
 s = 0

70��( ���*;�+��( ��2
�����8( �� ����0�� �
� �
2 ��9��� 2�
0����� e
���
�*�
2��( ��� 7�w8 k������l � ����� �����-�9������
���
9��( 0�� ��� 7�w8 ����������� �
$�� �����*�� � ����� ���� 70�1�

S>LGK ����
�� �� ��9��8�
��!����� ����
��#� � �
2�� 	 �����*��( ����0�� .�������
����� ��
�+

�����
U(x) + U

(
x

1− x

)
= − lnx.

:���
�� � ��� �����
����� U(x) = V (x) +W (x) lnx� e�1�
 ����0�� ��
�+
�����

V (x) + V

(
x

1− x

)
−W

(
x

1− x

)
ln(1− x) = −

(
W (x) +W

(
x

1− x

)
+ 1

)
ln x.

��
�
� 0
��� 6��1� ��
������ �*�������� ��� W (x) ≡ −1/2� ��6���� ����+
0
�� ��
������

V (x) + V

(
x

1− x

)
= −1

2
ln(1− x).

h
����� ������( 0�� ��������� ��
������ �# ����0��� *# ����
��#� �
�
2�� 	 �����*�� �2 �-���;�1��� ���
� ��6����

V (x) =
1

2

∞∑
n=1

(−1)n ln

(
1− x

1 + nx

)
.

b*#0�� tRU �� ��9�� ��������
�� �
��� ���#� ��6���� ����*�
2���
�1� � ����

exp(2 V (x)) =
∞∏
n=1

(1 + (2n− 1) x)2

(1 + (2n− 2) x) (1 + 2nx)
.



��

3�� ����2������� �#0�������� � ����� ����� ����0
��

V (x) = ln Γ

(
1

2 x

)
− ln Γ

(
1

2
+

1

2 x

)
− 1

2
ln(2 x), x > 0.

h
�����( 0�� ���� *# ����, �������� 0�������� ��$���� 2
�
0� 7� ���1�
+
��0����! ��0�����,8( �� �# ��1�� *# �#0������ 
��������0����� �
2��9�+
��� ��$���� ������� ������������#- ��6..��������( ����

V (x) =
1

4
x− 1

24
x3 +

1

20
x5 − 17

112
x7 +

31

36
x9 − 691

88
x11 + . . .

��������� 0���
 mw� � 
��������0����� �
2��9���� V (x) �������� ��+
�#� �����
����� ��1�( 0�� � ��� ����������,� 0���
 d������� � �
����
�
2��9���� �
�-������� ��6���� ���1�! �����* �����������
�� �
��� ���#
c 6�� �
!�� ����
��0�� ���1� ��6..�������� 
��������0����1� �
2��9����(
�1
�
�� �- ���#! ��� � ��������� �������
 tRU� � �
���� ���0
�

V (x) =
∞∑
n=1

B(2n) (4n − 1)

2n (2n− 1)
x2n−1.

:�*��
� ����0���#� .�����# � �������� .������ 7
8( ����0�� �����
���
 7�w8 g( �
� � �9��
�����

��
 �� ��
������ 
���� ���� �
�� � �� ������� �!���
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��� �
�-���;�1��� � �*#0��� ��#�+
�� ���
 ����� ������ ���2
�0����! ��#��� � �
���� ���0
� �# �
$�� 0
+
���0��, ����� ���
 7�w8 � 2
������! .���� 70�1� S>LGK ����
�� �� ��9��8(

 �
�9� ����0��� 
�
����0����, �����������, 0
���0�#- ���� ���
 7�w8�
3�
 .�����
 ����� ���

n∑
k=1

(−1)k ln k =
1

2
ln

(
1

2
π

)
+

⎛
⎝ln Γ

(
n

2

)
− ln Γ

(
1

2
+
n

2

)
+

1

2
ln

⎛
⎝n2
2

⎞
⎠
⎞
⎠ cos(π n).

'
 ���� � ���
2
�# 1�
.�� 0
���0�#- ���� ���
 7�w8 � ��������#- ��0+
�
- � 1�
.�� �- ������������ �� �
���! .�������
� 2
���$�� 6��1� ������
 �������( 0�� �
!����
� �
�� .������ V (x)(

�����
� ����#�
�� 
��������0����� ��������� 0
���0�#- ���� ���
 7�w8
��� n→ ∞( ���2
�
 � �
�1����
���#�� 0���
�� �����,;�! .������!

x V ′(x) =
1

2
T

(
1

2
x

)
,

1�� T (x) c 6�� �*#�������
� ����2����;
� .������ �
�1����
���#- 0����(
��� ������! �# �
$�� 
�
����0����� ������
������ 7��� 4�)58� p���
� ���*�
����2����;�! .������ �
�1����
���#- 0���� �
�
 � 4w( L� ��o5(
'
� ��
���� �����������
�� �
$�� �����*�� ��� ���#( ���������#� �

4��5 � �
0����� �������� ���������� 0�������1� 
�1�����
 � 4��5� `��� ���+
���� � �
0����� ������
�
( 0�� ��������
��� 
��������0����- ����� �����+
�� ����2������ �� �
�����$�1� �� �����, 0���
 70�� ���*��� ��������1�
��������
��� � �
9��� ���������� ���0
�8( �� �
$ ����� ��������� 6��
���# � ����2������! ��0�����, �( �� ����( 
�1�*�
�0������ �������
��(
���1�
�������#�� � tRU�
�������� �
$ ����� � ��
���0������ ���� 7�8 ��� x = −1( ���� �
!���

�����
��� 3!���
cf�������
 δ = eEi(1, 1)�
��!����� ����
��#� � �
2�� 	 �����*��( ����0�� .�������
����� ��
�+

�����
U(x) + U

(
x

1− x

)
=

1

x
Γ

(
1

x

)
.

:���
�� � ��� �����
����� U(x) = Γ(1+1/x)W (x)� e�1�
 ���W (x) ����0��
��
������

W (x) + xW

(
x

1− x

)
= 1. 7	)8

�
���� ��
������ ����0
���� �� ��
��
���#- .�������
���#- ��
���+
��!( �����#� �# �
���
����
��( �� 
�1������0���� 7� 
��������0����8 ��+
$
���� ��� 9� �����*��� ����0
��

W (x) = 1− x + x2 − x4 − x5 + 2 x6 + 9 x7 + 9 x8 − 50 x9 − 267 x10 +O(x11).
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!��
� 6����������� ���#- ��������
���������! 7��� 4�	( R)))�xo58� b�
 ���2
�

� 0���
�� d���
� : ����;�, .�����# ��������
��� d����� ����0
��

W (x) = 1− x
∞∫
0

exp(−t) exp(1− exp(t x)) dt, x > 0. 7	�8

�
���0���� �# �9� ��$��� 2
�
0�� b��
�� S>LGK �� ��9�� �#0������
�
��#! ����1�
� � ����� ���� ��� ����2������� x > 0� ��6���� ��������
�;� ���� �����* ��$���� .�������
����1� ��
������ 7	)8( �����#! �*�
+
�
�� *���$�! �������
�������,�
:���
�� � ��
������ 7	)8 2
���#( �*�
��#� ���( �����#� �# ��������� �

�
0
�� �
2�� 	� e�1�
 ����0�� �2 7	)8 ��������
����� �
2������� ��
������

nw(n) + w(n− 1) = n, n ∈ N. 7	�8

S>LGK ����� ��$
�� �
��� ��
������ � ����� ����� ����0
��

w(n) =
n− 1 + eEi(n, 1)

n
+ (−1)n

eEi(1, 1)− 1 + w(0)

Γ(n+ 1)
,

1�� w(0) c 6�� �
0
����� 2�
0���� �������� 7	�8�
b��������,;
� 0
��� 6��1� �#�
9���� ������������� ����������� ��
�+

����, 7	�8� '� ���������,;�! 0
��� 2���� �� ���9�� *#��( �
� �
� ��

�0���
 ��� �#���� ��
������ 7	)8� ��6���� ���*-����� �2��� w(0) = 1 −
eEi(1, 1)�
e
��� �*�
2��( ����� �;� ���� ��$���� ��
������ 7	)8a

W (x) = 1− x+ x eEi

(
1

x
, 1

)
.
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2��
��� g
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�
 � 7	�8 70�1� S>LGK ����
�� �� ��9��8� �����
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���������
�� *# �
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:�*��
� ����0���#� .�����# � �������� .������ 7
8( ����0�� �����+

����������, .������ ��� ����# ���
 7�8 ��� x = −1a
n∑

k=0

(−1)k k! = δ + n!

⎛
⎝1− 1

n
+

eEi(n, 1)

n

⎞
⎠ cos(π n),

1�� δ = eEi(1, 1) c 6�� ������
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���1� ���
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h =
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n=1

lnn. 7		8
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