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Энергетическая и гидродинамическая подстановки для уравнения Власова-
Пуассона и их астрофизические следствия

Аннотация. В настоящей работе рассмотрены примеры использования уравнений Власова-
Пуассона в самосогласованном гравитационном потенциале космологического генезиса и
рассмотрен случай, приводящий к образованию когерентных псевдохаотически распреде-
ленных «стенок» космологической структуры.
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Study of stationary solutions of the Vlasov equation for the case of a gravitational
field

This preprint discribes the system of Vlasov-Poisson equations in the self-consistent gravitational
potential of cosmological genesis, and shows a case that leads to the formation of coherent
pseudochaotically distributed «walls» of the cosmological structure.
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1. Введение

Нынешнее представление о Вселенной, по-видимому, указывает на то,
что она однородна в больших масштабах для красных смещений z, превыша-
ющих z ≃ 103. Однако существование неоднородностей, таких как галактики
и скопления галактик, требует для своего объяснения наличия определенно-
го физического механизма. Одним из способов изучения структурообразова-
ния является рассмотрение процесса, связанного с динамикой формирования,
пронизывающего всю Вселенную, космического субстрата (или жидкости).
Из некоторых первоначальных неоднородностей, возможно зародившихся в
первичную инфляционную эпоху, необходимо исследовать, как силы гравита-
ции превращаются в комковатые структуры в небольших масштабах, которые
мы наблюдаем сегодня, а именно – в групповое распределение галактик или
сверхскопление галактик на малых красных смещениях (z ≃ 1).

Динамическая устойчивость самогравитирующих систем является важ-
ной проблемой астрофизики. Эта проблема была впервые рассмотрена Джин-
сом, который изучал линейную динамическую устойчивость бесконечного од-
нородного газа с преобладанием столкновений, описываемого уравнениями
Эйлера. Он обнаружил, что эта система становится неустойчивой, если дли-
на волны возмущения превышает критическое значение λc = us

√
π
Gρ (где us –

скорость звука), называемое сейчас длиной Джинса. В этом случае возмуще-
ние экспоненциально быстро растет без осцилляций. Напротив, для малых
длин волн λ < λc возмущение колеблется без затухания и ведет себя как зву-
ковая волна, модифицированная гравитацией. Как известно, подход Джинса
с самого начала страдает математической непоследовательностью. Действи-
тельно, бесконечная однородная гравитирующая система не может находить-
ся в статическом равновесии, поскольку нет градиентов давления, уравнове-
шивающих гравитационную силу. Джинс устранил это противоречие, предпо-
ложив, что уравнение Пуассона описывает только связь между возмущенным
гравитационным потенциалом и возмущенной плотностью. Тем не менее, рас-
смотрение задач по типу джинсовской неустойчивости можно использовать
в определенных ситуациях: когда мы работаем в сопутствующей системе от-
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счета, где расширение Вселенной вносит своего рода «нейтрализующий фон»
в уравнение Пуассона. В этом случае бесконечная однородная самогравити-
рующая среда может находиться в статическом равновесии. Следовательно,
механизм неустойчивости Джинса важен для понимания образования галак-
тик из однородной ранней Вселенной и динамической устойчивости беско-
нечной однородной бесконтактной звездной системы, описываемой уравне-
нием Власова. В некотором смысле отсутствие столкновений подразумевает
отсутствие давления, так что аналогия с длиной Джинса в этом случае, по-
видимому, отсутствует. Однако у бесстолкновительных частиц есть скорости,
и эти скорости необязательно представляются в виде одной уникальной v в
каждой позиции x, как для идеализированной жидкости. Вместо этого есть
распределение случайных скоростей в каждой точке; в дальнейшем будем
считать это распределение близким к изотропному. Бесстолкновительную си-
стему можно описать, как жидкость с нулевым давлением, когда жидкость
очень холодная, так что результирующий поток почти ламинарный. В таком
случае предполагается, что в каждой точке существует уникальная скорость
и что все частицы имеют одинаковую массу m, а уравнение неразрывности и
уравнение Эйлера заменяются уравнением Лиувилля.

С тех пор как появилась работа Джинса, в космологии очень подробно
изучались однородные распределения материи. Однако ньютоновские космо-
логические модели Милна и МакКри также используют однородное распре-
деление материи, и они кажутся естественным средством для дальнейшего
изучения гравитационной неустойчивости джинсовского типа. В результате
работы МакКри, предположения, на которых основаны эти модели, можно
использовать в качестве руководства для моделей стационарной теории. От-
личие этого подхода от Власова-Пуассона состоит в том, что в уравнении Ли-
увилля частица движется во внешнем поле шара Милна, поэтому структуры
возникают только сферически-симметричные. При использовании уравнения
Власова-Гельфанда частица движется в самосогласованном поле и структуры
могут отклоняться от сферически-симметричных [1].

В этой статье представлен обзор использования уравнений Власова-
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Пуассона в гравитационном контексте. Такая система уравнений может быть
использована для описания динамической эволюции самогравитирующих аст-
рофизических систем, таких как шаровые скопления или галактики. В про-
цессе работы авторами были исследованы сценарии формирования близких
к условно-равновесным вторичных структур (в общем случае отличных от
устойчивых до определенных предельных значений параметров квазистацио-
нарных) на поверхности 2–мерной стенки (в условиях ячеистого строения си-
стемы частиц, обусловленного крупномасштабной «псевдокристаллизацией»
системы гравитационно-связанных субструктур) на основе решений системы
уравнений Власова-Пуассона, и предложены критерии появления ветвления
решений системы, приводящего к деформации вторичных структур. По ре-
зультатам работы доказана лемма для случая гравитационного поля и уточ-
нены результаты, полученные в статье [2].

2. Динамика самогравитирующей системы

Возникновение плоских и квазиодномерных структур в космологических
моделях точки зрения многочастичной динамики гравитационно взаимодей-
ствующих «элементарных» субстуктур (представляющих собой звёзды, звезд-
ные скопления, галактики и пр.) описываются в современной научной лите-
ратуре особой совокупностью эволюционных явлений, протекающих (с раз-
личными характерными временами) на существенно различающихся масшта-
бах, однако подчиняющихся общим положениям кинетического формализма
(в частности, бесстолкновительной кинетики Власова). В астрофизическом
контексте изучения происхождения систем войдов, стенок («блинов» Зель-
довича) [3]-[4] и одномерных филаментов естественным является сценарий
введения иерархии описания процессов на основе 1) кинетического подхо-
да (использующего самосогласованное поле Власова-Пуассона) - до уровня
постэлементарных состояний относительного равновесия (в которые «кор-
пускулярные» субструктуры типа звезд и т. п. формируют принципиально
упорядоченные, обладающие свойствами квазипериодичности системы), и 2)
турбулентной гидродинамики, где задействованы большие совокупности (в
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общем случае деформированных для сохранения непрерывности плотности)
континуальных квазистационарных состояний, образующих крупномасштаб-
ные когерентные гидродинамические структуры.

Пусть fi(x,v) – функции распределения i -го сорта частиц по скоростям
v ∈ R3 и пространству x ∈ R3. Пусть fi(x,v) удовлетворяют системе уравне-
ний Власова-Пуассона:

v,
∂fi

∂x

−
1

mi

∇u,
∂fi

∂v

 = 0,

∆u =
∑

i 4πGmi

∫
fi(x,v)dv;

(1)

где mi – масса i-го сорта частиц (1 ≤ i ≤ k и обычно k = 1 или 2), u(x) –
гравитационный потенциал [2].

Пусть функции распределения fi зависят только от интеграла энергии
fi = gi(miv2/2+miu(x)), где gi(E) – некоторые неотрицательные функции. В
этом случае верхнее из уравнений (1) удовлетворяется, а нижнее дает нели-
нейное эллиптическое уравнение

∆U = ψ(u), (2)

где функция ψ(u) определяется равенством

ψ(u) =
∑

4πGmi

∫
gi(miv2/2 +miu)dv. (3)

где miu, u = GM/r и G – гравитационная энергия, потенциал и постоянная
соответственно.

В работе [2] показано, что свойства функции ψ(u) во многих задачах
обеспечивают единственность решения, путем доказательства следующей лем-
мы.

Лемма 1 . Пусть в формуле ψ(u) v ∈ Rd. Пусть gi(E) – неотрицательные
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непрерывно-дифференцируемые функции, такие, что

gi(E)E
d/2+1 → 0 при E → +∞. (4)

Тогда при d ≥ 2 имеет место неравенство

dψ

du
≥ 0. (5)

При d = 1 неравенство неверно [2].

Рассмотрим потенциал ψ(u) для плоского случая

ψ(u) =
∑

4πGmi

∫
gi(miv

2/2 +miU)dv, (6)

где miU есть гравитационная энергия, U = GM/r, G – гравитационная по-
стоянная.

d = 2 : ψ(u) =
∑

4πGmi

∫
gi(Ei)dv =

∑
4πGmi

∫ 2π

0

dφ

∫ ∞

0

gi(Ei)vdv.

(7)

Для случая d = 2 переходим к полярной системе координат v = {v, φ};
якобиан перехода v ≡ |v| = vd−1. Появляется коэффициент 2π = 2d−1π =

B(d)|d=2.

d = 3 : ψ(u) =
∑

4πGmi

∫
gi(Ei)dv =

=
∑

4πGmi

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

sin(θ)dθ

∫ ∞

0

gi(Ei)v
2dv. (8)

В случае d = 3 осуществляется переход к сферической системе координат
v = {v, θ, φ}, при этом якобиан перехода v2 sin(θ) = vd−1 sin(θ). Появляется
коэффициент 2π · 2 = 2d−1π = B(d)|d=3.

Обозначим ψ̃i(u) ≡ dψi(u)
dU =

∫
g′i(Ei) · (dEi/dU)dv, причем ψ(u) =∑

i 4πGmiψi(Ei) (далее учитываем, что dEi/dU = mi).
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ψ̃i(u) = B(d)

∫ ∞

0

g′i(Ei) · (Ei)
′
u · vd−1dv =

= B(d)mi

∫ ∞

0

2vd−1

miv
dgi(miv

2/2 +miU) = 2B(d)vd−2gi

(
miv

2

2
+miU

) ∣∣∣∣∣
v=∞

v=0

+

+2B(d)

∫ ∞

0

gi(miv
2/2 +miU)dv

d−2 =

= 2B(d)vd−2gi

(
miv

2

2
+miU

) ∣∣∣∣∣
v=∞

v=0

+B(d)

∫ ∞

0

(d− 2)gi(miv
2/2+miU)v

d−3dv.

Рассмотрим случай при d = 2 в условиях леммы

dψ

du
= 8πGB(2)

∑
migi(

miv2

2
+miU) ≥ 0. (9)

При d > 2 получаем. Первое слагаемое, как видим, зануляется из-за
вводимого свойства в лемме, что вполне естественно, поскольку в функции
распределения количество частиц с бесконечно большой энергией должно
стремиться к нулю.

dψ

du
= 4πGB(d)(d− 2)

∑∫
migi(miv

2/2 +miU)v
d−3dv ≥ 0. (10)

Рассмотрим случай при d = 1, рассмотрим функцию gi(E) = aiδ(E−Ei),
ai > 0. Подставим её в (3) и дифференцируем по u, получаем следующее
уравнение

ψ(u) =
∑

4πGmi

∫
gi(E)dv =

∑
4πGmi

∫
aiδ(E − Ei)dv, (11)

dψ

du
= 4πGB(d)(d− 2)

∑
ψi(u), (12)

где ψi(u) = miai(
2
mi
(Ei − miu))

d−4
2 при u < Ei/mi и равняется нулю при

u > Ei/mi. Это выражение отрицательно при d < 2 и неотрицательно при
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d ≥ 2. Таким образом, имеет место равенство dψ
du ≥ 0, таким образом лемма

доказана.

3. О стационарных решениях уравнения Власова-Пуассона

Уравнение Власова-Пуассона, как выяснили, является одним из спосо-
бов изучения системы гравитирующих частиц, при условии, что масштаб рас-
сматриваемой конфигурации меньше горизонта частиц.

Задача состоит в том, чтобы исследовать стационарное решение уравне-
ния Лиувилля, представленное как функция интегралов движения частиц;
предположим, что основной сохраняющийся интеграл — это только энергия.
Нас будет интересовать при таком предположении появление в системе пери-
одических решений при ветвлении решений в некоторых критических точках.
Последнее, очевидно, направлено на покрытие паутинной структуры Вселен-
ной, включая квазипериодические пустоты.

Пусть f(x,v, t) — функция распределения массивных частиц по скоро-
стям v ∈ R3 и по координатам x ∈ R3. Предположим, что f(x,v, t) являются
решениями уравнения Власова–Пуассона [5].

∂f

∂t
+ v

∂f

∂x
−
∂φ

x
∂f

∂v
= 0,

∆φ(x, t) = 4πGm
∫
f(x,v, t)dv,

(13)

φ(x, t) =
∫
ϕ(x,x′)f(x′,v, t)dx′dv,

где ϕ(x,x′) ≡ ϕN(x,x′) = −Gm
|x−x′| ,

F(x) = −∇x

∫
ϕ(x,x′)f(x′,v, t)dx′dv,

где φ(x) — самосогласованный гравитационный потенциал в точке x, F (x) —
самосогласованная сила, ϕN(r) — нормированный потенциал ньютоновского
притяжения между частицами, G — гравитационная постоянная. Нас интере-
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суют решения системы (13) в области x ∈ D, где D — произвольная область
с гладкой границей.

Пусть функции распределения f зависят только от интеграла энергии:
f = g(mv2/2+mϕ(x)), где g(E)(≥ 0) ∈ C1. В этом случае для уравнения (13)
выполняется уравнение Лиувилля, из этого следует, что левая часть уравне-
ния является следствием скобок Пуассона, см.(28), а уравнение Пуассона для
гравитационного потенциала имеет следующий вид:

∆φ = F (φ), F (φ) = 4πGm

∫
g(mv2/2 +mφ(x))dv. (14)

Для этого случая должна выполняться лемма 1. Пусть в определении правой
части F (φ) зависит от скоростей v ∈ Rd, тогда функция gi(E) ∈ C1(D)

удовлетворяет условиям gi(E) ·Ed/2+1 → 0 (при d = 1, 2 и при d = 1 функции
gi(E) монотонно убывают), при d = 2 выполняется неравенство dF/dφ ≥ 0.

Согласно [6] краевая задача Дирихле (φ|∂D = 0) для этого нелинейного
эллиптического уравнения (в области D с гладкой границей ∂D) относится
к классу некорректно поставленных в смысле Куранта (имеет более одного
решения для d-мерного пространства: D ⊂ Rd, d = 1, 2, 3). Следует отме-
тить, что в этом случае аналогичная задача для системы заряженных частиц
для размерности области d = 1, 2 оказывается поставленной корректно, из-за
условия леммы для аргумента E ∼ v2, стремящегося к бесконечности.

Действительно, гравитационное взаимодействие в системе частиц при-
водит к множественности решений уравнений для потенциала, причем для
случаев d = 1, 2 эти решения определяют решения уравнения Власова с ко-
нечной массой конструкции, а для случая d = 3 такие решения расходятся.

Чтобы исключить множественность решений уравнений гравитационно-
го потенциала для уравнения Лиувилля–Гельфанда [7], рассмотрим представ-
ление стационарной функции распределения через распределение Максвел-
ла–Больцмана во внешнее гравитационное поле g(E) =

∫
Rd n(φ(x))f(v)dv.

Условиями такого представления являются максимально возможная стати-
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стическая независимость в представлении стационарной функции распреде-
ления

f(v) = C1(d; θ,m)
d∏
i=1

f̄(v2i ), C1(d; θ,m) = (m/(2πθ))d/2, (15)

f̄(v2i ) = exp (−mv2i /(2θ)).

Разделение переменных при подстановке в стационарное уравнение (13)
дает кинетическую температуру θ в виде константы разделения, так что

n(x) = C2 exp (−mφ(x)/θ), (C2 ≡ n0)

возможное движение потока (с массовой скоростью V0), как обычно, учиты-
вается заменой v → (v − V0). Таким образом, гравитационный потенциал
(14) можно записать в явном виде

∆φ = 4πGmC2 exp
(
−mφ

θ

)
, (16)

заменяя φ = −Φθ/m, получаем,

∆Φ+ λ exp (Φ) = 0, (17)

где λ ≡ 4πGn0
m2

θ .

Нужно обратить внимание на плоскостные и нитевидные структуры, ко-
торые обладают свойством бесконечно развиваться, при этом сохранять массу
постоянной. Покажем, что можно провести классификацию решений нели-
нейного эллиптического уравнения (14), приведенных к виду (17). Для слу-
чая d = 1 рассмотрим формальную задачу Дирихле на отрезке x ∈ [−1, 1],
для которой существует критический параметр λcrit = λ

(1)
crit ≈ 0.88, такой что

при 0 < λ < λcrit. Имеются два строго положительных убывающих реше-
ния (класса C2 ([−1, 1])) по мере приближения аргумента к границе области
— устойчивое минимальное Φmin

λ и неустойчивое Φuns
λ [8]. Последняя имеет

неограниченно возрастающую скорость при λ → 0 (∀x ∈ [−1, 1]), что фи-
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зически означает неограниченный рост температуры среды или уменьшение
массы конструкции. При λ→ λ

(1)
crit−0 оба решения сливаются в одно, которое

не может быть продолжено в область λ > λ0.

Для случая d = 2 при λ ∈ (0, λ
(2)
crit = 2) существует пара решений Φmin

λ и
Φuns
λ , но сингулярное (неминимальное) решение неограниченно растет только

при совместном стремлении λ → 0+ и r → 0; при λ → λ
(2)
crit эти решения

также сливаются в одно, что не может быть продолжено при дальнейшем
возрастании значения λ → 2+ (см.[9; 10]). Общая масса частиц при d = 2

определяется как

M2[λcrit] =

∫ ∞

0

∫ 2π

0

C2
4

(1 + r2)2
rdϑdr <∞,

где потенциал определяется в точке λcrit = 2. Использование для оценок сум-
марной массы минимальных и неминимальных решений при произвольных
значениях параметра (∀λ ∈ (0, 2)) дает ту же конечную асимптотику. В дву-
мерном случае был использован явный вид решений уравнения Лиувилля и
вырождение двух решений в одно в критической точке

Φ
min/uns
λ = ln

(
8ξmin/uns

(1 + λξmin/unsr2)

)
, ξmin/uns =

4− λ±
√
16− 8λ

λ2
. (18)

Для цилиндрической конструкции решения уравнения Лиувилля с кра-
евыми условиями (c1 = ±1/

√
2λ, c2 = 0) и условием нормировки в секущей

(нормальной граничной) плоскости M2[λ] < ∞ имеют другую асимптотику
при r → 0: неминимальное решение в этом случае неограниченно растет, по-
этому мы исключаем его из рассмотрения опять-таки дополнительным усло-
вием в центре. Для минимального решения получаем M2[λ] = 8π/λ и для
∀λ ∈ (0, 2]

Φmin
λ (r) = ln

32− 8λ− 8
√
16− 8λ

(λ+ r2(4− λ−
√
16− 8λ))2

. (19)

Таким образом, цилиндрические двумерные конструкции в каждом нор-
мальном сечении имеют конечную массу, что согласуется с условиями, по-
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ставленными леммой. При условии, что имеется конечная длина, конечная
полная масса, образующаяся за счет регулярного решения уравнения Ли-
увилля–Гельфанда, выбирается по условию исключения особого решения в
центре.

Для случая d = 3 существует критическое значение параметра λ(3)crit ≈
3.32, такое, что на плоскости (λ, ||Φλ||) выделяются 4 области со значениями
параметра λ : 1) область λ ∈ (0, λcrit), где имеется конечное число C2-гладких
решений, 2) при λ = 2 число решений бесконечно, 3) при λ = λ(3) c существует
только одно решение , 4) при λ > λ(3) c решений не существует (в заданном
множестве альтернатив только одно минимальное (правильное) из каждого
множества будет устойчивым решением) [11].

В трехмерном случае полная масса системы гравитирующих частиц:

M3 =

∫
C2 exp (−mφ/θ)dr >

lim
φ0→0

C2

∫ rmax→∞

r0

exp (mφ0/θ)4πr
2dr → +∞ (∀r0 > 0).

(20)

Таким образом, трехмерные структуры, описываемые решением задачи Ди-
рихле для уравнения Лиувилля-Гельфанда ограниченной массы, не могут
существовать в трехмерном евклидовом пространстве. Из этого можно сде-
лать вывод, что трехмерные структуры могут существовать, когда интеграл
масс сходится, что требует либо компактности носителя, либо соответству-
ющей скорости убывания радиального решения на бесконечности. Однако
в этом случае, в соответствии с [12], для случая d = 3 (в отличие от слу-
чаев n = 1, 2) уравнение Лиувилля–Гельфанда не допускает устойчивых
С2-гладких решений вне компактного множества Rd. Следовательно, в рам-
ках модели Лиувилля-Гельфанда не исключаются трехмерные (компактные)
структуры.

Напомним, что для заданной области D ⊂ Rd (возможно, неограничен-
ной) решение Φ ∈ C2(D) уравнения ∆Φ+ expΦ = 0 называется устойчивым
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вне компакта K ⊂ D, если

∀ξ ∈ C1(D\K) Qu(ξ) =

∫
D\K

|∇ξ|2 − eΦξ2 ≥ 0.

В частности, когда K — пустое множество, говорят, что решение Φ устойчиво
в D.

4. Гидродинамическая подстановка для уравнения Власова

Пусть имеется вектор p0 = |AD| - импульс начального потока вещества в
нити сверхскопления Ланиакеи. В точке А происходит бифуркация – раздво-
ение потока, например, поток натыкается на черную дыру, скорость убегания
атомов потока превышена на данном прицельном радиусе от черной дыры,
происходит разделение потока на два.

Должен выполняться закон сохранения импульса

p0 = p1 + p2, (21)

где p0, p1 и p2 – векторы импульсов начального и вторичных потоков. Законы
сохранения совершенно не обязательно сохраняются симметрично: вторичные
потоки приобретают импульсы p1 = |AB| и p2 = |AС|, причем углы α и β не
обязаны быть одинаковыми.

Проекция вторичных импульсов на ось ординат должна быть нулевой
(мы направили ось абсцисс по направлению первичного вектор p0). Таким
образом:

p1 sinα− p2 sin β = 0, (22)

по теореме косинусов для p1, p0 можно получить следующую формулу:

p2
1 + p2

0 − 2p0p1 cosα = p2
2. (23)
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Рис. 1: Импульсная диаграмма

С учетом всех уравнений получаем систему от переменных p1, p2, α, β
p1 sinα− p2 sin β = 0,

p2
1 + p2

0 − 2p0p1 cosα = p2
2,

p2
2 + p2

0 − 2p0p2 cosα = p2
1.

(24)

Выражения для импульсов получаются как зависимость импульсов от углов
бифуркации, в предположении, что углы α и β зафиксированы:

p1 =
p0 sin β

sin β cosα− sinα cos β
, (25)

p2 =
p0 sinα

sinα cos β − sin β cosα
. (26)

Пусть m0 = λ ·m+ (1− λ) ·m = m1 +m2, тогда

m0 = λ ·m+ (1− λ) ·m = m1 +m2,

m0v
2
0 = m1 · v2

1 +m2 · v2
2,

m0v0x = m1v1x +m2v2x,

m1v1y +m2v2y = 0,

(27)
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таким образом, учитывая (22), находим значение для v2

v2(v1, α, β) =
m1v1 sinα

m2 sin β
=

λmv1 sinα

(1− λm) sin β
.

Часто цитируется, что уравнение Власова является гамильтоновой систе-
мой. Верно, но постановка такой задачи вообще неясна. Используем класси-
ческие скобки Пуассона, определенные для любых скалярных полей A(q,p, t)
и B(q,p, t) формулой

{A,B} =
∂A

∂q
∂B

∂p
− ∂B

∂q
∂A

∂p
. (28)

Тогда уравнение Власова можно переписать в следующем виде

∂f

∂t
+

p
m

∂f

∂q
−m

∂φ

∂q
∂f

∂p
=
∂f

∂t
+ {f,H} = 0, (29)

где

H(q,p) =
p2

2m
+mφ, (30)

(∆φ = 4πGρ(q, t)).

Гамильтоновы канонические уравнения

dq
dt

=
∂H(q,p)

∂p
,
dp
dt

= −∂H(q,p)
∂q

. (31)

Подставим следующее выражение в уравнение Власова (29)

f(x,p, t) = ρ0(x, t)δ(p−P0(x, t)) = ρ1(x, t)δ(p−P1(x, t))+ρ2(x, t)δ(p−P2(x, t)),

где P1 и P2 будут определяться выражениями (25) и (26) соответственно.

∂f

∂t
=
∂ρ1(x, t)

∂t
δ(p − P1(x, t))− ρ1(x, t)(∇δ,

∂P1(x, t)
∂t

)+

+
∂ρ2(x, t)

∂t
δ(p − P2(x, t))− ρ2(x, t)(∇δ,

∂P2(x, t)
∂t

) (32)
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∂f

∂x
=
∂ρ1(x, t)
∂x

δ(p − P1(x, t))− ρ1(x, t)(∇δ,
∂P1(x, t)

∂x
)+

+
∂ρ2(x, t)
∂x

δ(p − P2(x, t))− ρ2(x, t)(∇δ,
∂P2(x, t)

∂x
) (33)

∂f

∂p
= ρ1(x, t)

∂δ(p − P1)

∂p
+ ρ2(x, t)

∂δ(p − P2)

∂p
. (34)

Собирая элементы перед дельта-функцией и ее производной и учитывая,
что мы рассматриваем гамильтонову систему, получаем гидродинамическое
следствие для системы уравнений Власова-Пуассона:

∂ρi
∂t

+
∂

∂x
(ρiVi) = 0,

∂Pi

∂t
+

P2
i

2m
+mφ = 0,

∆φ = 4πGρ(q, t),

(35)

где V ≡
∂H

∂p

∣∣∣∣
p=P

— обобщенная скорость, Fi = −
∂H(x,Pi)

∂x
— компоненты

обобщенной силы.

Также рассмотрим общую автономную систему обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений

dx
dt

= v(x), x,v(x) ∈ Rn, t ∈ R1, (36)

эволюция которой описывается обобщенным уравнением Лиувилля:

∂f

∂t
+ divn(vf) = 0, (37)

где f(x, t) – функция распределения изображающих точек в n-мерном фазо-
вом пространстве, которая описывает вероятность нахождения точки траек-
тории динамической системы в окрестности точки пространства Rn в момент
времени t. Вектор координат x представим как упорядоченную пару (q,p)T ,
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q ∈ Rn, p ∈ Rn−m, тогда уравнение (36) запишется как

dq
dt

= v(q,p),
dp
dt

= g(q,p). (38)

Найдем решение для обобщенного уравнения Лиувилля, записанного в
явной форме

Ω(f) ≡ ∂f

∂t
+

m∑
i=1

∂

∂qi
(wif) +

n−m∑
j=1

∂

∂pj
(gjf) = 0, (39)

используя гидродинамическую подстановку: f(q,p, t) = ρ(q, t)δ(p−P(q, t)),
где ρ(q, t) – плотность изображающих точек на гиперповерхности, p = P(q, t)
– уравнение гиперповерхности размерности (n−m) в момент времени t. При
подстановке такого вида представления f(q,p, t) в уравнение (39) получа-
ется редуцированная система уравнений Эйлера гидродинамического типа,
которая состоит из уравнений неразрывности и движения точек [13]

Ω0(ρ) ≡
∂ρ

∂t
+

m∑
k=1

∂

∂qk
(ρVk) = 0, (40)

Ωj(Pj) ≡
∂Pj
∂t

+
m∑
k=1

Vk
∂Pj
∂qk

= Gj, j = 1, . . . , n−m, (41)

где Vk(q, t) ≡ vk(q,P(q, t)), Gj(q, t) ≡ gj(q,P(q, t)).

Система уравнений (41), которая имеет одинаковые коэффициенты Vk

перед производными импульсов, принадлежит классу систем с одинаковой
главной частью, рассмотренных в [14], и является эквивалентной уравнению
для производящей функции, совпадающему по виду с уравнением Лиувилля
классического вида,

Ξ(Φ) ≡ ∂Φ

∂t
+

m∑
i=1

Vi
∂Φ

∂qi
+

n−m∑
i=1

Gj
∂Φ

∂Pj
= 0. (42)
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В отличие от исходного уравнения (39), в левой части дифференциру-
ются по x и p не моментные ядра wf , gf , a новая неизвестная функция
Φ [15]. C точки зрения возможности реализации симметрии решения в мо-
ментном представлении можно рассмотреть применение сопряженной гид-
родинамической подстановки в уравнение (42) («подстановка 2-го уровня»):
Φ(t,q,P) = ρ[2](P, t)δ(q − Q(P, t)), тогда получаем следующие выражения:

∂Φ

∂t
=
∂ρ[2]

∂t
δ((q − Q(P, t)))− ρ[2]

(
∇δ, ∂Q

∂t

)
,

∂Φ

∂qj
= ρ[2]

∂δ

∂qj
,

∂Φ

∂Pi
=
∂ρ[2]

∂Pi
δ((q − Q(P, t)))− ρ[2]

(
∇δ, ∂Q

∂Pi

)
.

Также, собирая множители при δ-функции и ее производных, находим:

ρ[2]

∂t
+

n−m∑
i=1

G
[2]
i = 0,

−ρ[2]∂Q
∂t

− ρ[2]
n−m∑
i=1

G2
i

∂Q
∂Pi

+ ρ[2]V[2] = 0,

G[2] = G(Q,P), V[2] = V(Q,P).

Таким образом можно получить гидродинамические уравнения для «без-
дивергентной среды»:

n−m∑
i=1

∂G
[2]
i

∂Pi
= 0,

∂Qk

∂t
+

n−m∑
l=1

G
[2]
l

∂Q
[2]
k

∂Pl
= V

[2]
k , k = 1,m, (43)

где V [2]
k (Q, t) ≡ V

[2]
k (Q(P, t),P), G[2]

j (Q, t) ≡ G
[2]
j (Q(P, t),P).

Следовательно, исследование произвольной автономной системы обык-
новенных дифференциальных уравнений, как и гидродинамических след-
ствий уравнений Лиувилля и Власова, можно привести к анализу уравнений
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движения несжимаемой «фазовой жидкости».

5. Заключение

Основной задачей авторов является описание неравновесной динамики
статистического ансамбля гравитационно взаимодействующих частиц, в усло-
виях применимости нерелятивистского формализма одночастичных функций
распределения, пребывающего в состоянии, близком к условно-равновесному
(в окрестности обобщенных точек либрации многочастичной системы либо в
условиях существенного влияния на динамику системы модифицированного
закона гравитации с учетом космологического лямбда-члена), для которого
уравнение Власова допускает «энергетическую подстановку» [2] для одноча-
стичной функции распределения. В качестве основного физического предпо-
ложения, обусловливающего правомерность математического формализма в
данном пункте, было принято предположение, что кинетика массивных ча-
стиц рассматривается в 3- и 2-мерном случае. При этом возникают определен-
ные ограничения на геометрические размеры области, в которой расположена
система частиц [16] (решения нелинейного уравнения Лиувилля-Гельфанда,
описывающего межчастичный потенциал в стационарном варианте гранич-
ной задачи для системы Власова-Пуассона, для случая размерности d = 3

приводят к «проблеме бесконечной массы» [11], а устойчивость регулярного
решения Гельфанда возможна лишь в односвязной компактной области). Для
случая размерности системы d = 2 получены результаты, свидетельствую-
щие о возникновении решений уравнения Власова типа «страт», приводящих
к формированию когерентных псевдохаотически распределенных «стенок»
космологической структуры.
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