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.��0���� ��."�� 
 
 ����
��� ��
�������
� P (n, x) �� �����
 N − 1 !��4#� ������ _ � 0� ���
!����!� ���
"���0���� �"����&� +
������,

x
N−1∑
k=0

ak P (k, x) =
N−1∑
k=0

bk P (k, x),

$�� �
!��� !� �����
� �� ! ����� �!��� ������,  ��� ��� �.!�� ��� ��/�%
������ 
� an ��/������� � bn ���1������ �������� �  
�, # �1� �
.���

/ �� �"����& 1��
 �� �$��
���
 �������
� P (n, x), n < N �

i
��� �1�
.��, �41
� �"����� f(x) ����� 
!���
 N−������ !�� ����
f = 〈a0, a1, . . . , aN−1〉t, 
 ����
��� "���0���� �
 x, ������������!
���, �
 ��� c / � ����&��� ����
 ��� ! N−������ !�� ����� ���� �
�� !��

(� 1"��� �1�.�
#
 � !�� ��� �1�#����, 
 ����&��� ����
 ��� c 1���%
)��� �
 ������� 1"�!
��� �!���� ����"43�� �1�.�
#����o

e c �����#��& !�� ��,  ��� e(x) = 1, e = 〈1, 0, . . . , 0〉tp
E c �����#�
� �
 ���
p
X c ����
 �� "���0���� �
 xp
X2 c ����
 �� "���0���� �
 x2p
x c !�� ��, ��� !� � !"43�& �"����� x,  ��� x =

〈
1
2 ,

1
2 , 0, . . . , 0

〉t
p

D c ����
 �� ������������!
��� �� xp
I c ����
 �� ����
����$� �� �$����!
��� �� x�
i
��� �1�
.��,

x = X.e, f ′(x) = D.f,
∫
f(x) dx = I.f, �  ���,

$��  �#�
 �1�.�
#
� ���������� ����
 ��
 � !�� ��" ��1� "���0���� �
 %
���, 
 �� �$�
� �������������&,  ��� ���� 
� 
 �� �$����!
��� ���.!�� �

� ��0� ���� ��� ��� �.������� N �

k
�� ��  
�0�, # � X.X �= X2, �� � / � �!� �
 ���� � ��#
4 ��  �����
! ����� /����� �, (X2 − X.X)[N,N ] = N2/(4N2 − 1)/4� g��
�� ����
 ��
X2 !�� 0� �"#)� ! #�������� a�� �� ���!������b �
�#� 
�, #�� X.X, �� ��
�
� �����, # �1� !!��� � � ������� ����
 ��� X3, X4 �  ���

(� ���!���� $� �!�� ����"�� ��� !��� ����#�������� ����
 ���!� ��%
!�� / �� ����"� !����
 $����.���, � �� �$� ��"��
��� 2
�� ����"�� ��$��
���!���4 �� � ��$" 1� � ���
.
�� � ����3�4 �
 ��
 �#����& ���"�����



�

(
 ���� X � X2 �!��4 �� ��� !� � !����  ���% � �� ���
$��
�������
���!���� ��� ������
 / � �
 ���� ��� �
.������ � N = 6o

X =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2

1
6 0 0 0 0

1
2

1
2

1
5

0 0 0

0 1
3

1
2

3
14 0 0

0 0 3
10

1
2

2
9 0

0 0 0 2
7

1
2

5
22

0 0 0 0 5
18

1
2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, X2 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
3

1
6

1
30 0 0 0

1
2

2
5

1
5

3
70

0 0

1
6

1
3

8
21

3
14

1
21 0

0 1
10

3
10

17
45

2
9

5
99

0 0 3
35

2
7

29
77

5
22

0 0 0 5
63

5
18

44
117

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

��� �
 ���� X ��
$��
�� �1�
."4 �������!
 ������ �, �
#��
� � ��0��&,
��� !� � !����,

n

2 (2n− 1)
,
1

2
,

n

2 (2n+ 1)
, n ∈ N.

��� �
 ���� X2 ��
$��
�� �1�
."4 �������!
 ������ �, �
#��
� � ��0%
��&, ��� !� � !����,

n(n+ 1)

4 (2n− 1)(2n+ 1)
,

n

2 (2n− 1)
,

3n2 − 3n− 2

2 (2n+ 1)(2n− 3)
,

n

2 (2n+ 1)
,

n(n + 1)

4 (2n+ 3)(2n+ 1)
, n ∈ N.

���3� !��$� "� ����
 �
 ���
 ������������!
��� D, 
 ���0��� !��$�
c �
 ���
 �� �$����!
��� I� _ � �
 ���� ��� �
.������ � N = 6 ���4 
!��o

D =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 2 0 2 0 2

0 0 6 0 6 0

0 0 0 10 0 10

0 0 0 0 14 0

0 0 0 0 0 18

0 0 0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, I =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2 −1

6 −1
4

5
16

3
16 − 7

16

1
2

0 − 1
10

0 0 0

0 1
6 0 − 1

14 0 0

0 0 1
10 0 − 1

18 0

0 0 0 1
14 0 − 1

22

0 0 0 0 1
18

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

_����� � ������
�� [m, n] ! !����� ��"$�����& �
 ���� D ���� !��

D[m, n] =

⎧⎨
⎩ 2 (2m− 1), m+ n ��#� ��,
0, m+ n #� ��.

(
 ���
 I �!��� ��  �����
$��
����&, .
 ����4#����� ���!�& � ����� _��%
��� � $�
!��& ��
$��
�� �"��!��� +��"��!�& /����� � ������
�� [m, n] !
�
 ���� I ���� !��

I[m, n] =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

c(n), m = 1,
1

2 (2m− 3)
, m− n = 1,

−1
2 (2m+ 1)

, n−m = 1,



�

$�� �"����� �����
 � ��1�
 c(n) �
� �� ����"��&

c(n) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
−1

6, n = 2,

(−1)
n−1
2 Γ(n

2
)/Γ(n+1

2
)/2/

√
π, n ��#� ��,

(−1)
n
2 2 Γ(n+3

2 )/Γ(n2 − 1)/(n− 1)/n/
√
π, n #� ��.

(
 ���
 X �
.������ � N �1�
�
� !
0��� �!�&� !��, �� ���� �
� ��%
�
��1� ��� 2��
!����!�

�����	����� �� ������� P (N,X) 
������� N = 1, 2, . . .�
�	�
�
�������	� �!���� !�� �� p = 〈P (0, x), P (1, x), . . . , P (N − 1, x)〉t�

���  �����
$��
����& �
 ���� n��1� J �
.������ � N , 
��������!
���& �
��� ���& �� �$��
����� ��������! 5�0
���
 {P (n, x), n = 0, 1, . . .}, ���
%
!����!�  �0��� !�

x p = J.p+

〈
0, 0, . . . ,

N

2 (2N − 1)
P (N, x)

〉t
, a�b

�� ���� �!��� �� ������ ����� !���  ���.!����$� ����&��$� ���"���� ��$�
��� ��)���� ��� / �� ��������! a��� dqeb� +� "���0���� �41�$� !�� ��

f ∈ PN �
 x c / � ��
������ ����.!������ / �$� !�� ��
 � ��!�& #
� �4 a�b�
��/ ��"  �
�������"� a�b, ���"#�� X = J t�

+� ���� � �
 ���� J , 
 .�
#� , � X c / � !  �#��� � ����� �������

P (N, x)� ��/ ��" �
 ���
 J , 
  
�0� X 
��"���"4 �� �!��� �
�
� ���� �%
#����� ��������� P (N, x) a �����
 �/��cr
���� ��
b� ^�i���

�
� ����� !�� ���"#
��, # �

P (n, x) =
4n Γ

(
n+ 1

2

)
√
π n!

det(xE −X), n ∈ N.

i
�0� ��� ��#� ��� N !�� �
 ���� P (M,X) ��� ��#� ��� M !���0��%
�� a�� ���"��!��b� _ � �!�.
�� �  ��, # � " !��� ��������! P (M,x) ��#� %
��& � ����� �� � �13�& �
����
����& ������ x = 1/2� ��� #� ��� N !��
�
 ���� P (M,X), M �= N ��!���0�����

g1�
 �� !���
���, # � ��������� � ���
 �
 ���� ������������!
���
D !��$�
 �"��!
�,  ��� / � ����
 �� !��$�
 !���0���, 
 �$� �
 ���
 ���� 
�
�$ N−1� _ � ������ ����� !��  �$�, # � g�� y′(x) = f(x) ���� �������%
��� ���$��1�
.�� ��)���&� '���� ���!
��, ��� ����.�
#��$� �����������
��)���� y(x) ���1������ .
�
 � �
#
����� a��1� ��
�!��b "���!���

_ � "���!�� ��0�� "#�� � ��!��)���� �� �� !����� �1�
.�� ! ��������&
� ���� �
 ���� D� ��������"

P (k − 1, 0) = (−1)k+1, P (k − 1, 1) = 1, k ∈ N,



�

 � �������44 � ���" �
 ���� D �
�� .
����� � / ��� .�
#������ ��� "#�%
 
, ��� !� � !����, �
#
����$� a ��� ��� x = 0b ��� ��
�!�$� a ��� ��� x = 1b
"���!�� a��� �� ����&��& ���1��
���b� k
 �� �"0�� .
���� � ��������&
/����� !�� ��
 f ! ��
!�& #
� � �
 �"0��� �
#
����� a��
�!��b "���!���
i�$�
 ���"#���
� ����&�
� ��� ��
 1"�� ��!���0���
, 
 ���"#����� ��)�%
��� y(x) 1"�� 
! ��
 �#���� ��� � �"0��� �
#
����� a��
�!��b "���!���

��������� " !��0����� ��0�� �����"����!
 �  �#��� 2��
!����!�

�����	�����  � ����� ������ ����� f(x) ��� y′(x) = f(x) �����

���

f(x) =
N−2∑
k=0

ak P (k, x), a�b

���� ������
��  ����
� ��!���� f = f(x) (!����
� 	���
����� 
� "���


��
�� �������) ����
 
��#� $�"�� ��%�
�� y(x) 
�&������ ���
� � ����

����
��� �����


� �
%� �������� ��� �#��� 
�����
�� (!������) �����

��� ��� �& ��
��
�� !����
�����

�	�
�
�������	 ���"#
� �� �� ���� �
 ��
 �#����& ���"���� ��1� ���%
� �& ���!����& ! j<R�

(�0�� �
 � �3� ���" �� ����� 
��4 ����
���$� �����1
 ��)���� g��
y′(x) = f(x) � ��������
����& ��
!�& #
� �4�

�
� 1��� � ��#���, �
�$ �
 ���� 
��������
��� ����
 ��
 D �
!��
N − 1� ��/ ��" ���� ��)
 � ���"#���"4 !���0����"4 ����&�"4 ��� ��"
�� ���� r
"��
 � !�1���� $�
!��$� /����� 
 �� !��& �
 ����,  � �
 ������%
��� )
$� N ���"#� �� "�
!����� 0× ỹ[N ] = f̃ [N ], $��  ����
 ���!���.��"� 
����
���, ������
���� ! �� ��� r
"��
� ��������� "�
!����� ��0� 1� �
��!��� ��,  ����� ���� f̃ [N ] = 0,  ��� f(x) c / � ������� !��
 a�b�

��
� �#���� ��0�� !.� � �41�� .�
#���� ỹ[N ], 
 .
 �� ������� ���!
 �
�
#
����� a��
�!��b "���!�� ���"#����$� ��)���� �
�  ��1"� ��� _ 
 ���%
�
��� ������ �4 /�!�!
��� �
 ��������������" �� �$����!
��4 �"�����,
 ���  �� �& �����1 ��)���� g�� y′(x) = f(x) c / � !�#������� ��)����
y = I.f , $�� !�� �� f !��
 a�b, � ������"43�& ������ ���!��& ���� 
� �
�� �$����!
����

� ����
 ��� D2 = D.D 1"�" , �#�!����, �!� �"��!�� ��������� � ��%
��, �� ���� ����"� .
����� � �"0���� ��
�!��� "���!����� ���13�, ���
"#� 
 ��
�!�� "���!�& �
)�� �� ���� ���1������ � ��� 
 �#�� .�
 � ���%
�"43�� !�� ���%� ����, ����&��� ���1��
��� �� ���� .
�����4 ������%
��� � ���� �"0��� ����&��� ����������
����� ����
 ���!� _ � !�� ���
�
.������ � N ���4 !��

im =
〈
P (m)(k − 1, 0)

〉
, bm =

〈
P (m)(k − 1, 1)

〉
, k = 1, . . . , N, m ∈ N0,



�	

$�� m �1�.�
#
� ����� ����.!����& �������
 P (n, x) �� x� ��� ��� im
� !�#
4 .
 $�
��#��� .�
#���� �"����� ��� x = 0, 
 bm c .
 $�
��#���
.�
#���� ��� x = 1� _ � !�� ��� "� ����� !����
 ���� �o

i0 =
〈
(−1)k+1

〉
, b0 = 〈1〉 ,

i1 =
〈
(−1)k k (k − 1)

〉
, b1 = 〈k (k − 1)〉 ,

i2 =

〈
(−1)k+1 k (k − 2) (k2 − 1)

2

〉
, b2 =

〈
k (k − 2) (k2 − 1)

2

〉
,

. . .

���#�� / � ������ ��0� 1� � ��$�� ������0�� a� ������.�!
���� j<Rb�
541�� �
#
����� ��1� ��
�!�� ����&��� "���!�� ��� �"����& f(x),

f ′(x), f ′′(x) �  ��� � �� ���1��
��& ���"#
4 �� ! !��� ����&��� ���1��
��&
����#�������� !�� ���!�

��
��$�#�� ��0�� .
�
 � "���!�� � !�" �� �� ��!
�
, �� " �
� ���
 �� 
�����0
 �����& .
�
#� ��� ������ �
��� / �$� �
� 
�

���!���� #�������& ������, �
 �� ���� !���� �����"3�� !
 �
���$�
�� ��
� *
���� ��� ���� �
���"4 .
�
#" �
 �� ��!
�� x ∈ [0, 1]o

d2y

d x2
+ a2 y = 0, y(0) = 0, y(1) + y′(1) = 0, a	b

� ��� 
��
� ���� ��
�!��� "���!����� _ 
 .
�
#
 ���!����
�� ! dse ���
������ �
��� �����0���� τ−�� ��
�

2��� �
���
� .
�
#
 a	b ��)
� �� ! �!��� !���� +����0��� !�#�������
���
.�!
4 , # � !�� ��1� !����� .�
#���� �!��4 �� ��)������  �
����%
��� ��$� "�
!����� x+ tanx = 0,  ���

a1 ≈ 2.028757838110, a2 ≈ 4.913180439434, a3 ≈ 7.978665712413, . . . .

]��� ��)
 � / " .
�
#" �� ���� f
1����,  � ���1������ ����!
 ����%
� �"���!
 � �� ������������& ������� ^�1�)�!
 � "�
.
����� ��
�!���
"���!����� k
 �� / � ������� �"0�� �!
0�� ���������������!
 � � ��%
�"#� �  
��� �1�
.�� ����#������"4 ���� �
���"4 .
�
#"� (� ������
��
/ � !�#�������, �� ��� !����
 $����.���, � �� �� ��"��
���

2�$�
��� �
)��" �� ��", �"0�� !.� � �
 ���" A = D.D � .
���� � ��
�!� ��������� � ����� �
 !�� ��� i0 � b0 + b1 a! �41�� �������b� ���"#��%
�
� ���� �
���
� .
�
#
 �
.������ � N = 10 �
� ���1��0����� .�
#����
a1, a2, a3, ��� !� � !����, � )�� �4,  ���� � ����� ���� �#���� �
.���
��
��� !�#�������� ! �1�#��& 
����� ���, # � ��� !� � !"�  �#��� �, ���"%
#����& ��� / �& .
�
#� ! dse � ����3�4 τ−�� ��
  �& 0� �
.������ ��

��� "!���#���� N ����#�� !� ���"#����� ��1� !����� .�
#���& "!�%
��#�!
� ��, 
 ��  �#��� � !�.�
� 
� ,  ��� ���� � � 
1���.��"� ��� +��
���



��

t�
�
.� ���u ��1� !����� .�
#���& ! �
)�� �� ��� �� ���!��� ��,  ��� �
�%
��& �� �� �!��� �� �� ���� 1�. �
��3�����

� �������
��� τ−�� ��
, �� ��
� ������.�!
�
�� ! dse, ��� "#� 
 ��
%
�!�� "���!�& � �
.��0���4 �"����� ��1
!��4 �� ������� ������ #����,
"�
!����� ��� ��/������� �! �� ���� ���"#
4 �� �. ��
�!�� "���!�&� _ �
 ��1"� !����
 $����.���� !�#������&, �����
.�
#�����  ����� ��� �
�%
��$� ������ ��$� ��"#
�� � ��."�� 
 � ��� ��� ��� a	b τ−�� �� ! dse �
� 
���� �
���"4 .
�
#" ��� �"#�
 �
 ���,  ��� A.y = λB.y, $�� �
 ���� A �
B ���4 1��#�"4 � �"� "�", ��1�
��"4 �. � ������� �"���!�

g �� ��  
�0�, # �, ������ "#� 
 ��
�!�� "���!�&, �
) ������ ���0 �
����
 ����� �������� � τ−�� ��", ������0�����" ! dve� g��
�� ! dve ��%
����."4 �� 1������#��� �
 ����, �� ���� �1��.
4 �� �"0��� �1�
.�� ���
���"#���� ����#�������� 
��������
��& ����
 ���!� k
 �� / � ����#��%
������ �
 ���� �1�
���4 �� ������� ������� 1���
�� a�������� �
� !
dseb ��� "#� 
 ��
�!�� "���!�&�

	� ����*�i�*w r��22� ' ���]c���*g�2'(�x''

��#���� ������ /��������� � ���
.
�� a���0��
��� !����"4b #�����%
�"4 /���� �!��� � ������0����$� 
�$��� �
� ��� �
�#� 
� ! �1�#��& ��
%
!
43�& 
����� ��� �1�
�"0����� �
�� /���� � ���
1�4�
���, �, !���%
� ��, ��/ ��" ��� a�
������� �
� �.!�� ��b ����$�
 �
��� �� � ��#
���� !
���� �
����� �� ��
��

��#������� � �
�)������& �
.�����& �� ��&, 
  
�0� ! �
����
����&

����� ���, ������
���� �
�� ! j<R P8=FE, ��.!����� "� 
��!� � �!�.�
�
)�$� �� ��
 � �!
��
 "�
�� r
"��
 � �
��c
��������
����� �"����&�

+
������, # � ! ��
���#����& M− �#�#��& �!
��
 "�� r
"��
 � �����#%
��� !���� �
 �� ��!
�� [−1, 1]  ��1"� �� !�#���� � M �����& �������

5�0
���
 P̃ (M,x) � M !���! �!
��
 "���& ����"�� a��� dheb� +
 �
��� ��%
�� ��� 
 �#�� !�#���� � ����!��" �. �
0��$� �
1��
 !!��" �� ����� ���,
�� ���3� !�#���� � �� !�� ��
."� _ � !�.��0�� ����
 �  ����� ! ��
!
4%
3�& 
����� ���� i�$�
 ���"#���
� �!
��
 "�
 1"��  �#�
 �
 �������
�
� ����� �� !�)� 2M − 1�

��������" ��� �
)�� ������� �"����� ���1��0
� �� �������
�� 5�%
0
���
 � ����� �� !�)� N − 1,  � ��0�� 1��� �0��
 �, # � �
���& �� ��
1"�� ��� !� � !�!
 � �!
��
 "�� r
"��
 ������
 [N/2]� ���!���� ������,
���
.�!
43�&, # �  �#��� � �
 �
��� ���� .�
#� ����� !�)��

*
���� ��� .
�
#" ��)�

y′(x) =
1

1 + x2
= r(x), x ∈ [0, 1], y(0) = 0, a
b



�


��)����� �� ���& �!��� �� �"����� y(x) = arctanx�
��1���� ��� / �$� ������
 �
.������ � 
��������
��� N = 10�
��
!
� #
� � "�
!����� a
b ��0� 1� � ��
." .
���
�
 ! !��� !�� ��


r = (E+X2)−1.e,  ��� �� ���"#
�� ���1��0����� �
.��0���� �
����
����&
�"����� r(x) �� ���3����� �������
� 5�0
���
, ���� � �1�
 �! �"0�"4
�
 ���"� g1�.�
#��  �#��� ��/������� � �
.��0���� r̃k,

r̃k = (2 k − 1)
1∫
0

r(x)P (k − 1, x) dx, k = 1, 2, . . . , N.

i�$�
 |rk − r̃k| ≈
{3 ·10−15, 3 ·10−15, 1 ·10−13, 6 ·10−13, 6 ·10−13, 2 ·10−11, 6 ·10−11, 2 ·10−10, 2 ·10−9, 4 ·10−9}. ���

��������"

r̃1 =
1∫
0

r(x)P (0, x) dx =
1∫
0

1

1 + x2
dx =

π

4
, aqb

 � �� !�#������ �� �$�
� � ��
!�& #
� � a
b �
0� �� ��)
� ����������%

����$� "�
!������ '����

r1 =
281845376409124

358856678744865
,

π

4
− r1 ≈ 3.057054520150 · 10−15. asb

���� �� ��
!�� � ���"#���"4  �#��� � �  �&, �� ��"4 ��0�� ��� �#� �
����3�4 �!
��
 "� r
"��
 ��� !�#������� �� �$�
�
 aqb� g1�.�
#�� ��� %
!� � !"43�� �!
��
 "�� GM � i�$�


π

4
−G10 ≈ −6.3 · 10−14,

π

4
−G11 ≈ 3.056102 · 10−15,

π

4
−G12 ≈ −4.8 · 10−17,

 ��� �
) �� �� ��� !� � !"� a! �
���� �������b ��% �#�#��& �!
��
 "��
r
"��
�

i����� !�#����� ��)���� .
�
#� ��)� a
b ��$�
��� �
)��" �� ��"� ��.�%
��� �
 ���" A = D � .
����� �������44 a�"��!"4b � ���" �
 !�� �� i0�
�
��� .
����� ��������& a! �
���� ��"#
� ���"��!�&b /����� !�� ��
 r �

����, ��$�
��� �
#
�����" .�
#���4 ��)����� ���"#
�� ����#������"4 
�%
�������
��4 .
�
#� a
b, A.y = r, � �"�
 �
����� !�� �� y = A−1.r� i
���
�1�
.��, ���"#
�� ���1��0����� �
.��0���� 
�� 
�$���


y(x) = arctanx ≈
N∑
k=1

yk P (k − 1, x).

���� 
!�! x = 1 ! / " ����"�", ���"#
�� �
����
����� ���1��0���� #���

π/4, �� ���� ��
.�!
� �� !  �#��� � �
!��� .�
#���4 r1 ! asb, !�#�������%
�" �
����
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��#����� �
��c
��������
��� 
�� 
�$���
 �
.��#��& �
.������ � !
�
����
����& 
����� ���, ���� 
!��  "�
 x = 1 � ��
!��� M ���1��0�%
���� #���
 π/4, ���"#����� �
��� g�
.
����, # �

P [19, 18](y(1)) =
270807143217152

344802363740835
, P [19, 18](y(1))−π

4
≈ 3.672520113·10−15.

�
� �� "!����, 1��.�� � a� �
0� ���0�� �b ���"#����� 
��������
��&
�� �!��� �� ��"#
&��&�


��� �� ������������� arctan x ���������� ����� �� �N = 10��

��/������� � yk � ��#
4 �� �  �#��� .�
#���& �
.��0���� 
�� 
�%
$���
 ��������  
� 0�, �
� ! a�b� +
 ��$� � ���
.
�� $�
���� �
.��� �
arctanx � �� 
��������
����� �������
�� 5�0
���
 ���N = 10� +
 ��$� �
���!
 ������.�!
����  �#��� a���
����
�����b ��/������� � �
.��0����,

 �
 ��$� � ���
!
 c ���"#����� �
���

g1�
 �� !���
���, # � $��1
���
� a��� �
!������
�b ��$��)��� � �
%
)�& 
��������
��� �������� ��� !� � !"� �0��
���& ��� �
���& �
.���%
��� � a� �
0� �"#)�b� g��
�� ��
�!�� .�
#���� ! .
�
#� a
b �
���� �� �
 �#��� �4, ���!�)
43�& �
!������"4 �
 ��������� �������!�

��������� �1� �� ���� !�  
�0� �� �!��� �� ��"#
&���� ^ �1� / � "!�%
�� �, ��)�� .
�
#" a
b �
)�� �� ���� �3� �
., �� 1�. ������.�!
��� �
 %
���� X2� 2���
���  � 0� �1�.�
#����, �� !�.���� ��
!"4 #
� � "�
!�����
a
b ! !��� !�� ��
 r = (E +X.X)−1.e� i�$�
 |rk − r̃k| ≈
{6 · 10−14, 4 · 10−13, 7 · 10−13, 1 · 10−11, 4 · 10−11, 2 · 10−10, 2 · 10−9, 3 · 10−9, 3 · 10−8, 2 · 10−7},

 ���  �#��� � 
��������
��� ��
!�& #
� � a
b ��������� �"0�, #�� �
����
_ � 0� ���
!����!� ��� ��!�$� !�� ��
 y� g��
��  �����

r1 =
140675049238504

179113035648015
,

π

4
− r1 ≈ −6.326259326040 · 10−14, avb

# � ��� !� � !"� �-% �#�#��& �!
��
 "�� r
"��
 a��� !�)�b�
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���� ��� !� � !�� �
)�$� �
����
����$� ���1��0���� �� �$�
�
 �$�
�!
��
 "�� r
"��
 �
 �
��� ���� �!��� �� ������ ��!�
�������

��.���� ����.!����"4 �
����
���"4 �"����4 r(x) � �
����
������
��/������� 
�� a��0�� � ����������%�
����
������ ��� �
0� ���!���%
����b� *
���� ��� .
�
#" ��)�

z′(x) = r(x) =
p(x)

q(x)
, x ∈ [0, 1], z(0) = 0. ahb

]� ��)����� �!��� �� �"����� z(x) =
∫ x
0 r(t) dt, ���� ��
 �"3�� !"� � +�

�
� �� ����"4 ����
����� ���!������ !�#������� ! ����#�������& 
�%
�������
����

��� .
�
#� ahb ! ��"#
� �13�$� ����0���� a��� ��0�b !�#����� ����"4%
3�� �
���!� ��� �
.������ �& 
��������
��� N = 1, 2, . . .

S1[N ] = r1, $�� !�� �� r = 〈r1, . . . , rN〉t !�#����� �� �� ����"��

r = p(X).q(X)−1.e = q(X)−1.p(X).e,

$�� ����" ��"43�� �
 ���� p(X) � q(X) ���"#
4 �� ���� 
��!��& �
 ��%
�� X !��� � ��.
!�����& ���������& x ! �������� p(x) � q(x)� +
������,
# � X2 ��  ����� �� ������."���

S2[N ] =
N∑
k=1

zk, $�� !�� �� z !�#����� ��  
� 0�, �
� !�� �� y ��� a
b� i�

�� � 1���� �
 ���" A = D, .
������ �������44 a�"��!"4b � ���" �
 !�� ��
i0� �
��� .
������ ��������& a���"��!�&b /����� !�� ��
 r �
 ����,  ���
1���� r[N ] = 0, ��$�
��� �
#
�����" .�
#���4 ��)����� k
 �� !�#������
!�� �� z = A−1.r, �� ���& �
� ���1��0����� �
.��0���� �"����� z(x),
���� ��
 �"3�� !"� � '�
#� / � ���� � ����
����& !�� ��� g �� ��, # �
S2[1] = 0 ! ���" �����1
 !�#��������

_ � �
���! ��0��  
�0� !�#���� � 
�� ���
 �!��� �����1�� � ����%
3�4 ����
 ��
 ����
����$� �� �$����!
���, �
� / � ����
�� ! �
.�� ��

S3[N ] = GN(r),  ��� S3[N ] c / � .�
#���� N− �#�#��& �!
��
 "�� r
"��

�"����� r(x) �
 �� ��!
�� [0, 1]�

+
������, # � ����� xk ��������! 5�0
���
 P̃ (n, x) ��$" 1� � !�#��%
���� a! ��������b ! !��� �
���
��!  ����� �� n = 9 !��4#� ������ _ � 0�
� ���� �� � !��
� wk �!
��
 "���& ����"�� r
"��
,

wk =
1− x2

k

n2 P̃ 2(n− 1, xk)
, k = 1, . . . , n.

*
."��� ��, ��
� �#���� ���
 � / � 1�����������, ��/ ��" �
���! S3[N ]
a! � ��#�� � ������"3��b �
� �� ! ��
!
43�& 
����� ���, �� � �41��
a! ��������b #����� ���� �#��� �
.����!�
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+
��0�� �#�!����� �$�
��#���� �
 ���4�
 �"����� r(x),  ��� ���� q(x)

���� �� �
 ������� 5�0
���
 P (M,x),  � ! �
���!
� S1, S2, S3 ����"� 
����"� � � �
.������ � N = M a��� ������0���� �b� � ! ��"#
� ���� q(x)
���� ������ x = 1/2,  � / � �
���!� !�#����4 ��  ����� ��� #� ��� N �

k
�� ��, # � �"����� r(x) �� ��0� ��� � ���4� a�= 1/2b ! ����� �.
�����& �������
 P (M,x) � �� ��� � ���4��! !� !��� �� 
����� �������

2 "#� �� / �� "���!�& ���
!����!�

�����	����� !� ������
 Sk� k = 1, 2, 3� �������#��

`���
����� ���
.
 ���� !� ���
 � �" � !"� ,  ��� ��."�� 
 � ���� �� �
/�������� 
����& �
 ��
 ���� g� ��� !��0�
� �� �
�#� 
�� ! �
����
��%
��& 
����� ��� � a��� S3b ! ��
!
43�& 
����� ��� � 1���)�&  �#��� �4
�
 1���)�� ����#�� !� �������!�

"��������� '#��� !��������� '�(�
���)*����� 
� �
������� [0, 1] ��
�#��� �����
���
�� +�
!��� r(x) (� ������ �����


& �"�����!) ��������

�����
���

� ������� ����

N∑
k=1

wk r

(
xk + 1

2

)
∈ Q. a�-b

_ � ��."�� 
 ��0� 1� � a� ���� ����� ��$��b ���!���� ! j<R �� �
.%
������ � N = 5 �, ! ��������, �� �
.������ � N = 9, �� � !��
0���� ���
����� �������
 P̃ (8, x) .
���
� � �
���"� ���N > 9 / � �"."�� 
 ��0� 
1� � ���!����  ����� #�������, �� .
 � � �41�&, ! ��������,  �#��� �4�

��.����, �
������, r(x) = 1/x, ��� �� ���& ��)���� .
�
#� ��)� ahb
z(x) �� �"3�� !"� � +� / � �� ��)
� �
� !�#���� � �!
��
 "�� r
"��
,
 
� �
� !�� ����� xk ��0
 !�" �� �� ��!
�
� ���"#�� !  �#��� � #���

2H(N), N = 1, 2, . . ., $�� H(N) c / � $
�����#����� #�����

��.����  ����� r(x) = q/(1 + q x)� i�$�
 z(x) = ln(1 + q x) �!��� ��
����
����� ��)����� .
�
#� ��)� ahb� �� �
)��" 
�$��� �" ���"#��
��� N = 1, 2, . . ., S1[N ] =
{

2 q

2 + q
,

3 q (2 + q)

(6 + 6 q + q2)
,

q (60 + 60 q + 11 q2)

3 (2 + q) (10 + 10 q + q2)
,

5 q (2 + q) (42 + 42 q + 5 q2)

6 (70 + 140 q + 90 q2 + 20 q3 + q4)
, . . .

}
. ����

�!
��
 "�� r
"��
 a�-b ���"#
4 �� !����
 $����.���� � ! ��
!
43�&

����� ���, �� ��� ���� 
��!�� #�������� .�
#���& �
�
�� �
 q ��!�
�
4 
� �
����
������ �"������� a��b�

`���"�
 a��b  
�0� ���
.�!
� , ��#��" ���4� x = 1/2 ��� q = −2 �����%
������ g� ��� !� � !"� ����4 x = 0 ��������! 5�0
���
 ��#� ��& � ���%
��� ��"$�� �
����
����� �����& " ��������! 5�0
���
 �� �"3�� !"� �
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�����	����� #��������������
���� �����
���

& ������(�
�� (11)�

���� S1[N ]� N = 1, 2, . . .� ��������� � ���"�
���

�� ����)�����!�������

��� P [N,N ](z(x))|x=1 = P [N,N ](ln(1 + q))�

�	�
�
�������	� ���
0�� ��"$�� " !��0�����, �� ���� �
!��������
/ ��" ��$�
��� ������0���4 	� �������!
 ������ � �!
��
 "� r
"��
 �"��%
��� r(x) = q/(1 + q x),  ��� S3[N ], N = 1, 2, . . ., ��!�
�
� � / ��� �
��c

��������
������ � �
��� ����,

GN

(
q

1 + q x

)
=

∞∑
k=0

GN

(
(−1)k qk+1 xk

)

! ���" ����&��� � �!
��
 "��� +� �!
��
 "�� r
"��
  �#�� �
 �������
�
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1 + q x
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+ O(q2N+1) = ln(1 + q) + O(q2N+1).
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1

1 + x2
=

1

2 (1 + i x)
+

1

2 (1− i x)
,

x∫
0

dt

2 (1 + i t)
=

1

2
arctanx− i

4
ln(1+x2) = v(x),

 ��� �������!
 ������ � {S1[N ]} ��� !� � !"� �"��� �!"� �
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�������%
�
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S1[N ] = P [N,N ](v(x))|x=1 + P [N,N ](v(x))|x=1, N = 1, 2, . . . .
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x y′(x) = 1,

��)����� �� ���$� �!��� �� �"����� y(x) = ln x ��� !�1��� ��
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x y′(x)− y(x) = x,

�13�� ��)����� �� ���$� �!��� �� �"����� y(x) = x (C + lnx)� ��/ ��"
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x ln x = −1

4
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1

12
P (1, x) +

∞∑
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(−1)n
2n+ 1

n (n2 − 1) (n+ 2)
P (n, x), x ∈ [0, 1].
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4
− S1[30] ≈ 1.36 · 10−40,

π

4
−K(π/4, 30) ≈ 9.51 · 10−31.
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pn qn−2 − pn−2 qn
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ln(1 + t) =
2 t

2 + t− t2

6 + 3 t− 4 t2

10 + 5 t− 9 t2

14 + 7 t− 16 t2

18 + 9 t− . . .
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y′(x)− t y(x) = 0, y(0) = 1, y(x) = exp(t x).
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e−K(e, 10) ≈ 1.102 · 10−7,
e− 1

e+ 1
−K
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e− 1
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≈ 4.216 · 10−26.
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(1 + t x) y′(x)− s t y(x) = s t, y(0) = 0, y(x) = (1 + t x)s − 1,
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(1 + t)s = 1 +
s t

1 +
(1− s) t

2− 2 (s+ 1) t

s t− 2 t− 6− (s2 − 4) t2
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18 + 9 t . . .
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y(x) =
∞∫
0

ln(x+ t) exp(−t) dt = ln(x) + exp(x) Ei(1, x),
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y′(x) = y(x)− ln(x), a��b
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y(x) = ln(x) + exp(x) Ei(1, x) + C exp(x).
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∞∑
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����� ���1��0���& {s(n), n = 1, . . . , 100} ���� 
� � η �� �
%
� ���
����
����� � / �& ���� 
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%
��, ���"#��
 �������!
 ������ � �������3�� ���1�& ���� 
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 1�� ��, �� !�� 0� ���������, #�� �������%
!
 ������ � �������3�� ���1�& K(δ, N)� g��
�� ��
���#���
� ����
� ���1�

δ =
1

2+

∞
K
n=2

−(n− 1)2

2n
,

�� ��
� ��� !� � !"� ��
$��
����& �
��c
��������
��� ���
 a�sb, pN =
P [N,N ](y(x))|x=1, ����� �� � δ �
���$� ���������� +
������,

δ − p10 ≈ 3.657 · 10−5, δ − p20 ≈ 2.181 · 10−7.

���!���� �!
 ������
 �"�����!
��� ��� �#��� �������� a� �#��� �����b
�����3���� $��������� �������!
 ������ �&� *
���� ��� ����

γ = −
∞∑
n=1

L(n, 1)

n
, δ =

∞∑
n=1

L(n− 1, 1)

n
, a�vb

$�� L(n, x) c / � �������� 5
$���
�
� ���& �. / �� ����! �� !�!��� a1�. �����1��$� ���
.
 ���� !
b ! d�-e �

����3�4 ���
 +�4 ��
� ���!�& ��� ! a�vb ���"#
� �� �. �
.��0���� lnx

�� �������
� 5
$���
�




�

�����	����� $� ,�����
 (28) �������

�

�	�
�
�������	�(� �
��� tM>@=KAE9 8GG:GAEC =9>>Bu, # � �!��� �� � 
�%
�
� ��& ��
� ���& ��� �
1� � � $���������� ���
��� '���� ���!
��,
����� !
 j<R ���!���
4 �� ��� !�!��
 ����"�, �� �
�� ����"�� a! ����%
����b ���!������ !�"#�"4�

*
���� ��� ����.!���3�� �"�����

u(x) = −
∞∑
n=1

L(n, 1) xn

n
, v(x) =

∞∑
n=1

L(n− 1, 1) xn

n
, a�hb

���

u(x) =
1

4
x2+

2

9
x3+

5

32
x4+

7

75
x5+O(x6), v(x) = x−1

6
x3−1

6
x4−1

8
x5+O(x6).

i�$�
 ��0�� ���!��� �, # � u(x) � v(x) "��!�� !���4 "�
!������

x (x− 1)2 u′′(x) + (1− 2 x+ 2 x2) u′(x) = x, (1− x)2 v′′(x) + x v′(x) = 0, a	-b

� �
#
������ "���!����, ������������� � �������� �
.��0������ u(x) �
v(x)� _ � "�
!����� �� �$���"���� '����

u(x) = γ + ln(x) + Ei

(
1,

x

1− x

)
, v(x) = e

(
Ei(1, 1)− Ei

(
1,

1

1− x

))
, a	�b

� �"�
 ����"� u(1) = γ � v(1) = δ� ^�i���

2"�����!
��� ����! a�vb � ����3�4 � 
��
� ��� "����� ���& �������%
� � a���, �
������, d��eb, ��%!������", ��!�.��0��� ^ �1� / � "!��� �, �1�%
.�
#�� #
� �#��� �"��� ����! a�vb �
� u(n) � v(n) ��� !� � !����� ����%
."��� �.!�� ��� ���"���� ��� ��� ��)����� ��� ��������! 5
$���
, ��%
�"#
�� u(1) = 0, u(2) = 1/4, u(3) = 17/36 �

n2 u(n) = (3n2−4n+2) u(n−1)−(n−1) (3n−4) u(n−2)+(n−1) (n−2) u(n−3),


  
�0� v(1) = 1, v(2) = 1, v(3) = 5/6 �

(n−1)n v(n) = (n−1) (3n−4) v(n−1)−(3n−4) (n−2) v(n−2)+(n−2)2 v(n−3).

+
 ��$� � ���
.
�� $�
���� #
� �#��� �"�� u(n) � v(n) �� n = 200�
'. ��$� � !����, # � / � �"��� ��������"4 � �������� "����)
43�&��

���� "��& � "!���#�!
43���� ��������� i
��� ���� �� ��$" �"�����%
!
 ��� �1�#���� ����� !
���




�


��� 
� !"� ����#$ %��#�%�&" �'�� u(n) ����(�� � v(n) �����(���

� �
���� ��"#
� �� "0� ����"�����!
�� ���� a�vb, ����."��� �!���
!���� ���"#����� ��)���&� g��
��, �
� 1��� � ��#���, �� �$���"���� �
g�� ��� $��������� �"����& �!��� ��, !��13� $�!���, ������ �!�������
�����  �$�, �!��� ����"�� �� �
4 �
����
����� ���1��0���&� ��/ ��"
�������� �
) �� �� 
��������
��� ��)���&�

(� "0� ��������
 �� �����!
�� 
�$��� � ��)����  
��� "�
!����&�
��
!����� a	-b ��)
4 ��  �#��  
� 0�� � ��."�� 
 � ��� �
.������ �& 
�%
�������
��� N = 10 � N = 20 ���"#�� ��� γo

γ − u(1) ≈ 1.1167 · 10−5, γ − u(1) ≈ −1.2006 · 10−7,


  
�0� ��� δo

δ − v(1) ≈ −2.8034 · 10−8, δ − v(1) ≈ 2.9407 · 10−13.

i
��� �1�
.��, �� � $��������� �������!
 ������ � ��� γ � δ !�$���� 
��# � ���� �#�� a��� a�vbb, �
� !�� "�
!����& a	-b, 
  
�0� ��."�� 
 � 
�%
�������
��� �� ��)���& a	�b �!��� ���� !"4 , # � ���� 
� 
 γ ���� 1����
���0�"4 ������" ! ���� ���� t$���������u ������� +
 / � 0� "�
.�!
%
�  � �
� , # � ��� �
����
����� ���1��0���& ���� 
� � δ �"3�� !"4 
����&��� ����� ! ���$� ������
, 
 ��� γ ���
 # �  �����  �� ��$� a���
d��eb�

� .
��4#���� .
�� ��, # � �
)� �� ��� �1�13
4 ��  
�0� �
 ��"$��
��� ��� �� �$��
����� ��������!, �
������, �
 �������� ^�1�)�!
� ��%
������� $��
.�� "��1��� ��� #�������$� ��)���� $��������� g��, ��� � �%
�
������$� ��)���� ������&��� "�
!����&, 
  
�0� ��� ��)���� �
.��� %
��� "�
!����&, �� ���� !�.���
4 ��� �1�13����� �"�����!
��� ����!
a��� d�-eb� g��
�� / � �!��� ��  ���& � ������& �
1� ��
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