
ИПМ им.М.В.Келдыша РАН  •  Электронная библиотека

Препринты ИПМ  •  Препринт № 77 за 2022 г.

ISSN 2071-2898 (Print)
ISSN 2071-2901 (Online)

В.П. Варин

Аппроксимация
дифференциальных
операторов с учетом
граничных условий

Статья доступна по лицензии
Creative Commons Attribution 4.0 International

Рекомендуемая форма библиографической ссылки:  Варин В.П. Аппроксимация
дифференциальных операторов с учетом граничных условий // Препринты ИПМ
им. М.В.Келдыша. 2022. № 77. 31 с. https://doi.org/10.20948/prepr-2022-77
https://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2022-77

https://keldysh.ru/
https://keldysh.ru/
https://library.keldysh.ru/
https://library.keldysh.ru/preprints/
https://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2022-77
https://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=2304
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
https://doi.org/10.20948/prepr-2022-77
https://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2022-77


���������� ���	
��� ���
��	
�� �
���� ������� ������	��� ���
������

��
�� ���� �
�	���

���� �����

������������� 	���
�
��������� ��
�������
� �
��� ��������� ������

�� !"�# $%$$



��� �������	��	�

���� ����� ������������ ��������������� ���� ���! � "#� �� $�%

��#��� "���!�&� ������� '�� � "  ��������& � �� ��� ��� (��� ���%
��) *�+, (���!, �-���

���������� ���� ������ �� ���! ��� ��)���� ���!�� .�# �!��� %
�� !���� /���� �!���, �� �����0����� � 1���)���  ����#������  �"�%
��� ���, �!�.����� � "#� �� $���#��� "���!�&� 2"3�� !"� ���������
�����1�!  ��$� "#� , �� !�� ��� ��1� !����  �"������, ��1�  ��1"4 
����!�� �����$� ���. .�#� � .���� �� ! �� �$�����& ������ (�
�����$�� "��!�������& �����1 "#�  $���#��� "���!�& ��� ����&���
��������������� ���� ���! � ����#��� � ��.��, �� ���& !���� ���� 
! ����.���� ���������� ���������& ����� ��� ��.!���� ����� � /�%
��� �!��� � �� �� 1�. "#�  �)�1�� ���"$������ (� ��������� �) ���%
��� � !�#������4 ���������� ���1��0���& ��� ���� ���� �"�����%
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^�������� �� ��� ��)���� ���!�� .�# � ����#��� �� ��!�� ��0��
"���!�� �.���� � � �� �#��� � ���� ������� � �� �#��� �� ��� �����%
���������� ���� ��� ����������"4 �� � ����3�4 ����#��� �.��� �&,
 �"����� ���1��04 �� � ����3�4  1��� �� .�#���& � !�1����& �� %
��� � ���� ������ �� ��� �"����� ���1��04 �� � ��.��� �.��0���&
/ �� �"����& �� ���� ���� �1��� ���1��� �"����&, ! �#�� !� �� ����
#3� !��$� ������."4 �� ��������, �� �$������� � ����� �� ��!�� �
���� ���� !�����

2���� ���� ������ �� ���! !�����4 �� �!, �� ���� �1��4 "��%
������� �!�&� !��, !�����43��� �� �. !��� ���#��� _ � �.��0����
�������#����� �"����& ! ���� `"��� � �.��0���� �"����&, ��� �#�%
���� ! ���� ���& ����� ��� � � ��.�, �� a���3�����b �������� ^�1�)�%
! a# � ��0�� ���� ��! � �� ���������4 �� �� `"���b�

������������� � ��#�� / �� �!"� �� ���! � !��� ���#�� ���� ���%
��� ��� �� !  ��, # � ��� ����!������� �!��4 ��  �0� � �� �#����, # �
$�� ��"� �� ������ ��� ����1�.�!���� `"��� ��� `"���c^�1�)�!�

_ � ����1�.�!���, �� ����  �0� ��0�� .��� � ! � ��#��& �����
! �!��� !���, !��$� ����)� �1"���!����, �!��4 �� a��# �b ��!��4 �!��%
��, � �� ��1!��4 ��$��)��� � � ��."��  " ��� !�#�������� � ����#��&
�.�����& �� ��& a��� d�eb�

� ���� !0��� � ��#�� / �� �!"� �� ���! � a��# �b !��� �� ����� ����%
 ������ c / � �������� � � ��)���4 ��  ����� ! �������, # � $�� ���!%
�� �.�#����, ��  �0� � �!������� � !�1����� �� ��!�� ��� !����
��1�� �$���#����� � ��)���� .�#��

_ � �!�&� ! ��.!���4 ��  1���� ���"#����$� ��)���� ���� � .��4%
#���� �1 ��� �#����� �!�&� !� ��)����, �� ���� ����� .���� �.!�� %
��� '���� ���!��, ������ � "1�!��� ��/������� �! `"���ca^�1�)�!b
����� �� ! ����)� �.!�� ��& .!������ � � $����� � ��)����� +���%
���, ��� ��� �#����� �"����& ��/������� � `"���ca^�1�)�!b "1�!%
4 /������������� 1�� ���

��� ��)���&, ���$"������ ! ����� �� ��!�, ��/������� � `"���c
a^�1�)�!b "1�!4 �1�#�� !�� 0� ���  �#�� 1�� ��, # �1� �� �� 1��
/���� �!����

��/ ��", ���"#�!  1���" ��/������� �! `"��� ��)����, ��0�� ���%
� � ��� !0��� .��4#���& � �!�&� !� ���"#����$� ��)����, �� ����
��!�.��0�� ���� � ! ��"#� ���������� �� �#��� �� ���!� ������ !�!�%
��! � $����� � ��)����, ��0�� ��� �!���� ����� � ��� �$�" "4 $��1��%
�"4  �#��� �,   �0� ����� � ���  �#��� � a��� �� b !�1����& �.���%
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��� � ����������� ��� ����& �.�����& �� ���
'.��0����� ���1�0���� 1��� ����0��� ��'� f1���� ! ����!"  ��� ���

����� ��	 
����
�� a��� d�eb�
� ��0����4, f1���� �� �� ! �!��& ���$� ���� �$� � ���� ��$� ����%

������� / �� �� ���!,  �!����� ���3���� �.�$� ! ���� �13�&  �����
����������&� _ � ����"0��� ��!���� � 1���)��" ����#�� !" ����"����&
�  ��" �� ���! 1�. ���3���� ! �"�����.�#��& �� �� "���

���������� ���� ������ �� ���! #� � �����0��� � 1���)���  ����%
#������  �"���� ���, �!�.����� � "#� �� ���!�� "���!�& .�#�� +%
������, ���$ d�e �� ��� �#���� !�� � �������� ^�1�)�!, # � �"0��
��� ��)���� ��� �#����� .�#� g���� ! ������� ��)���� .�# "#� 
���!�� "���!�&  � ��"3�� !��� �� �" �� ���1�� !�"#�"4 "�!����& ���
�"0��� ��/������� �!� ����0�& ������ ���������� ! d	, =� ��he�

_  0� ���1��� !�.���� !  ��� τ−�� ��� 5���) a��� d
eb, �� ���&
 �0� �!��� �� �� �" � ���� ������� �#� ���!�� "���!�& ! τ−�� ���
���!��� �� �" �� ��1!����� "�!����& ��� ���� ���� ���� ���� ��!
τi, i = 1, 2, . . .,   �0� !�1���!��� ���� ���� "�!����& ��� ��/���%
���� �! �.��0���� ��)���� �. ���"#����& ���������������& ��� ���, ��
�0��& �. ! ����!��"����� ��������

+�1���� �13�& �� �� "#�  ���!�� "���!�& c / � �1�3���� �����%
���������$� ���� �� � .���� .�#� ! �� �$�����& ������ g���� �1%
�3���� ��������������$� ���� �� � "#� �� $���#��� "���!�& c / �
!���� �� ��!����� � �#���  �"������ .�#, �� ��� �0��& �.  ��%
1"� ����!��"����$� �������

��"$�& a� !���� ����.!�� ��&b �����1 "#�  ���!�� "���!�& 1�� ����%
��0�� f1���� a��� d�eb�

f1���� ������0�� �����1 ����������� ���� ����  ���!�� �����%
���������� ���� ���! � "#� �� $���#��� "���!�&  �, �� ���� 1� �%
����������!���� �� �$������� ���� �"0��& ��������������& ����%
 �� ��1��� �� �. ���43���� ��� � ���!  �, # � �$� $���#��� "���!��
���  �#�� ����)� ����������"4 �� a�����1��� � ��� ! d�eb�

g���� � / � �����1 "#�  ���!�� "���!�& .�#� �!��� �� !����  �"%
������� � ���43�� �$���#����� ���������� a��� ��0�b�

i��� �1�.��, ���1��� "#�  ���!�� "���!�& ! ���� ������ �� ���
�� � �� a� ��� �#����&  �#�� .�����b � ��� �& � ��� �� ���� �13�$� �
/���� �!��$� ��)�����

� / �& �  �� �� ���, ! ������������ ������, ������ ��)���� / �& .%
�#� ��� ������ ��$� ���� �����$� �� �� c �.��0���� �"����& � ��%
 ��!�� [0, 1] �� ���3����� �������� 5�0��� a ��� � �����#��� !����b�
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��1�� / �� ��������! �1"���!���  ��, # � �.��0���� �� ���  �0�
����� �� �!������� a��� ������������ "���!���b,  ��� ���"#����� �����%
������ 1"�" �! � �� ��� 1�. ���3�����

� ��� ���#��, �� �� ���& �� !�1��� / � �������� c / � ���#��
�����0���& ����$� �� �� � ��� �#����&  ����� #����, # � !�.��0��
��� !�1��� ���������& ����� ��� ! ��#� � � ������.�!��� �����4%
 ����& �$�1�� aj<Rb�

�#� ���!�� "���!�& ! �.��0����� �� �������� ^�1�)�!, � ����
����, ��"3�� !��� ��  ��� 0� �1�.��� g���� / � �.��0���� 1���)� ���%
���� ��� #�������� ��#� �!, � �� 1"�� ���!�3�� � ������ �  ���

� ����"43�� �.���� �� ���!���� $� �!�� ����"�� ��� ���� ����  �%
��!�� ��������������� ���� ���!,   �0� ���0��, �� �������"4 ��
a! ��������b �41�� �$�1��#����� ����&��� ��������������� ���� �%
�� � �41��� ���!��� "���!���� ��� ���� � / �� ������ �) ������ �%
������ a#�� � !��)��b �� �� f1�����

� ������"43�� �.���� �� ���� ��� �������! �����0���& �)�$�
�� ��, /���� �!��� � �� ���$� ���1���� !��� ��� ������.�!��� ����%
�����& ����� ����

�� �*'`(]i'�� *�k5gl]+'m �g �g5'+g(�( 5]l�+�*�

��.�� ! / �& �  �� ���� ��!4 �� ��� �#����� �"����� � � ��.��
[0, 1], �� ���� ��$" ��� � ���1����� � � ����� �� ��!�� _ � �"�����
������!4 �� ! ���� �� ���3����� �������� 5�0���, � / � �.��%
0���� ����� �� a!��13� $�!���b �!������� � �41�� ����� ��!�� � ��.�
[0, 1]�

i� 0� �� � ��� !�#�������� � �1�#���� #�����, �� !��$� ����� ����
��)� � ����#��� ����� !������ �"����& ! !��� � ��.��! ����!� ��/ ��"
���1������ �������� � ������� � ����� ���0�� !� �"����&  �, # �1�
�.��0���� ! �� �#���� �1��!���� �"0��� �1�.��� ��� ���0���� �
!�#� ��� �"����& / � �#�!����, ����� "���0����, ������������!���
� �� �$����!��� �"����& ����� !��� ���� ��"4 ���1���", �� ���& ��
� .&������

�"� � P̃ (n, x) c / � �1�#��� �������� 5�0���, �� �$������� � � %
��.�� [−1, 1] � �����#��� !����� (� ������."�� ���3����� �������� 5�%
0���, P (n, x) = P̃ (n, 2 x−1), �� �$������� � � ��.�� [0, 1], ��� �� ����

1∫
0

P 2(n, x)dx =
1

2n+ 1
, n ∈ N0.
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�"� � N c / � �.������ � �����������,  ��� �41� �"����� f(x) !
/ �� �.���� ������ �� �� � ��.�� �� ��.��0���� �� �������� P (n, x)
�� � ����� N−1,  ��� f ∈ PN � _ � ����� !����� �"����& ������ �4 ���%
$�#�� ����� !����4 #���� ! ����� ��� � �������!���& �.�����& �� %
��&� n���, # � ������������!��� � �� �$����!���  ��� �"����& ��"%
)� / � ����� !����� �  ��1"� �����.��0���� ��."��   ������� ��
�������� P (n, x) �� ����� N − 1 !��4#� ������ _ � 0� ���!����!� ���
"���0���� �"����&� +������,

x
N−1∑
k=0

ak P (k, x) =
N−1∑
k=0

bk P (k, x),

$�� �!��� !� ������ �� ! ����� �!��� ������,  ��� ��� �.!�� ��� ��/�%
������ � an ��/������� � bn ���1������ �������� �  �, # �1� �.���
/ �� �"����& 1�� �� �$����� �������� P (n, x), n < N �

i��� �1�.��, �41� �"����� f(x) ����� !��� N−������ !�� ����
f = 〈a0, a1, . . . , aN−1〉t,  ������� "���0���� � x, ������������!���, �
 ��� c / � ����&��� ���� ��� ! N−������ !�� ����� ���� ��� !��

(� 1"��� �1�.�# � !�� ��� �1�#����,  ����&��� ���� ��� c 1���%
)��� � ������� 1"�!��� �!���� ����"43�� �1�.�#����o

e c �����#��& !�� ��,  ��� e(x) = 1, e = 〈1, 0, . . . , 0〉tp
E c �����#�� � ���p
X c ���� �� "���0���� � xp
X2 c ���� �� "���0���� � x2p
x c !�� ��, ��� !� � !"43�& �"����� x,  ��� x =

〈
1
2 ,

1
2 , 0, . . . , 0

〉t
p

D c ���� �� ������������!��� �� xp
I c ���� �� ��������$� �� �$����!��� �� x�
i��� �1�.��,

x = X.e, f ′(x) = D.f,
∫
f(x) dx = I.f, �  ���,

$��  �#� �1�.�#� ���������� ���� �� � !�� ��" ��1� "���0���� � %
���,  �� �$�� �������������&,  ��� ���� �  �� �$����!��� ���.!�� �
� ��0� ���� ��� ��� �.������� N �

k�� ��  �0�, # � X.X �= X2, �� � / � �!� � ���� � ��#4 ��  �����
! ����� /����� �, (X2 − X.X)[N,N ] = N2/(4N2 − 1)/4� g���� ���� ��
X2 !�� 0� �"#)� ! #�������� a�� �� ���!������b ��#� �, #�� X.X, �� ��
�� �����, # �1� !!��� � � ������� ���� ��� X3, X4 �  ���

(� ���!���� $� �!�� ����"�� ��� !��� ����#�������� ���� ���!� ��%
!�� / �� ����"� !���� $����.���, � �� �$� ��"����� 2�� ����"�� ��$��
���!���4 �� � ��$" 1� � ���.�� � ����3�4 � �� �#����& ���"�����



�

( ���� X � X2 �!��4 �� ��� !� � !����  ���% � �� ���$���������
���!���� ��� ������ / � � ���� ��� �.������ � N = 6o

X =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2

1
6 0 0 0 0

1
2

1
2

1
5

0 0 0

0 1
3

1
2

3
14 0 0

0 0 3
10

1
2

2
9 0

0 0 0 2
7

1
2

5
22

0 0 0 0 5
18

1
2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, X2 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
3

1
6

1
30 0 0 0

1
2

2
5

1
5

3
70

0 0

1
6

1
3

8
21

3
14

1
21 0

0 1
10

3
10

17
45

2
9

5
99

0 0 3
35

2
7

29
77

5
22

0 0 0 5
63

5
18

44
117

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

��� � ���� X ��$���� �1�."4 �������! ������ �, �#��� � ��0��&,
��� !� � !����,

n

2 (2n− 1)
,
1

2
,

n

2 (2n+ 1)
, n ∈ N.

��� � ���� X2 ��$���� �1�."4 �������! ������ �, �#��� � ��0%
��&, ��� !� � !����,

n(n+ 1)

4 (2n− 1)(2n+ 1)
,

n

2 (2n− 1)
,

3n2 − 3n− 2

2 (2n+ 1)(2n− 3)
,

n

2 (2n+ 1)
,

n(n + 1)

4 (2n+ 3)(2n+ 1)
, n ∈ N.

���3� !��$� "� ���� � ��� ������������!��� D,  ���0��� !��$�
c � ��� �� �$����!��� I� _ � � ���� ��� �.������ � N = 6 ���4 
!��o

D =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 2 0 2 0 2

0 0 6 0 6 0

0 0 0 10 0 10

0 0 0 0 14 0

0 0 0 0 0 18

0 0 0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, I =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2 −1

6 −1
4

5
16

3
16 − 7

16

1
2

0 − 1
10

0 0 0

0 1
6 0 − 1

14 0 0

0 0 1
10 0 − 1

18 0

0 0 0 1
14 0 − 1

22

0 0 0 0 1
18

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

_����� � �������� [m, n] ! !����� ��"$�����& � ���� D ���� !��

D[m, n] =

⎧⎨
⎩ 2 (2m− 1), m+ n ��#� ��,
0, m+ n #� ��.

( ��� I �!��� ��  �����$������&, . ����4#����� ���!�& � ����� _��%
��� � $�!��& ��$���� �"��!��� +��"��!�& /����� � �������� [m, n] !
� ���� I ���� !��

I[m, n] =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

c(n), m = 1,
1

2 (2m− 3)
, m− n = 1,

−1
2 (2m+ 1)

, n−m = 1,



�

$�� �"����� ����� � ��1� c(n) �� �� ����"��&

c(n) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
−1

6, n = 2,

(−1)
n−1
2 Γ(n

2
)/Γ(n+1

2
)/2/

√
π, n ��#� ��,

(−1)
n
2 2 Γ(n+3

2 )/Γ(n2 − 1)/(n− 1)/n/
√
π, n #� ��.

( ��� X �.������ � N �1��� !0��� �!�&� !��, �� ���� �� ��%
���1� ��� 2��!����!�

�����	����� �� ������� P (N,X) 
������� N = 1, 2, . . .�
�	�
�
�������	� �!���� !�� �� p = 〈P (0, x), P (1, x), . . . , P (N − 1, x)〉t�

���  �����$������& � ���� n��1� J �.������ � N , ��������!���& �
��� ���& �� �$������� ��������! 5�0��� {P (n, x), n = 0, 1, . . .}, ���%
!����!�  �0��� !�

x p = J.p+

〈
0, 0, . . . ,

N

2 (2N − 1)
P (N, x)

〉t
, a�b

�� ���� �!��� �� ������ ����� !���  ���.!����$� ����&��$� ���"���� ��$�
��� ��)���� ��� / �� ��������! a��� dqeb� +� "���0���� �41�$� !�� ��
f ∈ PN � x c / � �������� ����.!������ / �$� !�� �� � ��!�& #� �4 a�b�
��/ ��"  ��������"� a�b, ���"#�� X = J t�

+� ���� � � ���� J ,  .�#� , � X c / � !  �#��� � ����� �������
P (N, x)� ��/ ��" � ��� J ,   �0� X ��"���"4 �� �!��� ��� ���� �%
#����� ��������� P (N, x) a ����� �/��cr���� ��b� ^�i���

�� ����� !�� ���"#��, # �

P (n, x) =
4n Γ

(
n+ 1

2

)
√
π n!

det(xE −X), n ∈ N.

i�0� ��� ��#� ��� N !�� � ���� P (M,X) ��� ��#� ��� M !���0��%
�� a�� ���"��!��b� _ � �!�.�� �  ��, # � " !��� ��������! P (M,x) ��#� %
��& � ����� �� � �13�& ���������& ������ x = 1/2� ��� #� ��� N !��
� ���� P (M,X), M �= N ��!���0�����

g1� �� !������, # � ��������� � ��� � ���� ������������!���
D !��$� �"��!�,  ��� / � ���� �� !��$� !���0���,  �$� � ��� ���� 
��$ N−1� _ � ������ ����� !��  �$�, # � g�� y′(x) = f(x) ���� �������%
��� ���$��1�.�� ��)���&� '���� ���!��, ��� ����.�#��$� �����������
��)���� y(x) ���1������ .� � �#����� a��1� ���!��b "���!���

_ � "���!�� ��0�� "#�� � ��!��)���� �� �� !����� �1�.�� ! ��������&
� ���� � ���� D� ��������"

P (k − 1, 0) = (−1)k+1, P (k − 1, 1) = 1, k ∈ N,



�

 � �������44 � ���" � ���� D ��� .����� � / ��� .�#������ ��� "#�%
 , ��� !� � !����, �#����$� a ��� ��� x = 0b ��� ���!�$� a ��� ��� x = 1b
"���!�� a��� �� ����&��& ���1�����b� k �� �"0�� .���� � ��������&
/����� !�� �� f ! ��!�& #� � � �"0��� �#����� a���!��b "���!���
i�$� ���"#���� ����&�� ��� �� 1"�� ��!���0���,  ���"#����� ��)�%
��� y(x) 1"�� ! �� �#���� ��� � �"0��� �#����� a���!��b "���!���

��������� " !��0����� ��0�� �����"����! �  �#��� 2��!����!�

�����	�����  � ����� ������ ����� f(x) ��� y′(x) = f(x) �����

���

f(x) =
N−2∑
k=0

ak P (k, x), a�b

���� ������
��  ����
� ��!���� f = f(x) (!����� 	���
����� 
� "���


��
�� �������) ����
 
��#� $�"�� ��%�
�� y(x) 
�&������ ���
� � ����

����
��� �����

� �%� �������� ��� �#��� 
�����
�� (!������) �����

��� ��� �& ��
��
�� !����
�����

�	�
�
�������	 ���"#� �� �� ���� � �� �#����& ���"���� ��1� ���%
� �& ���!����& ! j<R�

(�0�� � � �3� ���" �� ����� ��4 �������$� �����1 ��)���� g��
y′(x) = f(x) � ������������& ��!�& #� �4�

�� 1��� � ��#���, ��$ � ���� ����������� ���� �� D �!��
N − 1� ��/ ��" ���� ��) � ���"#���"4 !���0����"4 ����&�"4 ��� ��"
�� ���� r"�� � !�1���� $�!��$� /�����  �� !��& � ����,  � � ������%
��� )$� N ���"#� �� "�!����� 0× ỹ[N ] = f̃ [N ], $��  ���� ���!���.��"� 
�������, ���������� ! �� ��� r"��� ��������� "�!����� ��0� 1� �
��!��� ��,  ����� ���� f̃ [N ] = 0,  ��� f(x) c / � ������� !�� a�b�

��� �#���� ��0�� !.� � �41�� .�#���� ỹ[N ],  . �� ������� ���! �
�#����� a���!��b "���!�� ���"#����$� ��)���� ��  ��1"� ��� _  ���%
���� ������ �4 /�!�!��� � ��������������" �� �$����!��4 �"�����,
 ���  �� �& �����1 ��)���� g�� y′(x) = f(x) c / � !�#������� ��)����
y = I.f , $�� !�� �� f !�� a�b, � ������"43�& ������ ���!��& ���� � �
�� �$����!����

� ���� ��� D2 = D.D 1"�" , �#�!����, �!� �"��!�� ��������� � ��%
��, �� ���� ����"� .����� � �"0���� ���!��� "���!����� ���13�, ���
"#�  ���!�� "���!�& �)�� �� ���� ���1������ � ���  �#�� .� � ���%
�"43�� !�� ���%� ����, ����&��� ���1����� �� ���� .�����4 ������%
��� � ���� �"0��� ����&��� ��������������� ���� ���!� _ � !�� ���
�.������ � N ���4 !��

im =
〈
P (m)(k − 1, 0)

〉
, bm =

〈
P (m)(k − 1, 1)

〉
, k = 1, . . . , N, m ∈ N0,



�	

$�� m �1�.�#� ����� ����.!����& ������� P (n, x) �� x� ��� ��� im
� !�#4 . $���#��� .�#���� �"����� ��� x = 0,  bm c . $���#���
.�#���� ��� x = 1� _ � !�� ��� "� ����� !���� ���� �o

i0 =
〈
(−1)k+1

〉
, b0 = 〈1〉 ,

i1 =
〈
(−1)k k (k − 1)

〉
, b1 = 〈k (k − 1)〉 ,

i2 =

〈
(−1)k+1 k (k − 2) (k2 − 1)

2

〉
, b2 =

〈
k (k − 2) (k2 − 1)

2

〉
,

. . .

���#�� / � ������ ��0� 1� � ��$�� ������0�� a� ������.�!���� j<Rb�
541�� �#����� ��1� ���!�� ����&��� "���!�� ��� �"����& f(x),

f ′(x), f ′′(x) �  ��� � �� ���1����& ���"#4 �� ! !��� ����&��� ���1����&
����#�������� !�� ���!�

����$�#�� ��0�� .� � "���!�� � !�" �� �� ��!�, �� " �� ��� �� 
�����0 �����& .�#� ��� ������ ���� / �$� �� �

���!���� #�������& ������, � �� ���� !���� �����"3�� ! ����$�
�� ��� *���� ��� ���� ����"4 .�#" � �� ��!�� x ∈ [0, 1]o

d2y

d x2
+ a2 y = 0, y(0) = 0, y(1) + y′(1) = 0, a	b

� ��� ��� ���� ���!��� "���!����� _  .�# ���!������ ! dse ���
������ ���� �����0���� τ−�� ���

2��� ����� .�# a	b ��)� �� ! �!��� !���� +����0��� !�#�������
���.�!4 , # � !�� ��1� !����� .�#���� �!��4 �� ��)������  �����%
��� ��$� "�!����� x+ tanx = 0,  ���

a1 ≈ 2.028757838110, a2 ≈ 4.913180439434, a3 ≈ 7.978665712413, . . . .

]��� ��) � / " .�#" �� ���� f1����,  � ���1������ ����! ����%
� �"���! � �� ������������& ������� ^�1�)�! � "�.����� ���!���
"���!����� k �� / � ������� �"0�� �!0�� ���������������! � � ��%
�"#� �  ��� �1�.�� ����#������"4 ���� ����"4 .�#"� (� ��������
/ � !�#�������, �� ��� !���� $����.���, � �� �� ��"�����

2�$���� �)��" �� ��", �"0�� !.� � � ���" A = D.D � .���� � ��
�!� ��������� � ����� � !�� ��� i0 � b0 + b1 a! �41�� �������b� ���"#��%
�� ���� ����� .�# �.������ � N = 10 �� ���1��0����� .�#����
a1, a2, a3, ��� !� � !����, � )�� �4,  ���� � ����� ���� �#���� �.�����
��� !�#�������� ! �1�#��& ����� ���, # � ��� !� � !"�  �#��� �, ���"%
#����& ��� / �& .�#� ! dse � ����3�4 τ−�� ��  �& 0� �.������ ��

��� "!���#���� N ����#�� !� ���"#����� ��1� !����� .�#���& "!�%
��#�!� ��,  ��  �#��� � !�.�� � ,  ��� ���� � � 1���.��"� ��� +�����



��

t��.� ���u ��1� !����� .�#���& ! �)�� �� ��� �� ���!��� ��,  ��� ��%
��& �� �� �!��� �� �� ���� 1�. ���3�����

� ���������� τ−�� ��, �� ��� ������.�!��� ! dse, ��� "#�  ��%
�!�� "���!�& � �.��0���4 �"����� ��1!��4 �� ������� ������ #����,
"�!����� ��� ��/������� �! �� ���� ���"#4 �� �. ���!�� "���!�&� _ �
 ��1"� !���� $����.���� !�#������&, �����.�#�����  ����� ��� ��%
��$� ������ ��$� ��"#�� � ��."��  � ��� ��� ��� a	b τ−�� �� ! dse �� 
���� ����"4 .�#" ��� �"#� � ���,  ��� A.y = λB.y, $�� � ���� A �
B ���4 1��#�"4 � �"� "�", ��1���"4 �. � ������� �"���!�

g �� ��  �0�, # �, ������ "#�  ���!�� "���!�&, �) ������ ���0 �
���� ����� �������� � τ−�� ��", ������0�����" ! dve� g���� ! dve ��%
����."4 �� 1������#��� � ����, �� ���� �1��.4 �� �"0��� �1�.�� ���
���"#���� ����#�������� ����������& ���� ���!� k �� / � ����#��%
������ � ���� �1����4 �� ������� ������� 1����� a�������� �� !
dseb ��� "#�  ���!�� "���!�&�

	� ����*�i�*w r��22� ' ���]c���*g�2'(�x''

��#���� ������ /��������� � ���.�� a���0����� !����"4b #�����%
�"4 /���� �!��� � ������0����$� �$��� �� ��� ��#� � ! �1�#��& ��%
!43�& ����� ��� �1��"0����� ��� /���� � ���1�4����, �, !���%
� ��, ��/ ��" ��� a�������� �� �.!�� ��b ����$� ���� �� � ��#���� !
���� ������ �� ����

��#������� � ��)������& �.�����& �� ��&,   �0� ! ���������&
����� ���, ���������� ��� ! j<R P8=FE, ��.!����� "� ��!� � �!�.�
�)�$� �� �� � �!�� "��� r"�� � ���c������������� �"����&�

+������, # � ! �����#����& M− �#�#��& �!�� "�� r"�� � �����#%
��� !���� � �� ��!�� [−1, 1]  ��1"� �� !�#���� � M �����& �������
5�0��� P̃ (M,x) � M !���! �!�� "���& ����"�� a��� dheb� + ���� ��%
�� ���  �#�� !�#���� � ����!��" �. �0��$� �1�� !!��" �� ����� ���,
�� ���3� !�#���� � �� !�� ��."� _ � !�.��0�� ���� �  ����� ! ��!4%
3�& ����� ���� i�$� ���"#���� �!�� "� 1"��  �#� � ��������
� ����� �� !�)� 2M − 1�

��������" ��� �)�� ������� �"����� ���1��0� �� ��������� 5�%
0��� � ����� �� !�)� N − 1,  � ��0�� 1��� �0�� �, # � ����& �� ��
1"�� ��� !� � !�! � �!�� "�� r"�� ������ [N/2]� ���!���� ������,
���.�!43�&, # �  �#��� � � ���� ���� .�#� ����� !�)��

*���� ��� .�#" ��)�

y′(x) =
1

1 + x2
= r(x), x ∈ [0, 1], y(0) = 0, a
b



�


��)����� �� ���& �!��� �� �"����� y(x) = arctanx�
��1���� ��� / �$� ������ �.������ � ����������� N = 10�
��!� #� � "�!����� a
b ��0� 1� � ��." .���� ! !��� !�� ��

r = (E+X2)−1.e,  ��� �� ���"#�� ���1��0����� �.��0���� ���������&
�"����� r(x) �� ���3����� �������� 5�0���, ���� � �1� �! �"0�"4
� ���"� g1�.�#��  �#��� ��/������� � �.��0���� r̃k,

r̃k = (2 k − 1)
1∫
0

r(x)P (k − 1, x) dx, k = 1, 2, . . . , N.

i�$� |rk − r̃k| ≈
{3 ·10−15, 3 ·10−15, 1 ·10−13, 6 ·10−13, 6 ·10−13, 2 ·10−11, 6 ·10−11, 2 ·10−10, 2 ·10−9, 4 ·10−9}. ���

��������"

r̃1 =
1∫
0

r(x)P (0, x) dx =
1∫
0

1

1 + x2
dx =

π

4
, aqb

 � �� !�#������ �� �$�� � ��!�& #� � a
b �0� �� ��)� ����������%
����$� "�!������ '����

r1 =
281845376409124

358856678744865
,

π

4
− r1 ≈ 3.057054520150 · 10−15. asb

���� �� ��!�� � ���"#���"4  �#��� � �  �&, �� ��"4 ��0�� ��� �#� �
����3�4 �!�� "� r"�� ��� !�#������� �� �$�� aqb� g1�.�#�� ��� %
!� � !"43�� �!�� "�� GM � i�$�

π

4
−G10 ≈ −6.3 · 10−14,

π

4
−G11 ≈ 3.056102 · 10−15,

π

4
−G12 ≈ −4.8 · 10−17,

 ��� �) �� �� ��� !� � !"� a! ����� �������b ��% �#�#��& �!�� "��
r"���

i����� !�#����� ��)���� .�#� ��)� a
b ��$���� �)��" �� ��"� ��.�%
��� � ���" A = D � .����� �������44 a�"��!"4b � ���" � !�� �� i0�
���� .����� ��������& a! ����� ��"#� ���"��!�&b /����� !�� �� r �
����, ��$���� �#�����" .�#���4 ��)����� ���"#�� ����#������"4 �%
���������4 .�#� a
b, A.y = r, � �"� ������ !�� �� y = A−1.r� i���
�1�.��, ���"#�� ���1��0����� �.��0���� �� �$���

y(x) = arctanx ≈
N∑
k=1

yk P (k − 1, x).

���� !�! x = 1 ! / " ����"�", ���"#�� ���������� ���1��0���� #���
π/4, �� ���� ��.�!� �� !  �#��� � �!��� .�#���4 r1 ! asb, !�#�������%
�" �����



��

��#����� ���c����������� �� �$��� �.��#��& �.������ � !
���������& ����� ���, ���� !��  "� x = 1 � ��!��� M ���1��0�%
���� #��� π/4, ���"#����� ���� g�.����, # �

P [19, 18](y(1)) =
270807143217152

344802363740835
, P [19, 18](y(1))−π

4
≈ 3.672520113·10−15.

�� �� "!����, 1��.�� � a� �0� ���0�� �b ���"#����� ����������&
�� �!��� �� ��"#&��&�

��� �� ������������� arctan x ���������� ����� �� �N = 10��

��/������� � yk � ��#4 �� �  �#��� .�#���& �.��0���� �� �%
$��� ��������  � 0�, �� ! a�b� + ��$� � ���.�� $����� �.��� �
arctanx � �� ������������� ��������� 5�0��� ���N = 10� + ��$� �
���! ������.�!����  �#��� a������������b ��/������� � �.��0����,
 � ��$� � ���! c ���"#����� ����

g1� �� !������, # � $��1���� a��� �!�������b ��$��)��� � �%
)�& ����������� �������� ��� !� � !"� �0�����& ��� ����& �.���%
��� � a� �0� �"#)�b� g���� ���!�� .�#���� ! .�#� a
b ����� �� �
 �#��� �4, ���!�)43�& �!������"4 � ��������� �������!�

��������� �1� �� ���� !�  �0� �� �!��� �� ��"#&���� ^ �1� / � "!�%
�� �, ��)�� .�#" a
b �)�� �� ���� �3� �., �� 1�. ������.�!��� � %
���� X2� 2������  � 0� �1�.�#����, �� !�.���� ��!"4 #� � "�!�����
a
b ! !��� !�� �� r = (E +X.X)−1.e� i�$� |rk − r̃k| ≈
{6 · 10−14, 4 · 10−13, 7 · 10−13, 1 · 10−11, 4 · 10−11, 2 · 10−10, 2 · 10−9, 3 · 10−9, 3 · 10−8, 2 · 10−7},

 ���  �#��� � ����������� ��!�& #� � a
b ��������� �"0�, #�� �����
_ � 0� ���!����!� ��� ��!�$� !�� �� y� g����  �����

r1 =
140675049238504

179113035648015
,

π

4
− r1 ≈ −6.326259326040 · 10−14, avb

# � ��� !� � !"� �-% �#�#��& �!�� "�� r"�� a��� !�)�b�



��

����� ��� !� � !�� �)�$� ���������$� ���1��0���� �� �$�� �$�
�!�� "�� r"�� � ���� ���� �!��� �� ������ ��!��������

��.���� ����.!����"4 ��������"4 �"����4 r(x) � �����������
��/������� �� a��0�� � ����������%����������� ��� �0� ���!���%
����b� *���� ��� .�#" ��)�

z′(x) = r(x) =
p(x)

q(x)
, x ∈ [0, 1], z(0) = 0. ahb

]� ��)����� �!��� �� �"����� z(x) =
∫ x
0 r(t) dt, ���� �� �"3�� !"� � +�

�� �� ����"4 ��������� ���!������ !�#������� ! ����#�������& �%
�����������

��� .�#� ahb ! ��"#� �13�$� ����0���� a��� ��0�b !�#����� ����"4%
3�� ����!� ��� �.������ �& ����������� N = 1, 2, . . .

S1[N ] = r1, $�� !�� �� r = 〈r1, . . . , rN〉t !�#����� �� �� ����"��

r = p(X).q(X)−1.e = q(X)−1.p(X).e,

$�� ����" ��"43�� � ���� p(X) � q(X) ���"#4 �� ���� ��!��& � ��%
�� X !��� � ��.!�����& ���������& x ! �������� p(x) � q(x)� +������,
# � X2 ��  ����� �� ������."���

S2[N ] =
N∑
k=1

zk, $�� !�� �� z !�#����� ��  � 0�, �� !�� �� y ��� a
b� i�

�� � 1���� � ���" A = D, .������ �������44 a�"��!"4b � ���" � !�� ��
i0� ���� .������ ��������& a���"��!�&b /����� !�� �� r � ����,  ���
1���� r[N ] = 0, ��$���� �#�����" .�#���4 ��)����� k �� !�#������
!�� �� z = A−1.r, �� ���& �� ���1��0����� �.��0���� �"����� z(x),
���� �� �"3�� !"� � '�#� / � ���� � ��������& !�� ��� g �� ��, # �
S2[1] = 0 ! ���" �����1 !�#��������

_ � ����! ��0��  �0� !�#���� � �� ��� �!��� �����1�� � ����%
3�4 ���� �� ��������$� �� �$����!���, �� / � ������ ! �.�� ��

S3[N ] = GN(r),  ��� S3[N ] c / � .�#���� N− �#�#��& �!�� "�� r"��
�"����� r(x) � �� ��!�� [0, 1]�

+������, # � ����� xk ��������! 5�0��� P̃ (n, x) ��$" 1� � !�#��%
���� a! ��������b ! !��� ������!  ����� �� n = 9 !��4#� ������ _ � 0�
� ���� �� � !��� wk �!�� "���& ����"�� r"��,

wk =
1− x2

k

n2 P̃ 2(n− 1, xk)
, k = 1, . . . , n.

*."��� ��, ��� �#���� ��� � / � 1�����������, ��/ ��" ����! S3[N ]
a! � ��#�� � ������"3��b �� �� ! ��!43�& ����� ���, �� � �41��
a! ��������b #����� ���� �#��� �.����!�



��

+��0�� �#�!����� �$���#���� � ���4� �"����� r(x),  ��� ���� q(x)

���� �� � ������� 5�0��� P (M,x),  � ! ����!� S1, S2, S3 ����"� 
����"� � � �.������ � N = M a��� ������0���� �b� � ! ��"#� ���� q(x)
���� ������ x = 1/2,  � / � ����!� !�#����4 ��  ����� ��� #� ��� N �

k�� ��, # � �"����� r(x) �� ��0� ��� � ���4� a�= 1/2b ! ����� �.
�����& ������� P (M,x) � �� ��� � ���4��! !� !��� �� ����� �������

2 "#� �� / �� "���!�& ���!����!�

�����	����� !� ������ Sk� k = 1, 2, 3� �������#��

`�������� ���. ���� !� ��� � �" � !"� ,  ��� ��."��  � ���� �� �
/�������� ����& � �� ���� g� ��� !��0�� �� ��#� �� ! �������%
��& ����� ��� � a��� S3b ! ��!43�& ����� ��� � 1���)�&  �#��� �4
� 1���)�� ����#�� !� �������!�

"��������� '#��� !��������� '�(�
���)*����� 
� �
������� [0, 1] ��
�#��� �����
���
�� +�
!��� r(x) (� ������ �����

& �"�����!) ��������

�����
���
� ������� ����

N∑
k=1

wk r

(
xk + 1

2

)
∈ Q. a�-b

_ � ��."��  ��0� 1� � a� ���� ����� ��$��b ���!���� ! j<R �� �.%
������ � N = 5 �, ! ��������, �� �.������ � N = 9, �� � !��0���� ���
����� ������� P̃ (8, x) .���� � ����"� ���N > 9 / � �"."��  ��0� 
1� � ���!����  ����� #�������, �� . � � �41�&, ! ��������,  �#��� �4�

��.����, �������, r(x) = 1/x, ��� �� ���& ��)���� .�#� ��)� ahb
z(x) �� �"3�� !"� � +� / � �� ��)� �� !�#���� � �!�� "�� r"��,
 � �� !�� ����� xk ��0 !�" �� �� ��!�� ���"#�� !  �#��� � #���
2H(N), N = 1, 2, . . ., $�� H(N) c / � $�����#����� #�����

��.����  ����� r(x) = q/(1 + q x)� i�$� z(x) = ln(1 + q x) �!��� ��
��������� ��)����� .�#� ��)� ahb� �� �)��" �$��� �" ���"#��
��� N = 1, 2, . . ., S1[N ] =
{

2 q

2 + q
,

3 q (2 + q)

(6 + 6 q + q2)
,

q (60 + 60 q + 11 q2)

3 (2 + q) (10 + 10 q + q2)
,

5 q (2 + q) (42 + 42 q + 5 q2)

6 (70 + 140 q + 90 q2 + 20 q3 + q4)
, . . .

}
. ����

�!�� "�� r"�� a�-b ���"#4 �� !���� $����.���� � ! ��!43�&
����� ���, �� ��� ���� ��!�� #�������� .�#���& ���� � q ��!��4 
� ����������� �"������� a��b�

`���"� a��b  �0� ���.�!� , ��#��" ���4� x = 1/2 ��� q = −2 �����%
������ g� ��� !� � !"� ����4 x = 0 ��������! 5�0��� ��#� ��& � ���%
��� ��"$�� ���������� �����& " ��������! 5�0��� �� �"3�� !"� �



��

�����	����� #��������������
���� �����
���
& ������(�
�� (11)�

���� S1[N ]� N = 1, 2, . . .� ��������� � ���"�
���
�� ����)�����!�������

��� P [N,N ](z(x))|x=1 = P [N,N ](ln(1 + q))�

�	�
�
�������	� ���0�� ��"$�� " !��0�����, �� ���� �!��������
/ ��" ��$���� ������0���4 	� �������! ������ � �!�� "� r"�� �"��%
��� r(x) = q/(1 + q x),  ��� S3[N ], N = 1, 2, . . ., ��!��� � / ��� ���c
�������������� � ���� ����,

GN

(
q

1 + q x

)
=

∞∑
k=0

GN

(
(−1)k qk+1 xk

)

! ���" ����&��� � �!�� "��� +� �!�� "�� r"��  �#�� � ��������
� ����� M ≤ 2N − 1, ��/ ��"

GN

(
q

1 + q x

)
=

2N−1∑
k=0

(−1)k qk+1

k + 1
+ O(q2N+1) = ln(1 + q) + O(q2N+1).

2��! .���� � �� ��������� �"����� � q �"0��$� !��,  ��� � ��)����
��������! � ����� N � ^�i���

+������, ���� !�! q = 1 ! (11), ���"#�� �������! ������ � ����%
������ ���1��0���& ��� ln 2o

{
2

3
,
9

13
,
131

189
,
445

642
,
34997

50490
,
62307

62307
,
2359979

3404730
,
25786503

37202060
, . . .

}
, a��b

�� ��� ��!��� � �������! ������ �4, ���"#����& ! d�-e � ����3�4
εc�$��� � ���� aXL;;b� ����."��� ��"#��, ����!����  � ���# �"o
a8/13 → 9/13b�

_  �������! ������ � ��� !� � !�!� ! d�-e �����$������& ���c
�����������,  � ��  � ���� ��!��� �"����� ln(1+x)/x� g �� ��
 �0�, # � ! d�-e 1��� !�1��� ��"�#��� ����1�.�!��� /�!�!��� ��� �,
! ��."��  � #�$� ���"#���� ����� ���1� !�$����� ���0���, #�� �� �� �
a��� �.�� 
b�

2�!������ ���c����������& �"�����, ����� !�����& ����� 2 ��%
 ���,  ��� $�� ��/������� � �.��0���� c / � ����� � �� �$�� 2 �� ��%
�, � �!�� "��� r"�� �� �!��� �� ��!�� ��."��  �� a��� d��eb a! ���
 � �����" �� [n− 1, n] � [n, n− 1]c�����������b�

i��� �1�.��, �"3�� !���� ������&�� ������� c !�#������� ��$�%
�����& ���c����������� ln(1 + x) � ����3�4 εc�$��� � ���� �!�%
�� �� �)�� �� ���� � ����&��� �������� � � ������

i�0�  ����� ����, ��#��" �� "����� ���"#� �  �#�"4 ���c�������%
���4 ��� �� �$���� ���� !  ��, # � �) �$��� � ������, ��/ ��" ��



��

���"#��� �"��" �!"� �.��#��� ���c����������&� � ������,

1

1 + x2
=

1

2 (1 + i x)
+

1

2 (1− i x)
,

x∫
0

dt

2 (1 + i t)
=

1

2
arctanx− i

4
ln(1+x2) = v(x),

 ��� �������! ������ � {S1[N ]} ��� !� � !"� �"��� �!"� ���c�������%
���&,

S1[N ] = P [N,N ](v(x))|x=1 + P [N,N ](v(x))|x=1, N = 1, 2, . . . .

y� � �41� ��������� �"����� ����� !�� ! !��� �"��� ���� ��
a��� #� ���b ���1�&, ����� !��, �� ���� �� !�!��� �. ������0���� 	, ��
����"� �. ��!������ �!�� "� r"�� � ���c������������� ���� ��
���1�& �� �#�!����� ���#����

�� ���.�� ! d�-e, �. �������! ������ � a��b ����"� ������������ �
#��� ln 2 �� ��� ���4 �������,  ���

|p− q ln 2| → 0,

$�� p/q c / � ���������� ���1��0���� ! a��b� _ �� �!�&� !�� �1��4 
���� ���� a�� ����� �� !��b ���������� �������! ������ �, ���"#�����
� ����3�4 ���c����������&, � �� .&����� / �� ! ����"43�� �.�����

i��� �1�.��, �) �� �� �� !����  �#��� ���1��0���� ��/�����%
�� �! �.��0���� �� �$���! ���� ���� ���������� �"����& �� ������%
�� 5�0��� a��� ��$� �b�

g�.����, # � ���� / � ��/������� � ������� ���������,  � �) ��%
 �� ! ���� ��"#�! !�#����� ��  �#�� ! ���������& ����� ���� *�%
��� ��� "�!�����

x y′(x) = 1,

��)����� �� ���$� �!��� �� �"����� y(x) = ln x ��� !�1��� ���!�$� "���%
!�� y(1) = 0� _ �  �0� ���!�& ������, $�� �� ���� ��!�� 1���� ���0%
��& ���� ��, #�� ���� � ������������!���� g���� �����1 ��)���� / �$�
"�!�����  �#��  ��& 0��

f���� � ���" A = X.D � .������ �������44 � ���" � !�� �� b0�
��������& /����� !�� �� r = e .���� ����� ��#������ !�� �� y = A−1.r,
�� ���& �� ���1��0����� �.��0���� lnx� g���� ! ����� ��"#� !��
��/������� � �.��0����, ����� ��������$�, y[N ], ��.�!4 ��  �#�����
i��� �1�.��, ���"#��

lnx = −1 +
∞∑
n=1

(−1)n−1 2n+ 1

n (n+ 1)
P (n, x), x ∈ (0, 1]. a�	b



��

]��� 1� �� ��)�� "�!����� y′(x) = 1/x / �� �����1��, # � !�.��0��,
 � �� � ��� X �1� ��,  � �� ���"#��� 1� ��# �  ��& 0� ��."��  ,
 ��� !�� ��/������� � ����� �� ��!�����, ����� a�� ���.!�� ��� ���
���#���b ������������$��

���!���� �3� ���� ������� *���� ��� "�!�����

x y′(x)− y(x) = x,

�13�� ��)����� �� ���$� �!��� �� �"����� y(x) = x (C + lnx)� ��/ ��"
!�.���� ���!�� "���!�� y(1) = 0 � ��)�� / " .�#" �� ������"3"4�
i�$� ��� �0��� N �� ���"#�� !�� ��/������� � �.��0���� y(x) =
x lnx, ����� ��������$�, y[N ]� i��� �1�.��, ���"#��

x ln x = −1

4
+

1

12
P (1, x) +

∞∑
n=2

(−1)n
2n+ 1

n (n2 − 1) (n+ 2)
P (n, x), x ∈ [0, 1].

���"#����� �.��0���� ��$" 1� � ������.�!�� ��� ��)���� ���$�1%
��#����� g�� �)�� �� ���� a��� �.�� �b� y� � �!������� �������%
���� ��)���& ��0� �� ��� / �� ��� !� � !"43�& �0�����&,  ��� a!��13�
$�!���b �� ��0� 1� � �"#)�, #�� ����������� ln x ��������� 5�0��%
�, �� ����������� ��)���& ! ����� �� ��!� ��0� 1� � �#��� ����%
)�&, # � �� "0� �1�4��� a��� ��$� �b�


� x]�+w] �*gf' ' '**�x'g+�5z+g2iz

�� �.!�� ��, 1�� �� �����3���� �������! ������ � ���������� #�%
��� �$�4 ��4#�!"4 ���� ! ���. ���� !� ������������ � �� ������
a��� d�-e � ������  �b�

��� / ��, �� ��.���� !� !��� 1�. ����4#���� ��"#�� a �� ��0��
�����#�  � �� ����� ����& �"��b, ���� �������! ������ � {pn/qn} �� 
������������ � �!��$� ������ x a�������, ���� � � �����b �� ��� �%
��4 �������,  � �� ����� �� � x 1�� ��� a! �1�#���, #�������� ������b,
#�� �1����!���� ����� ���1� #��� x� � .�#� a��� d�-eb, /  ������%
��� ��0� 1� � ����.�#�� !��� ��!��� �� �������! ������ � {pn/qn} �
����3�4 �"����& K(x, n), �� ���� �� ���������� ! d�-e�

'���� ���!��, ! / �� ��"#� �������! ������ � K(pn/qn, n) ��!��%
� � �������! ������ �4 �������3�� ���1�& #��� x,  ��� K(pn/qn, n) =
K(x, n), n > const�

+� / � ��������� �!�&� !� ��0�  �0� !������ ���, ���� ��� ���&
������� ��� �������! ������ � {pn/qn} �� !������� �� a��� d�-eb� +���%
���, ��� �������! ������ � {S1[N ] = r1} ���������� ���1��0���& #��%
� π/4, �� ��"4 �� ���"#��� ! .�#� a
b, K(S1[N ], N) = K(π/4, N), N =



��

1, 2, . . .,  ��� �� ���"#�� !�� �������3�� ���1� #��� π/4� ��� / ��, ����%
���,

π

4
− S1[30] ≈ 1.36 · 10−40,

π

4
−K(π/4, 30) ≈ 9.51 · 10−31.

g���� ��1���)�& �� ���� !�� 0� ����� !��4 �������! ������ �, !
� �"� "�� �� ���� "�� �� !��!� � ���� ���� .���������� �� _ �� �� �
.&����� ! / �� �.�����

�������! ������ � ��$�������,   �0� ��% ��� �����$�������
���c����������& � �� ���1����� aqdc�$��� �b ���� ���� �"����&
��$" �! � �#��� ����)�� ���������� ���1��0���� ������������
#����� +������, �������! ������ � a��b �� ������������ � #��� ln 2
�� ��� ���4 ������� a��� d�-eb�

+� " ��  �0� ���� �� 1���� �13� �������! ������ � a��b� �� ��.%
����, /  ��������� .�#� ����� 1���� "��1� ��� !��!����� .���������%
� �& ! �� � �"� "��, #�� �� #� ��& !��� ��� q = 1� _ � �!�.�� �  ��,
# � ���� � q �� �� j<R ���!��� � ���1� � ������)��" .���� ��4,
# � ! ����� ��"#� ��� �����"� �!���

k���������� � ! �������! ������ � a��b � ��!� �� !���, ���� ����1%
�.�! � �� ! ����"4 ���1� _&��� a�� ����"�� �� f���"���b� g1�.�#��
a��b a.����!  � q → tb �� �������! ������ � s(n) = pn/qn �������3��
���1�&, $�� pn � qn c / �, ��� !� � !����, #���� ��� � .���� ��� ���1�&
a��b� ��#�����

a1 = p1, an =
pn−1 qn − pn qn−1

pn−1 qn−2 − pn−2 qn−1
, n > 1,

b1 = q1, bn =
pn qn−2 − pn−2 qn

pn−1 qn−2 − pn−2 qn−1
, n > 1,

a�
b

$�� p0 = 0 � q0 = 1� i�$�

s(n) =
n

K
k=1

ak
bk
,

���

ln(1 + t) =
2 t

2 + t− t2

6 + 3 t− 4 t2

10 + 5 t− 9 t2

14 + 7 t− 16 t2

18 + 9 t− . . .

, a��b

$�� .���������� � ! #� ��� ���1�� �#�!����
y� � �� �� "����� ���"#� � ���c����������� �� �$��� � ����%

3�4 �)�$� �$��� � �����"4, �� ���������� ����"��

arctanx =
i

2
ln

(
1− i x

1 + i x

)




	

! a��b ��  ��� �.��0����� ����� ���� ���� ����1�.�!��& ���"#��
�.!�� ��� �.��0����

arctanx =
x

1 +
x2

3 +
4 x2

5 +
9 x2

7 + . . .

.

�������� �) ������ � ���� ���� g��, .!���3�� � ���� �� *�%
��� ��� .�#" ��)�

y′(x)− t y(x) = 0, y(0) = 1, y(x) = exp(t x).

$�� t c / � ��.!�����& ���� �� _ �  �0� ������, �� �������� ��%
�������� "�!����� ��)� �� �� ������������ . �#� �#����$� "���!��,
 ��� !�� �� ! ��!�& #� � r = 0, �� . �� r[N ] = 1�

�������! �) �$��� � � ����1�.�!��� a�
b, ���"#��

et =
t

1− 2 t

2 + t+
t2

6 +
t2

10 +
t2

14 +
t2

18 +
t2

22 + . . .

, a�qb

 ��� ����� �#����$� �"�� ����� ���1� � ��!� �� t�!.��������#����&u�
g���� ! ����� ��"#� �� ���"#��� �������, �� ���& ���� a��������

�� �.!�� ��b �� �1�4����� i� �� � �� ���"#��� �.��0����, �� ���� a���
t = 1b �����0� �1����!���"4 ����"4 ���1� ���� ���& ���� � �� f����
 �$�, ���1� a�qb a��� t = 1b ����� �� � ��������� �������! 1�� ���, #��
�1����!���� ����� ���1� ���� � � e�

����& ������� �1{����� �� ��!����� ���� �� '.1!�!)��� � �#��%
��$� �"�� ���1� a�qb � ��� ���! �� �!���" ��$���� �#�!����� .�������%
��� ��, ���"#�� �.!�� ��� �.��0����

et − 1

et + 1
=

t

2 +
t2

6 +
t2

10 +
t2

14 +
t2

18 +
t2

22 + . . .

. a�sb




�

i��� �1�.��, ����1�.�!��� (|�1�"� � ����������� ��/�������%
 �� �����������$� #��� ��0� ��������� �1�.�� �.���� � ���%
��� � �������� � �1����!����& �����& ���1� ��!�& ���� � � �� ��!��%
��4 � �������&� +������,

e−K(e, 10) ≈ 1.102 · 10−7,
e− 1

e+ 1
−K

(
e− 1

e+ 1
, 10

)
≈ 4.216 · 10−26.

_ � �!�&� !� ��$�� 1� �& � ���������� ! ���. ���� !� ���������%
��� �, �� a�������� �� �.!�� ��b ����$� �� ������������

��������  ����� ����"�"

i tanx =
exp(2 i x)− 1

exp(2 i x) + 1

! a�sb� i�$� a����� ����1�.�!��� /�!�!��� ��� �b ���"#�� �����#�����
�.��0���� ���  �$���o

tanx =
x

1− x2

3− x2

5− x2

7− x2

9− . . .

. a�vb

_ � �.��0���� 5�1�� � 5�0��� ������.�!�� ! ���. ���� !�
������������ � #��� π a��� d��, ==� �vhc�hqeb� � ������, ��$���� a�#���
���� ��"b ��� ���4 ������������ � 5�1�� c5�0��� ����"� a�vb
��0� �! �  ����� ������������ #��� ��� ���������� x� +�
tan(π/4) = 1, ��/ ��" π �� ��0� 1� � �����������

��  �� 0� ���#��� �. ���1� a�sb ����"� ������������ � exp(r) ���
0 �= r ∈ Q� ��/ ��" � ln(r) ����������� ��� 1 �= r ∈ Q�

k�� ��, # � ����!�"4 #� � ���. ���� ! 5�0��� ! d��e .����
�� �. !�!�� �����& ���1� a�vb� 5�0��� ������.�!� ��� / �$� �"�����
f������, ���#��, ��%!������", �� ���$� f������� � ��$ 1�, ��  ����� ����,
������� � �!�� ���������

���!���� �3� ���� ������� *���� ��� .�#" ��)�

(1 + t x) y′(x)− s t y(x) = s t, y(0) = 0, y(x) = (1 + t x)s − 1,

$�� s � t c / � ��.!������ ���� ��� �������! �) �$��� � � ����1�%
.�!��� a�
b, ���"#��







(1 + t)s = 1 +
s t

1 +
(1− s) t

2− 2 (s+ 1) t

s t− 2 t− 6− (s2 − 4) t2

10 + 5 t+
(s2 − 9) t2

14 + 7 t+
(s2 − 16) t2

18 + 9 t . . .

, a�hb

 ���, �� � ���)�, ����� �#����$� �"�� ����� ���1� � ��!� �� t�!.�%
�������#����&u� '.1!�!)��� � �#����$� �"�� ���1� a�hb � ��� ���! ��
�!���" ��$���� �#�!����� .���������� ��, ���"#�� �.��0����

(1 + t)s − 1

(1 + t)s + 1
=

s t

2 + t+
(s2 − 1) t2

6 + 3 t+
(s2 − 4) t2

10 + 5 t+
(s2 − 9) t2

14 + 7 t+
(s2 − 16) t2

18 + 9 t+ . . .

, a�-b

�� ���� !���� ������� a�sb�
��������  �����  �0��� !� i−2 i = eπ,  ��� ������ ���� ��!�" s = −2 i,

t = i− 1 ! a�-b� i�$� ���"#�� a����� ����1�.�!��� /�!�!��� ��� �b

eπ − 1

eπ + 1
=

1

2

∞
K
n=1

n2 − 2n+ 5

2n− 1
=

2

1 +
5

3 +
8

5 +
13

7 +
20

9 + . . .

. a��b

x���� ���1� ��� eπ 1�� ���"#�� ���!�� ! d�	e� ���#��, �� ���$� 
! �� ! d�	e, / � 1��� ������ !���!��� g���� �) ���1� "� ���� ���3��

k�� ��  �0�, # � ����� ���1� a��b ����� �� � �!���" ������" ���%
������, #�� �$� �������3�� ���1�, �� � #���� eπ = (−1)−i  ��������� ��
a�� �$�1��#����� #���� ! � ����� ����� �!�� �#�� ���������%
��� � a��� d�
e � ������  �bb�

�� �g+2i�+iw _m5]*� ' _m5]*�crg(�]*ix�

�� 1��� � ��#��� ! d��e, ���� �  _&��� γ � ���� �  _&���cr��%
��� � δ ���4 !���� ����0�� �� �$������ ����� !������ � / �� �.����
�� ������0�� / " ���$�4�




�

*���� ��� �"����4

y(x) =
∞∫
0

ln(x+ t) exp(−t) dt = ln(x) + exp(x) Ei(1, x),

$�� Ei() c / � �� �$����� /������� � `"����� y(x) "��!�� !���� g��o

y′(x) = y(x)− ln(x), a��b

�13�� ��)����� �� ���$� �!��� �� �"�����

y(x) = ln(x) + exp(x) Ei(1, x) + C exp(x).

5�$�� ���!��� �, # � y(0) = −γ+C � y(1) = y′(1) = δ+C exp(1)� ��/ ��",
� ��0����4, �. "�!����� a��b ����.� ���"#� � ��." �1� ���� � �, γ � δ,
  ����� �� ����&�"4 ���1����4 � ���� � �& e� '���� ���!��, .�#
��)� ��� "�!����� a��b, y(0) = 0, �� ���������� ���1��0���� ���
���� � �

η = δ + e γ =
∞∑
n=1

H(n)

n!
≈ 2.1653822153269. a�	b

_  ����"� ����"� �. ����� !����� a��� d�qeb

δ = e (F ([1, 1], [2, 2],−1)− γ),

$�� F () c / � $����$���� ��#���� �"�����,  ���, �� ��$�� ���!��� �,

exp(x)F ([1, 1], [2, 2],−x) =
∞∑
n=1

H(n) xn−1

n!
.

k�# ��)� ��� "�!����� a��b ��)� ��  �#��  � 0�, �� �� "0�
����� �������� ��� g ��#�� ��� �� !  ��, # � /  .�# ���$"����
ay′(0) = +∞b,   �0� # � g�� �� �!��� �� �$�1��#������

i��� �1�.��, ��)� �� ����&�� �$�1��#���� .�# A.y = r, $��
A = D − E � ������"43�& ������ ���!��& ��������& � ����,  !�� �� r
���"#� �� � ����3�4 ����"�� a�	b, � r[N ] = 0, ��$���� �#�����" "���%
!�4�

(� �������� / � !�#������� ! ���������& ����� ��� �� �.���%
��� � ����������� N = 100� ���"#���� ! ��."��  � �������! ���%
��� � ���������� ���1��0���& {s(n), n = 1, . . . , 100} ���� � � η �� �%
� ������������ � / �& ���� � � �� ��� ���4 �������, �� ���1��0� 
�� �"#)� ! #�������� ������, #�� �������! ������ � �������3�� ���1�&
���� � � η,  ���, ��$���� d�-e, K(η, n) = K(s(n), n), n > 11� '���� ���!%
��, ���"#�� �������! ������ � �������3�� ���1�& ���� � � η �#��� �
��%&� +������,

η − s(50) ≈ 4.3461 · 10−95, η −K(η, 50) ≈ 1.8460 · 10−59. a�
b




�

k���� �� !������.�!���� ����������& �$��� �,  ��� .������� ���%
��� � �������� � ���"#����& �������! ������ � ���������� ���1��0�%
��& � ����3�4 �"����& K(x, n), !!������� ! d�-e�

����& ����������!���& �$��� � a ��� !�#������� n%& �������3�&
���1� � n%$� ���������$� ���1��0����b �1��� ��� ���� �� �#�%
� ! a��� d�-eb� g� $�� ���!��� �� �������3�� ���1� �"0��& ���� �%
 � ��1� �� �� , � #�� ��$���.��"� � ��� / �� �� ��� .� � #�������$�
.�#���� ����& ���� � �,  !�� !�#������� ���!��� �� ! ���������&
����� ����

� ��"#� ���� �$��� � t�� �1�&u,  ��� �#������� ���������� ���1��%
0���� ��.�!� �� �"0�, #�� ���1��0���� �������3�& ���1�4 / �& ���%
� � � a# � ��0� 1� �, �������, ���� ! �����& ���1� !� �� ���� �� �%
��#�� 1���)�& .���� ���b,  � / � ���� �� !���� � ������"43�� �����%
��3�� ���1�, ���� ����& #��� ���� � ��"� � �� i��& ��"#& !� ��#���
! �.��0���� ζ(6) a��� d�-eb� ���"#���� �� ����"�� a�
b ����� ���1�
���� � ��0� �� ���� ���� �0 ��� �������&�

i��� �1�.��, �!�&� !� �������! ������ � ���������� #���� {s(n)}
����� ��� � �!���" ������" x 1�� ��� a! #�������� ������b, #�� �������%
! ������ � �������3�� ���1�& #��� x, {K(x, n)}, �!��� �� !�" ������
�!�&� !�� ����& �������! ������ � � ���!���� �� ! ���������& ���%
�� ��� ��.!����� � .���� �� ������ x�

�������."���� / ��� ���1�0������ ��� ���!���� ������ � �������� �
��� a�	b� _ � ��� !���� ������� ��� _�$��� a��� d�seb,   ��� ����
�1�#�� ����� �� � �!���" ������" 1�� ���, #�� �������3�� ���1� / �$�
������ a��� d�-eb�

r�����#����� #���� ! #���� ��� a�	b �� ���0�� ������ ��!��� � � ���%
��� � �������� �,  � �� ��� �� � �� lnn, # � �����1��0��� ��� ��
��!����4 � �� �������

�� ��.����, �������! ������ � #� �#��� �"�� ��� a�	b, {h(m)}, �
! ���� ���� � ���� �� � η 1�� ���, #�� �������3�� ���1� / �& ���� � �,
 ��� K(η,m) = K(h(m), m), m > 40� +������,

η − h(100) ≈ 5.5684 · 10−160, η −K(η, 100) ≈ 9.0078 · 10−112.

� .!��)���� / �$� ������ ��)�� .�#" ��)� y(0) = −γ ��� "�!��%
��� a��b, �� � ��& �. ! ���!������ !���� i� �� � γ � δ  ����� ���� � ���%
!���� +&��� �������! ������ � ���1��0���& ��� y(1) = δ, N = 1, 2, . . .�
_  �������! ������ � ���� !�� η̃(N) − ẽ(N) γ, $��  ���� �.�#� , # �
/ � ���������� ���1��0���� ��� !� � !"43�� ���� � � g�� ��.����
!  �#��� � �!�� ���"#����� ����,  ��� ! ����"�� a�
b � a�qb�




�

i��� �1�.��, ���� ��� � �������! ������ � ����)�� ����������
���1��0���& ��� γ a��� δb,  � �� �����" �$��� �" ��0�� ���"#� �
a��# �b � ��� 0� ����)"4 �������! ������ � ���������� ���1��0���&
��� δ a��� γb�

q� 2�(('*g��+'] rg5g+g(+wy �g25]�g��i]5z+g2i]m

�� �� !�����, �) �� �� �� /���� �!��� ���������� ���1��0�%
��� ��/������� �! �.��0���� `"���c5�0��� ��� �"����&, �� ����
�!��4 �� ��)������ ����&��� ���������� g�� � �������������� ��/�%
������ ��� i��� �"����� �.�!4 �� "���
��
�� a���, �������, d�veb�
i� ������������ g��, �� ���� �� ���� ��!��, �#�!���� ���!��� �� �
�����������

g��$������& τc�� �� 5���)  �0� �����.�#��� ��� / �$� ����
"�!����& a��� d
eb�

�������! ������ � #���� {an, n = 0, 1, . . .} �.�!� �� "���
��
��, ����
�� "��!�� !���� ����&���" �.��� ���" "�!����4 � ��������������
a� nb ��/������� ���

]��� ! �#�� !� �"����� ����� � ��������& � ������& ���,  � �0%
��& $��������& �"����� ��� !� � !"� $�������� �������! ������ � #�%
��� c ��/������� �! �� ��������$� �.��0����,   �0� ��1��� o �0��&
$��������& �������! ������ � ��� !� � !"� $�������� �"����� c �1��%
��!���� ����.!���3� �"����� / �& �������! ������ � a��� d�v, =� �
-eb�

y� � ���$�� � �� ���, ������0�  ������ �h%$� � ��� ��, ���$4 ,
# � t�� �0��& ��������& ��� ��� !� � !"� ��� �#����& �"�����u
a��� d�v, =� �heb, ����� / � ��  �� �0��& ��������& ��� ��� !� � !"%
� ��� �#����& �"�����, ��!�, !�.��0��, �� ����& a ����� f�����c
*�  , ��� d�h, =� 
	eb� ��� .!��� � �� ����� ��� ���! t��� !� � !"� u�

��.���� ��� �. d�v, =� �he ! �#�� !� ������� (� ������.�!�� / � ��� !
d�-e �� ������ t$��������$�u �"�����!��� �������! ������ �� *���� %
��� ��������& ���

y(x) =
∞∑
n=0

n! xn a��b

� �&��� ��� ��$� ��� �#���"4 �"����4 y(x),  �"4, # � y(1) = 1�
`�������& $��������& ��� a��b "��!�� !���� ���������������" "�!%

����4
x2 y′ − (1− x) y + 1 = 0, a�qb

�� ���� ��$��������, �� ���!��� �� � �"0���" !��"� `"�����

y(x) =
1

x
exp

(
−1

x

) (
C − Ei

(
1,−1

x

))
,




�

$�� C c / � ���� �  �� �$����!���, �!��� �� �13�� ��� �#����� ��%
)����� / �$� "�!������

��� �41�& ���� � � C /  ��� �#���� �"����� t��� !� � !"� u �!�%
��" ���������" �.��0���4 a��b, �� ���� �!��� �� ���� � �#����� ! ��%
�"������� � Re(x) > 0, �  ������� ��& /������������� ���& ��1!��&�

_ � �.�#� , # � y(1), �������, ��0� ������ � �41�� .�#����� ]���
!.� �

C = Ei(1,−1) + exp(1) ≈ 0.8231640121032− iπ,

 � ���"#�� y(1) = 1�
^ �1� ���"#� � �.��0���� / �& �"����� �� �������� 5�0��� �%

)�� �� ����, �"0�� !.� � � ���" X2.D−E+X � .���� � �� �������44
� ���" � !�� �� b0 a��� �.�� �b� ��� �� ��!�& #� � c / � r = −e � ���%
� ��!��& r[N ] = 1, ��$���� !�1�����" ���!��" .�#���4� k�� ��, # �
X2.D = X.X.D� ��� N = 10 ���"#��

y(0) = 2693025253/2682336916, y(0)− 1 ≈ 3.98471 · 10−3,

# � !���� 1��.�� � !�����& �!�������& ������ ��$��)��� � ��� / �&
�"����� � �� ��!�� [0, 1]�

g �� ��, # � ������� !����� � �"�����, �� ��� ��� !� � !"� �!���"
���������" � �������" �.��0���4 a  ��� �.��0���� !��$� ����%
 � �#�����b, �� ���� �����$� � ��)���� � �������� � ��� ��������� �
/ �$� �.��0����� _ � 0� � ���� �� � ���#�4 ��1� � �" � !�4 /�������%
������ ���& a ������� ��&b ��1!��� ������"3�& ������ �������� ��
1�. �"3�� !���� �.������& � "�!�����

x2 y′ − y = −1 + x+ x2

(1 + x)2
, y(x) =

1

1 + x
+ C exp

(
−1

x

)
.

i��� �1�.��, �� ����� �����1 �"�����!��� $��������� �������!%
 ������ �& � ����!, ���#�� ���1�. ����� �����3���� ! �1�#��� ������,
�� ���& �!��� �� � ��)���4 ��� !� � !"43�� $��������� g�� � ���� %
��!�� x = 1 ! ���"#����� ��)�����

k���� �) �� �� ���1��0����$� ��)���� $��������� g�� ��0� 1� �
!���� ����.��,  � �� / � "�!�����, !��13� $�!���, ���� �$���"���� +�
�0� ! ��"#� �� �� �$���"���� � ! �!�� "�� a� ����������� j<Rb / �
�!�� "�� ��$" 1� � �#��� ���0�� "� ����� � a��# �b ��!��)���� 1��%
����.���

��#����� ��� ������ ���� � " _&���cr����� � �" �� �"�����!%
��� ������3�$��� ��� a��b ��� x = −1� _ � �����#���� .�#, �� ���




�

��)��� ���$��� �����1��� 5���) ��  �0� ������.�!� ��� ������ �%
��� /���� �!��� � τc�� �� a��� d
eb�

2����� .���" x → −x ! "�!����� a�qb, . �� ! ���"#����� "�!�����
������ .���" y(x) → y(x)/x� i�$� ���"#�� ���$"����"4 .�#" ��)�
y(0) = 0 ��� "�!�����

x2 y′+ y = x, y(x) = exp

(
1

x

) (
C + Ei

(
1,

1

x

))
=

∞∑
n=1

(−1)n−1 (n− 1)! xn. a�sb

(� !�1���  �"4 ����" .���� "�!����� ��� ������ ���� ����$�
/���� , �� ���& !� ��#� �� ��� ��)���� ���$"������ .�# �)�� ��%
 ����� � ����� ������� ����#������� ����������� � ��� �� ���1����
���� �o 1��� �� � ��� A = X2.D + E � ��!� #� � r = X.e� +����&
������ ���!�� � ���� A � !�� �� r ��� � �� �"0��,  � �� ����� !��%
��� �$���#����� ��)���� .�#� a�sb ���� �#����� .�#���� y(0) = 0
a ��� C = 0 ! a�sbb� � ��."��  � ��� �.������ �& ����������� N = 10 �
N = 20 ���"#��

δ − y(1) ≈ 4.1543 · 10−10, δ − y(1) ≈ 5.3640 · 10−14.

���"#���� �������! ������ � ���������� ���1��0���& {y(1)} ���
N = 1, 2, . . . ����� �� � δ !���� 1�� ��, �� !�� 0� ���������, #�� �������%
! ������ � �������3�� ���1�& K(δ, N)� g���� �����#���� ����� ���1�

δ =
1

2+

∞
K
n=2

−(n− 1)2

2n
,

�� ��� ��� !� � !"� ��$������& ���c����������� ��� a�sb, pN =
P [N,N ](y(x))|x=1, ����� �� � δ ����$� ���������� +������,

δ − p10 ≈ 3.657 · 10−5, δ − p20 ≈ 2.181 · 10−7.

���!���� �! ������ �"�����!��� ��� �#��� �������� a� �#��� �����b
�����3���� $��������� �������! ������ �&� *���� ��� ����

γ = −
∞∑
n=1

L(n, 1)

n
, δ =

∞∑
n=1

L(n− 1, 1)

n
, a�vb

$�� L(n, x) c / � �������� 5$����
� ���& �. / �� ����! �� !�!��� a1�. �����1��$� ���. ���� !b ! d�-e �

����3�4 ��� +�4 ��� ���!�& ��� ! a�vb ���"#� �� �. �.��0���� lnx

�� �������� 5$����




�

�����	����� $� ,����� (28) �������
�

�	�
�
�������	�(� ���� tM>@=KAE9 8GG:GAEC =9>>Bu, # � �!��� �� � �%
�� ��& ��� ���& ��� �1� � � $���������� ������ '���� ���!��,
����� ! j<R ���!���4 �� ��� !�!�� ����"�, �� ��� ����"�� a! ����%
����b ���!������ !�"#�"4�

*���� ��� ����.!���3�� �"�����

u(x) = −
∞∑
n=1

L(n, 1) xn

n
, v(x) =

∞∑
n=1

L(n− 1, 1) xn

n
, a�hb

���

u(x) =
1

4
x2+

2

9
x3+

5

32
x4+

7

75
x5+O(x6), v(x) = x−1

6
x3−1

6
x4−1

8
x5+O(x6).

i�$� ��0�� ���!��� �, # � u(x) � v(x) "��!�� !���4 "�!������

x (x− 1)2 u′′(x) + (1− 2 x+ 2 x2) u′(x) = x, (1− x)2 v′′(x) + x v′(x) = 0, a	-b

� �#������ "���!����, ������������� � �������� �.��0������ u(x) �
v(x)� _ � "�!����� �� �$���"���� '����

u(x) = γ + ln(x) + Ei

(
1,

x

1− x

)
, v(x) = e

(
Ei(1, 1)− Ei

(
1,

1

1− x

))
, a	�b

� �"� ����"� u(1) = γ � v(1) = δ� ^�i���

2"�����!��� ����! a�vb � ����3�4 � ��� ��� "����� ���& �������%
� � a���, �������, d��eb, ��%!������", ��!�.��0��� ^ �1� / � "!��� �, �1�%
.�#�� #� �#��� �"��� ����! a�vb �� u(n) � v(n) ��� !� � !����� ����%
."��� �.!�� ��� ���"���� ��� ��� ��)����� ��� ��������! 5$���, ��%
�"#�� u(1) = 0, u(2) = 1/4, u(3) = 17/36 �

n2 u(n) = (3n2−4n+2) u(n−1)−(n−1) (3n−4) u(n−2)+(n−1) (n−2) u(n−3),

  �0� v(1) = 1, v(2) = 1, v(3) = 5/6 �

(n−1)n v(n) = (n−1) (3n−4) v(n−1)−(3n−4) (n−2) v(n−2)+(n−2)2 v(n−3).

+ ��$� � ���.�� $����� #� �#��� �"�� u(n) � v(n) �� n = 200�
'. ��$� � !����, # � / � �"��� ��������"4 � �������� "����)43�&��
���� "��& � "!���#�!43���� ��������� i��� ���� �� ��$" �"�����%
! ��� �1�#���� ����� !���




�

��� 
� !"� ����#$ %��#�%�&" �'�� u(n) ����(�� � v(n) �����(���

� ����� ��"#� �� "0� ����"�����!�� ���� a�vb, ����."��� �!���
!���� ���"#����� ��)���&� g����, �� 1��� � ��#���, �� �$���"���� �
g�� ��� $��������� �"����& �!��� ��, !��13� $�!���, ������ �!�������
�����  �$�, �!��� ����"�� �� �4 ���������� ���1��0���&� ��/ ��"
�������� �) �� �� ����������� ��)���&�

(� "0� �������� �� �����!�� �$��� � ��)����  ��� "�!����&�
��!����� a	-b ��)4 ��  �#��  � 0�� � ��."��  � ��� �.������ �& �%
���������� N = 10 � N = 20 ���"#�� ��� γo

γ − u(1) ≈ 1.1167 · 10−5, γ − u(1) ≈ −1.2006 · 10−7,

  �0� ��� δo

δ − v(1) ≈ −2.8034 · 10−8, δ − v(1) ≈ 2.9407 · 10−13.

i��� �1�.��, �� � $��������� �������! ������ � ��� γ � δ !�$���� 
��# � ���� �#�� a��� a�vbb, �� !�� "�!����& a	-b,   �0� ��."��  � �%
���������� �� ��)���& a	�b �!��� ���� !"4 , # � ���� �  γ ���� 1����
���0�"4 ������" ! ���� ���� t$���������u ������� + / � 0� "�.�!%
�  � �� , # � ��� ���������� ���1��0���& ���� � � δ �"3�� !"4 
����&��� ����� ! ���$� ������,  ��� γ ��� # �  �����  �� ��$� a���
d��eb�

� .��4#���� .�� ��, # � �)� �� ��� �1�134 ��  �0� � ��"$��
��� ��� �� �$������� ��������!, �������, � �������� ^�1�)�!� ��%
������� $��.�� "��1��� ��� #�������$� ��)���� $��������� g��, ��� � �%
�������$� ��)���� ������&��� "�!����&,   �0� ��� ��)���� �.��� %
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