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Краснов М.М., Ладонкина М.Е., Неклюдова О.А., Тишкин В.Ф. 

О влиянии выбора численного потока на решение задач с ударными 

волнами разрывным методом Галеркина 
В работе проведено сравнение различных численных потоков при расчете 

течений с наличием ударных волн схемами первого порядка и РМГ второго 

порядка на задачах из перечня Керка, а именно: Задаче Керка и ее 

модификациях, дифракции ударной волны на 90-градусном угле, задаче о 

двойном маховском отражении. Показано, что использование в расчетах 

численных потоков HLLC и Годунова чаще, чем при использовании других 

численных потоков, приводит к возникновению неустойчивости, потока 

Русанова-Лакса-Фридрихса – к высокой диссипации схемы. Наиболее 

универсальными при проведении производственных расчетов являются 

гибридные численные потоки, позволяющие подавить развитие 

неустойчивостей и сохранить точность метода. 

Ключевые слова: гиперзвуковая газовая динамика, численные потоки, 

разрывный метод Галеркина 

 

 

Mikhail Mikhailovich Krasnov, Marina Eugenievna Ladonkina, Olga 

Alexandrovna Nekliudova, Vladimir Fedorovich Tishkin 

On the influence of the choice of the numerical flow on the solution of problems 

with shock waves by the discontinuous Galerkin method 

The paper compares various numerical flows in the calculation of flows with the 

presence of shock waves by first-order schemes and second-order DG method on 

tasks from the Quirk’s list, namely: the Quirk problem and its modifications, shock 

wave diffraction at a 90 degree angle, the problem of double Mach reflection. It is 

shown that the use of HLLC and Godunov’s numerical flows in calculations can lead 

to instability, the Rusanov-Lax-Friedrichs flow leads to high dissipation of the 

calculation. The most versatile in carrying out production calculations are hybrid 

numerical flows, which allow suppressing the development of instabilities and 

maintaining the accuracy of the method. 

Key words: hypersonic gas dynamics, numerical flux, discontinuous Galerkin 

method 
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Введение 
При численном решении задач математической физики для получения 

численного решения, полностью соответствующего точному физическому 

решению, помимо необходимости использования качественной расчетной сетки 

и надежного высокоточного численного метода, крайне важно быть уверенным, 

что численный метод полностью соответствует решаемой задачи.  

Известно, что при использовании разностных схем Годуновского типа 

в некоторых задачах, содержащих ударные волны, возникает развитие 

неустойчивости типа "карбункул" [3,4]. Условия появления данного вида 

неустойчивости – это высокие числа Рейнольдса и низко диссипативный 

численный поток. В работе [9] замечено, что при таких условиях могут 

возникать и другие типы неустойчивостей. 

Большое количество работ посвящено изучению возникновения 

неустойчивости типа «карбункула», влияющую на профиль фронта ударной 

волны [10-17].  Одной из установленных причин возникновения данного типа 

неустойчивости являются используемые численные потоки. Как известно, 

наиболее подвержены возникновению этой неустойчивости потоки, 

обладающие низкой диссипацией, а использование высоко диссипативных 

потоков позволяет избежать возникновения «карбункул»-неустойчивости. По 

этой причине было предпринято несколько попыток разработки новых методов, 

подавляющих развития неустойчивостей, при этом обеспечивающих низкую 

диссипацию [18-21]. 

Данная работа направлена на исследование подверженности ударно-

волновой неустойчивости конкретных численных потоков, реализованных в 

программном комплексе РАМЕГ3D [8]. Данный тип неустойчивости 

проверяется на тестовых задачах из перечня Керка [9]. Мы следовали 

постановкам, данным в работе [10]. В данной работе исследуются численные 

схемы первого порядка и схемы РМГ второго порядка с численными потоками 

Годунова [22], HLLC [2], Русанова-Лакса-Фридрихса [6,7] и гибридными 

потоками [1], используемые нами в расчетах. 

Численные потоки, соответствующие системе 

уравнений Эйлера 
Рассмотрим уравнения Эйлера в двумерном случае: 

 ( ) ,0t     U F U  (1) 

где U – вектор консервативных переменных и F(U) – компоненты потоковых 

функций, для определения давления будем использовать уравнение состояния 

идеального газа.  

Приближенное решение системы (1) в разрывном методе Галеркина 

ищется как решение следующей системы [23]: 
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Формула (2) выписана на сеточном элементе jT , поэтому в коэффициентах и 

базисных функциях опущен индекc j.  ( , )h tU x   вектор решения, n  – вектор 

внешней единичной нормали к границе элемента jT , +( , , )F h h


h U U n  – 

потоковые функции, вычисленные на границе элемента jT . Величины, 

обозначенные через h


U , вычисляются на границе jT  элемента jT  по 

значениям внутри элемента jT , в то время как величины, обозначенные через

+
hU , вычисляются на границе jT  по значениям в соседней к данному элементу 

jT  ячейке. 

 

Для обеспечения монотонности решения, полученного данным методом, 

используются SLOP лимитер [24] или лимитер Кокбурна [23]. 

 

В уравнении (2) + )( , ,F h h
h U U n  – численная потоковая функция, зависящая 

от значений приближенного решения по обе стороны границы элемента и от 

направления единичного вектора нормали n , являющаяся монотонной и для 

которой выполнено условие согласования: 

  ( , t) ( , t), ( ( , t)),h h hFh U x U x n F U x . (3) 

В наших работах, при численном моделировании с использованием 

программного комплекса РАМЕГ3D, наиболее часто используются численный 

поток Годунова, основанный на численном решении задачи Римана, численный 

поток HLLC и поток Русанова–Лакса–Фридрихса (RLF), гибридные потоки 

[1, 21].  

Известно, что поток RLF (4) обладает более высокой диссипацией по 

сравнению с численными потоками Годунова и HLLC и обеспечивает наиболее 

устойчивую работу программного комплекса, однако его применение может 

сказываться на точности получаемого решения, понижая ее.  

 
        
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1
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Здесь используется обозначение, введенное выше, c
 скорость звука 

вычисленная на границе jT  элемента jT  по значениям внутри элемента jT ,  c

 скорость звука, вычисленная на границе jT  по значениям в соседней к 

данному элементу jT  ячейке, v скорость. 

В работе [1] построен гибридный численный поток, основная идея 

которого была предложена в работе [21]. Данный поток представляет собой 

линейную комбинацию одного из потоков (HLLC либо потока Годунова) и 

устойчивого потока Русанова-Лакса-Фридрихса (RLF). 

Направление скачка скорости определяет нормаль к ударной волне: когда 

граница ячейки совпадает с фронтом ударной волны, используется поток 

Годунова (
GodunovF ), а когда граница раздела перпендикулярна ударной волне, 

применяется поток Русанова-Лакса-Фридрихса (
RLFF ). Таким образом, 

увеличивается диссипация в направлении, совпадающем с ударной волной, и 

устраняется неустойчивость.  

 ˆ (1 )HLLC RLF   F F F  (5) 

 ˆ (1 )Godunov RLF   F F F  (6) 

 

2 2 2

u n
, u ,

u

1, u ,

x y zun vn wn

u v w






      
   

      


 

 (7) 

где    малая константа, чтобы избежать деления на ноль (например 610  ), 

n  нормаль к границе ячейки, а  R R Ru= - , - , - L L Lu u v v w w   скачок вектора 

скорости через границу. Параметр θ вычисляется из нормали к границе ячейки 

и скачка скорости через поверхность границы ячейки.  

 Иной подход к построению гибридного потока заключается в добавлении 

диссипативного члена в областях, где это необходимо. 

Для его построения перейдем в локальную систему координат с ортом 

 1 2, ,n τ τ , где n   вектор внешней нормали к поверхности, через которую 

считается поток, 1 2,τ τ   любые единичные ортогональные друг другу  вектора, 

лежащие на этой поверхности. Вектора U и F  в этой системе координат 

(обозначенные индексом *) будут иметь вид  

       

          
1 2

*

1 1

*

τ τ

, , , , ,

( ) , , , ,( ) .

T

n

E

u p u u E p

   

   



  

U u,n u,τ u,τ

F U u,n u,n u,n u,n u,n
 (8) 

С целью получения нового потока, обладающего большей диссипацией, 

чем поток Годунова (HLLC), и меньшей диссипацией, чем поток RLF, выберем 

некоторую скорость W в исходной системе координат и перейдем в 

инерциальную систему отсчета, движущуюся с этой скоростью.  
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Обозначим Wmax максимальную скорость и Wmin – минимальную 

скорость (с учетом знака) волн, выработавшихся при распаде произвольного 

разрыва в случае использования потока Годунова (или при использовании 

потока HLLC). Заметим, что если W будет больше, чем Wmax, то значения 

газодинамических величин будут совпадать с U+ и, после пересчета в исходную 

систему координат, этот поток будет равен соответственно для использования 

потока Годунова и потока HLLC 

 

  * * *ˆ Godunov W  F F U U ,
 

 * * *ˆ HLLC W  F F U U .
 

 

 

Соответственно, если –W будет меньше Wmin, то значения 

газодинамических величин будут совпадать с U– и, после пересчета в исходную 

систему координат, этот поток будет равен  

 

  * * *ˆ Godunov W  F F U U ,
 

 * * *ˆ HLLC W  F F U U .
 

 

 
Взяв полусумму этих потоков, получим поток RLF. Если W=0, то 

соответственно получаются потоки Годунова (или HLLC).  

Таким образом, если  0<W<W*
max, где  *

max max minW , WW max  мы 

получаем новый поток, средний между потоком Годунова (HLLC) и потоком 

RLF и обладающего большей диссипацией, чем поток Годунова (HLLC) и 

меньшей диссипацией, чем поток RLF. Такого типа поток рассматривался в 

работе [25]. 

Используемый гибридный поток может быть получен следующим 

образом. Рассмотрим инерциальную систему координат, движущуюся со 

скоростью W nотносительно исходной системы, и вычислим поток Годунова 

или HLLC, который затем пересчитаем в исходной системе координат. 

Полученное в результате значение обозначим через 
*

U . Аналогичную 

процедуру проведем со скоростью nW   и соответствующее значение 

обозначим 
*

U . Взяв полусумму таких потоков, приходим к формулам: 

 

    * * * * * *

ˆ
2 2

Godunov Godunov

W

    
 

F U F U U U
F , (9) 

    * * * * * *

ˆ
2 2

HLLC HLLC

W

    
 

F U F U U U
F , (10) 

  * *, u , uW W W max c c    , (11) 
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
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 (12) 

 

где 
*W  – максимум модулей собственных значений матрицы 

*

*

( )



F U

U
, θ – 

параметр [21]. 

 
Рис. 1.  Зависимость W от M при вычислении параметра θ в формуле (12) 

Тестовые расчеты 
В целях тестирования различных численных потоков, используемых в 

программном комплексе РАМЕГ3D, проведено исследование на серии 

тестовых двумерных задач, подробно описанных в работах, посвященных 

исследованию карбункул-неустойчивости [9,10].  

Далее будем использовать следующие обозначения для схем первого 

порядка: P0God c потоком Годунова, P0HLLC c потоком HLLC, P0RLF с 

потоком Русанова-Лакса-Фридрихса, P0Hyb1 с гибридным потоком 1 типа, 

P0Hyb2 с гибридным потоком 2 типа с параметром (12), P0HybT с гибридным 

потоком 2 типа с параметром (7), для DGсхем с линейными базисными 

функциями: P1God, P1HLLC, P1RLF, P1Hyb1, P1Hyb2, P1HybT соответственно. 

GD1A1 – разрывный метод Галеркина с линейными полиномами и функцией 

лимитирования Кокбурна с параметром лимитирования, равным единице.  

Задача 1. Тестовая задача Керка 

В тестовой задаче Керка рассчитывается ударная волна, 

распространяющаяся вдоль прямоугольного канала. Расчетная область  

[0, 800]x[0, 20] в плоскости xy покрывается регулярной сеткой, состоящей из 

квадратных ячеек  с шагом hx =hy =1. Неустойчивость плоской ударной волны 

инициируется малым возмущением одной горизонтальной центральной линии 
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сетки:   , , 1
inew

i jmid i jmidy y    , где i,j – сеточные индексы, в продольных и 

поперечных сечениях, jmid=10,  =10-6. Начальное состояние газа в расчетной 

области: плотность, давление, скорость – заданы    0 0 0 0, , , 1,1,0,0х yp u u  . На  

верхней и нижней границах сетки задано  условие непротекания. Слева при x=0 

задается условие втекающего потока с параметрами  , , ,х yp u u , которые 

определяются числом Маха 6sM  и показателем адиабаты 1,4  . 
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где 
s su M – скорость распространения ударной волны по неподвижному 

газу.  

Возникающая неустойчивость в этой задаче четко определяется 

визуально при расчете схемой P0God (рис. 2). На этом же рисунке приведены 

результаты расчетов для схем P0RL, P0Hyb. На графиках, полученных по 

остальным схемам, степень отклонения решения от одномерного потока по 

изолиниям не определяется.  Следуя работе [10], степень отклонения решения 

от одномерного потока будем определять по формулам  
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,
1

1
max ,

J

i j i i i j
i j

jJ
    


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Рис. 2. Задача 1. Изолинии плотности с 1.5 до 5.5 с шагом 0.16  

На рисунке 3 показаны величины  0 sх , где 
sх – расстояние, пройденное 

ударной волной,  ,s s s sх u t u M   для схем первого и второго порядка с 

различными численными потоками на одной задаче Керка 1 с числом Маха 

6sM  . 

 

Рис. 3. Задача 1. Зависимость  0 sх  в схемах P0 и P1 c численными потоками 

типа Годунова, HLLC, Русанова-Лакса-Фридрихса, Гибридным 1 типа, 

Гибридным 2 типа  
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Расчеты, выполненные схемами P0God и P0HLLC, соответственно P1God и 

P1HLLC, практически совпадают и показывают наибольшую динамику роста 

возмущений. Наименьшее отклонение от одномерно потока показали схемы как 

первого, так и второго порядка с гибридным численным потоком типа 2P0Hyb2, 

P1Hyb2, P0RLF, P0Hyb. Для схем второго порядка P1God и P1HLLC 

наибольшее отклонение наблюдается около момента прохождения ударной 

волной точки 
sх =500, на графиках с изолиниями это отклонение не 

определяется.  

Задача 2. Модификация 1 задачи Керка 

Расчетная область отличается от области в задаче 1 увеличением размера 

области по направлению y: [0, 800]x[0, 50]. Сетка остается регулярной, 

состоящей из квадратных ячеек  (hx =hy =1). В отличие от задачи 1, меняется 

способ инициирования неустойчивостей ударной волны: добавляется 

возмущенная вертикальная граница  0, 0, 2 1new

i j i j jx x RND   , где i=i0=10 – 

сеточные индексы в поперечном сечении,  
jRND  – случайные числа, 

генерируемые в интервале [0, 1] с использованием встроенного генератора 

случайных чисел языка C++,  =10-4. На верхней и нижней границах области 

поставлено условие периодического течения.  

 
 

Рис. 4. Задача 2. Зависимость  0 sх  в схемах P0 и P1 с численными потоками 

типа Годунова, HLLC, Русанова-Лакса-Фридрихса, Гибридным 1типа, 

Гибридным 2 типа.  
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Задача 3. Модификация 2 задачи Керка: отраженная ударная волна 

Расчетная область отличается от расчетной области в предыдущей задаче 2 

граничными условиями. На левой границе x=0 задано условие непроницаемой 

стенки, на правой границе x=800 – втекающий поток с параметрами

 , , ,х yp u u   из первой задачи. 

 
 

Рис. 5. Задача 3. Зависимость  0 sх  в схемах P0 и P1 c численными потоками 

типа Годунова, HLLC, Русанова-Лакса-Фридрихса, Гибридным 1 типа, 

Гибридным 2 типа.  

Результаты задач 1-3 полностью согласуются между собой. Обратим 

внимание, что если сравнивать между собой схемы первого порядка, то можно 

увидеть, что наибольшее отклонение наблюдается при использовании потока 

Годунова, HLLС, т.е. потоков, обладающих низкой диссипацией. Поток 

Русанова-Лакса-Фридрихса показывает наименьшее отклонение, что является 

закономерным вследствие высокой диссипативности потока. Такие же 

результаты наблюдаются при использовании гибридного потока типа 2. Для 
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схем второго порядка картина меняется: практически все схемы показали 

высокую вероятность возникновения неустойчивостей вследствие более 

высокого порядка точности схемы. Также наиболее подвержены 

возникновению неустойчивости схемы с численными потоками Годунова, 

HLLC и гибридный поток 1 типа. Так же как и в случае использования схем 

первого порядка, схемы P1RLF и P1Hyb2 менее подвержены возникновению 

неустойчивостей. 

Задача 4. Задача о двойном маховском отражении 

Расчетная область в плоскости xy представляет собой прямоугольник  

[0, 1.5]×[0, 1], отсеченный прямой y = (x  0.075) tg(30°); она покрывается 

регулярной сеткой с количеством ячеек J×I = 800×800. Начальное состояние 

идеального газа c  = 1.4 в расчетной области следующее: (, p,ux, uy,) = (1, 1/, 

0, 0). На левой границе области заданы граничные условия свободно 

втекающего потока с параметрами, соответствующими числу Маха 5,5sM  . 

На правой границе x = 1,5, нижней y = (x  0.075) tg(30°) и верхней  

y = 1 границах области задано условие непротекания. Задача рассчитывается до 

момента времени t = 0.18. 

На рисунках 6-9 представлены результаты расчетов данной задачи с 

различными численными потоками. При расчетах схемами первого порядка при 

использовании потоков Годунова и HLLC возникает неустойчивость, 

деформирующая фронты ударных и отраженных волн, при использовании 

потока RLF и гибридных потоков возникновения неустойчивостей 

не наблюдается. Кроме того, можно отметить более четкие профили ударных и 

отраженных волн во всех случаях, кроме расчета с использованием потока RLF. 

При расчетах DG1A1 можно отметить возникновение неустойчивости при 

использовании схемы P1God. Это можно объяснить использованием в схеме 

жесткого лимитера Кокбурна [23] с параметром лимитирования, равным 

единице, использование которого понижает порядок схемы до первого [26-28].  

При расчетах схемой P1RLF (рис.7) можно также отметить неустойчивое 

поведение решения в виде возникновения мелких осцилляций, сохраняющееся 

при измельчении шага по пространству.  Нам этот факт не до конца понятен, 

возможно, это связано с повышением порядка схемы за счет линейных 

полиномов. В работе Родионова [5] также отмечается возможность 

возникновения такого рода неустойчивости при использовании численных схем 

порядка точности выше первого. Именно поэтому при расчете схемой P1Hyb2, 

где в качестве одного из потоков используется поток RLF, также можно 

заметить возникновение осцилляций решения. 
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Рис. 6. Задача 4. Изолинии плотности от  2 до 12 с шагом 0.5. а – P0God  

на сетке 800*800,  б – P0God на сетке 1600*1600, в – P0God на сетке 3200*3200, 

г – P1God на сетке 800*800 
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Рис. 7. Задача 4. Изолинии плотности от  2 до 12 с шагом 0.5. а – P0RLF  

на сетке 800*800,  г – P1RLF на сетке 800*800, д – P1RLF на сетке 1600*1600,  

е – P1RLF на сетке 3200*3200. 
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Рис. 8. Задача 4. Изолинии плотности от  2 до 12 с шагом 0.5.  

а – P0Hyb2 на сетке 800*800, б – P0Hyb2 на сетке 1600*1600,  

в – P0Hyb2 на сетке 3200*3200,  г – P1Hyb2 на сетке 800*800,  

д – P1Hyb2 на сетке 1600*1600, е – P1Hyb2 на сетке 3200*3200 
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а б 

Рис. 9. Задача 4. Изолинии плотности от  2 до 12 с шагом 0.5.  

а – P0Hyb на сетке 800*800, б – P1Hyb на сетке 800*800 

Задача 5.  Дифракция ударной волны на 90-градусном угле 

Еще одной задачей из работы Керка является расчет дифракции ударной 

волны на 90-градусном угле. Расчетная область [0, 1]×[0, 1] в плоскости xy 

покрывается регулярной сеткой с J×I = 600×600; начальное состояние газа ( = 

1.4) в расчетной области следующее (, p,ux, uy,) = (1, 1/, 0, 0). В верхней y= 1, 

нижней y= 0, правой x=1частях границы задается условие непротекания. На 

левой границе x=0: в нижней части левой границы (y < 0.5) задается 

непроницаемая стенка, в  верхней части (y > 0.5) задается втекающий поток с 

параметрами, соответствующий ударно-волновому числу Маха MS = 5.09. 

Задача рассчитывается до момента времени t = 0.8 / MS . 

 

  
а б 
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Рис. 10. Задача 5. Изолинии плотности от 0.2 до 5.2 с шагом 0.2 

при использовании численного потока Годунова на сетке 1/600.  

В результате расчетов данной задачи по схемам Годунова (рис. 10а) на 

ударной волне, где плоская ударная волна выровнена по сетке, образуется 

неустойчивость, что согласуется с результатами расчетов многих авторов. Но 

при измельчении шага по времени в два раза эта неустойчивость пропадает 

(рис. 10б). При расчетах по  P1God  (два нижних рисунка 10в, 10г), причем при 

использовании лимитеров с различной степенью лимитирования такой 

неустойчивости не наблюдается.  

Повторив эту серию расчетов на сетке в два раза мельче по каждому 

направлению, наблюдаем неустойчивость, описанную в литературе многими 

авторами [4,5,9-13].  

  
a б 

Рис. 11. Задача 5. Изолинии плотности от 0.2 до 5.2 с шагом 0.2 

прииспользовании численного потока Годунова на сетке 1/1200.  
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Рис. 12. Задача 5. Изолинии плотности от 0.2 до 5.2 с шагом 0.2 при расчетах 

схемами P1RLF, P1Hyb, P1Hyb2.  

При расчетах схемами как первого, так и второго порядка P0RLF, P0Hyb, 

P0Hyb2 (на рисунках не приведены), P1RLF, P1Hyb, P1Hyb2 с различными 

вариантами определения параметра θ возникновения неустойчивости не 

наблюдалось. На рис. 12 видно, что при расчетах P1Hyb, P1HybT дает более 

четкие фронты ударных волн и более точную картину течения, чем при 

использовании P1RLF. 

Полученные результаты 
В работе проведено исследование различных численных потоков при 

моделировании течений с наличием ударных волн. Результаты расчетов на 
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серии тестовых задач из перечня Керка согласуются с результатами других 

авторов. Использование в расчетах численного потока Годунова или HLLC 

может привести к возникновению неустойчивости, потока Русанова-Лакса-

Фридрихса – к высокой диссипации схемы и понижению точности расчета. 

Показано, что применение гибридных потоков позволяет подавить развитие 

неустойчивости, деформирующей профили волн, и сохранить точность метода. 
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