
ИПМ им.М.В.Келдыша РАН  •  Электронная библиотека

Препринты ИПМ  •  Препринт № 99 за 2022 г.

ISSN 2071-2898 (Print)
ISSN 2071-2901 (Online)

В.А. Глазатов, В.Ж. Сакбаев

О купмановском
представлении

гамильтоновых потоков в
бесконечномерных

пространствах с
инвариантной мерой

Статья доступна по лицензии
Creative Commons Attribution 4.0 International

Рекомендуемая форма библиографической ссылки:   Глазатов В.А., Сакбаев В.Ж. О
купмановском представлении гамильтоновых потоков в бесконечномерных пространствах с
инвариантной мерой // Препринты ИПМ им.  М.В.Келдыша. 2022. №   99. 15  с.
https://doi.org/10.20948/prepr-2022-99
https://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2022-99

https://keldysh.ru/
https://keldysh.ru/
https://library.keldysh.ru/
https://library.keldysh.ru/preprints/
https://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2022-99
https://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=9519
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
https://doi.org/10.20948/prepr-2022-99
https://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2022-99


Îðäåíà Ëåíèíà
ÈÍÑÒÈÒÓÒ ÏÐÈÊËÀÄÍÎÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

èìåíè Ì.Â. Êåëäûøà
Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê

Â.À. Ãëàçàòîâ, Â.Æ. Ñàêáàåâ

Î êóïìàíîâñêîì ïðåäñòàâëåíèè ãàìèëüòîíîâûõ
ïîòîêîâ â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ

ñ èíâàðèàíòíîé ìåðîé

Ìîñêâà � 2022



Ãëàçàòîâ Â.À., Ñàêáàåâ Â.Æ.

Î êóïìàíîâñêîì ïðåäñòàâëåíèè ãàìèëüòîíîâûõ ïîòîêîâ â
áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ èíâàðèàíòíîé ìåðîé

Èññëåäóþòñÿ ãàìèëüòîíîâû ïîòîêè â íàäåëåííîì ñèìïëåêòè÷åñêîé
ñòðóêòóðîé âåùåñòâåííîì ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.
Èññëåäîâàíû ìåðû íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî
ïîòîêîâ âïîëíå èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì è ïîçâîëÿþùèå
îïèñûâàòü ãàìèëüòîíîâû ïîòîêè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïîñðåäñòâîì
óíèòàðíûõ ãðóïï â ïðîñòðàíñòâå êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ ïî èíâàðèàíòíîé
ìåðå ôóíêöèé. Îïèñûâàþòñÿ ñâîéñòâà êóïìàíîâñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íà
ïðèìåðå ãàìèëüòîíèàíà ñ÷åòíîãî íàáîðà íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ãàðìîíè÷åñêèõ
îñöèëëÿòîðîâ. Ïðîâîäèòñÿ ñïåêòðàëüíûé àíàëèç ãåíåðàòîðà òàêîãî
ãàìèëüòîíèàíà, ïîçâîëÿþùèé îïðåäåëèòü èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
ñèëüíîé íåïðåðûâíîñòè êóïìàíîâñêîé óíèòàðíîé ãðóïïû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà : òðàíñëÿöèîííî-èíâàðèàíòíàÿ ìåðà, òåîðåìà À.Âåéëÿ,
ãàìèëüòîíîâ ïîòîê, êóïìàíîâñêîå ïðåäñòàâëåíèå, ãåíåðàòîð êóïìàíîâñêîé
ãðóïïû

Glazatov V.A., Sakbaev V.Zh.

On the Koopman representation of Hamiltonian �ows in in�nite-
dimensional spaces with
invariant measure

We study Hamiltonian �ows in a real separable Hilbert space endowed with a
symplectic structure. Measures on a Hilbert space that are invariant with respect
to �ows of completely integrable Hamiltonian systems and allow one to describe
Hamiltonian �ows in a phase space in terms of unitary groups in the space of
functions squarely integrable with respect to an invariant measure are studied. The
properties of the Koopman representation are described using the example of the
Hamiltonian of a countable set of noninteracting harmonic oscillators. A spectral
analysis of the generator of Koopman group for such a Hamiltonian is carried out.
An invariant subspace of strong continuity of Koopman unitary group is described
in terms of spectrum of the generator.

Keywords : translation-invariant measure, A. Weyl theorem, Hamiltonian �ow,
Koopman representation, Koopman group generator
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1. Ââåäåíèå
Ñîãëàñíî òåîðåìå À.Âåéëÿ, íå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîìåðíîãî âàðèàíòà

ìåðû Ëåáåãà, â ñâÿçè ñ ÷åì âñòàåò âîïðîñ î íåîáõîäèìîñòè ïîñòðîåíèÿ
àíàëîãè÷íîé êîíñòðóêöèè, ïóñòü è ñ ïîòåðåé íåêîòîðûõ ñâîéñòâ èñõîäíîé ìåðû.

Òåîðåìà À. Âåéëÿ. Åñëè òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà G íå ÿâëÿåòñÿ
ëîêàëüíî êîìïàêòíîé, òî íå ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîé σ-àääèòèâíîé σ-
êîíå÷íîé ëîêàëüíî êîíå÷íîé áîðåëåâñêîé ëåâî-èíâàðèàíòíîé ìåðû íà ãðóïïå
G.

Ïîñòðîåíèå àíàëîãîâ ìåðû Ëåáåãà íà áåñêîíå÷íîìåðíûõ ëîêàëüíî
âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâàõ òðåáóåòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîöåäóðû êâàíòîâàíèÿ
áåñêîíå÷íîìåðíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì (â ÷àñòíîñòè, âòîðè÷íîãî
êâàíòîâàíèÿ), äëÿ çàäà÷ ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè, äëÿ èçó÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ
óíèòàðíûõ ãðóïï è äèíàìèêè îòêðûòûõ êâàíòîâûõ ñèñòåì.

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïðîäîëæàåò ðàáîòó, íà÷àòóþ â [1], ãäå áûëà ïîñòàâëåíà
çàäà÷à ïî èññëåäîâàíèþ ìåð íà áåñêîíå÷íîìåðíîì ñèìïëåêòè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ñèìïëåêòîìîðôèçìîâ. Â
[1], äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòà, áûëè îñëàáëåíû îãðàíè÷åíèÿ, íàêëàäûâàåìûå
òåîðåìîé À.Âåéëÿ, áëàãîäàðÿ ÷åìó è áûëà ïîëó÷åíà èñêîìàÿ ìåðà -
ðàñøèðåííàÿ òðàíñëÿöèîííî èíâàðèàíòíàÿ ìåðà èç ðàáîò [2, 3] äî ìåðû,
èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû ãðóïïû ñèìïëåêòîìîðôèçìîâ
åâêëèäîâà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, îñòàâëÿþùèõ èíâàðèàíòíûìè äâóìåðíûå
ñèìïëåêòè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Òàêàÿ ìåðà áûëà
íàçâàíà ñèìïëåêòè÷åñêîé ìåðîé.

Ñóùåñòâóþò è äðóãèå êîíñòðóêöèè, íå ÿâëÿþùèåñÿ ëèáî ñ÷åòíî-
àääèòèâíûìè, ëèáî ñèãìà-êîíå÷íûìè, ëèáî ÿâëÿþùèåñÿ îáîáùåííûìè
(ÿâëÿþùèåñÿ ëèíåéíûìè ôóíêöèîíàëàìè íà ïðîñòðàíñòâå ïðîáíûõ ôóíêöèé,
íî íå ôóíêöèÿìè ìíîæåñòâà). Â [4] áûëà èññëåäîâàíà èíâàðèàíòíàÿ
îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ ìåðà íà ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, íå
ÿâëÿþùàÿñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íîé è σ-êîíå÷íîé. Â [2] ïîñòðîåíà êîíå÷íî-
àääèòèâíàÿ ìåðà íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî
ñäâèãîâ è îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Â [5] áûëè ïðåäëîæåíû îáîáùåííûå
ìåðû Ëåáåãà íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïîëó÷åííûå ïðîäîëæåíèåì
òðàíñëÿöèîííî èíâàðèàíòíîé ìåðû äî èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî âñåõ
îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì èíâàðèàíòíîñòè
îòíîñèòåëüíî âñåõ èçîìåòðè÷åñêèõ ñèìïëåêòîìîðôèçìîâ åâêëèäîâà ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà. Íî íè îäíà èç ýòèõ ìåð íå èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî
ãàìèëüòîíîâûõ ïîòîêîâ, äîïóñêàþùèõ ñæàòèÿ è ðàñòÿæåíèÿ ïî áåñêîíå÷íîìó
íàáîðó íàïðàâëåíèé â åâêëèäîâîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ââåäåííûõ â [1].

Ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ñèìïëåêòè÷åñêîé ìåðû âêëþ÷àåò ñäâèãè íà ëþáîé
âåêòîð, ïîðîæäàåìûé ïðîèçâîëüíûì ëèíåéíûì óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà
ïîòîê, íåøðåäèíãåðîâû ëèíåéíûå è íåêîòîðûå íåëèíåéíûå ãàìèëüòîíîâû
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ïîòîêè [6].
Â äàííîé ñòàòüå áóäåò èñïîëüçîâàí ïîäõîä, ïðèâåäåííûé â [1], ñ ïîìîùüþ

êîòîðîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà, äîïóñêàþùèå îñîáåííîñòè (ñì.
[7]), ìîæíî îïèñàòü ïîñðåäñòâîì ôàçîâîãî ïîòîêà â ðàñøèðåííîì ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå è ñîîòâåòñòâóþùåé êóïìàíîâñêîìó ïðåäñòàâëåíèþ óíèòàðíîé
ãðóïïû. Áëàãîäàðÿ ýòîìó áóäåò èññëåäîâàí ãåíåðàòîð êóïìàíîâñêîé ãðóïïû íà
ïðèìåðå ãàìèëüòîíèàíà ñ÷åòíîãî íàáîðà íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ãàðìîíè÷åñêèõ
îñöèëëÿòîðîâ.

2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ
Îïðåäåëåíèå. Ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé íà âåùåñòâåííîì

ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå E íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííàÿ
çàìêíóòàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ 2-ôîðìà íà ïðîñòðàíñòâå E. Åñëè
ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå E èíâàðèàíòíà
îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ, òî îíà çàäàåòñÿ íåâûðîæäåííîé êîñîñèììåòðè÷åñêîé
áèëèíåéíîé ôîðìîé ω íà ïðîñòðàíñòâå E (ïðè ýòîì ãèëüáåðòîâî
ïðîñòðàíñòâî E îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñî ñâîèì ñîïðÿæåííûì). Àññîöèèðîâàííûé
ñ áèëèíåéíîé ôîðìîé ω ëèíåéíûé îïåðàòîð J ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì
êîñîñèììåòðè÷åñêèì îïåðàòîðîì (ñì. [8, 9]).

Îïðåäåëåíèå. Ïîñòîÿííàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ω íà
âåùåñòâåííîì ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå E íàçûâàåòñÿ
åñòåñòâåííîé, åñëè â ïðîñòðàíñòâå E ñóùåñòâóåò òàêîé îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ {gk} ≡ G, ÷òî ω(g2k−1, gj) = δj,2k, k, j ∈ N, δj,i � ñèìâîë Êðîíåêêåðà.

Îïðåäåëåíèå. Åñòåñòâåííàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ω îïðåäåëÿåò
ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà E â ïðÿìóþ ñóììó äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ Q ⊕
P , îðòîíîðìèðîâàííûìè áàçèñàìè â êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî
îðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû ej = g2j−1, j ∈ N è fk = g2k, k ∈ N. Òîãäà

ω(ej, ei) = 0, ω(fi, fj) = 0 ∀ i, j ∈ N; ω(ej, fk) = δjk, j, k ∈ N (0.1)

(ñì. [5]). Â ýòîì ñëó÷àå áàçèñ {gi, i ∈ N} = {ej, fk; j, k ∈ N}
íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà E, ñîîòâåòñòâóþùèì
ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìå ω.

Îïðåäåëåíèå. Ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé íàçûâàåòñÿ òðîéêà (E,J, h),
ãäå (E,J) � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñ ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, h :
E2 → R � îïðåäåëåííàÿ è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî Ãàòî
íà âåêòîðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå E2 ïðîñòðàíñòâà E ôóíêöèÿ, íàçûâàåìàÿ
ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ h : E1 → R íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé
îòíîñèòåëüíî ïëîòíî âëîæåííîãî â ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâà E ãèëüáåðòîâà
ïîäïðîñòðàíñòâà E2 ⊂ E1 â òî÷êå z0 ∈ E2, åñëè ñóùåñòâóåò âåêòîð h′(z0) ∈ E,
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òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî z ∈ E2 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî h(z0 + z) − h(z0) −
(h′(z0), z)E = o(∥z∥E), z → 0. Ôóíêöèÿ H : E1 → R íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìîé îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà E2 ⊂ E1, åñëè
lim

∥z∥E2
→0

∥h′(z0 + z)− h′(z0)∥E = 0 äëÿ ëþáîãî z0 ∈ E2.

Íàïðèìåð, åñëè ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà h îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

h(x) =
∞∑
k=1

λkx
2
k, (0.2)

ãäå {λk} ∈ RN è xk = (x, ek), k ∈ N, {ek} � íåêîòîðûé ÎÍÁ â ïðîñòðàíñòâå E,

òî òîãäà E1 = {x ∈ E :
∞∑
k=1

|λk|x2k <∞}, E2 = {x ∈ E :
∞∑
k=1

|λk|2x2k <∞}.

Îïðåäåëåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç I òàêîé èçîìîðôèçì ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà Q íà ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî P , ÷òî I(ej) = fj, j ∈ N.
Åñòåñòâåííàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà ω íà ïðîñòðàíñòâå E ñ ñèìïëåêòè÷åñêèì
áàçèñîì {ej, fk; j ∈ N, k ∈ N} ìîæåò áûòü çàäàíà êàê êâàäðàòè÷íàÿ
ôîðìà êîñîñèììåòðè÷åñêîãî ñèìïëåêòè÷åñêîãî îïåðàòîðà J, çàäàâàåìîãî
ðàâåíñòâàìè J(ej) = −fj, J(fk) = ek, j ∈ N, k ∈ N. Ïðè ýòîì
Q è P íàçûâàþòñÿ êîíôèãóðàöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì è ïðîñòðàíñòâîì
èìïóëüñîâ ñîîòâåòñòâåííî, è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî P ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííûì
ê Q ïðîñòðàíñòâîì (ñì. [6, 8, 5]). Óðàâíåíèe z′(t) = J(h′(z(t))), t ∈ ∆,
îòíîñèòåëüíî îïðåäåëåííîé íà âåùåñòâåííîì ïðîìåæóòêå ∆ è ïðèíèìàþùåé
çíà÷åíèÿ â ïðîñòðàíñòâå E2 ôóíêöèè z : ∆ → E2 íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
Ãàìèëüòîíà äëÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (E,J, h) ([6, 8]). Ëèíåéíîå óðàâíåíèå
Øðåäèíãåðà ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Ãàìèëüòîíà íåêîòîðîé ãàìèëüòîíîâîé
ñèñòåìû ñ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà; ðîëü ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà
çäåñü èãðàåò îâåùåñòâëåíèå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà êâàíòîâîé ñèñòåìû ([6]).

Îïðåäåëåíèå. Ïëîòíî îïðåäåëåííîå âåêòîðíîå ïîëå v : E2 → E
íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà h :
E1 → R, ÷òî v(z) = JDh(z), z ∈ E2. Çäåñü ôóíêöèÿ h äèôôåðåíöèðóåìà
íà ïëîòíî âëîæåííîì â ïðîñòðàíñòâî E ïîäïðîñòðàíñòâå E2 ⊂ E1, Dh
� äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè h, J � ëèíåéíûé îïåðàòîð, àññîöèèðîâàííûé ñ
áèëèíåéíîé ôîðìîé ω â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå E.

Îïðåäåëåíèå. Îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Φt, t ∈ R, íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà E2 íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì
ãàìèëüòîíîâûì ïîòîêîì â ïðîñòðàíñòâå E2, ïîðîæäåííûì ãàìèëüòîíîâûì
âåêòîðíûì ïîëåì v : E2 → E, åñëè d

dtΦt(q, p) = v(Φt(q, p)), (q, p) ∈ E2. Åñëè
ãàìèëüòîíîâ ïîòîê â ïðîñòðàíñòâå E2 äîïóñêàåò åäèíñòâåííîå ïðîäîëæåíèå ïî
íåïðåðûâíîñòè ñ ïðîñòðàíñòâà E2 íà ïðîñòðàíñòâî E, òî òàêîå ïðîäîëæåíèå
ïîòîêà íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ãàìèëüòîíîâûì ïîòîêîì â ïðîñòðàíñòâå E,
ïîðîæäåííûì ãàìèëüòîíîâûì âåêòîðíûì ïîëåì v (ãàìèëüòîíèàíîì h). Òàêîå
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ïðîäîëæåíèå ãëàäêîãî ãàìèëüòîíîâà ïîòîêà äî îáîáùåííîãî ñóùåñòâóåò, åñëè
ãëàäêèé ïîòîê íå óâåëè÷èâàåò íîðìó âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà E, ÷òî ðåàëèçóåòñÿ
â ñëó÷àå ïîòîêà, ïîðîæäàåìîãî ñâÿçàííîé ñ ëèíåéíûì óðàâíåíèåìØðåäèíãåðà
ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé.

3. Ñèìïëåêòè÷åñêèå ìåðû

Â [1] îïðåäåëåíû ìåðû íà âåùåñòâåííîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
E = Q ⊕ P ñ ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìîé J, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî
ãàìèëüòîíîâûõ ïîòîêîâ, ñîõðàíÿþùèõ ñòàíäàðòíóþ ñèìïëåêòè÷åñêóþ
ñòðóêòóðó (E,J). Ïóñòü G = E

⋃
F � ñèìïëåêòè÷åñêèé áàçèñ ñèìïëåêòè÷åñêîé

ôîðìû ω (ñì. (0.1)).
Îïðåäåëåíèå 1. [1] Ìíîæåñòâî Π ⊂ E íàçûâåòñÿ àáñîëþòíî èçìåðèìûì

ñèìïëåêòè÷åñêèì áðóñîì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå E, åñëè ñóùåñòâóåò
ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà ω íà ïðîñòðàíñòâå E, èìåþùàÿ ñèìïëåêòè÷åñêèé
áàçèñ {ej, fk, j ∈ N, k ∈ N} ïðîñòðàíñòâà E, è òàêàÿ, ÷òî ìíîæåñòâî Π
âûðàæàåòñÿ ðàâåíñòâîì

Π = {z ∈ E : ((z, ei), (z, fi)) ∈ Bi, i ∈ N}, (0.3)

ãäå Bi � èçìåðèìûå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâà â ïëîñêîñòè R2, òàêèå, ÷òî

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
∞∑
j=1

max{ln(λ2(Bj)), 0} < +∞ (çäåñü λ2 � ìåðà Ëåáåãà

íà R2).
Ìíîæåñòâî âñåõ àáñîëþòíî èçìåðèìûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ áðóñîâ â

ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå E îáîçíà÷èì ñèìâîëîì K(E) è îïðåäåëèì
ôóíêöèþ ìíîæåñòâà λ : K(E) → [0,+∞), çàäàâàåìóþ ðàâåíñòâîì

λ(Π) =
∞∏
j=1

λ2(Bj) = exp(
∞∑
j=1

ln(λ2(Bj)))

ïðè óñëîâèè, ÷òî Π ̸= ⊘; â ñëó÷àå Π = ⊘ ïîëîæèì λ(Π) = 0.
Çàìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåíèè 1 äëÿ êàæäîãî ñèìïëåêòè÷åñêîãî áðóñà

ñèìïëåêòè÷åñêèé áàçèñ ìîæåò áûòü ñâîé. Ôèêñèðîâàâ ñèìïëåêòè÷åñêèé áàçèñ
G = E

⋃
F , îáîçíà÷èì ÷åðåç KE ,F(E) ≡ KG(E) ìíîæåñòâî âñåõ àáñîëþòíî

èçìåðèìûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ áðóñîâ, èìåþùèõ âèä (0.3) â çàäàííîì áàçèñå
E
⋃

F . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè A,B ∈ KE ,F(E) äëÿ íåêîòîðîãî ÎÍÁ E
⋃

F ,
òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå A

⋂
B ∈ KE ,F(E); ÷òî êëàññ ìíîæåñòâ KE ,F(E)

èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ñäâèãà íà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà E
è ÷òî ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà λ : K(E) → [0,+∞) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî
ñäâèãà. Ìíîæåñòâî Π ∈ KE ,F(E) èç (0.3) áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì ×∞

j=1Bj.
Ëåììà 3.1. [1] Ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà λ : KE ,F(E) → [0,+∞) ÿâëÿåòñÿ
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àääèòèâíîé.

Ëåììà 3.2 [1]. Êëàññ Λ ìíîæåñòâ âèäà A = Π\(
n⋃

i=1

Πi), ãäå n ∈ N0,

Π,Π1, ...,Πn ∈ KE ,F , ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëüöîì.
Ñëåäñòâèå 3.3 [1]. Êëàññ ìíîæåñòâ rE ,F , ñîñòîÿùèé èç êîíå÷íûõ

îáúåäèíåíèé ìíîæåñòâ èç ïîëóêîëüöà Λ, ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì êîëüöîì,
ñîäåðæàùèì êëàññ ìíîæåñòâ KE ,F .

Ëåììà 3.4 [1]. Ïóñòü Π, Q ∈ KE ,F(E) è Q ⊂ Π. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
ϵ > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå N ∈ N, ÷òî Π ⊃ QN ⊃ Q, λ(QN) − λ(Q) < ϵ è
ñóùåñòâóþò ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèå áðóñû Π1, ...,Πm ∈
KE ,F(E), òàêèå, ÷òî Π\QN =

m⋃
j=1

Πj.

Ëåììà 3.5 [1]. Ïóñòü Π, Q ∈ KE ,F(E) è Q ⊂ Π. Òîãäà
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Πk} ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ

ñèìïëåêòè÷åñêèõ áðóñîâ èç êëàññà KE ,F(E), ÷òî Π\Q =
∞⋃
k=1

Πk è λ(Π) =

λ(Q) +
∞∑
k=1

λ(Πk).

Òåîðåìà 3.6. [1] Àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà λ : KE ,F(E) →
[0,+∞) èìååò åäèíñòâåííîå àääèòèâíîå ïðîäîëæåíèå íà ïîëóêîëüöî Λ.

Ïîïîëíåíèåì ìåðû λ : Λ → [0,+∞) ÿâëÿåòñÿ ïîëíàÿ ìåðà λE ,F : RE ,F →
[0,+∞). Êîëüöî RE ,F îïðåäåëÿåòñÿ ïî êîëüöó Λ êàê ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ,
íà êîòîðûõ ñîâïàäàþò çíà÷åíèÿ âíåøíåé è âíóòðåííåé ìåðû, ïîñòðîåííûå ïî
ìåðå λ.

Ïðîñòðàíñòâî H = L2(E,RE ,F , λE ,F ,C) ñòðîèòñÿ ïî ìåðå λE ,F :
RE ,F → [0,+∞) ñòàíäàðòíûì îáðàçîì êàê ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà êëàññîâ
ýêâèâàëåíòíîñòè ïðîñòûõ ôóíêöèé ïî åâêëèäîâîé íîðìå.

Ïîñòðîåííàÿ âûøå ìåðà λE ,F îïðåäåëåíà íà ïðîñòðàíñòâå l2, ïîðîæäàåìîì
âûáîðîì áàçèñà E ,F â ïðîñòðàíñòâå E. Ìåðó, çàäàâàåìóþ àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè ñ÷åòíîé ñîâîêóïíîñòè äâóìåðíûõ èçìåðèìûõ
ìíîæåñòâ, ìîæíî îïðåäåëèòü òàêæå è íà áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ lp, p ∈
[1,+∞], è íà òîïîëîãè÷åñêîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå RN âåùåñòâåííîçíà÷íûõ
÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ òîïîëîãèåé ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè.

4. Ãàìèëüòîíîâà ñòðóêòóðà Øð¼äèíãåðîâîé

äèíàìèêè
Ïóñòü H � êîìïëåêñíîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, E �

âåùåñòâåííîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü ω � îäíîðîäíàÿ
ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà íà ïðîñòðàíñòâå E, G = E

⋃
F � ñîîòâåòñòâóþùèé

ñèìïëåêòè÷åñêèé áàçèñ è J � îïåðàòîð, àññîöèèðîâàííûé ñ ôîðìîé ω (ñì. (0.1)).
Áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå R : H → E íàçûâàåòñÿ îâåùåñòâëåíèåì
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êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà H, åñëè (ñì. [6]) â ïðîñòðàíñòâå H ñóùåñòâóåò
òàêîé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ H = {ψk}, ÷òî îòîáðàæåíèå çàäàåòñÿ

ðàâåíñòâîì R(u) = q+p äëÿ ëþáîãî âåêòîðà u ∈ H, ãäå q =
∞∑
j=1

ejRe(ψj, u) ∈ Q

è p =
∞∑
j=1

fjIm(ψj, u) ∈ P .

Îòîáðàæåíèå C = (R)−1 : E → H íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñèôèêàöèåé
âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà E.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå R îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè
îòíîñèòåëüíî ëèíåéíûõ îïåðàöèé â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå H:

R(ax) = aR(x), ∀ a ∈ R, x ∈ H;

R(ix) = JR(x), ∀ x ∈ H; (0.4)

R(x+ y) = R(x) +R(y) ∀ x, y ∈ H.

Òîãäà â ñèëó áèåêòèâíîñòè îïåðàòîðà R è óñëîâèÿ CRx = x ∀ x ∈ H
ïîëó÷èì, ÷òî

C(az) = aCz ∀ a ∈ R, z ∈ E;

C(Jz) = iC(z) ∀ z ∈ E; (0.5)

C(z1 + z2) = C(z1) +C(z2) ∀ z1, z2 ∈ E.

Ëèíåéíûé îïåðàòîð U â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå H èíäóöèðóåò
ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ R îïåðàòîð UR â âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå E
ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: UR(z) = UR(q, p) = RUR−1(z), z ∈ E. Òîãäà äëÿ
ëþáûõ α ∈ R è z ∈ E âûïîëíÿåòñÿ ðàâåñòâî UR(αz) = αUR(z), à äëÿ
ëþáûõ z1, z2 ∈ E âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî UR(z1 + z2) = UR(z1) + UR(z2).
Èç îïðåäåëåíèÿ îâåùåñòâëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî (Ru,Ru)E = (u, u)H ∀ u ∈ H.
Òîãäà èç áèåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ R ñëåäóåò, ÷òî (Cz,Cz)H = (z, z)E
äëÿ ëþáîãî z ∈ E. Åñëè u1, u2 ∈ H, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì
îâåùåñòâëåíèÿ R íàéäåòñÿ òàêîé ÎÍÁ H, ÷òî R(uj) = qj + pj, j =
1, 2; ñëåäîâàòåëüíî, (Ru1,Ru2)E = (q1, q2)Q + (p1, p2)P , â òî âðåìÿ êàê

(u1, u2)H =
∞∑
k=1

(u1, gk)(gk, u2) = (q1, q2)Q + (p1, p2)P + i[(q1, Ip2)Q − (q2, Ip1)Q] =

(R(u1),R(u2))E + i(R(u1),JR(u2))E. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ u1, u2 ∈ H
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(R(u1),R(u2))E = (u1, u2)H − i(R(u1),JR(u2))E = Re(u1, u2)H . (11)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáûõ z1, z2 ∈ E âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(z1, z2)E = (Cz1,Cz2)H − i(z1,Jz2)E = Re(Cz1,Cz2)H . (12)
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Òåîðåìà 4.1. [6] Ïðåîáðàçîâàíèå U : H → H ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíûì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå V = C−1UC
ïðîñòðàíñòâà E îáëàäàåò ñëåäóþùèìè äâóìÿ ñâîéñòâàìè:

1) ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà E;
2) ñîõðàíÿåò ëèíåéíóþ ñèìïëåêòè÷åñêóþ ôîðìó ω íà ïðîñòðàííñòâå E.
Ëèíåéíûé îïåðàòîð A â âåùåñòâåííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E

èíäóöèðóåò â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå H îïåðàòîð AC = CAR, äåéñòâóþùèé
ïî ïðàâèëó AC = CAR.

Òåîðåìà 4.2. [6] Îòîáðàæåíèå U → UR îñóùåñòâëÿåò èçîìîðôèçì
àëãåáðû îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ B(H), äåéñòâóþùèõ
â êîìïëåêñíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, íà ïîäàëãåáðó J-
êîììóòèðóþùèõ îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ BJ(E) àëãåáðû
îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ B(E), äåéñòâóþùèõ â âåùåñòâåííîì
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå E.

Çàìåòèì, ÷òî íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå E ìîãóò áûòü çàäàíû è äðóãèå
ñèìïëåêòè÷åñêèå ôîðìû � çàìêíóòûå íåâûðîæäåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå 2-
ôîðìû íà ïðîñòðàíñòâå E. Âûáîð ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìû ωJ îïðåäåëÿåò
òî îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà E, êîòîðîå
ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíîìó îïåðàòîðó óìíîæåíèÿ íà ìíèìóþ åäèíèöó â
óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå H. Ïîñòðîåííàÿ íàìè ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ìåðà çàâèñèò
îò âûáîðà ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìû J. Ìåðà áóäåò èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî
J-èíâàðèàíòíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ïîòîêîâ eitA, äëÿ êîòîðûõ îïåðàòîð A â
íåêîòîðîì êàíîíè÷åñêîì áàçèñå ôîðìû ωJ ñîñòîèò èç äâóìåðíûõ áëîêîâ.
Ïðèìåðîì òàêîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ìîæåò ñëóæèòü ñ÷åòíàÿ ñèñòåìà
ãèïåðáîëè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ.

5. Èíâàðèàíòíîñòü ñèìïëåêòè÷åñêîé ìåðû

îòíîñèòåëüíî ãàìèëüòîîâûõ ïîòîêîâ
Ïóñòü h : E → R � íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà

íà åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E. Ñèììåòðè÷íàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ íà
E, ïîðîæäåííàÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé h, îáëàäàåò êàíîíè÷åñêèì áàçèñîì
G, â êîòîðîì êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà èìååò äèàãîíàëüíûé âèä. Ïðåäïîëîæèì
òàêæå, ÷òî áàçèñ G ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì áàçèñîì äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé
ôîðìû J íà ïðîñòðàíñòâå E. Â áàçèñå G ôîðìà J óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó
J(g2k−1, g2k) = −J(g2k, g2k−1) = 1 è J(gl, gm) = 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
Îïðåäåëèì îðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû E , F â ïîäïðîñòðàíñòâàõ P,Q òàêèì
îáðàçîì, ÷òî G = E

⋃
F è g2k−1 = ek, g2k = fk, k ∈ N.

Ñ÷åòíàÿ ñèñòåìà íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ãàðìîíè÷åñêèõ
îñöèëëÿòîðîâ.

Ëåììà 5.1 [1]. Ïóñòü G � êàíîíè÷åñêèé áàçèñ, â êîòîðîì
ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà ω èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä (0.1). Ïóñòü
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êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ h èìååò â áàçèñå G äèàãîíàëüíûé âèä

h =
∞∑
k=1

λk(p
2
k + q2k), D(h) = E1 = {(q, p) ∈ E :

∞∑
k=1

|λk|(p2k + q2k) < +∞}, (0.6)

ãäå {λk} : N → R.
Òîãäà ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå v = J∇h îïðåäåëåíî íà

ïðîñòðàíñòâå

E2 = {(q, p) ∈ E :
∞∑
k=1

λ2k(q
2
k + p2k) < +∞},

è çàäàåò íà ïðîñòðàíñòâå E2 ãëàäêèé ãàìèëüòîíîâ ïîòîê Φt, t ∈ R,
äîïóñêàþùèé åäèíñòâåííîå ïðîäîëæåíèå ïî íåïðåðûâíîñòè äî ãàìèëüòîíîâà
ïîòîêà íà ïðîñòðàíñòâå E. Ïðè ýòîì ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ìåðà λω
èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ãàìèëüòîíîâà ïîòîêà Φt, t ∈ R, íà
ïðîñòðàíñòâå E.

Äèíàìèêà ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.6) îïèñûâàåòñÿ ñ÷åòíîé ñèñòåìîé
ÎÄÓ

q′k = h′pk = ωkpk; p
′
k = −h′qk = −ωkqk, k ∈ N. (0.7)

Cèñòåìà óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà (0.7) îáëàäàåò ïåðâûì èíòåãðàëîì h(u) =
(u,Hu), u ∈ E1 = D(H), ãäå H � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â âåùåñòâåííîì
ïðîñòðàíñòâå E, êàæäîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λk êîòîðîãî îòâå÷àåò
äâóìåðíîå ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî span(ek, fk). Â êàæäîì èç ñîáñòâåííûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ Ek = span(ek, fk) îïðåäåëåí äâóìåðíûé ãàìèëüòîíîâ ïîòîê
Φt,k, t ∈ R îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâ Ek, ïîðîæäàåìûõ
äâóìåðíûì êâàäðàòè÷íûì ãàìèëüòîíèàíîì hk = λk(q

2
k + p2k). Ïîýòîìó

îïðåäåëåíà òàêàÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Φt, t ∈ R, îðòîãîíàëüíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà E, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâà Ek ïðèâîäÿò îïåðàòîðû
ãðóïïû Φt.

Òàê êàê [H,J] = 0, òî ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà
ÿâëÿåòñÿ è êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ h(2)(u) = (u,H2u), u ∈ E2 = D(H2).
Ïîýòîìó ïîäïðîñòðàíñòâà E1, E2 èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâ
ãàìèëüòîíîâà ïîòîêà Φt, t ∈ R. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóæåíèå (Φt)|E2

, t ∈ R,
ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ãàìèëüòîíîâûì ïîòîêîì â ïðîñòðàíñòâå E2, íà êîòîðîì
îïðåäåëåíî âåêòîðíîå ïîëå v. Ïðè ýòîì ïîòîê Φt, t ∈ R, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
åäèíñòâåííîé ïðîäîëæåíèå ïî íåïðåðûâíîñòè ãëàäêîãî ãàìèëüòîíîâà ïîòîêà â
ïðîñòðàíñòâå E2.

Åñëè ìíîæåñòâî A ∈ KE ,F , òî Φt(A) ∈ KE ,F è λG(Φt(A)) = λG(A) ïðè
âñåõ t ∈ R (çäåñü è äàëåå G = E

⋃
F). Çíà÷èò, êîëüöî RE ,F èíâàðèàíòíî

îòíîñèòåëüíî ïîòîêà Φt, t ∈ R è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî λG ◦Φt = λG, t ∈ R.
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□
Ïîòîê Φt, t ∈ R, çàäàâàåìûé êâàäðàòè÷íûì ãàìèëüòîíèàíîì èç ëåììû

4.1, îïðåäåëÿåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó

UΦt
u(x) = u(Φ−t(x)), x ∈ E, u ∈ S(E,RG,C), t ∈ R,

ëèíåéíûõ èçîìåòðèé ïðîñòðàíñòâà ïðîñòûõ ôóíêöèé S(E,RG,C) íà ñåáÿ.
Çàäàííàÿ íà ïëîòíîì â ïðîñòðàíñòâå HG ëèíåéíîì ïîäïðîñòðàíñòâå
S(E,RG,C) ãðóïïà èçîìåòðèé UΦt

, t ∈ R, åäèíñòâåííûì îáðàçîì
ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè äî óíèòàðíîé ãðóïïû â ïðîñòðàíñòâå HG,
äåéñòâóþùåé ïî ïðàâèëó

UΦt
u(x) = u(Φ−t(x)), t ∈ R, u ∈ HE ,F , x ∈ E, (0.8)

è íàçûâàåìîé êóïìàíîâñêèì ïðåäñòàâëåíèåì ãàìèëüòîíîâà ïîòîêà Φ.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ñ ãàìèëüòîíèàíîì H ñ ïðîñòûì

äèñêðåòíûì ñïåêòðîì {ωk}, ëåæàùèì íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè.
Ïîðîæäàåìàÿ â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå H óíèòàðíàÿ ãðóïïà exp(−itH), t ∈
R, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ãàìèëüòîíîâ ïîòîê ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû
c êàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà (0.6) â îâåùåñòâëåíèè E ãèëüáåðòîâà
ïðîñòðàíñòâà H, íàäåëåíîì ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé J. Ïðè ýòîì
qk = Re(u, ϕk), pk = Im(u, ϕk), k ∈ N, ãäå u � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ â óðàâíåíèè
Øðåäèíãåðà, {ϕk} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
ãàìèëüòîíèàíà H, à ôóíêöèÿ ãàìèëüòîíà çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

h(q, p) =
∑
k∈N

ωk(q
2
k + p2k) = (u,Hu)H , (q, p) ∈ E,

ãäå u =
∞∑
k=1

(qk + ipk)ϕk.

Óíèòàðíàÿ ãðóïïà e−itH, t ∈ R, ïðåäñòàâëÿåòñÿ îáîáùåííûì
ãàìèëüòîíîâûì ïîòîêîì â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå Q ⊕ P , çàäàâàåìîì
ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé (0.7). Ôàçîâûé ïîòîê, ïîðîæäåííûé
â ïðîñòðàíñòâå E ãàìèëüòîíèàíîì h, ñîõðàíÿåò ìåðó λE ,F , òàê æå êàê è
ðîòàöèîííî èíâàðèàíòíóþ ìåðó èç ðàáîòû [2] è îáîáùåííóþ ìåðó Ñìîëÿíîâà-
Øàìàðîâà [5].

Ñëåäñòâèå 5.2 [1]. Îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî UΦ(t), t ∈ R,
ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå HE ,F , äåéñòâóþùèõ ïî ïðàâèëó

UΦ(t)u(x) = u(Φ(t)x), t ∈ R, u ∈ HE ,F , x ∈ E, (0.9)

ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé óíèòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà HE ,F . Óíèòàðíàÿ
ãðóïïà (0.9) íàçûâàåòñÿ êóïìàíîâñêèì ïðåäñòàâëåíèåì ïîòîêà Φ.
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6. Ãåíåðàòîð êóïìàíîâñêîé ãðóïïû
Åñëè ãàìèëüòîíèàí h ïîòîêà Φ åñòü îâåùåñòâëåíèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

ïîëîæèòåëüíîãî îïåðàòîðàΛ â ïðîñòðàíñòâåH = R(E,Rϵ, λϵ,C) ñ äèñêðåòíûì
ñïåêòðîì {λk}, òî H � ýòî ãàìèëüòîíèàí ñ÷åòíîé ñèñòåìû ãàðìîíè÷åñêèõ
îñöèëëÿòîðîâ â ñèìïëåêòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (E,J):

H(q, p) =
1

2

∞∑
k=1

λk(p
2
k + q2k), (q, p) ∈ E1 = D(H).

Ãàìèëüòîíîâ ïîòîê Φ ñîõðàíÿåò äâóìåðíûå ñèìïëåêòè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà
Ek, k ∈ N, ïðîñòðàíñòâà E. Áîëåå òîãî, îí ñîõðàíÿåò ìåðó λF ,G.

Ëåììà 6.1. Êóïìàíîâñêàÿ ãðóïïà UΦ � ýòî óíèòàðíàÿ ãðóïïà â
ïðîñòðàíñòâå HF ,G, êîòîðàÿ ñèëüíî íåïðåðûâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
{λk} ∈ c0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî [10] (ñì. òàêæå [11]), ïðîñòðàíñòâî HF ,G
ïðåäñòàâèìî êàê òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå HF ,G = L2(R

2n) ⊗HFn,Gn. Çäåñü R2n

- ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ïåðâûõ 2n áàçèñíûõ âåêòîðîâ, à E2n - ýòî òå âåêòîðû, ó
êîòîðûõ ïåðâûå 2n êîîðäèíàò íóëåâûå; Fn,Gn � áàçèñíûå âåêòîðû ÎÍÁ F ,G,
ëåæàùèå â ïðîñòðàíñòâå E2n. Ïðè ýòîì ïðîñòðàíñòâî HFn,Gn ôóíêöèé íà E2n

ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåðû λFn,Gn òàê æå, êàê è ïðîñòðàíñòâî HF ,G ñòðîèòñÿ ñ
ïîìîùüþ ìåðû λF ,G.

Òàê êàê {λk} ∈ c0, òî ïðåîáðàçîâàíèå, ïîðîæäàåìîå ãàìèëüòîíèàíîì H,
ñîâåðøàåò ïîâîðîò ïî êîíå÷íîìó ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ, à ïî âñåì îñòàâøèìñÿ
ôàçîâûì ïåðåìåííûì ïðåîáðàçîâàíèå áóäåò òîæäåñòâåííûì. Òàêèì îáðàçîì,
åñëè λk = 0 ∀ k > n, òî UΦ = UΦ2n

⊗ I2n, ãäå UΦ � êóïìàíîâñêàÿ ãðóïïà
ñ÷åòíîé ñèñòåìû îñöèëëÿòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå HF ,G, UΦ2n

� êóïìàíîâñêàÿ
ãðóïïà ñèñòåìû n îñöèëëÿòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå L2(R2n), I2n � òîæäåñòâåííûé
îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå HEn,Fn. Êàê èçâåñòíî (è êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü),
êóïìàíîâñêàÿ ãðóïïà êîíå÷íîé ñèñòåìû èç n ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ
ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî íåïðåðûâíîé â ïðîñòðàíñòâå L2(R2n). Ïîýòîìó êóïìàíîâñêàÿ
ãðóïïà UΦ ñ÷åòíîé ñèñòåìû îñöèëëÿòîðîâ ñ ôèíèòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
÷àñòîò {λk}, äåéñòâóþùàÿ â ïðîñòðàíñòâå HF ,G, ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíîé è ñèëüíî
íåïðåðûâíîé.

Îáðàòíî, äîïóñòèì, ÷òî {λk} /∈ c0. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè,
ïðåäïîëîæèì, ÷òî {λk} ̸= 0 ∀ k. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî â êàæäîì
äâóìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå E(k) = span(fk, gk) ìû ñîâåðøàåì ïîâîðîò ñî

ñêîðîñòüþ λk. Â êàæäîé äâóìåðíîé ïëîñêîñòè E(k) âûáåðåì êðóã K ðàäèóñà
√
2√
π

ïëîùàäè è ðàçäåëèì åãî íà 2mk ïîñëåäîâàòåëüíî çàíóìåðîâàííûõ ñåêòîðîâ ñ
ïëîùàäüþ êàæäîãî 1

2mk
. Ñîñòàâèì ìíîæåñòâî èç ñåêòîðîâ c ÷åòíûìè íîìåðàìè

è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç Ak. Òîãäà λR2(Ak) = 1. Ïîëîæèì Π = A1 × A2 ×
.... Òîãäà Π ∈ KF ,G � ñèìïëåêòè÷åñêèé áðóñ è λF ,G(Π) = 1. Îòñóòñòâèå
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ñèëüíîé (è äàæå ñëàáîé) íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîð-ôóíêöèè UΦ(t), t ∈ R,
áóäåò óñòàíîâëåíî, åñëè ìû äîêàæåì îòñóòñòâèå íåïðåðûâíîñòè ó ñêàëÿðíîé
ôóíêöèè (UΦ(t)χΠ, χΠ)HF,G , t ∈ R.

Ôèêñèðóåì íåêîòîðîå δ ∈ (0, 13). Äëÿ êàæäîãî k ∈ N óñëîâèå
(UΦk

(t)χAk
, χAk

) ∈ [0, 1− δ) âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ t ∈ ∆n
k , ãäå

∆n
k = (

1

λk
(
1

3
2−mkπ + 2−mkπn),

1

λk
(
2

3
2−mkπ + 2−mkπn)), n ∈ Z.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {mk} ìîæíî ïîäîáðàòü òàê, ÷òîáû äëÿ êàæäîãî k ∈
N ïðè íåêîòîðîì nk ∈ N ïðîìåæóòîê ∆nk

k âõîäèë â èíòåðâàë (0, 1k) è
ñîäåðæàë áû ïðîìåæóòîê ∆

nk+1

k+1 õîòÿ áû ïðè îäíîì nk+1 ∈ N. Ïðè òàêîì
ïîäáîðå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {mk} â êàæäîé ïðàâîé ïîëóîêðåñòíîñòè íóëÿ
ñîäåðæàòñÿ òàêèå òî÷êè τ , ÷òî äëÿ áåñêîíå÷íîãî íàáîðà íîìåðîâ k ∈ N
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (UΦk

(t)χAk
, χAk

) ∈ [0, 1 − δ). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {τn}, ÷òî τn → +0 è (UΦ(τn)χΠ, χΠ)HF,G =
0 ∀ n ∈ N. Ñ ó÷åòîì (UΦ(0)χΠ, χΠ)HF,G = 1 ýòî îçíà÷àåò ðàçðûâ ôóíêöèè
(UΦ(t)χΠ, χΠ)HF,G , t ∈ R, â òî÷êå t = 0. □

Çàìå÷àíèå. Let u = χΠ
[− 1

2 ,
1
2 ]
. Òîãäà ôóíêöèÿ (UΦ(t)u, u)HF,G , t ∈ R,

íåïðåðûâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà {λk} ∈ l1.
Ïóñòü E � ÎÍÁ â ïðîñòðàíñòâå E. Ïóñòü L1(E) = {x ∈ E : {(x, ek)} ∈ l1}.
Ïóñòü L2,r(0,+∞) � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé

(0,+∞) → C, èíòåãðèðóåìûõ êâàäðàòè÷íî ñ âåñîì ω = 1
r . Ïóñòü (N →

Z)0 � ìíîæåñòâî ôèíèòíûõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñî çíà÷åíèÿìè â
ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë Z.

Òåîðåìà 6.2. Êóïìàíîâñêàÿ ãðóïïà UΦ èìååò èíâàðèàíòíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî HΦ ñèëüíîé íåïðåðûâíîñòè â ïðîñòðàíñòâå HF ,G.
Ãåíåðàòîð HΦ C0-ïîëóãðóïïû UΦ|HΦ

èìååò ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé λm1,...,mN

= m1λ1 + ...+mNλN , N ∈ N, m1, ...,mN ∈ Z.

Ker(HΦ − λm1,...,mN
I) ≡ Hm⃗ = span(

∞∏
k=1

vjk(rk)e
imkϕk), (0.10)

ãäå m⃗ ∈ (N → Z)0, {vj} ÎÍÁ â ïðîñòðàíñòâå L2,r([0,+∞)), {jk} : N → N.
Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî HΦ = ⊕m⃗Hm⃗ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì

ïîäïðîñòðàíñòâîì ñèëüíîé íåïðåðûâíîñòè ãðóïïû Êóïìàíà UΦ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

UΦ(t)(vjk(rk)e
imkϕk) = eitλkmkvjk(rk)e

imkϕk, t ∈ R.

Ñëåäîâàòåëüíî, ãåíåðàòîð HΦ C0-ïîëóãðóïïû UΦ èìååò ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λm1,...,mN

= m1λ1+ ...+mNλN , N ∈ N, m1, ...,mN ∈ Z,
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ïðè÷åì êàæäîìó èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λm⃗ ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íîìåðíîå
ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî (0.10). Åñëè m⃗ ̸= n⃗, òî ëåãêî ïðîâåðèòü,
÷òî ïîäïðîñòðàíñòâà Hm⃗ è Hn⃗ îðòîãîíàëüíû. Ïðè ýòîì åñëè λm⃗ = λn⃗,
òî ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λm⃗ îòâå÷àåò ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî Hm⃗ ⊕
Hn⃗. Êàæäîå ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî Hm⃗ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
îïåðàòîðîâ ãðóïïûUΦá ñóæåíèåUΦ|Hm⃗

ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî íåïðåðûâíîé ãðóïïîé
â ïðîñòðàíñòâå Hm⃗. Ïîýòîìó åñëè HΦ = ⊕m⃗Hm⃗, òî ïðîñòðàíñòâî HΦ

èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâ ãðóïïû UΦ è ñóæåíèå UΦ|HΦ
ÿâëÿåòñÿ

ñèëüíî íåïðåðûâíîé ãðóïïîé â ïðîñòðàíñòâå HΦ. □
Çàìå÷àíèå. Åñëè λk ∈ N ∀ k ∈ N, òî λm⃗ ∈ Z ∀ m⃗ ∈ (N → Z)0.
Çàìå÷àíèå. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λk} íå ÿâëÿåòñÿ ôèíèòíîé, òî

êóïìàíîâñêàÿ óíèòàðíàÿ ãðóïïà UΦ íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî íåïðåðûâíîé â öåëîì
ïðîñòðàíñòâåHF ,G. Íî îíà îáëàäàåò ïîäïðîñòðàíñòâîì ñèëüíîé íåïðåðûâíîñòè
HΦ, îïðåäåëÿåìîì ñïåêòðàëüíûìè ñâîéñòâàìè îïåðàòîðîâ ãðóïïû UΦ.

Àâòîðû âûðàæàþò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü È.Â. Âîëîâè÷ó çà èíòåðåñ è
âíèìàíèå ê ðàáîòå è ðÿä öåííûõ îáñóæäåíèé èññëåäóåìîé òåìàòèêè.

Áèáëèîãðàôè÷åñêèé ñïèñîê
1. Â.À. Ãëàçàòîâ, Â.Æ. Ñàêáàåâ. Ìåðû íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå,

èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ãàìèëüòîíîâûõ ïîòîêîâ // Óôèìñêèé
ìàò.æóðíàë. Ò. 14, � 2. Ñ. 3-22 (2022).

2. Â.Æ. Ñàêáàåâ. Óñðåäíåíèå ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé è ìåðû íà ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ñäâèãà. ÒÌÔ. T. 191. � 3. Ñ.
473-502 (2017).

3. Â.Ì. Áóñîâèêîâ. Ñâîéñòâà îäíîé êîíå÷íî-àääèòèâíîé ìåðû íà lp,
èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ // Òðóäû ÌÔÒÈ. Ò. 10, � 2. Ñ. 163-
172 (2018).

4. Ä.Â. Çàâàäñêèé. Àíàëîãè ìåðû Ëåáåãà â ïðîñòðàíñòâàõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è êëàññû èíòåãðèðóåìûõ ïî íèì ôóíêöèé //
Èòîãè íàóêè è òåõí. Ñåð. Ñîâðåì. ìàò. è åå ïðèë. Òåìàò. îáç., 151. C. 37-44
(2018).

5. Î.Ã. Ñìîëÿíîâ, Í.Í. Øàìàðîâ. Êâàíòîâàíèå ïî Øðåäèíãåðó
áåñêîíå÷íîìåðíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ íåêâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé
Ãàìèëüòîíà // Äîêëàäû ÐÀÍ. Ò. 492. Ñ. 65-69 (2020).

6. À.Þ. Õðåííèêîâ. Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ íà áåñêîíå÷íîìåðíîì
ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå è àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå êâàíòîâûõ
ñðåäíèõ ãàóññîâûìè ôóíêöèîíàëüíûìè èíòåãðàëàìè // Èçâ. ÐÀÍ. Ñåð.
Ìàò. Ò. 72, No 1. Ñ. 137-160 (2008).



15

7. Ñ.Í. Âëàñîâ, Â.È. Òàëàíîâ. Ðàñïðåäåëåííûé âîëíîâîé êîëëàïñ â ìîäåëè
íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà. / Â ñá. Íóëèíåéíûå âîëíû. Äèíàìèêà
è ýâîëþöèÿ. Ì.: Íàóêà. 1989.

8. Â.Â. Êîçëîâ, Î.Ã. Ñìîëÿíîâ. Ãàìèëüòîíîâ ïîäõîä ê âòîðè÷íîìó
êâàíòîâàíèþ // Äîêë. ÐÀÍ, 483:2 C. 138-142 (2018).

9. Î.Ã. Ñìîëÿíîâ, Í.Í. Øàìàðîâ. Ãàìèëüòîíîâû ìåðû Ôåéíìàíà, èíòåãðàë
Êîëìîãîðîâà è áåñêîíå÷íîìåðíûå ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû //
Äîêëàäû ÐÀÍ. Ò. 488:3. Ñ. 243-247 (2019).

10. Â.M. Áóñîâèêîâ, Â.Æ. Ñàêáàåâ Ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà ôóíêöèé íà
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ òðàíñëÿöèîííî èíâàðèàíòíîé ìåðîé è
àïïðîêñèìàöèè ïîëóãðóïï // Èçâ. ÐÀÍ. 2020. Òîì. 84. � 4. Ñ. 89�109.

11. V. M. Busovikov, V. Zh. Sakbaev. Invariant measures for Hamiltonian �ows
and di�usion in in�nitely dimensional phase spaces // Intern. J. of Mathem.
Phys. 2022. V. 37. No 20-21. 2243018 (15 pages).

Îãëàâëåíèå

1 Ââåäåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
2 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
3 Ñèìïëåêòè÷åñêèå ìåðû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
4 Ãàìèëüòîíîâà ñòðóêòóðà Øð¼äèíãåðîâîé äèíàìèêè . . . . . . . . 7
5 Èíâàðèàíòíîñòü ñèìïëåêòè÷åñêîé ìåðû îòíîñèòåëüíî

ãàìèëüòîîâûõ ïîòîêîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
6 Ãåíåðàòîð êóïìàíîâñêîé ãðóïïû . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
Ñïèñîê èñïîëüçóåìîé ëèòåðàòóðû. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14


	prep_2022_99_heading
	prep2022_99.pdf
	Введение
	Основные понятия
	Симплектические меры
	Гамильтонова структура Шрёдингеровой динамики
	Инвариантность симплектической меры относительно гамильтоовых потоков
	Генератор купмановской группы
	Список используемой литературы


	pbs@ARFix@1: 
	pbs@ARFix@2: 
	pbs@ARFix@3: 
	pbs@ARFix@4: 
	pbs@ARFix@5: 
	pbs@ARFix@6: 
	pbs@ARFix@7: 
	pbs@ARFix@8: 
	pbs@ARFix@9: 
	pbs@ARFix@10: 
	pbs@ARFix@11: 
	pbs@ARFix@12: 
	pbs@ARFix@13: 
	pbs@ARFix@14: 
	pbs@ARFix@15: 


