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КЛЕТОЧНЫЕ АВТОМАТЫ С ЛОКАТОРАМИ
КАК МОДЕЛЬ УСТРОЙСТВ С БЕСПРОВОДНОЙ СВЯЗЬЮ

Э.Э. ГАСАНОВ

(МОСКВА)

§ 1. Развитие автоматной модели

Автомат— это устройство, на вход которого поступает некоторая по-
следовательность символов из некоторого входного алфавита, а на выходе
получается, вообще говоря, другая последовательность символов из неко-
торого, возможно, другого выходного алфавита. Автомат функционирует
в дискретном времени, т. е. считается, что 𝑖-й элемент входной последо-
вательности поступает в 𝑖-й момент времени. В эти же моменты на выходе
автомата появляются выходные символы. Автомат обладает свойством де-
терминированности, т. е. значение выходного символа в 𝑖-й момент времени
зависит только от входных символов до 𝑖-го момента времени включительно
и не зависит от входных символов, которые поступят в последующие момен-
ты времени. Входные и выходные последовательности бывают как конечные,
так и бесконечные. В первом случае эти последовательности называют вход-
ными и выходными словами, а во втором—сверхсловами. При этом если
на вход автомата поступило слово (конечное) длины 𝑛, то на выходе обяза-
тельно получается слово той же длины 𝑛. Если выходной символ в 𝑖-й мо-
мент времени однозначно определяется по входному символу в 𝑖-й момент
времени, то говорят об автоматах без памяти, в противном случае говорят
об автоматах с памятью. Явление запоминания в автомате реализуется че-
рез понятие состояния автомата, т. е. считается, что автомат под влиянием
входных воздействий переходит в некоторое состояние, а выходной символ
зависит от состояния автомата и входного символа в текущий момент вре-
мени. Если у автомата конечное число состояний, то говорят о конечном
автомате, в противном случае—о бесконечном.

Поскольку любое цифровое устройство, любой чип и любая компью-
терная программа являются автоматами, то понятно, что теория автоматов
служит основой всего цифрового мира.

Перейдем к формальному определению понятия автомата.
Пусть 𝐴—некоторое конечное множество, называемое алфавитом.

Элементы множества 𝐴 будем называть буквами или символами.
Словом в алфавите 𝐴 будем называть конечную последовательность

элементов алфавита 𝐴. Количество элементов в последовательности будем
называть длиной слова. Длину слова 𝛼 будем обозначать |𝛼|.
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Слово длины 0 будем называть пустым и обозначать Ë.
Бесконечные последовательности букв алфавита 𝐴 будем называть

сверхсловами в алфавите 𝐴.
Если 𝛼—слово или сверхслово, 𝑛—натуральное число, не превыша-

ющее длины слова 𝛼, то 𝑛-ю букву слова или сверхслова 𝛼 будем обозна-
чать 𝛼(𝑛).

Через 𝑝𝑟𝑒𝑓(𝛼, 𝑛) будем обозначать префикс длины 𝑛 слова или сверх-
слова 𝛼, т. е. 𝑝𝑟𝑒𝑓(𝛼, 𝑛)=𝛼(1) . . .𝛼(𝑛), для префикса также будет использо-
ваться обозначение 𝛼]𝑛, где 𝑛—натуральное число, не превышающее длины
слова 𝛼.

Обозначим через 𝛼𝛽 конкатенацию слова 𝛼 и слова или сверхслова 𝛽,
т. е. слово или сверхслово, полученное присоединением к последовательно-
сти 𝛼 последовательности 𝛽 справа.

Обозначим 𝑎𝑛=𝑎 . . . 𝑎⏟  ⏞  
𝑛

, здесь 𝑎 может быть буквой алфавита 𝐴 или сло-

вом в алфавите 𝐴, 𝑛—натуральное. Обозначим 𝑎∞ сверхслово, состоящее
из периодически повторяемого слова 𝑎.

Если 𝛼 и 𝛽—слова, то запись 𝛼𝛽∞ будет обозначать сверхслово, в на-
чале которого идет слово 𝛼, а затем слово 𝛽 периодически повторяется
бесконечное число раз. При этом слово 𝛼 будем называть предпериодом
сверхслова 𝛼𝛽∞, а слово 𝛽— периодом сверхслова 𝛼𝛽∞.

Через 𝐴* будем обозначать множество всех слов в алфавите 𝐴. По опре-
делению будем считать, что пустое слово Ë принадлежит 𝐴*. Через 𝐴∞ бу-
дем обозначать множество всех сверхслов в алфавите 𝐴.

В формальном определении автомата участвуют 3 алфавита: 𝐴— ал-
фавит входных символов, 𝐵— алфавит выходных символов и 𝑄— ал-
фавит состояний.

Автомат определяет функцию, которая слова или сверхслова в алфа-
вите 𝐴 переводит в слова или сверхслова в алфавите 𝐵, причем эта функ-
ция детерминированная и слово длины 𝑛 переводит слово той же длины 𝑛.
Как мы уже отмечали, выходной символ автомата в момент времени 𝑡 зави-
сит от состояния автомата и входного символа в момент времени 𝑡, т. е. у ав-
томата имеется функция 𝜓 :𝑄×𝐴→𝐵, называемая функцией выходов. Так-
же у автомата имеется функция переходов 𝜙 :𝑄×𝐴→𝑄, которая по те-
кущим состоянию и входному символу определяет состояние в следующий
момент времени.

Следуя [15,16], определим, что конечный автомат—это пятерка:

𝑉 = (𝐴, 𝑄, 𝐵, 𝜙, 𝜓) ,

где 𝐴—входной конечный алфавит, 𝑄—конечное множество состояний,
𝐵—выходной конечный алфавит, 𝜙 : 𝑄 × 𝐴→ 𝑄—функция переходов,
𝜓 :𝑄×𝐴→𝐵—функция выходов.

Везде далее мы будем изучать только конечные автоматы, поэтому
часто будем использовать термин «автомат» вместо термина «конечный
автомат».

𝑉𝑞0
= (𝐴, 𝑄, 𝐵, 𝜙, 𝜓, 𝑞0)— инициальный автомат с начальным состоя-

нием 𝑞0. Будем также писать 𝑉 (𝑞0) для обозначения инициального авто-
мата 𝑉𝑞0

.
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Если на вход инициальному автомату 𝑉𝑞0
подается слово или сверхсло-

во 𝑥, на выходе получается слово или сверхслово 𝑦 и 𝑞(𝑡) означает состоя-
ние автомата в момент времени 𝑡, то функционирование автомата задается
системой ⎧⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

𝑞(1) = 𝑞0,

𝑞(𝑡+ 1) = 𝜙
(︀
𝑞(𝑡), 𝑥(𝑡)

)︀
,

𝑦(𝑡) = 𝜓
(︀
𝑞(𝑡), 𝑥(𝑡)

)︀
,

где 𝑡=1, 2, . . .. Такая система называется системой канонических уравне-
ний автомата.

Расширим функции 𝜙 и 𝜓 на 𝑄 × 𝐴*, а именно, если 𝛼 ∈ 𝐴*, 𝑎 ∈ 𝐴,
то индуктивно определим

𝜙(𝑞, 𝛼𝑎) = 𝜙(𝜙(𝑞, 𝛼), 𝑎),

𝜓(𝑞, 𝛼𝑎) = 𝜓(𝜙(𝑞, 𝛼), 𝑎).

Введем также обозначения

𝜙(𝑞, 𝛼) = 𝜙(𝑞, 𝛼]1)𝜙(𝑞, 𝛼]2) . . . 𝜙(𝑞, 𝛼),

𝜓(𝑞, 𝛼) = 𝜓(𝑞, 𝛼]1)𝜓(𝑞, 𝛼]2) . . . 𝜓(𝑞, 𝛼),

если 𝛼—слово, если же 𝛼—сверхслово, то

𝜙(𝑞, 𝛼) = 𝜙(𝑞, 𝛼]1)𝜙(𝑞, 𝛼]2) . . . 𝜙(𝑞, 𝛼]𝑛). . .,

𝜓(𝑞, 𝛼) = 𝜓(𝑞, 𝛼]1)𝜓(𝑞, 𝛼]2) . . . 𝜓(𝑞, 𝛼]𝑛) . . . .

Функция 𝜓(𝑞0, 𝛼)—это и есть словарная функция, реализуемая инициаль-
ным автоматом 𝑉𝑞0

, которая слова или сверхслова в алфавите 𝐴 переводит
в слова или сверхслова в алфавите 𝐵. Такого рода функции называются
автоматными функциями.

В теории автоматов особую роль играет автомат, называемый задерж-
кой или задержкой с нулевым начальным состоянием и изображаемый,
как приведено на рис. 1.

𝐺0

Рис. 1.
Изображение
автомата
«задержка»

Задержка—это автомат, который в первый момент
выдает на выходе число 0, а в следующие моменты выдает
на выходе числа, которые он получил на входе в предыду-
щие такты. Формально задержка задается следующей си-
стемой канонических уравнений:

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

𝑞(1) = 0,

𝑞(𝑡+ 1) = 𝑥(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝑞(𝑡),

где 𝑡=1, 2, 3, . . ., 𝑥(𝑡), 𝑞(𝑡), 𝑦(𝑡)∈{0, 1} .
Задержка является простейшим элементом для запоминания. В частно-

сти, именно на задержках можно сохранять состояние автомата.
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Одним из способов описания автоматов является представление авто-
матов в виде схем из функциональных элементов и задержек, где функ-
циональные элементы реализуют некоторые булевы функции. Такие схе-
мы из функциональных элементов и задержек называются автоматными
схемами, или структурными автоматами. Если в базисе нет элемента
задержки, а есть только функциональные элементы, то такие схемы назы-
ваются схемами из функциональных элементов (СФЭ). СФЭ реализуют
булевы операторы.

Первым этапом синтеза интегральных схем является синтез структур-
ного автомата, реализующего необходимую автоматную функцию.

В работе [21] О. Б. Лупанов показал, что сложность реализации СФЭ
в стандартном базисе для почти всех булевых функций от 𝑛 переменных
асимптотически равна 2𝑛/𝑛. Здесь под сложностью СФЭ подразумевается
число функциональных элементов в схеме. В статье [1] М. Н. Вайнцвайг
ввел еще одну меру сложности—мощность СФЭ. Согласно определению
Вайнцвайга мощность СФЭ равна максимальному количеству элементов
схемы, выдающих на выходе 1, где максимум берется по всем входным
наборам. Вайнцвайг показал, что для стандартного базиса мощность СФЭ
для булевых функций от 𝑛 переменных в худшем случае равна по порядку 𝑛.
В работе Г. В. Калачева [12] мощность определяется как среднее количест-
во элементов схемы, выдающих на выходе 1, где среднее берется по всем
входным наборам. Еще одной важной мерой сложности СФЭ является ее
глубина, которая равна максимальному числу элементов, встречающихся
на пути, ведущем от входа схемы к ее выходу. Если сложность моделирует
размер устройства, а мощность— ее энергопотребление, то глубина опре-
деляет тактовую частоту устройства. С. Б. Гашков [8] и С. А. Ложкин [20]
показали, что функция Шеннона глубины СФЭ для функций от 𝑛 перемен-
ных равна 𝑛−log2 log2 𝑛 с точностью до аддитивной константы.

Задачу синтеза структурного автомата легко свести к задаче синтеза
СФЭ, реализующей некоторый булев оператор.

В самом деле, пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—произвольная автоматная функция,
заданная канонической системой

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

𝑞1(1) = 0, . . ., 𝑞𝑟(1) = 0,

𝑞𝑖(𝑡+ 1) = 𝜙𝑖(𝑞1(𝑡), . . ., 𝑞𝑟(𝑡), 𝑥1(𝑡), . . ., 𝑥𝑛(𝑡)), 𝑖= 1, . . ., 𝑟,

𝑦(𝑡) = 𝜓(𝑞1(𝑡), . . ., 𝑞𝑟(𝑡), 𝑥1(𝑡), . . ., 𝑥𝑛(𝑡)).

Пусть схема 𝑆 реализует систему булевых функций 𝜙1, . . ., 𝜙𝑟, 𝜓, за-
висящих от переменных 𝑞1, . . ., 𝑞𝑟, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛. Тогда нетрудно видеть, что ав-
томатная функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) может быть представлена схемой, изобра-
женной на рис. 2.

Тем самым метод синтеза Лупанова позволяет строить «хорошие» с точ-
ки зрения количества элементов структурные автоматы.

Вторым этапом синтеза интегральных схем является укладка функцио-
нальных элементов и задержек на плоскость и разводка проводов. Эвристи-
ческие алгоритмы, используемые для укладки элементов и разводки прово-
дов, показывают, что провода занимают существенную площадь и что эф-
фект, полученный от асимптотически оптимального алгоритма Лупанова,
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𝐺0
. . . 𝐺0 𝑆

𝜙1 𝜙𝑟 𝜓
. . .

. . . . . .

𝑥1 𝑥𝑛

Рис. 2. Реализация автоматной функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)

нивелируется. Возникает вопрос: может быть, мы просто не умеем хоро-
шо укладывать элементы и разводить провода и существует метод, который
позволит избежать существенного увеличения площади из-за проводов?

Ответ на этот вопрос дает модель плоских клеточных схем, предложен-
ных С. С. Кравцовым [14]. Фактически плоская схема является укладкой
СФЭ на целочисленную решетку на плоскости таким образом, что соеди-
ненными могут быть только элементы, находящиеся в соседних клетках.
При этом длинные провода моделируются цепью элементов, реализующих
тождественные функции. Кравцов доказал, что площадь плоских схем, реа-
лизующих булевы функции от 𝑛 переменных, равна по порядку 2𝑛. Откуда
с учетом результата Лупанова следует, что основную площадь занимают
коммутационные элементы, т. е. провода. Г. В. Калачев в статье [12] пока-
зал, что произвольную булеву функцию от 𝑛 переменных можно реализо-
вать плоской клеточной схемой с площадью порядка 2𝑛, глубиной порядка 𝑛
и средней мощностью порядка 2𝑛/2. При этом указанные параметры опти-
мальны по порядку для почти всех булевых функций.

Все равно остаются сомнения: ведь плоские схемы Кравцова не отража-
ют реалии современных технологий создания интегральных схем. В реаль-
ных интегральных схемах функциональные элементы лежат на одном слое,
а провода на других слоях, причем над функциональным элементом может
проходить много проводов. Может быть, эти технологии позволят принци-
пиально сократить площадь, занимаемую проводами? Ответ на этот вопрос
опять отрицательный, и он дается в работе Т. Р. Сытдыкова [25]. В этой
работе вводятся многослойные плоские схемы, в которых функциональные
элементы лежат на первом слое, а провода на остальных. В этой статье
Сытдыков доказал, что сложность реализации почти всех булевых функций

от 𝑛 переменных 𝑘-слойными схемами равна по порядку
2𝑛

min(𝑛, 2 log2 𝑘)
. Тем

самым при фиксированном числе слоев порядок площади схем сохраняется
и принципиального выигрыша за счет многослойности получить нельзя.

Рассмотренные выше клеточные схемы не содержали элемента «за-
держка» и поэтому реализовывали булевы функции и операторы, тогда как,
чтобы реализовывать автоматные функции, нам обязательно надо будет ис-
пользовать задержки. Хоть выше мы и показали, что задачу реализации ав-
томатной функции можно свести к задаче реализации булевого оператора,
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но на самом деле это не совсем так, поскольку часть входов этого оператора
будут выходами задержек и, значит, не будут независимыми. Может быть,
использование этой зависимости поможет сократить площадь схем? Пока
глобального результата такого рода нет, но есть частный результат, который
говорит: использование знания, что мы реализуем автоматную функцию, мо-
жет привести к существенному снижению средней мощности схем.

Например, если рассмотреть задачу реализации автономных автомат-
ных функций с 2𝑛 состояниями, то стандартный подход, представлен-
ный рис. 2, даст площадь плоской схемы, равную по порядку 2𝑛, а мощ-
ность— 2𝑛/2. Тогда как в статье [5] А. С. Воротников показал, что авто-
номный автомат с 2𝑛 состояниями можно реализовать плоской автоматной
схемой с площадью, равной по порядку 2𝑛, и средней мощностью, равной

по порядку
2𝑛/2

𝑛
, т. е. среднюю мощность можно сократить в 𝑛 раз, не уве-

личивая площадь.

§ 2. Клеточные автоматы

Математической моделью, где нет проблемы разводки проводов, явля-
ется модель клеточного автомата. Клеточный автомат— это тоже клеточ-
ная схема, в клетках которой находятся одинаковые автоматы, и провода
соединяют единообразно каждый автомат с некоторыми его соседями, что
автоматически снимает проблему разводки проводов, поскольку в этом слу-
чае она будет носить локальный характер.

Понятие клеточного автомата (другие названия— самовоспроизводя-
щиеся автоматы и однородные структуры) возникло в результате усо-
вершенствования модели Дж. фон Неймана [24, 32, 33], предложенной
им для описания процессов самовоспроизведения в биологии и технике,
и в описанном ниже виде использовалось А. Берксом [28], Э. Муром [23],
В. Б. Кудрявцевым, А. С. Подколзиным, А. А. Болотовым [17] и другими
исследователями.

Клеточный автомат— это математический объект с дискретными про-
странством и временем. Каждое положение в пространстве представлено
отдельной клеткой, а каждый момент времени—дискретным временным
шагом или поколением. Состояние каждой пространственной клетки опре-
деляется очень простыми правилами взаимодействия. Эти правила предпи-
сывают изменения состояния каждой клетки в следующем такте времени
в ответ на текущее состояние соседних клеток. При этом для разных клеток
правила изменения состояний могут быть разными.

Если в качестве преобразователя информации, стоящего в клетке про-
странства, выбрать конечный автомат, причем один и тот же для всех кле-
ток, то мы приходим к понятию однородной структуры. В таком случае
содержательно клеточный автомат представляет собой бесконечную авто-
матную схему, построенную следующим образом. Рассмотрим 𝑘-мерное ев-
клидово пространство. Разобьем его на гиперкубы с единичным ребром,
ребра которых параллельны осям координат. В каждый гиперкуб поместим
один и тот же конечный автомат 𝑉 с 𝑚 входами и одним выходом. Развет-
вим выход автомата и соединим с входами его соседей одинаковым образом
для всех гиперкубов в пространстве. Получим бесконечную, однородным



КЛЕТОЧНЫЕ АВТОМАТЫ С ЛОКАТОРАМИ КАК МОДЕЛЬ УСТРОЙСТВ С БЕСПРОВОДНОЙ СВЯЗЬЮ 11

образом устроенную автоматную схему, которая и называется клеточным
автоматом. Последовательность состояний отдельных автоматов 𝑉 , содер-
жащую состояния всех автоматов схемы, будет образовывать состояние
клеточного автомата. Последовательность состояний клеточного автомата,
возникающая при синхронной работе всех составляющих его конечных ав-
томатов, называется функционированием клеточного автомата.

Клеточные автоматы представляют собой дискретную математическую
модель широкого класса реальных систем вместе с протекающими в них
процессами, таких как физические среды, в которых реализуются тепловые
и волновые явления, химические растворы с реакциями в них, биологиче-
ские ткани, в которых происходит обмен веществ, технические схемы управ-
ления, производящие переработку механических и электрических сигналов,
вычислительные схемы и т.п.

Если задать начальные состояния автоматов, то в схеме начнется из-
менение состояний автоматов, определяемое законами функционирования
автоматов и связями между ними. Явление глобального изменения этих
состояний и является главным объектом изучения в теории клеточных ав-
томатов.

Дадим формальное определение понятия «клеточный автомат», сле-
дуя [16,17].

Клеточным автоматом называется четверка 𝜎 = (Z𝑘, 𝑄, 𝑉, 𝜙),
где Z𝑘 —множество 𝑘-мерных векторов с целыми координатами; 𝑄—неко-
торое множество состояний, в котором выделено одно состояние 𝑞0, называ-
емое состоянием покоя; 𝑉 = (𝛼1, . . ., 𝛼ℎ−1)—упорядоченный набор попар-
но различных ненулевых векторов из Z𝑘; 𝜙—функция, зависящая от пе-
ременных 𝑥0, 𝑥1, . . ., 𝑥ℎ−1, 𝜙 :𝑄ℎ →𝑄, 𝜙(𝑞0, . . ., 𝑞0) = 𝑞0. Элементы множест-
ва Z𝑘 называются ячейками клеточного автомата 𝜎; элементы множест-
ва 𝑄 называются состояниями ячейки клеточного автомата 𝜎; набор 𝑉
называется шаблоном соседства клеточного автомата 𝜎; наконец, функ-
ция 𝜙 называется локальной функцией переходов клеточного автомата 𝜎.
Условие 𝜙(𝑞0, . . ., 𝑞0) = 𝑞0 интерпретируется как условие сохранения состо-
яния покоя.

Здесь нам нужно было вводить упорядочение шаблона соседства 𝑉
для того, чтобы установить взаимно-однозначное соответствие между век-
торами из 𝑉 и переменными локальной функции переходов 𝜙. Это соответ-
ствие можно сделать более явным, если индексировать переменные функ-
ции 𝜙 самими векторами, т. е. считать, что локальная функция переходов 𝜙
зависит от переменных 𝑥0, 𝑥𝛼1

, . . ., 𝑥𝛼ℎ−1
, здесь индекс первой переменной

есть нулевой вектор 0 = (0, . . ., 0) ∈ Z𝑘. Если договориться так индексиро-
вать переменные локальной функции переходов, то их можно записывать
в любом порядке, и тогда можно воспринимать шаблон соседства просто как
множество, а не упорядоченный набор.

В дальнейшем мы так и будем поступать: воспринимать шаблон со-
седства как множество векторов и индексировать переменные локальной
функции переходов векторами из шаблона соседства, при этом в индексах
внешние круглые скобки у векторов часто будем опускать. Например, если
𝑘 = 2, 𝑄= {0, 1} и 𝑉 = {(−1, 0), (0,−1), (1, 0), (0, 1)}, то пример локальной
функции переходов может выглядеть так: 𝜙=(𝑥−1,0∨𝑥0,−1)⊕𝑥0,0⊕𝑥1,0⊕𝑥0,1.
Здесь символом «⊕» обозначено сложение по модулю 2.
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Если 𝛼 ∈ Z𝑘 —ячейка клеточного автомата 𝜎, то множество 𝑉 (𝛼) =
={𝛼, 𝛼+𝛼1, . . ., 𝛼+𝛼ℎ−1} называется окрестностью ячейки 𝛼.

Состоянием клеточного автомата 𝜎 называем произвольную функ-
цию 𝑓 , определенную на множестве Z𝑘 и принимающую значения из 𝑄.
Такую функцию можно интерпретировать как некую мозаику, возникаю-
щую в 𝑘-мерном пространстве в результате приписывания каждой точке
с целочисленными координатами некоторого состояния из множества 𝑄.
Множество всевозможных состояний клеточного автомата обозначим Í.

Если 𝛼 ∈ Z𝑘, 𝑓—состояние клеточного автомата 𝜎, то значение 𝑓(𝛼)
называем состоянием ячейки 𝛼, определяемым состоянием 𝑓 клеточного
автомата 𝜎.

На множестве Í определим глобальную функцию переходов Ï клеточ-
ного автомата 𝜎, полагая Ï(𝑓) = 𝑔, где 𝑓, 𝑔 ∈Í и для любой ячейки 𝛼 ∈ Z𝑘

выполняется тождество

𝑔(𝛼) = 𝜙(𝑓(𝛼), 𝑓(𝛼+ 𝛼1), . . ., 𝑓(𝛼+ 𝛼ℎ−1)). (1)

Содержательная интерпретация отображения Ï такова, что состояние
каждой ячейки «после перехода» определяется по состоянию упорядоченной
окрестности ячейки «до перехода» с помощью локального закона 𝜙 одина-
ково для всех ячеек.

Поведениями клеточного автомата 𝜎 называем такие последова-
тельности 𝑓0, 𝑓1, 𝑓2, . . . ее состояний, для которых выполняется 𝑓𝑖+1 =Ï(𝑓𝑖)
для всех 𝑖= 0, 1, 2, . . ., причем 𝑓𝑖 называется состоянием клеточного ав-
томата 𝜎 в момент 𝑖, а 𝑓0 также называется начальным состоянием
клеточного автомата 𝜎.

Состояние клеточного автомата, у которого лишь конечное число ячеек
находится в состоянии, отличном от состояния покоя, назовем конфигура-
цией. Множество конфигураций будем обозначать через Í′.

Если задано некоторое состояние клеточного автомата, то ячейки, на-
ходящиеся в состоянии, отличном от состояния покоя, будем называть
активными.

Клеточные автоматы являются мощнейшими вычислителями, потому
что состоят из огромного числа независимых элементарных вычислителей,
которые могут работать параллельно. Удобным с точки зрения технической
реализации является то, что все связи имеют локальный характер, т. е. про-
вода проводятся только между соседними клетками (клетками из шаблона
соседства), и тем самым в клеточных автоматах нет проблемы разводки
проводов.

На основе модели клеточных автоматов были построены такие техни-
ческие устройства, как ПЛИС (программируемая логическая интегральная
схема), или в англоязычной версии FPGA (field-programmable gate array).

Клеточные автоматы идеально подходят для реализации разностных
схем, и пример такой реализации можно найти в [16, с. 170]. Также клеточ-
ные автоматы удобны при реализации конвейерных вычислений и модели-
ровании процессов в пространстве, например аэродинамических процессов
(см. статью А. С. Гордеевой [9]). Но наличие только локальных проводов
и отсутствие длинных проводов приводит к тому, что время распростране-
ния сигнала от одной клетки к другой всегда пропорционально расстоянию
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между клетками. Это приводит к тому, что процессами в клеточных ав-
томатах трудно управлять, трудно синхронизировать действия отдельных
элементарных автоматов.

Эту проблему хорошо можно продемонстрировать на примере задачи
о синхронизации стрелков.

Задача синхронизации стрелков впервые предложена Дж. Май-
хиллом в 1957 году и опубликована (с решением) в 1968 году Ф. Муром [31].

В этой задаче рассматривается одномерный клеточный автомат на Z1.
Шаблон соседства равен 𝑉 ={−1, 1}, т. е. каждая ячейка имеет двух соседей
слева и справа. Множество состояний имеет как минимум три состояния:
0— состояние покоя, 1— солдат в начальном состоянии, 2—огонь. Имеет-
ся ограничение на функцию переходов, что солдат в начальном состоянии,
имея соседями таких же солдат, состояния не меняет, т. е. 𝜙(1, 1, 1)=1. На-
чальная конфигурация представляет собой непрерывный отрезок из 𝑟 ячеек
в состоянии 1 (солдаты), а все остальные ячейки находятся в состоянии
покоя 0. Надо, чтобы в какой-то момент все активные ячейки перешли в со-
стояние 2 одновременно (выстрелили).

Стандартное решение этой задачи описывает две волны состояний, рас-
пространяющиеся по ряду солдат, одна из которых движется в три раза
быстрее другой. Быстрая волна отражается от дальнего края ряда и встре-
чается с медленной в центре. После этого две волны разделяются на четыре,
движущиеся в разные стороны от центра. Процесс продолжается, каждый
раз удваивая число волн, пока длина отрезков ряда не станет равной 1.
В этот момент все солдаты стреляют. Это решение требует 3𝑟 единиц вре-
мени для 𝑟 солдат.

Получается, чтобы заставить колонию элементарных автоматов что-то
сделать одновременно, нам нужно несколько раз по колонии пробежаться.

Приведем еще один пример задачи, которая в клеточных автоматах
решается просто. Это задача нахождения выпуклой оболочки. Поста-
новка задачи: изначально на плоскости ячейки, принадлежащие некой связ-
ной фигуре, окрашены в черный цвет (находятся в некотором специальном
состоянии), ячейки в состоянии покоя считаются окрашенными белым цве-
том; нужно окрасить в серый цвет минимальный прямоугольник, включаю-
щий заданную фигуру. Задача может быть решена с помощью клеточного
автомата с шаблоном соседства «крест» (𝑉 = {(−1, 0), (1, 0), (0,−1), (0, 1)})
и функцией переходов, в которой белая ячейка клетка окрашивается в серый
цвет, если у нее есть по крайней мере 2 черных или серых соседа. Время,
за которое будет построен охватывающий прямоугольник, в худшем случае
приблизительно равно полупериметру этого прямоугольника. Худший слу-
чай будет достигаться, например, на начальной конфигурации, состоящей
из двух перпендикулярных отрезков длины 𝑛, образующих угол. В этом
случае охватывающим прямоугольником будет квадрат со стороной 𝑛, и он
будет построен за время 2𝑛−3. Поскольку конечная конфигурация состоит
из 𝑛2 активных ячеек, то в среднем за такт будет зажигаться порядка 𝑛 яче-
ек, т. е. только малая часть вычислителей действительно будет работать.

Заметим, что в данном решении ни одна из ячеек не «понимает», когда
процесс построения выпуклой оболочки завершен. А бывают случаи, когда
такое «понимание» необходимо, например в задаче назначения командира.

Задача назначения командира. Постановка задачи: начальная кон-
фигурация— связная фигура из черных клеток; финальная конфигурация
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должна быть такой, чтобы любая одна черная клетка стала красной, и эту
красную клетку называют командиром. В работе [22] М.Ф. Музаффарова
показала, что эту задачу можно решить за время, пропорциональное полупе-
риметру охватывающего прямоугольника. Идея решения заключается в том,
чтобы построить выпуклую оболочку серого цвета (клетки основной фигу-
ры остаются черными). Когда выпуклая оболочка построена, проходимся
по верхнему краю выпуклой оболочки и выбираем самую левую верхнюю
черную клетку в качестве командира. Значит, верхняя левая точка выпук-
лой оболочки должна «понять», что она является верхней левой точкой
и что выпуклая оболочка уже построена.

Чтобы понять, что выпуклая оболочка построена, предлагается запу-
стить из верхней левой точки огибающий сигнал. Огибающий сигнал—
это совокупность из 8 состояний, по 2 на каждую сторону прямоугольни-
ка, один из которых для запоминания, что он был раньше черной клеткой,
а второй—для серой клетки. Он сначала бежит, оставляя след, вправо
по верхней стороне, затем вниз по правой стороне, затем влево по нижней
стороне и, наконец, вверх по левой стороне. Момент, когда он вернется
в верхнюю левую точку, и будет означать, что выпуклая оболочка постро-
ена. Беда в том, что каждая ячейка, у которой слева и сверху находятся
ячейки в состоянии покоя, будет считать себя верхней левой точкой. На-
пример, на рис. 3 во второй момент сразу три точки решили, что они верх-
ние левые, и запустили огибающий сигнал (обозначается клеткой с одной
диагональной линией). В какой-то момент каждый из этих сигналов может
понять, что он не является настоящим огибающим сигналом, и тогда нужно
запустить стирающий сигнал (изображается клеткой с двумя диагональны-
ми линиями), который сотрет ложный огибающий сигнал. Если скорость
огибающего сигнала такая же, что и у стирающего сигнала, то стирающий
сигнал не догонит огибающий и ложный огибающий сигнал дойдет до вер-
ней левой точки или до ложной верней левой точки, так и не поняв, что
он ложный. Например, так должно было бы случиться с ложным огибаю-
щим сигналом, выпущенным из начала нижней запятой, если бы стираю-
щий сигнал его не догнал. Музаффарова в [22] доказала, что если скорость
огибающего сигнала будет в 2 раза меньше скорости стирающего сигнала,
то предложенный алгоритм нахождения верхней левой ячейки построенной
выпуклой оболочки будет работать корректно.

Так, на рис. 3 показано, как строится выпуклая оболочка, как возни-
кают и движутся с половинной скоростью три ложных огибающих сигнала,
как возникают стирающие сигналы и как они движутся с единичной ско-
ростью по следу огибающего сигнала и стирают его. В момент 12 возника-
ет огибающий сигнал, который не будет ложным и благополучно вернется
в верхнюю левую точку, после чего по верхней стороне запустится влево
сигнал назначения командира, который, добежав до первой бывшей черной
клетки, назначит эту клетку командиром. Состояния клеточного автомата
после 12 такта на рисунке не изображены.

Приведем еще один пример задачи. Задача построения кратчайше-
го пути для клеточных автоматов звучит следующим образом. В начальной
конфигурации имеются только две ячейки в активном состоянии, которые
назовем начальными точками. Кратчайший путь считается построенным,
если с какого-то момента конфигурация становится стабильной и активные
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Рис. 3. Задача назначения командира

ячейки этой конфигурации образуют кратчайший в манхэттенской метрике
путь между начальными точками.

В работе [29] приводится решение этой задачи клеточными автоматами,
состоящее из трех этапов.

1. Распространение расширяющегося сигнала от одной из начальных то-
чек. При расширении каждая ячейка запоминает, откуда к ней пришел
сигнал. Это позволит в дальнейшем осуществить обратный ход.

2. Когда волна достигает второй начальной точки, осуществляется об-
ратный ход, приводящий к первой точке, который и дает кратчайший
путь.

3. Одновременно запускается волна очищения (приведения в состояние
покоя) всех ячеек, кроме ячеек пути. Чтобы эта волна догнала рас-
ширяющуюся волну, расширяющаяся волна с первого этапа должна
расширяться с половинной скоростью, а волна третьего этапа— с еди-
ничной скоростью.

В работе [29] утверждается, что предложенный авторами автомат име-
ет 14 состояний. В этой работе не оценивается время построения пути,
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но несложно понять, что оно не меньше, чем 6𝑛, где 𝑛—расстояние по Ман-
хэттену между начальными точками. Здесь 2𝑛 тактов необходимо первому
этапу и 4𝑛 тактов— третьему. Можно несколько ускорить процесс, пустив
расширяющуюся волну из обоих начальных точек, но понятно, что все равно
время построения пути будет пропорционально расстоянию между началь-
ными точками. Более того, таким способом можно решать задачу постро-
ения минимального стягивающего дерева для большего, чем два, количе-
ства точек.

Представляет интерес одномерная задача поиска ближайшего со-
седа. Постановка задачи: на прямой одна клетка окрашена в черный цвет
и некоторое количество клеток окрашено в красный цвет; нужно найти
ближайшую к черной клетку красного цвета и все клетки между черной
и найденной красной клеткой окрасить в оранжевый цвет (провести дорож-
ку до ближайшего соседа); все остальные клетки в финальной конфигура-
ции должны быть окрашены в белый цвет (цвет состояния покоя). В общем
случае клеточным автоматом эту задачу решить нельзя, поскольку в обе
стороны надо будет послать стирающий сигнал, который сотрет все крас-
ные клетки, но этот сигнал будет уходить в бесконечность, поскольку мы
не знаем, как далеко может находиться красная клетка.

Задачу можно решить в ослабленной постановке, если отказаться
от требования, чтобы в финальной конфигурации не было других клеток,
кроме черной, ближайшей красной и оранжевых клеток, соединяющих чер-
ную и ближайшую красную клетки. В ослабленной постановке задачу мож-
но решить за время пропорциональное расстоянию от черной клетки до бли-
жайшей красной. Идея решения состоит в том, чтобы послать из черной
клетки в обе стороны расширяющийся сигнал. Когда расширяющийся сиг-
нал достигает черной клетки, он отражается и идет обратно. С какой сто-
роны отраженный сигнал быстрее вернется к черной клетке, с той стороны
и находится ближайший сосед, к которому и проводится оранжевая до-
рожка. Можно наоборот посылать расширяющийся сигнал из всех красных
клеток в обе стороны. С какой стороны к черной клетке придет расширяю-
щийся сигнал, в ту сторону и строится оранжевая дорожка.

С помощью клеточных автоматов можно выполнять арифметиче-
ские и векторные операции. Сформулируем задачу сложения векторов
на прямой.

Пусть в пространстве Z1 задано начальное состояние 𝐼 клеточного ав-
томата, удовлетворяющее следующим условиям:

1. Любой ячейке присвоено одно из трех состояний {𝐵, 𝐸, *}, где * со-
ответствует состоянию покоя, 𝐵 интерпретируется как начало коор-
динат, а 𝐸—как концы векторов.

2. Есть лишь одна ячейка, которой присвоено состояние 𝐵, и не больше
двух ячеек, которым присвоено состояние 𝐸.

Решением задачи сложения векторов на прямой, соответствующей на-
чальному состоянию 𝐼, назовем состояние автомата, называемое финальным
и удовлетворяющее следующим условиям:

1. Ячейке, которой в начальном состоянии было присвоено состояние 𝐵,
присвоено состояние 𝐵𝐹 .
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2. Ячейке, которая находится от ячейки 𝐵 на расстоянии равном сумме
векторов, присвоено состояние 𝐸𝐹 .

3. Остальным ячейкам присвоено состояние *.

4. Описанное выше финальное состояние в дальнейшем не изменяется.

Иными словами, в начальной конфигурации активными ячейками явля-
ются начало координат и концы двух векторов, а в конечной конфигурации
остается начало координат и один конец вектора, равного сумме исходных
векторов.

Сразу отметим, что если в начальном состоянии могут быть как одна,
так и две ячейки в состоянии 𝐸, то начало координат (ячейка в состоянии 𝐵)
никогда не сможет понять, имеются одна или две ячейки в состоянии 𝐸,
также, как и ячейка 𝐸 не сможет понять, есть ли еще ячейка в состоянии 𝐸,
поскольку непонятно, сигнал от второй ячейки 𝐸 еще не дошел или он нико-
гда не дойдет. Поэтому в дальнейшем будем предполагать, что в начальном
состоянии всегда есть две ячейки в состоянии 𝐸.

Приведем решение этой задачи, состоящее из трех этапов.
На первом этапе начало координат и концы векторов (ячейки в со-

стояниях 𝐸) стараются понять взаимное расположение относительно друг
друга. Для этого концы векторов посылают в обе стороны расширяющие-
ся сигналы со скоростью 1/2. Расширяющиеся сигналы, достигнув начала
координат, гаснут. Когда до начала координат доходят оба расширяющихся
сигнала, начало координат понимает, с какой стороны от него находятся
концы векторов.

Если расширяющиеся сигналы приходят к началу координат с раз-
ных сторон, то начало координат понимает, что концы векторов находятся
по разные стороны от начала координат. Более того, начало координат по-
нимает, с какой стороны вектор длиннее. Тогда начало координат посылает
влево сигнал «ты единственная слева и длиннее», если левый вектор длин-
нее, и сигнал «ты единственная слева и короче», если левый вектор короче.
Вправо начало координат посылает сигнал «ты единственная справа».

Левая ячейка 𝐸, получив сигнал «ты единственная слева и длиннее»
или сигнал «ты единственная слева и короче», понимает, что она слева
от начала координат и что вторая ячейка 𝐸 находится справа от начала
координат. Более того, она понимает, с какой стороны от начала коорди-
нат будет результирующий вектор суммы. Сигнал «ты единственная слева
и длиннее» или «ты единственная слева и короче», перевалив через конец
вектора, превращается в стирающий сигнал, догоняет движущийся влево
расширяющийся сигнал и гасит его. Аналогично правая ячейка 𝐸, полу-
чив сигнал «ты единственная справа», понимает, что она справа от начала
координат и что вторая ячейка 𝐸 находится слева от начала координат. Ана-
логично сигнал «ты единственная справа», перевалив через конец вектора,
превращается в стирающий сигнал, догоняет движущийся вправо расширя-
ющийся сигнал и гасит его. В результате концы векторов и начало коор-
динат понимают свое взаимное расположение и расширяющиеся сигналы
через какое-то время исчезнут.

Предположим теперь, что оба расширяющихся сигнала пришли к нача-
лу координат справа (случай, когда оба слева, рассматривается аналогич-
но). Тогда начало координат посылает вправо сигнал «ты справа». Когда
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этот сигнал достигает первой ячейки в состоянии 𝐸, эта ячейка понимает,
что она первая справа. Перевалив через эту ячейку, сигнал «ты справа»
превращается в сигнал «ты вторая справа» и бежит дальше вправо. Когда
он достигает второй ячейки в состоянии 𝐸, эта ячейка понимает, что она
вторая справа. А сигнал «ты вторая справа», перевалив через эту ячейку,
превращается в стирающий сигнал, который догоняет распространяющийся
вправо сигнал и гасит его. Таким образом, и в этом случае концы векторов
и начало координат понимают свое взаимное расположение.

Обозначим левый конец вектора через 𝐿, а правый—через 𝑅. На вто-
ром этапе мы найдем середину отрезка 𝐿, 𝑅, или, что то же самое, по-
лусумму векторов 𝐿 и 𝑅. Для этого запустим из ячейки 𝐿 два сигнала:
один со скоростью 1, а второй со скоростью 1/3. Первый сигнал, достигнув
ячейки 𝑅, отражается и возвращается назад. Точка встречи двух сигналов
и будет серединой отрезка 𝐿, 𝑅. Обозначим эту ячейку через 𝑆. Поскольку
ячейка 𝐿 знала, с какой стороны от начала координат будет результиру-
ющий вектор, то можно считать, что и ячейка 𝑆 знает, с какой стороны
от начала координат она находится.

На третьем этапе мы будем удваивать вектор 𝑆. Для этого мы от ячей-
ки 𝑆 в сторону начала координат пошлем сигнал со скоростью 1, а в обрат-
ную сторону— сигнал со скоростью 1/3. Первый сигнал, достигнув начала
координат, отражается и возвращается назад. Точка встречи двух сигналов
и будет результирующим вектором суммы.

Можно найти более быстрый алгоритм сложения векторов, но понятно,
что в любом случае время вычисления будет не меньше, чем длина большего
вектора.

Теперь рассмотрим задачу однонаправленного движения точки
на луче, которая исследовалась в работах Е. Е. Титовой [26]. Эта задача
состоит в следующем.

Множество ячеек представляет собой множество натуральных чисел,
т. е. луч, направленный вправо. Каждая ячейка имеет двух соседей, одного
слева и одного справа. Часть состояний ячеек называются метками и счита-
ются черными, остальные состояния считаются белыми. Правильными счи-
таются конфигурации, когда на луче ровно одна черная ячейка, называемая
точкой. Ячейка, соответствующая числу 1 (самая левая ячейка), не име-
ет соседа слева, и переменную, соответствующую состоянию соседа сле-
ва этой ячейки, будем воспринимать как управляющий вход, на который
можем подавать любые управляющие воздействия. Описанное множество
ячеек с одним управляющим входом будем называть экраном.

С формальной точки зрения экраном называется клеточный автомат
𝑆 = (N, 𝐸𝑛, 𝑉 = {−1, 1}, 𝜙,𝑀), где 𝑛—число состояний ячейки клеточного
автомата, а 𝜙 : 𝐸3

𝑛 → 𝐸𝑛 —локальная функция переходов, 𝑀—множест-
во меток, 𝑀 ⊂ 𝐸𝑛, 0 ̸∈𝑀 . Если ячейка находится в состоянии из 𝑀 , то
неформально считаем, что она окрашена в черный цвет, иначе она окраше-
на в белый цвет. Переменную 𝑥−1 локальной функции переходов ячейки,
соответствующей числу 1 (самой левой ячейки), назовем управляющим
входом экрана 𝑆.

Законом движения назовем бесконечную последовательность (сверх-
слово) из нулей и единиц. Если 𝐹 = 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, . . .—закон движения, то че-
рез 𝐹 (𝑡) обозначим 𝑡-й элемент последовательности, т. е. 𝐹 (𝑡)=𝑓𝑡.
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Будем говорить, что на экране 𝑆 реализуется движение точки по за-
кону 𝐹 , если выполняются следующие условия:

1) в некоторый момент времени в самой левой ячейке экрана появляется
метка (до этого на экране нет меток), этот момент будем называть
моментом начала движения или началом движения;

2) изменение позиции метки на экране в 𝑡-й момент от начала движе-
ния соответствует 𝑡-й букве в сверхслове 𝐹 , а именно если 𝐹 (𝑡) = 0,
то в (𝑡+ 1)-й момент метка остается в той же ячейке, где была в те-
кущий момент; если 𝐹 (𝑡) = 1, то в (𝑡+ 1)-й момент метка сдвинется
на одну ячейку вправо по сравнению со своим текущим положением;

3) в каждый момент времени после начала движения на экране есть
ровно одна метка.

Экран 𝑆 будем называть универсальным для множества законов дви-
жения F, если для любого 𝐹 из F существует такая управляющая после-
довательность, подаваемая на управляющий вход экрана, что на экране ре-
ализуется движение точки по закону 𝐹 .

Через F𝑠 обозначим множество таких законов движения 𝐹 , в которых
не встречается более чем 𝑠 единиц подряд.

В работе [26] доказаны следующие теоремы

Т е о р е м а 1 (Е. Е. Т и т о в а [26]). Для любого экрана 𝑆 суще-
ствует такой закон движения 𝐹 ∈{0, 1}∞, что на экране 𝑆 невозможно
реализовать движение точки по закону 𝐹 .

Т е о р е м а 2 (Е. Е. Т и т о в а [26]). Существует закон движения
𝐹 ∈{0, 1}∞, движение по которому невозможно реализовать ни на каком
экране 𝑆.

Т е о р е м а 3 (Е. Е. Т и т о в а [26]). Существует универсальный
экран с 2𝑠+2 состояниями для множества законов движения F𝑠.

Вопрос описания множества всех реализуемых законов движения оста-
ется открытым, хотя в работе Г. В. Калачева и Е. Е. Титовой [13] сделаны
существенные продвижения в этом направлении.

В работах Е. В. Кузнецовой [18,19] рассматривается двунаправленное
движение на луче. В этой задаче в законе движения могут встречаться сим-
волы −1, которые интерпретируются как движение назад. В работе [18] по-
казано, что существует универсальный экран с 5 состояниями для законов
движения со скоростью движения вперед не более 1/2 и произвольной ско-
ростью движения назад и что универсального автомата с меньшим числом
состояний для этого класса законов движения не существует. В работе [19]
исследуется вопрос, какие классы законов движения можно реализовать
на экране с 4 состояниями. Но многие вопросы двунаправленного движе-
ния на луче остаются открытыми.

§ 3. Клеточные автоматы с локаторами

Из приведенных выше примеров мы видим, что одним из серьезных
ограничений клеточных автоматов является ограниченность шаблона со-
седства, т. е. каждый автомат может видеть некоторое число своих соседей
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и тем самым сигналы в клеточных автоматах распространяются относи-
тельно медленно. Это приводит у тому, что время решения задачи, как
правило, пропорционально линейным размерам начальной конфигурации.
С этим же связана сложность синхронизации работы отдельных элемен-
тарных автоматов, откуда проистекает сложность управления процессом
решения. Поэтому хочется добавить клеточным автоматам возможность пе-
редавать некоторые сигналы всем элементарным автоматам одновременно,
что позволит преодолеть свойство локальности, устранит проблему синхро-
низации и улучшит управляемость процессом решения задач.

Здесь можно вспомнить модель несжимаемой жидкости, в которой тоже
сигналы моментально распространяются по всему объему. Похожая картина
наблюдается в квантовой механике и в квантовых клеточных автоматах [27],
когда изменение состояния одного автомата вызывает изменение состояния
всех «запутанных» с ним автоматов. В работе [30] вводится понятие нело-
кальных клеточных автоматов. В этой работе нелокальность состоит в том,
что для каждого элементарного автомата множество его соседей выбирается
случайным образом и, таким образом, соседними могут оказаться далеко от-
стоящие друг от друга элементарные автоматы.

В обычной жизни человек, когда хочет передать информацию не толь-
ко видимым соседям, может воспользоваться такими приемами, как подача
световых сигналов с помощью сигнальных ракетниц. Еще более распростра-
ненным способом является использование радио- и телеэфира.

В данной работе тоже вводится понятие эфира. Считается, что каждый
элементарный автомат может послать в эфир некоторый сигнал из конеч-
ного алфавита. Элементы алфавита образуют конечную аддитивную комму-
тативную полугруппу, а сам эфир представляет собой потенциально беско-
нечный сумматор сигналов элементарных автоматов, где в качестве суммы
выступает определяющая операция данной полугруппы. На следующий такт
каждый элементарный автомат получает из эфира суммарный сигнал и, учи-
тывая его, изменяет свое состояние. В природе таким сумматором является
эфир, который суммирует все радиосигналы естественным образом, и факти-
чески каждый из приемников получает на вход один и тот же сигнал и уже
потом выделяет из общего сигнала нужную ему составляющую.

На этом принципе можно реализовать новый тип интегральных схем,
используя в качестве сумматора некоторую подложку, на которую все эле-
ментарные автоматы будут сбрасывать некоторые коммутирующие или экс-
тренные сигналы.

Введение эфира и возможности посылать в эфир сигналы позволяет
мгновенно передавать сигналы на любые расстояния и тем самым позво-
ляет одному элементарному автомату управлять поведением сколь угодно
далеко удаленного от него другого элементарного автомата. Рассматрива-
ются клеточные автоматы с локаторами, которые могут получать сигналы
из эфира с определенных направлений. Иными словами, у каждого эле-
ментарного автомата имеется несколько локаторов, направленных в разные
стороны, и он может с помощью этих локаторов получать сигналы с этих
направлений.

Далее мы введем формальную модель клеточных автоматов с локатора-
ми, приведем решение описанных выше задач и покажем, насколько они
проще решаются с помощью клеточных автоматов с локаторами. Кроме
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того, опишем как с помощью клеточных автоматов с локаторами можно
реализовать базы данных типа «ключ—значение», тогда как для клеточных
автоматов адекватного решения этой задачи не существует.

§ 4. Понятие клеточного автомата с локаторами

В работе Э. Э. Гасанова [6] введено понятие клеточного автомата с лока-
торами. В работе Г. В. Калачева [11] были выявлены некоторые неточности
приведенного в [6] определения. Наиболее точное определение клеточного
автомата с локаторами приводится в работе Д. Э. Ибрагимовой [10], и мы
воспользуемся этим определением с минимальными изменениями.

Под телесным углом в R𝑘 будем понимать часть пространства R𝑘,
которая является объединением всех лучей, выходящих из данной точки
(вершины угла) и пересекающих некоторую гиперповерхность в R𝑘.
По определению будем считать, что вершина телесного угла не входит
в телесный угол.

Рациональным телесным углом будем называть телесный угол, гра-
ницы которого являются частями гиперплоскостей, задаваемых линейными
уравнениями с целыми коэффициентами.

В частности, в данной работе мы в основном будем рассматривать два
вырожденных случая: полный телесный угол, совпадающий с R𝑘 без вер-
шины угла, который будем обозначать через Ñ, и телесные углы, равные
одному лучу, такие телесные углы будем обозначать через векторы, являю-
щиеся направляющими лучей.

Клеточным автоматом с локаторами называется восьмерка
𝜎 = (Z𝑘, 𝑄, 𝑉, 𝐺,+, 𝐿, 𝜙, 𝜓), где Z𝑘 —множество 𝑘-мерных векторов с це-
лыми координатами, 𝑄—некоторое конечное множество, называемое мно-
жеством состояний; в множестве 𝑄 выделено одно состояние 𝑞0, называе-
мое состоянием покоя; 𝑉 =(𝛼1, . . ., 𝛼ℎ−1)—упорядоченный набор попарно
различных векторов из Z𝑘; 𝐺—коммутативная полугруппа с нейтральным
элементом 𝑒; +—коммутативная полугрупповая операция, заданная на 𝐺;
𝐿= (𝜈1, . . ., 𝜈𝑚)—упорядоченный набор попарно различных рациональных
телесных углов в R𝑘 с вершиной в начале координат; 𝜙—функция, завися-
щая от переменных 𝑥0, 𝑥1, . . ., 𝑥ℎ−1, 𝑧1, . . ., 𝑧𝑚; 𝜙 :𝑄ℎ×𝐺𝑚→𝑄, 𝜙(𝑞0, 𝑒)= 𝑞0;
𝑞0 = (𝑞0, . . ., 𝑞0) ∈ 𝑄

ℎ, 𝑒 = (𝑒, . . ., 𝑒) ∈ 𝐺𝑚; 𝜓—функция, зависящая от пе-
ременных 𝑥0, 𝑥1, . . ., 𝑥ℎ−1, 𝑧1, . . ., 𝑧𝑚; 𝜓 :𝑄ℎ ×𝐺𝑚 →𝐺; 𝜓(𝑞0, 𝑒) = 𝑒. Элемен-
ты множества Z𝑘 называются ячейками клеточного автомата 𝜎; элементы
множества 𝑄 называются состояниями ячейки клеточного автомата 𝜎; на-
бор 𝑉 называется шаблоном соседства клеточного автомата 𝜎; элементы
множества 𝐺 называются сигналами вещания; набор 𝐿 называется шабло-
ном локаторов клеточного автомата 𝜎; функция 𝜙 называется локальной
функцией переходов автомата 𝜎; функция 𝜓 называется функцией вещания
автомата 𝜎; переменные 𝑥0, 𝑥1, . . ., 𝑥ℎ−1 принимают значения из 𝑄, перемен-
ные 𝑧1, . . ., 𝑧𝑚 принимают значения из 𝐺. Состояние 𝑞0 интерпретируется
как состояние покоя, а условие 𝜙(𝑞0, 𝑒) = 𝑞0 —как условие сохранения
состояния покоя. Ячейки, находящиеся в состоянии отличном от 𝑞0, будем
называть активными. Условие 𝜓(𝑞0, 𝑒)=𝑒 означает, что ячейка в состоянии
покоя, не имеющая активных соседей и не получающая сигналов из эфира,
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посылает в эфир нейтральный элемент, что можно интерпретировать как
то, что она не посылает сигналы в эфир.

Здесь нам нужно было вводить упорядочение шаблона соседства 𝑉
и шаблона локаторов 𝐿 для того, чтобы установить взаимно-однозначное
соответствие между векторами из 𝑉 и телесными углами из 𝐿 и перемен-
ными локальной функции переходов 𝜙 и функции вещания 𝜓 соответственно
𝑥0, 𝑥1, . . ., 𝑥ℎ−1 и 𝑧1, . . ., 𝑧𝑚. Это соответствие можно сделать более явным,
если индексировать переменные функций 𝜙 и 𝜓 самими векторами и те-
лесными углами, т. е. считать, что локальная функция переходов 𝜙 и функ-
ции вещания 𝜓 зависят от переменных 𝑥0, 𝑥𝛼1

, . . ., 𝑥𝛼ℎ−1
, 𝑧𝜈1

, . . ., 𝑧𝜈𝑚
, здесь

индекс первой переменной есть нулевой вектор 0 = (0, . . ., 0) ∈ Z𝑘. Если
договориться так индексировать переменные локальной функции перехо-
дов и функции вещания, то их можно записывать в любом порядке и тогда
можно воспринимать шаблон соседства и шаблон локаторов как просто мно-
жества, а не упорядоченный набор. В дальнейшем мы будем индексировать
переменные локальной функции переходов и функции вещания векторами
из шаблона соседства и телесными углами из шаблона локаторов.

При этом мы часто будем опускать в индексах внешние круглые скоб-
ки у векторов. Например, если 𝑘 = 2, 𝑛 = 2, 𝑞 = 2 и 𝑉 = {(−1, 0), (1, 0)},
𝐿= {Ñ, (0, 1)}, то пример локальной функции переходов может выглядеть
так: 𝜙=𝑥−1,0&𝑧Ñ∨𝑥1,0&𝑧0,1.

Если 𝛼∈Z𝑘 и 𝜈—телесный угол с вершиной в начале координат, то че-
рез 𝜈(𝛼) обозначим телесный угол, полученный параллельным переносом
телесного угла 𝜈 на вектор 𝛼, т. е. вершиной телесного угла 𝜈(𝛼) является
точка 𝛼.

Если 𝛼 ∈ Z𝑘 —ячейка клеточного автомата 𝜎, то множество 𝑉 (𝛼) =
={𝛼, 𝛼+𝛼1, . . ., 𝛼+𝛼ℎ−1} называется окрестностью ячейки 𝛼, а множество
𝐿(𝛼)={𝜈1(𝛼), . . ., 𝜈𝑚(𝛼𝑚)} называется локаторами ячейки 𝛼.

Состоянием клеточного автомата с локаторами 𝜎 назовем па-
ру (𝑔, 𝑓), где 𝑔—произвольная функция, определенная на множестве 𝑍𝑘,
принимающая значения из 𝐺, называемая состоянием эфира, 𝑓—произ-
вольная функция, определенная на множестве 𝑍𝑘, принимающая значения
из 𝑄 и называемая распределением состояний клеточного автомата
с локаторами 𝜎. Такую пару функций можно интерпретировать как некую
мозаику, получающуюся в 𝑘-мерном пространстве приписыванием каждой
точке с целочисленными координатами некоторого сигнала из 𝐺 и неко-
торого состояния из 𝑄. Множество всевозможных состояний клеточного
автомата с локаторами обозначим Í.

Если 𝛼 ∈ Z𝑘, (𝑔, 𝑓)—состояние клеточного автомата с локаторами 𝜎,
то значение 𝑔(𝛼) назовем сигналом ячейки 𝛼, определяемым состояни-
ем (𝑔, 𝑓), а значение 𝑓(𝛼)— состоянием ячейки 𝛼, определяемым состоя-
нием (𝑔, 𝑓).

Для каждого 𝑖∈{1, . . ., 𝑚}

𝑠𝑖(𝛼) =
∑︀

𝛽∈𝜈𝑖(𝛼)∩Z𝑘

𝑔(𝛽) (2)

назовем значением локатора 𝜈𝑖, определяемым состоянием (𝑔, 𝑓). Здесь
суммирование сигналов осуществляется с помощью определяющей опера-
ции + полугруппы 𝐺. Отметим, что в формулах (2) используются формально
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бесконечные суммы, и, чтобы они были определены, мы либо будем считать,
что только конечное число слагаемых в суммах отлично от нейтрального
элемента, либо предположим, что полугруппа (𝐺,+) является идемпотент-
ным моноидом, т. е. для любого ℎ∈𝐺 выполнено ℎ+ℎ=ℎ.

На множестве Í определим глобальную функцию переходов Ï𝜎

клеточного автомата с локаторами 𝜎, полагая Ï𝜎(𝑔, 𝑓) = (𝑔′, 𝑓 ′), где
(𝑔, 𝑓), (𝑔′, 𝑓 ′)∈Í и для любой ячейки 𝛼∈Z𝑘 выполняются тождества

𝑓 ′(𝛼) = 𝜙(𝑓(𝛼), 𝑓(𝛼+ 𝛼1), . . ., 𝑓(𝛼+ 𝛼ℎ−1), 𝑠1(𝛼), . . ., 𝑠𝑚(𝛼)), (3)

𝑔′(𝛼) = 𝜓(𝑓(𝛼), 𝑓(𝛼+ 𝛼1), . . ., 𝑓(𝛼+ 𝛼ℎ−1), 𝑠1(𝛼), . . ., 𝑠𝑚(𝛼)). (4)

Содержательная интерпретация отображения Ï𝜎 такова, что сигнал
каждой ячейки и состояние каждой ячейки «после перехода» опреде-
ляется по состоянию упорядоченной окрестности ячейки и по значениям
локаторов «до перехода» с помощью законов 𝜙 и 𝜓 одинаково для всех
ячеек.

Поведениями клеточного автомата с локаторами 𝜎 назовем такие
последовательности (𝑔0, 𝑓0), (𝑔1, 𝑓1), (𝑔2, 𝑓2), . . . его состояний, для которых
выполняется (𝑔𝑖+1, 𝑓𝑖+1)=Ï𝜎(𝑔𝑖, 𝑓𝑖) для всех 𝑖=0, 1, 2, . . ., причем (𝑔𝑖, 𝑓𝑖) на-
зывается состоянием клеточного автомата с локаторами 𝜎 в момент 𝑖,
а (𝑔0, 𝑓0) называется начальным состоянием клеточного автомата с ло-
каторами 𝜎.

Состояние клеточного автомата, у которого лишь конечное число ячеек
находится в отличном от состояния покоя 𝑔0 и сигналы лишь конечного
числа ячеек не равны нейтральному элементу 𝑒, назовем конфигурацией.
Множество конфигураций будем обозначать через Í′.

Вернемся к рассмотренным ранее задачам для клеточных автоматов
и покажем, что эти задачи клеточными автоматами с локаторами решаются
существенно проще.

§ 5. Задача синхронизации стрелков

Клеточный автомат с локаторами 𝜎0, который решает зада-
чу синхронизации стрелков, имеет следующий вид: 𝜎0 = (Z1, 𝐸3, 𝑉 =
={−1, 1}, 𝐸2,∨, 𝐿={Ñ}, 𝜙, 𝜓), где ∨—дизъюнкция, взятая в качестве опре-
деляющей операции на полугруппе сигналов 𝐸2 = {0, 1}, шаблон локаторов
состоит из одного полного телесного угла Ñ, функция вещания 𝜓 при-
нимает значение 1 только для самого левого солдата в начальном состо-
янии, т. е. 𝜓(𝑥0, 𝑥−1, 𝑥1, 𝑧Ñ) = 𝑥0�̄�−1𝑧Ñ, локальная функция переходов при-
нимает значение 2, только если ячейка находится в состоянии 1 и сиг-
нал эфира равен 1, и не меняет состояния во всех остальных случаях,
т. е. 𝜙(𝑥0, 𝑥−1, 𝑥1, 𝑧Ñ)=max(2·((𝑥0=1)&(𝑧Ñ=1)∨(𝑥0=2)), 1·(𝑥0=1)).

Тем самым задачу синхронизации стрелков можно решить за 2 так-
та с помощью трех состояний и двух сигналов вещания. И факти-
чески это решение полностью соответствует решению, принятому среди
военных: командир (самый левый солдат) командует «огонь» и вся команда
стреляет.
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§ 6. Однонаправленное движение точки на луче

Приведем клеточный автомат с локаторами, который решает задачу
однонаправленного движения точки на луче.

Рассмотрим следующий клеточный автомат с локаторами 𝜎1 =
= (N, 𝐸2, 𝑉 = {−1, 1}, 𝐸2,∨, 𝐿 = {Ñ}, 𝜙, 𝜓,𝑀 = {1}), где ∨—дизъюнкция,
взятая в качестве определяющей операции на полугруппе сигналов
𝐸2 = {0, 1}, шаблон локаторов состоит из одного полного телесного угла Ñ,
множество меток состоит из одного символа 1, функция вещания 𝜓 тож-
дественно нулевая, локальная функция переходов принимает значение 1
только в двух случаях: если ячейка находится в состоянии 1 и сигнал эфи-
ра равен 0 или если ячейка слева находится в состоянии 1 и сигнал эфира
равен 1, т. е. 𝜙(𝑥0, 𝑥−1, 𝑥1, 𝑧Ñ)=𝑥0&𝑧Ñ∨𝑥−1&𝑧Ñ.

Будем считать, что переменная 𝑥−1 локальной функции переходов са-
мой левой ячейки является управляющим входом. Кроме того, будем счи-
тать, что в качестве управляющих воздействий можно посылать в эфир
сигналы из 𝐸2.

Легко видеть, что, чтобы начать движение, надо на управляющий вход
подать 1, а также послать 1 в эфир. В результате на экране в самой левой
ячейке появится метка. Далее, чтобы реализовать закон движения 𝐹 , надо
в момент 𝑡 посылать в эфир значение 𝐹 (𝑡).

Тем самым с помощью клеточных автоматов с локаторами можно ре-
ализовать любой закон движения, причем число состояний этого автомата
равно 2 и мощность алфавита вещания равна 2.

Фактически с помощью сигналов в эфир мы даем команды точке, дви-
гаться ей или стоять.

Понятно, что аналогичным образом решается и задача двунаправлен-
ного движения на луче.

§ 7. Построение кратчайшего пути

Рассмотрим решение задачи построения кратчайшего пути клеточными
автоматами с локаторами.

Рассмотрим следующий клеточный автомат с локаторами: 𝜎2 =
= (Z2, 𝐸2, 𝑉 = {(−1, 0), (0, 1), (1, 0), (0,−1)}, 𝐸2,∨, 𝐿 = {(−1, 0), (0, 1),
(1, 0), (0,−1)}, 𝜙, 𝜓), где ∨—дизъюнкция, взятая в качестве определя-
ющей операции на полугруппе сигналов 𝐸2 = {0, 1}, шаблон соседства
«крест», шаблон локаторов состоит из четырех лучей, направленных влево,
вверх, вправо и вниз, функция вещания 𝜓 принимает значение 1, если
ячейка в состоянии 1 и имеет место один из четырех случаев: если все ее
соседи в состоянии 0; у нее нет соседа сверху в состоянии 1 и верхний
локатор получает сигнал 1; у нее нет соседа слева в состоянии 1 и левый
локатор получает сигнал 1; у нее нет соседа справа в состоянии 1 и правый
локатор получает сигнал 1; т. е.

𝜓(𝑥0, 𝑥−1,0, 𝑥0,1, 𝑥1,0, 𝑥0,−1, 𝑧−1,0, 𝑧0,1, 𝑧1,0, 𝑧0,−1) =

= 𝑥0(�̄�−1,0�̄�0,1�̄�1,0�̄�0,−1 ∨ �̄�0,1𝑧0,1 ∨ �̄�−1,0𝑧−1,0 ∨ �̄�1,0𝑧1,0);
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локальная функция переходов принимает значение 1, если ячейка была
в состоянии 1 или если одновременно пришли сигналы из эфира на од-
ну из четырех пар локаторов: верхний и правый, верхний и левый, верхний
и нижний, левый и правый, т. е.

𝜙(𝑥0, 𝑥−1,0, 𝑥0,1, 𝑥1,0, 𝑥0,−1, 𝑧−1,0, 𝑧0,1, 𝑧1,0, 𝑧0,−1) =

= 𝑥0 ∨ 𝑧0,1𝑧1,0 ∨ 𝑧0,1𝑧−1,0 ∨ 𝑧0,1𝑧0,−1 ∨ 𝑧−1,0𝑧1,0.

Покажем, что приведенный выше клеточный автомат с локаторами ре-
шает задачу построения кратчайшего пути.

В начальный (нулевой) такт на плоскости только две активные ячейки,
которые называем начальными.

Рассмотрим различные случаи расположения начальных ячеек.
Случай 1. Начальные ячейки расположены на одной горизонтали. Ле-

вую начальную ячейку обозначим через 𝐴, а правую—через 𝐵.
Случай 1.1. Если начальные ячейки соседние, то эта пара ячеек и со-

ставляет кратчайший путь. Осталось заметить, что сигналы в эфир не по-
явятся, следовательно, не появятся новые активные ячейки и, значит, кон-
фигурация останется стабильной.

Случай 1.2. Если начальные ячейки не соседние, то функция вещания
каждой из начальных ячеек станет равной 1, поскольку у этих ячеек нет
соседей. Следовательно, на такте 1 в эфир от ячеек 𝐴 и 𝐵 пойдет сигнал
и для всех ячеек между ячейками 𝐴 и 𝐵 левые и правые локаторы получат
сигналы. Значит, локальные функции переходов этих ячеек примут значе-
ние 1. Следовательно, на такте 2 все ячейки между 𝐴 и 𝐵 перейдут в со-
стояние 1. Кратчайший путь построен. Поскольку у всех ячеек есть соседи,
функция вещания всех ячеек примет значение 0 и возникшая конфигурация
останется стабильной.

Случай 2. Начальные ячейки расположены на одной вертикали. Этот
случай доказывается аналогично случаю 1.

Случай 3. Начальные ячейки находятся в общем положении. Мыслен-
но проведем через начальные ячейки вертикальные и горизонтальные ли-
нии. Получаем воображаемый прямоугольник со сторонами, параллельными
осям координат, в двух диагональных вершинах которого расположены на-
чальные ячейки.

Случай 3.1. Одна начальная ячейка расположена в левом верхнем уг-
лу прямоугольника (обозначим ее через 𝐴), а вторая—в правом нижнем
(обозначим ее через 𝐵).

Поскольку у начальных ячеек нет соседей, то функция вещания этих
ячеек примет значение 1. Следовательно, на такте 1 в эфир от ячеек 𝐴
и 𝐵 пойдет сигнал. Ячейка, расположенная в левом нижнем углу прямо-
угольника (обозначим ее через 𝐶), получит сигналы от верхнего и правого
локаторов. Поэтому ее локальная функция переходов примет значение 1.
Значит, на такте 2 ячейка 𝐶 станет активной.

Случай 3.1.1. Ячейка 𝐶 является соседней и для 𝐴, и для 𝐵. Следова-
тельно, кратчайший путь построен. У всех ячеек есть соседи, следователь-
но, сигналы в эфир больше подаваться не будут и конфигурация останется
стабильной.

Случай 3.1.2. Ячейка 𝐶 не является соседней для 𝐴 и является сосед-
ней для 𝐵. Тогда функция вещания ячейки 𝐶 примет значение 1. Следова-
тельно, на такте 3 в эфир пойдут сигналы от двух ячеек: 𝐴 и 𝐶. Значит, все
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ячейки между 𝐴 и 𝐶 получат сигналы на свои верхние и нижние локаторы.
Следовательно, их локальная функция переходов примет значение 1. Сле-
довательно, на такте 4 все ячейки между 𝐴 и 𝐶 станут активными. Теперь
у всех ячеек есть соседи, следовательно, сигналы в эфир больше подаваться
не будут и конфигурация останется стабильной.

Случай 3.1.3. Ячейка 𝐶 является соседней для 𝐴 и не является сосед-
ней для 𝐵. Этот случай доказывается аналогично случаю 3.1.2.

Случай 3.1.4. Ячейка 𝐶 не является соседней ни для 𝐴, ни для 𝐵. Тог-
да функция вещания ячейки 𝐶 примет значение 1. Следовательно, на так-
те 3 в эфир пойдут сигналы от трех ячеек: 𝐴, 𝐵 и 𝐶. Значит, все ячейки
между 𝐴 и 𝐶 получат сигналы на свои верхние и нижние локаторы, а все
ячейки между 𝐵 и 𝐶 получат сигналы на свои левые и правые локаторы.
Следовательно, локальная функция переходов всех этих ячеек примет зна-
чение 1. Следовательно, на такте 4 все ячейки между 𝐴 и 𝐶 и между 𝐵 и 𝐶
станут активными. Кратчайший путь построен. У всех ячеек есть соседи,
следовательно, сигналы в эфир больше подаваться не будут и конфигурация
останется стабильной.

Случай 3.2. Одна начальная ячейка расположена в левом нижнем углу
воображаемого прямоугольника, а вторая—в правом верхнем. Этот случай
доказывается аналогично случаю 3.1.

Таким образом, мы показали, что предлагаемый клеточный автомат
с локаторами позволяет построить кратчайший путь не более чем за 4 такта.
При этом у него только 2 состояния и 2 сигнала вещания.

§ 8. Нахождение выпуклой оболочки

Задачу нахождения выпуклой оболочки можно решить клеточными ав-
томатами с локаторами за 2 такта. Далее мы уже не будем формально
описывать автоматы, решающие интересующие нас задачи, а будем давать
неформальные описания алгоритмов на идейном уровне.

Клеточный автомат, решающий задачу нахождения выпуклой оболочки,
будет иметь 4 локатора, направленных вверх, вниз, вправо и влево. Алфа-
вит сигналов вещания есть полугруппа ({0, 1},∨). В начальный момент все
черные клетки посылают в эфир сигнал 1. На следующий такт все черные
клетки окрашиваются в синий цвет (чтобы больше не посылать сигналы
в эфир), а белые клетки, которые получили сигналы 1 хотя бы с двух лока-
торов, окрашиваются в серый цвет. Белые, серые и синие ячейки сигналы
в эфир не посылают (посылают сигнал 0).

Выпуклая оболочка построена за 2 такта и состоит из серых и си-
них клеток.

§ 9. Назначение командира

Задача назначения командира решается клеточными автоматами с ло-
каторами за 3 такта.

У клеточного автомата, решающего задачу назначения командира, бу-
дет 4 локатора, направленных вверх, вниз, вправо и влево. За 2 такта мы
построим выпуклую оболочку, как описано выше.
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Во второй такт все верхние синие ячейки (те, у которых сверху белый
сосед) посылают в эфир сигнал «я сверху». Та верхняя синяя ячейка, ко-
торая услышала сигнал «я сверху» только с правого локатора, понимает,
что она самая левая, и на третий такт окрашивается в красный цвет (ста-
новится командиром). Остальные синие клетки на третий такт становятся
коричневыми (чтобы больше не посылать сигналов в эфир), а все серые
клетки становятся белыми.

Здесь мы использовали прием, который позволяет активным клеткам,
находящимся на одной горизонтальной или вертикальной линии, понимать
свое положение относительно других активных клеток. Для этого все ак-
тивные клетки посылаю в эфир некий сигнал вещания. Те клетки, которые
получают этот сигнал только с правого локатора или не получают ни с пра-
вого, ни с левого, понимают, что они самые левые в горизонтальной ли-
нии. Те клетки, которые получают этот сигнал только с левого локатора
или не получают вовсе, понимают, что они самые правые в горизонтальной
линии. Аналогично клетка может понять, что она самая верхняя или самая
нижняя в вертикальной линии.

Далее мы будем использовать этот прием, не вдаваясь в детали.

§ 10. Поиск ближайшего соседа

Решение этой задачи на прямой клеточными автоматами получено
Д. И. Васильевым. В работе [2] он построил автомат, который решает задачу
за логарифмическое от расстояния до ближайшего соседа время.

Заметим, что для всех предыдущих задач время решения не зависело
от размеров начальной конфигурации, и это первая задача, где зависимость
от размера есть.

Опишем алгоритм решения задачи поиска ближайшего соседа на пря-
мой, предложенный в работе [2].

В предлагаемом алгоритме сигнал вещания трехкомпонентный: первая
компонента принимает значения 0 или 1 и полугрупповая операция по этой
компоненте— это сложение по модулю 2. Вторые две компоненты вспомога-
тельные и полугрупповая операция по этим компонентам—это максимум.

На первом этапе, который называется этапом ориентации, все клетки
по первой компоненте посылают сигнал 0 и игра идет только на вспомо-
гательных компонентах. На первом такте черная клетка посылает в эфир
сигнал «я центральная» по второй компоненте. Те красные клетки, кото-
рые слышат сигнал «я центральная» с правого локатора, понимают, что они
слева от центральной, а те, которые слышат этот сигнал с левого лока-
тора, понимают, что они справа от центральной. На следующий такт левые
клетки определяют, какая клетка из них самая правая, а правые клетки
определяют, какая клетка из них самая левая. Чтобы не путаться, левые
клетки посылают сигнал в эфир по второй компоненте, а правые—по тре-
тьей. На третий такт все клетки, кроме центральной, самой левой и са-
мой правой становятся белыми (переходят в состояние покоя), т. е. на тре-
тьем такте остаются активными центральная клетка и одна или две красные
клетки. Оставшиеся красные клетки посылают в эфир сигнал «я осталась».
И если каждая из них услышит этот сигнал, то они понимают, что их две.
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Если осталась одна красная клетка, то она не услышит этот сигнал. Если
центральная клетка слышит этот сигнал с двух сторон, то она понимает,
что остались две красные клетки с разных сторон от центральной. Если
сигнал «я осталась» приходит к центральной клетке только с одной сторо-
ны, то центральная клетка понимает, что осталась одна красная клетка.

Если осталась одна красная клетка, то центральная и красная клетки
посылают в эфир сигнал «строим оранжевую дорожку». Все клетки, которые
слышат этот сигнал с двух сторон, понимают, что они находятся между
центральной и красной клеткой, и перекрашиваются в оранжевый цвет.
Задача решена.

Если остались две красные клетки, то мы переходим ко второму эта-
пу— этапу сравнения длин отрезков от центральной клетки к каждой
из красных клеток.

До сих пор сигналы посылались только по вспомогательным компо-
нентам, а по первой компоненте всегда посылался сигнал 0. Теперь первая
компонента будет активно использоваться.

На первом такте второго этапа (т. е. на четвертом такте) центральная
клетка посылает в эфир сигнал «я центральная» по второй компоненте,
а красные клетки посылают в эфир сигнал «я красная» по третьей компо-
ненте. Те клетки, которые в правый локатор слышат сигнал «я централь-
ная», а в левый локатор— «я красная», понимают, что находятся между ле-
вой красной и центральной клеткой и становятся «левыми» (переходят в со-
стояние 𝑞𝐿), а клетки, которые в левый локатор слышат сигнал «я централь-
ная», а в правый локатор— «я красная», понимают, что находятся между
центральной клеткой и правой красной и становятся «правыми» (переходят
в состояние 𝑞𝑅). Центральная клетка, которая и будет формировать резуль-
тат сравнения, переходит в состояние 𝑞=𝐶 , которое означает, что на данный
момент мы думаем, что длины равные. И с этого момента начинается иг-
ра по сравнению количества «левых» и «правых» клеток, и эти количества
будем называть длиной левого и правого отрезков соответственно.

В процессе сравнения длин все клетки в состоянии 𝑞𝐿 и 𝑞𝑅 посыла-
ют в эфир 1 по первой и второй компоненте. Остальные клетки посылают
в эфир нейтральный элемент, т. е. нули по всем компонентам. Третья ком-
понента эфира не существенна в процессе сравнения длин, и по ней всегда
посылается нейтральный сигнал 0.

Идея алгоритма состоит в том, что на левом локаторе центральной
ячейки формируется двоичное представление длины левого отрезка, начи-
ная с младших бит, а правом локаторе центральной ячейки формируется
двоичное представление длины правого отрезка, начиная с младших бит.
Центральная ячейка сравнивает получающиеся числа следующим образом:
если биты с левого и правого локаторов разные, то результат сравнения ра-
вен результату сравнения бит, если—одинаковые, то результат сравнения
равен результату сравнения на предыдущем шаге. В начальный момент мы
предположили, что длины равны.

Обозначим состояние покоя через *, состояние левой красной клетки
через 𝑞𝑅𝐿 , состояние правой красной клетки через 𝑞

𝑅
𝑅 .

«Левые» клетки следят за сигналом эфира, поступающим только с ле-
вого локатора, и игнорируют правый локатор. «Правые» клетки, наоборот,
игнорируют значения левого локатора и следят только за сигналами правого
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локатора. Состояния в процессе сравнения длин изменяются по следующим
правилам:

— клетка в состоянии 𝑞𝐿, которая с левого локатора получает сигнал 1
по первой компоненте, остается в состоянии 𝑞𝐿;

— клетка в состоянии 𝑞𝑅, которая с правого локатора получает сигнал 1
по первой компоненте, остается в состоянии 𝑞𝑅;

— центральная клетка, получающая с левого и правого локаторов одина-
ковые сигналы по первой и второй компоненте, остается в прежнем
состоянии;

— центральная клетка, получающая на левый локатор 0 хотя бы по одной
компоненте и получающая на правый локатор 1 по обоим компонен-
там, переходит в состояние 𝑞<𝐶 ;

— центральная клетка, получающая на правый локатор 0 хотя бы по од-
ной компоненте и получающая на левый локатор 1 по обоим компо-
нентам, переходит в состояние 𝑞>𝐶 ;

— клетки в состояниях 𝑞𝑅𝐿 и 𝑞𝑅𝑅 сохраняют свое состояние;

— во всех остальных случаях клетка переходит в нейтральное состоя-
ние *.

Через 𝐿1, 𝐿2 обозначим значения левого локатора по первой и второй
компонентам, через 𝑅1, 𝑅2 —значения правого локатора по первой и второй
компонентам и через 𝑄—состояние ячейки в текущий момент.

Продемонстрируем алгоритм на примере, в котором будет 6 «левых»
клеток и 5 «правых» клеток.

Т а б л и ц а 1
𝑡= 5

𝑄 * 𝑞𝑅𝐿 𝑞𝐿 𝑞𝐿 𝑞𝐿 𝑞𝐿 𝑞𝐿 𝑞𝐿 𝑞=𝐶 𝑞𝑅 𝑞𝑅 𝑞𝑅 𝑞𝑅 𝑞𝑅 𝑞𝑅𝑅 *

𝐿1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 1

𝐿2 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

𝑅1 1 1 0 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 0 0

𝑅2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0

Заметим, что в первый момент сравнения длин на левый и правый лока-
торы центральной клетки поступает младший бит двоичного представления
длин левого и правого отрезков (т. е. четна или нечетна левая и правая дли-
на). Далее отрезки вдвое прореживаются, т. е. фактически длина делится
на два. После чего во второй момент мы получаем следующий по старшин-
ству бит длин левого и правого отрезков и т. д. Процесс сравнения прекра-
щается, когда одна или обе длины становятся равны 0 (чему соответствуют
нули по второй компоненте на левом или правом локаторах центральной
ячейки).
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Т а б л и ц а 2
𝑡= 6

𝑄 * 𝑞𝑅𝐿 * 𝑞𝐿 * 𝑞𝐿 * 𝑞𝐿 𝑞<𝐶 * 𝑞𝑅 * 𝑞𝑅 * 𝑞𝑅𝑅 *

𝐿1 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 1 0 0 1 1 1

𝐿2 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

𝑅1 1 1 1 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0

𝑅2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

Т а б л и ц а 3
𝑡= 7

𝑄 * 𝑞𝑅𝐿 * * * 𝑞𝐿 * * 𝑞>𝐶 * 𝑞𝑅 * * * 𝑞𝑅𝑅 *

𝐿1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0

𝐿2 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

𝑅1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0

𝑅2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0

Т а б л и ц а 4
𝑡= 8

𝑄 * 𝑞𝑅𝐿 * * * * * * 𝑞>𝐶 * * * * * 𝑞𝑅𝑅 *

𝐿1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

𝐿2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

𝑅1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

𝑅2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Таким образом, когда на левом или правом локаторах центральной
ячейки по второй компоненте появляется сигнал 0, то центральная ячейка
понимает, что сравнение выполнено и результат сравнения отражен в ее
состоянии. После этого остается только прорисовать оранжевую дорожку
к более близкой красной клетке.

Отсюда мы получаем, что время решения задачи поиска ближайшего
соседа не больше, чем логарифм от длины меньшего отрезка плюс неболь-
шая константа (не большая чем 7).

В работе [4] Васильев и Гасанов показали, что решить эту задачу быст-
рее, чем за логарифмическое время, нельзя.

Приведем здесь основные идеи доказательства этой нижней оценки,
но сначала более строго сформулируем задачу поиска ближайшего соседа
на прямой. Пусть на Z задано начальное состояние 𝐼 = (𝑔0, 𝑓0) клеточного
автомата, удовлетворяющее следующим условиям:

1. Любой ячейке присвоено одно из трех состояний {𝑞𝑆; 𝑞𝐶 , *}, где *—
это состояние покоя, т. е. для любой ячейки 𝑎 ∈ Z выполнено
𝑓0(𝑎)∈ {𝑞𝑆; 𝑞𝐶 , *}.
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2. Есть лишь одна ячейка, которой присвоено состояние 𝑞𝐶 , и эта ячейка
соответствует «центральной» точке.

3. Есть лишь конечное и непустое множество ячеек, которым присвоено
состояние 𝑞𝑆 и которые соответствуют красным точкам.

4. Все ячейки не посылают в эфир сигналы, т. е. для любой ячейки 𝑎∈Z
выполнено 𝑔0(𝑎) = 𝑒.

Решением задачи поиска ближайшего соседа, соответствующей началь-
ному состоянию 𝐼, назовем состояние 𝐼𝐹 = (𝑔𝐹 , 𝑓𝐹 ) автомата, удовлетворя-
ющее следующим условиям:

1. Ячейке, которой в 𝐼 было присвоено состояние 𝑞𝐶 , присвоено состоя-
ние 𝑞𝐶𝐹 .

2. Ближайшей к ячейке в состоянии 𝑞𝐶𝐹 из тех, которым в 𝐼 было при-
своено состояние 𝑞𝑆, присвоено состояние 𝑞𝐿𝐸, если она находится
слева от ячейки в состоянии 𝑞𝐶𝐹 , и 𝑞𝑅𝐸 —если справа. Если таких
ячеек две, то правой присваивается состояние *, а левой— 𝑞𝐿𝐸.

3. Ячейкам, которые находятся между ячейками в состояниях 𝑞𝐶𝐹 и 𝑞𝐿𝐸,
присваивается состояние 𝑞𝐿𝐹 . Ячейкам, которые находятся между
ячейками в состояниях 𝑞𝐶𝐹 и 𝑞𝑅𝐸, присваивается состояние 𝑞𝑅𝐹 .

4. Остальные ячейки находятся в состоянии *.

5. Все ячейки не посылают в эфир сигналы, т. е. для любой ячейки 𝑎∈Z
выполнено 𝑔𝐹 (𝑎) = 𝑒.

Скажем, что клеточный автомат с локаторами 𝜎 решает задачу поиска
ближайшего соседа, если из любого начального состояния 𝐼, удовлетворя-
ющего описанным выше условиям, он переходит в соответствующее 𝐼 опи-
санное выше финальное состояние 𝐼𝐹 , и ни одно промежуточное состояние
не содержит ячейки в состояниях 𝑞𝐶𝐹 , 𝑞𝐿𝐸, 𝑞𝑅𝐸, 𝑞𝐿𝐹 и 𝑞𝑅𝐹 .

Назовем общим положением задачи поиска ближайшего соседа зада-
чу, в которой с обеих сторон от ячейки в состоянии 𝑞𝐶 есть хотя бы по одной
ячейке в состоянии 𝑞𝑆. Пусть 𝑇

𝜎
𝐼 —время, за которое произвольный авто-

мат 𝜎 решает задачу поиска ближайшего соседа 𝐼 (положим 𝑇 𝜎
𝐼 =∞, если

автомат 𝜎 не решает задачу 𝐼).

Т е о р е м а 4 (Д. И. В а с и л ь е в, Э. Э. Г а с а н о в [4]). Для любо-
го одномерного клеточного автомата с локаторами 𝜎 с мощностью
алфавита вещания, равной 𝑀 , и любого общего положения задачи по-

иска ближайшего соседа 𝐼 выполнено 𝑇 𝜎
𝐼 > log𝑀(

𝑠− 1

6
), где 𝑠—рассто-

яние от ячейки в состоянии 𝑞𝐶 до ближайшей ячейки в состоянии 𝑞𝑆
в задаче 𝐼.

Доказательство теоремы основывается на 4 леммах.
Скажем, что элемент ℎ конечной полугруппы 𝐺 имеет предпериод 𝑠

(𝑠 ∈ Z, 0⩽ 𝑠 < |𝐺|) и период 𝑝 (𝑝 ∈ N, 1⩽ 𝑝⩽ |𝐺|), если для любого 𝑘 ∈ N
выполнено 𝑠ℎ+𝑘ℎ= 𝑠ℎ+(𝑘+𝑝)ℎ.

Л е м м а 1. Для любого элемента ℎ конечной произвольной полу-
группы 𝐺 существует предпериод 𝑠, 0⩽𝑠< |𝐺|, и период 𝑝, 1⩽𝑝⩽ |𝐺|.
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Это достаточно очевидный факт. В самом деле, поскольку полугруппа 𝐺
конечная, то среди элементов ℎ, 2ℎ, 3ℎ, . . ., (|𝐺|+1)ℎ найдется два равных.
Пусть это элементы 𝑘1ℎ и 𝑘2ℎ, 𝑘1<𝑘2, 1⩽𝑘1⩽ |𝐺|, 2⩽𝑘2⩽ |𝐺|+1. Обозначим
𝑠= 𝑘1 − 1, 𝑝= 𝑘2 − 𝑘1. Заметим, что из ограничений на 𝑘1, 𝑘2 следует, что
0⩽𝑠< |𝐺|, 1⩽𝑝⩽ |𝐺| и 𝑠+𝑝⩽ |𝐺|. Пара найденных равных элементов в новых
обозначениях запишется как (𝑠+1)ℎ и (𝑠+𝑝+1)ℎ. Из детерминированности
групповой операции следует, что бесконечная цепочка ℎ, 2ℎ, 3ℎ, . . . обра-
зует периодическую с периодом 𝑝 последовательность, начиная с элемента
(𝑠+1)ℎ, откуда следует утверждение леммы.

Теперь отметим, что в одномерном случае существуют только 3 локато-
ра (полный, смотрящий влево и смотрящий вправо), но значение полного
локатора всегда равно сумме значений левого и правого локаторов. Поэтому
всегда можно считать, что в одномерном случае имеются ровно два локато-
ра: левый и правый.

Если 𝑋, 𝑌 ∈Z, 𝑇 ∈N, 𝑋<𝑌 , 𝑇 <𝑌 −𝑋, [𝑋, 𝑌 ]= {𝑥∈Z :𝑋 ⩽𝑥⩽𝑌 }, то
состояние (𝑔, 𝑓) одномерного клеточного автомата будем называть перио-
дичным с периодом 𝑇 на отрезке [𝑋, 𝑌 ], если функции 𝑓 и 𝑔 имеют (не обя-
зательно минимальный) период 𝑇 на этом отрезке, т. е. если для любого
𝑥∈ [𝑋, 𝑌 −𝑇 ] выполнено 𝑔(𝑥+𝑇 )=𝑔(𝑥) и 𝑓(𝑥+𝑇 )=𝑓(𝑥).

Л е м м а 2. Пусть 𝐼 = (𝑔, 𝑓)—периодичное состояние с периодом

𝑇 на отрезке [𝑋, 𝑌 ], 𝑛 = 𝑌 − 𝑋 + 1, 𝐵 =
𝑋+𝑇−1∑︀
𝑥=𝑋

𝑔(𝑥)—элемент полу-

группы 𝐺, 𝑝 и 𝑠—соответственно период и предпериод элемента 𝐵,
𝑛> (2(𝑠+1)+𝑝)𝑇 . Тогда любой одномерный клеточный автомат с лока-
торами 𝜎 = (Z, 𝑄, 𝑉, 𝐺,+, 𝐿, 𝜙, 𝜓) с начальным состоянием 𝐼 в следую-
щий такт перейдет в состояние 𝐼1 =Ï𝜎(𝑔, 𝑓), которое будет периодич-
ным с периодом 𝑝𝑇 на отрезке [𝑋+(𝑠+1)𝑇 ; 𝑌 −(𝑠+1)𝑇 ].

Чтобы показать периодичность 𝐼1 =Ï𝜎(𝑔, 𝑓) с периодом 𝑝𝑇 на отрезке
[𝑋+(𝑠+1)𝑇 ; 𝑌 − (𝑠+1)𝑇 ], достаточно показать, что состояния и значения
левого и правого локаторов периодичны на этом отрезке с периодом 𝑝𝑇 .
Периодичность состояний очевидна, поскольку по условию они периодичны
с периодом 𝑇 .

Рассмотрим любую ячейку 𝑥 из отрезка [𝑋+(𝑠+1)𝑇 ; 𝑌−(𝑠+1)𝑇 ] и ячей-
ку 𝑥+𝑝𝑇 . Значение левого локатора ячейки 𝑥+𝑝𝑇 на 𝑝𝐵 больше значения
левого локатора ячейки 𝑥, но, поскольку 𝑝—период элемента 𝐵, то эти два
значения равны. Аналогичные рассуждения можно провести и для значений
правого локатора. Тем самым мы показали периодичность с периодом 𝑝𝑇
значений левого и правого локаторов, а значит, и периодичность 𝐼1 с пери-
одом 𝑝𝑇 .

Введем операции удлинения периодической части. Пусть (𝑔, 𝑓)—
периодичное состояние с периодом 𝑇 на отрезке [𝑋, 𝑌 ], 𝑌 −𝑋 + 1 > 𝑇 .
Тогда операция удлинения периодической части справа 𝑈𝑚

𝑇 добавляет
к периодической части справа 𝑚 фрагментов длины 𝑇 так, чтобы получен-
ное состояние было периодичным на [𝑋, 𝑌 +𝑚𝑇 ] и чтобы хвост исходного
состояния после 𝑌 и хвост удлиненного состояния после 𝑌 +𝑚𝑇 совпадали,
т. е. 𝑈𝑚

𝑇 (𝑔, 𝑓)= (𝑔′, 𝑓 ′) такое преобразование, что если 𝑥⩽𝑌 , то 𝑔′(𝑥)= 𝑔(𝑥),
𝑓 ′(𝑥)=𝑓(𝑥), если 𝑌 <𝑥⩽𝑌 +𝑚𝑇 , то 𝑔′(𝑥)=𝑔′(𝑥−𝑇 ), 𝑓 ′(𝑥)=𝑓 ′(𝑥−𝑇 ) и если
𝑥>𝑌 +𝑚𝑇 , то 𝑔′(𝑥) = 𝑔(𝑥−𝑚𝑇 ), 𝑓 ′(𝑥) = 𝑓(𝑥−𝑚𝑇 ). Аналогично операция
удлинения периодической части слева 𝑊𝑚

𝑇 (𝑔, 𝑓) = (𝑔′, 𝑓 ′) такое преобра-
зование, что если 𝑥⩾𝑋, то 𝑔′(𝑥)= 𝑔(𝑥), 𝑓 ′(𝑥)= 𝑓(𝑥), если 𝑋−𝑚𝑇 ⩽ 𝑥<𝑋,
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то 𝑔′(𝑥)= 𝑔′(𝑥+𝑇 ), 𝑓 ′(𝑥)= 𝑓 ′(𝑥+𝑇 ) и если 𝑥<𝑋−𝑚𝑇 , то 𝑔′(𝑥)= 𝑔(𝑥+𝑚𝑇 ),
𝑓 ′(𝑥) = 𝑓(𝑥+𝑚𝑇 ).

Для операций удлинения периодической части справа и слева справед-
ливо следующее утверждение.

Л е м м а 3. Пусть 𝑇, 𝑚∈N, 𝑋, 𝑌 ∈Z, 𝑋<𝑌 , (𝑔, 𝑓)—периодичное со-
стояние с периодом 𝑇 на отрезке [𝑋, 𝑌 ], 𝑛=𝑌 −𝑋+1, 𝑛> (2(𝑠+1)+𝑝)𝑇 ,

𝐵 =
𝑋+𝑇−1∑︀
𝑥=𝑋

𝑔(𝑥)—элемент полугруппы 𝐺, 𝑝 и 𝑠—соответственно пе-

риод и предпериод элемента 𝐵, (𝑢, 𝑣) = 𝑈𝑝𝑚
𝑇 (𝑔, 𝑓), (𝑤, 𝑧) =𝑊 𝑝𝑚

𝑇 (𝑔, 𝑓),
𝜎 = (Z, 𝑄, 𝑉, 𝐺,+, 𝐿, 𝜙, 𝜓)—одномерный клеточный автомат с локато-
рами, (𝑔′, 𝑓 ′)=Ï𝜎(𝑔, 𝑓), (𝑢

′, 𝑣′)=Ï𝜎(𝑢, 𝑣) и (𝑤
′, 𝑧′)=Ï𝜎(𝑤, 𝑧). Тогда (𝑔′, 𝑓 ′)—

периодичное с периодом 𝑝𝑇 на отрезке [𝑋 + (𝑠 + 1)𝑇, 𝑌 − (𝑠 + 1)𝑇 ]
и (𝑢′, 𝑣′)=𝑈𝑚

𝑝𝑇 (𝑔
′, 𝑓 ′), (𝑤′, 𝑧′)=𝑊𝑚

𝑝𝑇 (𝑔
′, 𝑓 ′).

Смысл данной леммы заключается в том, что если в середину периоди-
ческой части добавить несколько периодов, то состояния и сигналы вещания
на хвостах (что на левом, что на правом) на следующий такт не поменяются
по сравнению с теми, что были бы, если бы эти периоды не добавлять. Дока-
зывается этот факт аналогично доказательству предыдущей леммы с исполь-
зованием того, что 𝑝—период сигнала вещания 𝐵.

Л е м м а 4. Пусть 𝑇, 𝑚, 𝑡 ∈ N, 𝑋, 𝑌 ∈ Z, 𝑋 < 𝑌 , 𝑛 = 𝑌 − 𝑋 + 1,

𝑎 = ⌊
𝑋 + 𝑌

2
⌋, (𝑔0, 𝑓0)—периодичное состояние с периодом 𝑇 на от-

резке [𝑋, 𝑌 ], 𝜎 = (Z, 𝑄, 𝑉, 𝐺,+, 𝐿, 𝜙, 𝜓)—одномерный клеточный

автомат с локаторами, 𝑀 = |𝐺| > 1, 𝑛 > 2𝑀𝑇
𝑀𝑡 − 1

𝑀 − 1
+ 2𝑇𝑀 𝑡,

(𝑢0, 𝑣0)=𝑈𝑚(𝑀 !)𝑡

𝑇 (𝑔0, 𝑓0), (𝑤0, 𝑧0)=𝑊𝑚(𝑀 !)𝑡

𝑇 (𝑔0, 𝑓0), (𝑔0, 𝑓0), (𝑔1, 𝑓1), (𝑔2, 𝑓2), . . . ,
(𝑢0, 𝑣0), (𝑢1, 𝑣1), (𝑢2, 𝑣2), . . ., (𝑤0, 𝑧0), (𝑤1, 𝑧1), (𝑤2, 𝑧2), . . .—поведения кле-
точного автомата с локаторами 𝜎 для начальных состояний
(𝑔0, 𝑓0), (𝑢0, 𝑣0), (𝑤0, 𝑧0) соответственно, т. е. (𝑔𝑖+1, 𝑓𝑖+1) = Ï𝜎(𝑔𝑖, 𝑓𝑖),
(𝑢𝑖+1, 𝑣𝑖+1) = Ï𝜎(𝑢𝑖, 𝑣𝑖), (𝑤𝑖+1, 𝑧𝑖+1) = Ï𝜎(𝑤𝑖, 𝑧𝑖), для всех 𝑖 = 0, 1, 2, . . ..
Тогда для любого целого 𝑖, 0 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑡, выполнено 𝑔𝑖(𝑎) = 𝑢𝑖(𝑎) = 𝑤𝑖(𝑎)
и 𝑓𝑖(𝑎) = 𝑣𝑖(𝑎) = 𝑧𝑖(𝑎).

Если обозначить 𝑋𝑖 =𝑋+𝑀𝑇
𝑀 𝑖 − 1

𝑀 − 1
, 𝑌𝑖 =𝑌 −𝑀𝑇

𝑀 𝑖 − 1

𝑀 − 1
, 𝑖=0, 1, . . ., 𝑡,

то индукцией по 𝑖, 𝑖= 0, 1, . . ., 𝑡, можно показать, что (𝑔𝑖, 𝑓𝑖)—периодич-
ное с периодом 𝑝𝑖, 𝑝𝑖 ⩽𝑀 𝑖𝑇 , на отрезке [𝑋𝑖, 𝑌𝑖], (𝑢𝑖, 𝑣𝑖) = 𝑈𝑚𝑟𝑖(𝑀 !)𝑡−𝑖

𝑝𝑖
(𝑔𝑖, 𝑓𝑖)

и (𝑤𝑖, 𝑧𝑖)=𝑊
𝑚𝑟𝑖(𝑀 !)𝑡−𝑖

𝑝𝑖
(𝑔𝑖, 𝑓𝑖), где 𝑝𝑖, 𝑟𝑖 —некоторые натуральные числа.

Базис индукции следует из условий леммы, а индуктивный переход
доказывается с помощью леммы 3.

Остается заметить, что число 𝑎 = ⌊
𝑋 + 𝑌

2
⌋ является серединой каж-

дого из отрезков [𝑋𝑖, 𝑌𝑖], 𝑖 = 0, 1, . . ., 𝑡. Поэтому из определения опера-
ций удлинения периодической части справа и слева сразу получаем, что
𝑔𝑖(𝑎)=𝑢𝑖(𝑎)=𝑤𝑖(𝑎) для любого 𝑖, 0⩽ 𝑖⩽ 𝑡.

Теперь, используя лемму 4, можем доказать теорему 4.
Рассмотрим произвольное общее положение задачи поиска ближай-

шего соседа 𝐼0 = (𝑔0, 𝑓0). Пусть 𝑠𝐿 —расстояние от «центральной» ячейки
до ближайшего левого соседа, а 𝑠𝑅 —до ближайшего правого соседа. Пусть
𝑠=min(𝑠𝐿, 𝑠𝑅).

Предположим, что некоторый одномерный клеточный автомат с лока-

торами решает задачу за время 𝑡, и 𝑡 ⩽ log𝑀(
𝑠− 1

6
), где 𝑀—мощность



34 Э.Э. ГАСАНОВ

алфавита вещания 𝐺. Отсюда получаем 𝑠−1⩾ 6𝑀 𝑡> 2𝑀
𝑀𝑡 − 1

𝑀 − 1
+2𝑀 𝑡. От-

метим, что в начальной конфигурации между «центральной» ячейкой и бли-
жайшим соседом ровно 𝑠− 1 ячейка в состоянии покоя и каждая из этих
ячеек посылает в эфир нейтральный элемент группы. Следовательно, на-
чальное состояние является периодичным с периодом 1 на отрезке длины
𝑠− 1 между «центральной» ячейкой и ближайшим соседом. Пусть ячейка 𝑎
является серединой этого отрезка.

Для определенности предположим, что 𝑠𝐿 > 𝑠𝑅. В финальном состоя-
нии, т. е. в момент 𝑡 ячейка 𝑎 по определению окажется в состоянии 𝑞𝑅𝐹 .

Возьмем натуральное 𝑚 такое, что 𝑚(𝑀 !)𝑡 > 𝑠𝐿 − 𝑠𝑅. Рассмотрим на-
чальное состояние (𝑢0, 𝑣0) =𝑈𝑚(𝑀 !)𝑡

1 (𝑔0, 𝑓0), являющееся удлинением перио-
дической части справа. Поскольку 𝑚(𝑀 !)𝑡 > 𝑠𝐿 − 𝑠𝑅, то в этом состоянии
ближайшим соседом окажется ячейка, находящаяся слева от «центральной»
на расстоянии 𝑠𝐿. Поскольку начальные состояния (𝑔0, 𝑓0) и (𝑢0, 𝑣0) удовле-

творяют условиям леммы 4 и поскольку 𝑠−1>2𝑀
𝑀𝑡 − 1

𝑀 − 1
+2𝑀 𝑡, то, согласно

лемме 4, в момент 𝑡 будет выполнено 𝑣𝑡(𝑎) = 𝑓𝑡(𝑎) = 𝑞𝑅𝐹 . Но этого не мо-
жет быть, поскольку для начального состояния (𝑢0, 𝑣0) ближайшая ячейка
находится слева.

Получили противоречие. Следовательно, предположение, что суще-
ствует одномерный клеточный автомат с локаторами, который решает зада-

чу за время 𝑡⩽ log𝑀(
𝑠− 1

6
), было неверным.

Случай, когда 𝑠𝐿 ⩽ 𝑠𝑅, рассматривается аналогично, только надо будет
удлинять периодическую часть влево.

Теорема 4 доказана.
Можно заметить, что теорема 4 фактически показывает, что задача

сравнения длин отрезков не может быть решена с помощью одномерно-
го клеточного автомата с локаторами быстрее по порядку, чем логарифм
от длины меньшего отрезка.

Также заметим, что, учитывая описанный выше алгоритм решения за-
дачи поиска ближайшего соседа, мы получили, что время решения этой
задачи одномерным клеточным автоматом с локаторами по порядку равно
логарифму от расстояния до ближайшего соседа.

Самое интересное, что, казалось бы, более сложная задача—двумер-
ная задача поиска ближайшего соседа—решается за константное время.
Для этого надо использовать клеточный автомат с 9 локаторами, один из ко-
торых полный, а остальные образуют лучи с шагом 45 градусов. Этот ре-
зультат доказан Васильевым в работе [3].

Опишем приведенный в [3] двумерный клеточный автомат с локато-
рами и соответствующий ему алгоритм решения двумерной задачи поиска
ближайшего соседа.

Уточним формулировку задачи поиска ближайшего соседа для двумер-
ного случая.

Пусть на плоскости Z2 задано начальное состояние 𝐼 клеточного авто-
мата, удовлетворяющее следующим условиям:

— любой ячейке присвоено одно из трех состояний {𝑞𝑆; 𝑞𝐶 , *};

— есть лишь одна ячейка, которой присвоено состояние 𝑞𝐶 ;
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— есть лишь конечное и непустое множество ячеек, которым присвоено
состояние 𝑞𝑆.

Решением задачи поиска ближайшего соседа, соответствующей начальному
состоянию 𝐼, назовем состояние автомата, удовлетворяющее следующим
условиям:

— ячейке, которой в 𝐼 было присвоено состояние 𝑞𝐶 , присвоено состоя-
ние 𝑞𝐶𝐹 ;

— ячейке, ближайшей к ячейке в состоянии 𝑞𝐶𝐹 , из тех, которым в 𝐼
было присвоено состояние 𝑞𝑆, присвоено состояние 𝑞𝑆𝐹 . Если таких
ячеек несколько, то одной (произвольной) из них присваивается со-
стояние 𝑞𝑆𝐹 , а остальным— *;

— остальные ячейки находятся в состоянии *.

Определим, что клеточный автомат с локаторами 𝜎 решает задачу по-
иска ближайшего соседа, если его начальное состояние удовлетворяет усло-
виям, описанным выше, и его финальное состояние существует и соответ-
ствует решению задачи поиска ближайшего соседа для его начального со-
стояния. При этом такой автомат, перейдя в состояние, соответствующее
решению какой-либо задачи поиска ближайшего соседа, должен в нем оста-
ваться во всех дальнейших тактах.

Т е о р е м а 5 (Д. И. В а с и л ь е в [3]). Существует клеточный ав-
томат 𝜎 c 15 состояниями и с мощностью алфавита вещания 40, кото-
рый решает двумерную задачу поиска ближайшего соседа за время,
не превосходящее 13.

Рассмотрим клеточный автомат с локаторами 𝜎 с набором локаторов,
состоящем из локаторов, изображенных на рис. 4, и полного локатора. Полу-
групповой операцией на алфавите вещания будет максимум.

Рис. 4. Направления и названия локаторов

Зададим на клеточном
пространстве систему коорди-
нат с центром в центральной
ячейке. Центральная ячейка в по-
строенном автомате постоянно
отправляет в эфир сигнал 1.
Ячейки, получившие такой сигнал
с локатора 𝑅3, поймут, что нахо-
дятся на верхней координатной
полуоси. Аналогичным образом
каждая ячейка может иденти-
фицировать свое нахождение
на остальных трех координатных
полуосях. Ячейки, находящиеся
на полуосях, постоянно отправ-
ляют в эфир сигнал с номером своей полуоси (верхняя— 2, правая—
3, нижняя— 4 и левая— 5). По этим сигналам каждая ячейка может
распознать, в какой координатной четверти она находится. Например,
получив сигнал 2 с локатора 𝑅4 и сигнал 3 с локатора 𝑅3, можно
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однозначно определить, что рассматриваемая ячейка находится в первой
координатной четверти. Идея функционирования построенного автомата
состоит в том, чтобы спроецировать вдоль манхэттенской окружности все
точки из задачи на одну полуось, найти ближайшую к центру проекцию,
а затем восстановить ее прообраз. Например, точка из первой четверти
может послать специальный сигнал, считываемый только правой полуосью.
Точка из правой полуоси, получив такой сигнал с локатора 𝐷4, поймет, что
является проекцией одной из точек задачи (рис. 5, слева). Повторив такую
итерацию 4 раза, можно спроецировать все точки на верхнюю полуось
(рис. 5, справа).

Рис. 5. Пример проецирования одной точки на полуось (слева), ход проецирования задачи
на верхнюю полуось (справа)

Чтобы найти ближайшего соседа на верхней полуоси, каждому кан-
дидату достаточно послать в эфир специальный сигнал и, получив такой
сигнал с локатора 𝑅3, самоустраниться (т. е. перейти в состояние покоя).
После того, как ближайшая проекция найдена, достаточно обратным ходом
описанного алгоритма восстановить ее прообраз.

§ 11. Сложение векторов

Ранее мы сформулировали задачу сравнения векторов на прямой и при-
вели ее решение с помощью клеточных автоматов и показали, что время ре-
шения в этом случае пропорционально длинам векторов.

В работе [10] Д. Э. Ибрагимова показала, что с помощью одномерно-
го клеточного автомата с локаторами эту задачу можно решить за время,
приблизительно равное удвоенному логарифму от длины меньшего вектора.

Идея алгоритма состоит в том, чтобы вычислять двоичное представле-
ние меньшего вектора, аналогично тому, как это делалось в задаче поиска
ближайшего соседа (алгоритм Васильева), и далее постепенно откладывать
этот вектор из конца большего вектора. Когда векторы смотрят в одну сто-
рону, легко понять какой из векторов короче, а когда они смотрят в разные
стороны, Ибрагимова предлагает сравнить длины векторов по алгоритму Ва-
сильева. Отсюда появляются два логарифма от длины меньшего вектора.

Если же не сравнивать длины векторов в случае, когда векторы смотрят
в разные стороны, а откладывать, например, правый вектор из конца левого,
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то мы получим один логарифм, но уже от длины большего вектора (если
правый вектор будет больше левого).

Опишем более подробно последний алгоритм.
В начальной конфигурации одна клетка находится в состоянии 𝐵

(начало координат) и одна или две клетки находятся в состоянии 𝐸 (концы
векторов). Когда имеется только одна клетка в состоянии 𝐸, то это будем
понимать как то, что у обоих векторов концы совпали. Остальные клетки
находятся в состоянии покоя *.

Напомним, что клеточный автомат не может «понять», одна или две
клетки находятся в состоянии 𝐸, тогда как клеточный автомат с локаторами
это легко понимает.

Например, начальное состояние может быть следующим.

Т а б л и ц а 5
𝑡= 0

𝑓 : * 𝐵 * * * * * 𝐸 * 𝐸 * * * * * * * *

Один из векторов назовем закрепленным, а второй перемещаемым.
Перемещаемый вектор мы потом будем перемещать к концу закрепленного
вектора.

Алгоритм решения будет состоять из нескольких этапов.
На первом этапе (этапе ориентации) мы определим, по какую сторону

от начала координат находятся концы векторов. Это будем делать также,
как и в алгоритме Васильева. Далее назначим закрепленный и перемеща-
емые векторы. А именно если векторы смотрят в одну сторону, то закреп-
ленным сделаем более длинный вектор, а перемещаемым сделаем более
короткий (сравнить длины векторов, направленных в одну сторону, легко,
это делается так же, как мы определяли самую левую и самую правую
клетки). Если же векторы смотрят в разные стороны, то закрепленным объ-
явим левый вектор, а перемещаемым—правый. В данном алгоритме состо-
яние клетки будет двухкомпонентным. Первую компоненту будем использо-
вать, в частности, чтобы отмечать перемещаемый вектор, а вторую—чтобы
откладывать его от конца закрепленного. Все клетки перемещаемого век-
тора переводим в состояние 𝑃 . Все клетки луча, начинающегося в конце
закрепленного вектора и направленного в ту же сторону, что и переме-
щаемый вектор, отметим состояниями 𝑍, а начало этого луча (т. е. конец
закрепленного вектора) отметим состоянием 𝐻𝑍. Остальные клетки пере-
ведем в состояние покоя. На этом первый этап завершается. Понятно, что
он займет константное число тактов (обозначим это число через 𝑡0).

После первого этапа могут возникнуть 3 принципиально разные ситуа-
ции: оба вектора направлены вправо, оба вектора направлены влево и век-
торы направлены в разные стороны. Далее мы будем рассматривать только
первую ситуацию, а остальные две читатель может разобрать самостоятель-
но по аналогии с приведенным ниже алгоритмом.

На втором этапе мы будем складывать векторы, а точнее, будем пе-
ремещать перемещаемый вектор к концу закрепленного. Делать это будем
следующим образом. Сигнал вещания у нас будет четырехкомпонентным.
Первые две компоненты будут суммирующими, и алфавит этих компонент
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будет {0, 1}, а полугрупповая операция будет сложение по модулю 2. Вто-
рые две компоненты будут вспомогательными, и полугрупповая операция
для этих компонент будет максимум. Первую суммирующую компоненту
мы будем использовать для вычисления двоичного представления длины
перемещаемого вектора, а вторую суммирующую компоненту—для откла-
дывания перемещаемого вектора от конца закрепленного.

Если обозначить через 𝐿1, 𝐿2, 𝐿3, 𝐿4 значения компонент левого локато-
ра, то по результатам первого этапа состояние, сигналы вещания и значения
локаторов будут следующими.

Т а б л и ц а 6
𝑡= 𝑡0

𝑓1 : * 𝐵𝑃 𝑃 𝑃 𝑃 𝑃 𝑃 𝑃 * * * * * * * * * *

𝑓2 : * * * * * * * * * 𝐻𝑍 𝑍 𝑍 𝑍 𝑍 𝑍 𝑍 𝑍 𝑍

𝑔1 : 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

𝐿1 : 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

𝑔2 : 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

𝐿2 : 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1

𝑔3 : 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

𝐿3 : 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Если перемещаемый вектор смотрит вправо (наш рассматриваемый слу-
чай), то значения первой и второй компонент правого локатора использо-
ваться не будут, поскольку они будут неопределенны, как сумма бесконеч-
ного числа единиц.

Состояния и сигналы вещания ячеек для следующего такта будут ме-
няться по следующим правилам:

— если первая компонента состояния равна 𝑃 и значение первой ком-
поненты левого локатора равно 1, то первая компонента состояния
не меняется, а сигналы вещания по первой и третьей компоненте бу-
дут равны 1;

— если первая компонента состояния равна 𝑃 и значение первой ком-
поненты левого локатора равно 0, то первая компонента состояния
меняется на *, а сигналы вещания по первой и третьей компоненте
будут равны 0;

— если вторая компонента состояния равна 𝐻𝑍 и значение первой ком-
поненты левого локатора равно 0, то вторая компонента состояния
не меняется, а сигнал вещания по второй компоненте будет равен 1;

— если вторая компонента состояния равна 𝐻𝑍 и значение первой ком-
поненты левого локатора равно 1, то вторая компонента состояния
меняется 𝐻, а сигнал вещания по второй компоненте будет равен 0;

— если вторая компонента состояния равна 𝐻 и значение первой ком-
поненты левого локатора равно 0, а значение третьей компоненты ле-
вого локатора равно 1, то вторая компонента состояния не меняется,
а сигнал вещания по второй компоненте будет равен 0;
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— если вторая компонента состояния равна 𝐻 и значение третьей компо-
ненты левого локатора равно 0 (завершили получать биты двоичного
представления перемещаемого вектора), то вторая компонента состо-
яния меняется на *, а сигнал вещания по второй компоненте будет
равен 0;

— если вторая компонента состояния равна 𝐻 и значение первой ком-
поненты левого локатора равно 1, то вторая компонента состояния
не меняется, а сигнал вещания по второй компоненте будет равен 1;

— если вторая компонента состояния равна 𝑍 и значение второй компо-
ненты левого локатора равно 1 и значение третьей компоненты левого
локатора равно 1, то вторая компонента состояния не меняется, а сиг-
нал вещания по второй компоненте будет равен 1;

— если вторая компонента состояния равна 𝑍 и значение второй компо-
ненты левого локатора равно 0 и значение третьей компоненты лево-
го локатора равно 1, то вторая компонента состояния меняется на *,
а сигнал вещания по второй компоненте будет равен 0;

— если вторая компонента состояния равна 𝑍 и значение третьей ком-
поненты левого локатора равно 0, то вторая компонента состояния
меняется на 𝐿, а сигнал вещания по четвертой компоненте будет ра-
вен 1;

— если вторая компонента состояния равна 𝐿 и значение четвертой ком-
поненты левого локатора равно 0 (самая левая ячейка в состоянии 𝐿),
то вторая компонента состояния меняется на *, а первая компонента
состояния становится 𝐸𝐹 ;

— если вторая компонента состояния равна 𝐿 и значение четвертой ком-
поненты левого локатора равно 1 (не самая левая ячейка в состоя-
нии 𝐿), то вторая компонента состояния меняется на *;

— если первая компонента состояния равна 𝐵𝑃 и значение четвертой
компоненты правого локатора равно 1, то первая компонента состоя-
ния меняется на 𝐵𝐹 ;

— во всех не рассмотренных выше случаях компоненты состояние будут
равны *, а компоненты сигнала вещания будут равны 0.

Приведем состояния для нашего примера в последующие такты.
Здесь состояниями 𝐻𝑍 и 𝐻 отмечается конец закрепленного вектора.

На первой компоненте левого локатора ячейки с состояниями 𝐻𝑍 или 𝐻
отображаются очередные биты двоичного представления длины перемеща-
емого вектора. Состояниями 𝑍 отмечаются ячейки, расстояние до которых
от конца закрепленного вектора имеет такие же биты в двоичном представ-
лении, как и биты двоичного представления длины перемещаемого вектора.
Появление сигнала 0 в третьей компоненте левого локатора (в нашем при-
мере это момент 𝑡= 𝑡0+3) означает, что все биты двоичного представления
длины перемещаемого вектора уже получены и пора фиксировать конец
вектора суммы. Для этого в момент 𝑡= 𝑡0 + 3 все оставшиеся ячейки в со-
стоянии 𝑍 переходят в состояние 𝐿 и посылают в эфир по 4 компоненте
сигнал 1, а в момент 𝑡= 𝑡0 + 4 с помощью этих сигналов выбирают самую
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Т а б л и ц а 7
𝑡= 𝑡0 + 1

𝑓1 : * 𝐵𝑃 * 𝑃 * 𝑃 * 𝑃 * * * * * * * * * *

𝑓2 : * * * * * * * * * 𝐻𝑍 * 𝑍 * 𝑍 * 𝑍 * 𝑍

𝑔1 : 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

𝐿1 : 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

𝑔2 : 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

𝐿2 : 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0

𝑔3 : 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

𝐿3 : 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Т а б л и ц а 8
𝑡= 𝑡0 + 2

𝑓1 : * 𝐵𝑃 * * * 𝑃 * * * * * * * * * * * *

𝑓2 : * * * * * * * * * 𝐻 * 𝑍 * * * 𝑍 * *

𝑔1 : 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

𝐿1 : 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

𝑔2 : 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0

𝐿2 : 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0

𝑔3 : 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

𝐿3 : 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Т а б л и ц а 9
𝑡= 𝑡0 + 3

𝑓1 : * 𝐵𝑃 * * * * * * * * * * * * * * * *

𝑓2 : * * * * * * * * * 𝐻 * * * * * 𝑍 * *

𝑔1 : 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

𝐿1 : 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

𝑔2 : 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0

𝐿2 : 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0

𝑔3 : 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

𝐿3 : 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

левую ячейку в состоянии 𝐿 и эта ячейка в момент 𝑡= 𝑡0 + 5 становится
концом вектора суммы. Задача решена.

Тем самым мы показали, что задачу сложения векторов на прямой мож-
но решить за время, равное логарифму от длины перемещаемого вектора
плюс некая небольшая константа.

Теперь покажем, что эту задачу нельзя решить по порядку быстрее,
чем за логарифмическое время.

Т е о р е м а 6. Существует такая константа 𝑐, что для любого
одномерного клеточного автомата с локаторами 𝜎 время решения за-
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Т а б л и ц а 10
𝑡= 𝑡0 + 4

𝑓1 : * 𝐵𝑃 * * * * * * * * * * * * * * * *

𝑓2 : * * * * * * * * * * * * * * * 𝐿 * *

𝑔1 : 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

𝐿1 : 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

𝑔2 : 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

𝐿2 : 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

𝑔3 : 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

𝐿3 : 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

𝑔4 : 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

𝐿4 : 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1

Т а б л и ц а 11
𝑡= 𝑡0 + 5

𝑓1 : * 𝐵𝐹 * * * * * * * * * * * * * 𝐸𝐹 * *

𝑓2 : * * * * * * * * * * * * * * * * * *

𝑔1 : 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

𝐿1 : 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

𝑔2 : 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

𝐿2 : 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

𝑔3 : 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

𝐿3 : 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

𝑔4 : 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

𝐿4 : 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

дачи сложения векторов на прямой будет не меньше, чем 𝑐 log 𝑛, где 𝑛—
длина более короткого вектора.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим обратное, что существует одно-
мерный клеточный автомата с локаторами 𝜎, для которого время решения
задачи сложения векторов на прямой будет равно 𝑇𝜎(𝑛)=𝑜(log 𝑛).

Рассмотрим начальную конфигурацию, в которой векторы смотрят
в разные стороны и длина более короткого вектора равна 𝑛. Согласно пред-
положению, мы ее можем решить за время 𝑇𝜎(𝑛) = 𝑜(log 𝑛). Но из решения
задачи сложения векторов мы сразу (плюс пару тактов) можем решить за-
дачу сравнения длин или задачу поиска ближайшего соседа. Но эти задачи
не могут быть решены быстрее, чем за 𝑐 log 𝑛, где 𝑐—некоторая константа.
Получили противоречие. Теорема доказана.

Интересно то, что если перейти от одномерного клеточного автомата
с локаторами к двумерному, то задачу сложения векторов можно решить
за константное время.

Задачу сложения векторов на прямой назовем задачей в общем поло-
жении, если в начальной конфигурации есть одна ячейка в состоянии 𝐵
и две ячейки в состоянии 𝐸.
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Т е о р е м а 7. Существует двумерный клеточный автомат с ло-
каторами с 7 сигналами вещания и 17 состояниями, который реша-
ет любую задачу сложения векторов на прямой в общем положении
за 5 тактов.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим следующий двумерный кле-
точный автомат с локаторами 𝜎 = (Z2, 𝑄,⧸○, 𝐸7,max, 𝐿, 𝜙, 𝜓), где
𝑄 = {*, 𝐵, 𝐸, 𝐵1, 𝐸1, 𝐵2, 𝐿2, 𝑅2, 𝐵3, 𝐿3

𝐿, 𝐿
3
𝑅, 𝑅

3, 𝐵4, 𝐿4
𝐿, 𝐿

4
𝑅, 𝐵𝐹 , 𝐸𝐹}, и где

*—состояние покоя, шаблон соседства пустой, сигналы вещания обра-
зуют полугруппу (𝐸7,max), шаблон локаторов 𝐿 состоит из 8 локаторов,
изображенных на рис. 4; функция переходов 𝜙 и функция вещания 𝜓 будут
описаны ниже.

Идея алгоритма решения состоит в том, чтобы отобразить конец левого
вектора на ось ординат, затем перенести его на прямую, параллельную оси
ординат, но проходящую через конец правого вектора, а затем полученную
точку обратно отобразить на ось абсцисс.

Клеточный автомат с локаторами 𝜎 будет работать ровно 5 тактов, и мы
будем описывать значения функции переходов и функции вещания на каж-
дом такте, при этом демонстрируя их на трех ситуациях, когда в начальной
конфигурации оба вектора направлены вправо, векторы направлены в раз-
ные стороны, оба вектора направленны влево. Эти начальные состояния
и дальнейшее поведение для этих начальных конфигураций изображены
на рис. 6, 7, 8 соответственно. Отметим также, что на этих рисунках ячейки,
которые посылают сигналы в эфир, обведены кружком, а рядом с кружком
указано значение сигнала вещания, посылаемого в эфир. Ячейки без круж-
ков посылают в эфир нейтральный элемент 0. Состояние покоя на рисунках
изображено в виде пустой клетки.

Рис. 6. Оба вектора направлены вправо
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Рис. 7. Векторы направлены в разные стороны

Рис. 8. Оба вектора направлены влево

Для упрощения описания мы будем говорить, что ячейка на таком-то
такте посылает в эфир такой-то сигнал, но решение о посылаемом сигнале
принималось на предыдущем такте.

На нулевом такте ячейка в состоянии 𝐵 (начало координат) переходит
в состояние 𝐵1. Ячейки в состоянии 𝐸 (концы векторов) принимают реше-
ние о посылке в эфир сигнала 1 и переходят в состояние 𝐸1.
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На первом такте ячейка в состоянии 𝐵1 переходит в состояние 𝐵2.
Ячейки в состояниях 𝐸1 посылают в эфир сигналы 1. Ячейка в состоянии 𝐸1,
которая получает сигнал 1 на локатор R4 (левый локатор), понимает, что
она правее и переходит в состояние 𝑅2. Ячейка в состоянии 𝐸1, которая
получает сигнал 1 на локатор R2 (правый локатор), понимает, что она левее
и переходит в состояние 𝐿2.

На втором такте ячейка в состоянии 𝐵2 посылает в эфир сигнал 2 и пе-
реходит в состояние 𝐵3. Ячейка в состоянии 𝑅2 переходит в состояние 𝑅3.
Ячейка в состоянии 𝐿2 посылает в эфир сигнал 2 переходит в состояние по-
коя. Ячейка в состоянии покоя, которая получает сигналы 2 на локаторы R3
(снизу) и D2 (снизу справа), переходит в состояние 𝐿3

𝑅. Ячейка в состоя-
нии покоя, которая получает сигналы 2 на локаторы R3 (снизу) и D3 (снизу
слева), переходит в состояние 𝐿3

𝐿.
На третьем такте ячейка в состоянии 𝐵3 переходит в состояние 𝐵4.

Ячейка в состоянии 𝑅3 посылает в эфир сигнал 3 переходит в состояние
покоя. Ячейка в состоянии 𝐿3

𝑅 посылают в эфир сигнал 3. Ячейка в состо-
янии 𝐿3

𝐿 посылают в эфир сигнал 4. Ячейка в состоянии покоя, которая
получает сигналы 3 на локаторы R3 (снизу) и R4 (слева), переходит в со-
стояние 𝐿4

𝑅. Ячейка в состоянии покоя, которая получает сигнал 3 на лока-
тор R3 (снизу) и сигнал 4 на локатор R4 (слева) или на локатор R2 (справа),
переходит в состояние 𝐿4

𝐿.
На четвертом такте ячейка в состоянии 𝐵4 посылает в эфир сигнал 5

и переходит в состояние 𝐵𝐹 . Ячейка в состоянии 𝐿4
𝑅 посылает в эфир сиг-

нал 5 переходит в состояние покоя. Ячейка в состоянии 𝐿4
𝐿 посылает в эфир

сигнал 6 переходит в состояние покоя. Ячейка в состоянии покоя, которая
получает сигналы 5 на локаторы R4 (слева) и D4 (сверху слева), перехо-
дит в состояние 𝐸𝐹 . Ячейка в состоянии покоя, которая получает сигнал 5
на локаторы R4 (слева) или R2 (справа) и сигнал 6 на локатор D1 (сверху
справа), переходит в состояние 𝐸𝐹 .

На пятом такте остаются только две активные ячейки в состояниях 𝐵𝐹

и 𝐸𝐹 или только одна ячейка в состоянии 𝐵𝐹 , если векторы были направ-
лены в разные стороны и имели одинаковую длину.

Теорема доказана.
Понятно, что таким же образом можно решать и задачу сложения век-

торов на прямой не в общем положении, просто надо будет предусмотреть
большее число случаев.

Более того, можно за константное время решить задачу сложения век-
торов на плоскости. Для этого надо отобразить концы векторов на оси ко-
ординат. Для каждой из осей координат решить задачу сложения векторов
на прямой, а потом восстановить конец суммарного вектора.

§ 12. Реализация баз данных типа «ключ—значение»

Приведем еще один пример практически важной задачи— задачи ре-
ализации баз данных типа «ключ—значение». Как показали Э. Э. Гасанов
и А. А. Пропажин в работе [7], эту задачу удобно решать с помощью кле-
точных автоматов с локаторами.

База данных «ключ—значение»— это популярная сейчас парадигма
хранения данных, также называемая словарем. Такую базу данных можно
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представлять в виде множества пар строк (𝑘, 𝑣), где первая строка 𝑘 называ-
ется ключом и служит идентификатором пары, а вторая строка 𝑣 называется
значением. Строка—это последовательность символов некоторого алфа-
вита 𝐴, оканчивающаяся специальным символом 0, называемым символом
окончания строки, причем символ 0 не принадлежит алфавиту 𝐴.

База данных «ключ—значение» поддерживает следующие операции:
1) вставка пары (𝑘, 𝑣)—в базе данных появляется запись с ключом 𝑘

и значением 𝑣; если запись с ключом 𝑘 уже имелась в базе данных, то зна-
чение заменяется на 𝑣;

2) удаление записи с ключом 𝑘—из базы данных удаляется за-
пись (𝑘, 𝑣); если записи с ключом 𝑘 в базе данных нет, то база данных
не изменяется;

3) поиск элемента по ключу 𝑘—в базе данных находится запись (𝑘, 𝑣)
и значение 𝑣 возвращается в качестве ответа; если записи с ключом 𝑘 в базе
данных нет, то ответом служит пустое множество.

В работе [7] утверждается, что существует клеточный автомат с ло-
каторами и пользователем, который реализует базу данных типа «ключ—
значение» и для которого время выполнения операций поиска, вставки
и удаления не будет превышать суммарную длину ключа и значения. При-
ведем данный результат более подробно.

Введем еще одну сущность— пользователя базы данных. Будем счи-
тать, что пользователь базы данных имеет возможность посылать в эфир
сигналы из алфавита вещания и получать из эфира сигналы из алфави-
та вещания. Будем считать, что клеточный автомат с локаторами вместе
с пользователем реализуют базу данных типа «ключ—значение», если ал-
фавит вещания представляет собой множество, состоящее из пар вида
(«команда», 𝐴 ∪ {0}), где «команда»—принимает одно из значений: «по-
иск», «вставка», «удаление», «ответ», «нет ответа», «нет команды» (здесь
«нет команды» является минимальным элементом), и поведение клеточного
автомата задается следующим образом.

1. Пользователь подает в эфир команду «поиск» и первый символ клю-
ча 𝑘, а затем последовательно все остальные символы ключа, включая сим-
вол 0. Если в базе данных нет записи с ключом 𝑘, то на следующий такт
после подачи символа 0 клеточный автомат выдает в эфир команду «нет
ответа». Если в базе данных есть запись (𝑘, 𝑣), то на следующий такт по-
сле подачи символа 0 клеточный автомат выдает в эфир пару («ответ», 𝑎),
где 𝑎∈𝐴—первый элемент значения 𝑣, и в последующие такты клеточный
автомат последовательно выдает в эфир все остальные символы значения 𝑣
вплоть до символа 0 включительно.

2. Пользователь подает в эфир команду «вставка» и первый символ
ключа 𝑘, а потом последовательно все остальные символы ключа, вклю-
чая 0, и после этого таким же способом передаются символы значения 𝑣.
В результате в базе данных, реализуемой клеточным автоматом, появляется
пара (𝑘, 𝑣), т. е. если в последующем подать на вход клеточному автомату
команду «поиск» и ключ 𝑘, то клеточный автомат вернет значение 𝑣 в ответ.

3. Пользователь подает команду «удаление» и первый символ ключа 𝑘,
а потом последовательно все остальные символы ключа, включая 0. В ре-
зультате из базы данных, реализуемой клеточным автоматом, исчезает за-
пись с ключом 𝑘, т. е. при последующем поиске по ключу 𝑘 клеточный
автомат вернет «нет ответа».
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Т е о р е м а 8 (Э. Э. Г а с а н о в, А. А. П р о п а ж и н [7]). Сущест-
вует клеточный автомат с локаторами и пользователем, который ре-
ализует базу данных типа «ключ—значение» и для которого время вы-
полнения операций поиск, вставка, удаление не будут превышать сум-
марную длину ключа и значения.

Приведем идею доказательства данной теоремы.
Будем использовать одномерный клеточный автомат с одним пол-

ным локатором, причем элементарные автоматы, лежащие в отрицатель-
ной области числовой прямой, использоваться не будут. Выше уже был
описан алфавит вещания. Алфавит состояний состоит из троек вида
(«команда», «тип ячейки», 𝐴∪{0, *}), где «команда» принимает одно из зна-
чений: «поиск», «вставка», «удаление», «ответ»; «тип ячейки» принимает од-
но из значений: «командир», «текущая ячейка типа ключ», «текущая ячейка
типа значение», «необрабатываемая ячейка», «приемник для записи»; *—
специальный символ. Символом «приемник для записи» будет помечаться
элементарный автомат, начиная с которого будет осуществляться следую-
щая запись в базу данных. В начальный момент этим символом будет по-
мечен автомат с номером 0. Записи базы данных будут представлять собой
пары строк ключ—значение, причем первый символ каждой записи будет
отмечен состоянием «командир».

Опишем функционирование данного автомата. Когда начинается
вставка, все командиры получают из эфира сигнал в виде («вставка», 𝑘1),
где 𝑘1 —первый символ ключа. Если 𝑘1 совпадает со значением, храня-
щимся в состоянии клетки командира, то в состоянии следующей справа
клетки команда меняется на «вставка», а тип ячейки на «текущая ячейка
типа ключ». На следующий такт следующая справа от командира клетка,
также получив сигнал из эфира, проверяет совпадение с хранящимся симво-
лом. При совпадении происходит аналогичный предыдущему процесс за тем
исключением, что в конце такта тип этой клетки изменится на «необрабаты-
ваемая ячейка». Процесс происходит последовательно до символа 0 включи-
тельно. Процесс проверки ключа начинается одновременно со всех коман-
диров. Если в какой-то момент случилось несовпадение, то тип следующей
клетки меняется на «необрабатываемая ячейка». Если дошли до симво-
ла 0, то это означает, что мы нашли запись с искомым ключом и эту запись
надо исключить из базы данных. Исключения из базы данных достигается
тем, что 0 в состоянии текущей клетки меняется на символ *. В результате
при последующих поисках совпадения не будет.

Одновременно с поиском ключа, начиная с клетки, помеченной состо-
янием «приемник для записи», происходит последовательная запись пары
«ключ—значение» в базу данных. В момент прихода команды «вставка»
клетка, находящаяся в состоянии «приемник для записи», становится ко-
мандиром и сохраняет в своем состоянии первый символ ключа 𝑘1. При этом
в следующий момент клетка, находящаяся правее данной клетки, меняет ко-
манду на «вставка» и тип ячейки на «приемник для записи». Далее клетки,
имеющие команду «вставка» и тип ячейки «приемник для записи», сохраня-
ют в своем состоянии поступающие из эфира символы ключа и значения.
При этом состояние («вставка», «приемник для записи») переходит к сле-
дующей справа клетке. Исключением является момент прихода символа 0
для значения. В этот момент следующая справа клетка переходит в состо-
яние («поиск», «приемник для записи»).
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Удаление происходит аналогично вставке. Только во время удаления
не начинается процесс записи в конец базы данных.

Во время поиска считывание ключа происходит так же, как и при
вставке. Но, дойдя до символа 0, замена данного символа на * не проис-
ходит. Клетка, следующая справа от клетки с символом 0, меняет команду
на «поиск» и тип ячейки на «текущая обрабатывающая ячейка типа зна-
чение». Клетки, находящиеся в этом состоянии, отправляют в эфир сигнал
(«ответ», 𝑎), где 𝑎∈𝐴—хранимый символ. Текущая клетка после отправки
сигнала меняет тип на «необрабатываемая ячейка». Сигналы с символами
значения последовательно отправляются в эфир до сигнала с символом 0
включительно.

§ 13. Вычислительные устройства
на базе клеточных автоматов с локаторами

Хотя при описании клеточного автомата с локаторами мы использу-
ем понятие эфира и тем самым как бы предполагаем некую беспроводную
связь между элементарными автоматами, эту «беспроводную» связь можно
реализовать с помощью обычных проводников и стандартных логических
элементов.

Так, в работе [11] Г. В. Калачев показал, как можно реализовать кле-
точные автоматы с локаторами в виде чипов, если все локаторы являются
подпространствами с одной выколотой точкой, а алфавит вещания—идем-
потентный моноид.

Калачев предлагает следующим образом представлять реализацию кле-
точного автомата с локаторами в виде чипа.

Предположим для начала, что алфавит вещания есть полугруппа
({0, 1},max), 𝐴—некоторое подпространство пространства Z𝑘 ячеек кле-
точного автомата (например, это может быть некоторая прямая), задающее
некоторый локатор 𝜈. В качестве эфира должно быть некоторое устройство,
«суммирующее» неограниченное количество электрических сигналов из 𝐴.
В качестве такого устройства может выступать проводник, подключенный
ко всем выходам элементов, которые нужно суммировать, и подключенный
к усилителю, выход которого подключен ко входам-локаторам всех элемен-
тов. Таким образом, если один из элементов послал в эфир сигнал, этот
сигнал усилится и на локаторы всех элементов из 𝐴 придет сигнал 1. Если
же все элементы выдали 0, то и из эфира придет 0. Таким образом можно
реализовать операцию max от неограниченного числа аргументов, принима-
ющих значения из множества {0, 1}.

Однако для клеточного автомата с локатором 𝜈 в состоянии (𝑔, 𝑓) тре-
буется уметь для каждой ячейки 𝛼∈𝐴 вычислять функцию

𝑠𝜈(𝛼) =𝑀1(𝑔, 𝐴, 𝛼) = max
𝛽∈𝐴∖{𝛼}

𝑔(𝛽).

Можно заметить, что

𝑀1(𝑔, 𝐴, 𝛼) =min
(︁ ∑︀
𝛽∈𝐴∖{𝛼}

𝑔(𝛽), 1
)︁
=min

(︁
min

(︁∑︀
𝛽∈𝐴

𝑔(𝛽), 2
)︁
− 𝑔(𝛼), 1

)︁
.
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Операцию 𝑀2(𝐴) =min
(︀∑︀
𝛽∈𝐴

𝑔(𝛽), 2
)︀
также возможно реализовать, но слож-

нее, чем операцию max. Например, это можно сделать следующим обра-
зом. Каждый вход, представляющий аргумент операции, равный 1, выдает
ограниченный ток на провод, соединяющий все аргументы и подключен-
ный к нулевому проводу через резистор. В зависимости от числа входов,
равных 1, на соединяющем проводнике будет различное напряжение. Сам
проводник можно подключить к двум компараторам, из которых один сра-
батывает при напряжении, когда хотя бы один вход активен, а второй сра-
батывает при напряжении, когда хотя бы 2 входа активны. Используя ре-
зультаты сравнения с компараторов, легко получить значение функции 𝑀2.
Затем по общему проводу можно подвести результат 𝑠=𝑀2(𝐴) обратно ко
всем ячейкам из 𝐴 и ячейке 𝛼 вычислить min(𝑠− 𝑔(𝛼), 1); получим таким
образом в ячейке 𝛼 требуемый результат 𝑠𝜈(𝛼).

Теперь рассмотрим общий случай, когда (𝐺,+)—идемпотентный ком-
мутативный моноид и он задает алфавит вещания, где 𝐺= {𝑒, 𝑒1, . . ., 𝑒𝑛−1},
𝑒—нейтральный элемент 𝐺. Пусть, как и ранее, локатор 𝜈 задается под-
пространством 𝐴⊆Z𝑘.

Закодируем не нейтральные элементы 𝑒1, . . ., 𝑒𝑛−1 наборами (1, 0, . . ., 0),
(0, 1, 0, . . ., 0), . . . , (0, . . ., 0, 1)∈ {0, 1}𝑛−1, а нейтральный элемент 𝑒 закоди-
руем набором из всех нулей. Пусть теперь ячейки клеточного автомата по-
сылают в эфир сигналы 𝑔=(𝑔1, 𝑔2, . . ., 𝑔𝑛−1) в соответствии с данной схемой
кодирования.

Тогда если мы заведем 𝑛−1 описанную выше схему 𝑀1, то для каждой
ячейки 𝛼∈𝐴 получим операцию

𝑀3(𝑔, 𝐴, 𝛼) = (𝑀1(𝑔1, 𝐴, 𝛼), 𝑀1(𝑔2, 𝐴, 𝛼), . . ., 𝑀1(𝑔𝑛−1, 𝐴, 𝛼)),

с помощью которой до каждой ячейки 𝛼 может быть донесена информация,
какие именно элементы полугруппы 𝐺 встречаются в сумме

𝑠𝜈(𝛼) =
∑︀

𝛽∈𝐴∖{𝛼}

𝑔(𝛽),

а с учетом идемпотентности моноида этой информации достаточно, чтобы
вычислить 𝑠𝜈(𝛼). Тем самым нам остается только вычислить булев оператор:

𝐹 (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛−1) =
𝑛−1∑︀
𝑖=1

𝑥𝑖 · 𝑒𝑖.

А этот оператор легко можно реализовать с помощью обычной схемы
из функциональных элементов.

Итак, мы получили, что для любого конечного идемпотентного моноида
можно реализовать его полугрупповую операцию от неограниченного числа
элементов, используя фиксированную СФЭ и несколько проводников, под-
ключенных ко всем элементам, выходы которых суммируются.

С реализацией направленных локаторов (типа лучей или других полу-
пространств) все обстоит хуже. Проводник проводит одинаково во все сто-
роны. Если же использовать диоды, пропускающие ток только в одну сторо-
ну, глубина схемы тут же станет линейной по числу аргументов и здесь уже
нельзя говорить, что сигнал по эфиру распространяется мгновенно, таким
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образом, теряется смысл использования данной модели. Поэтому описан-
ным способом можно реализовать лишь телесные углы, совпадающие с под-
пространствами. Например, полный локатор Ñ реализуется, если соединить
пластиной выходы всех ячеек. Можно сделать слой с множеством прово-
дов, идущих в одном направлении, и таким образом будет реализовываться
локатор {𝑣,−𝑣}, где 𝑣—направление проводов в данном слое.

Рассмотрим пример реализации клеточного автомата с двумя локато-
рами в виде вертикальных и горизонтальных прямых. На рис. 9 изображен
первый слой интегральной схемы, на котором реализуется логика ячеек.
На рис. 10 изображен второй слой интегральной схемы, на котором прово-
дятся локальные соединения между ячейками. На рис. 11 изображен третий
слой интегральной схемы, на котором реализуются вертикальные локаторы.
На рис. 12 изображен четвертый слой интегральной схемы, на котором ре-
ализуются горизонтальные локаторы.

Рис. 9. Первый слой—реализация ячеек

Рис. 10. Второй слой—локальные соединения

Для реализации других (направленных) локаторов требуется использо-
вать какие-то другие физические принципы, выходящие за рамки обычной
схемотехники.
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Рис. 11. Третий слой—вертикальные локаторы

Рис. 12. Четвертый слой— горизонтальные локаторы
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