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М.Е. Жуковский, М.Б. Марков, С.В. Подоляко 

О подготовке данных для моделирования переноса фотонов и 

электронов 

Рассмотрены столкновения, которые испытывают фотоны и электро-

ны с энергиями 100 эВ – 1 ГэВ при переносе в веществе: фотопоглощение, 

комптоновское и когерентное рассеяние фотонов, образование ими элек-

трон-позитронных пар; упругое рассеяние электронов, ударная ионизация, 

тормозное излучение и возбуждение атомов среды. Представлен метод 

единого представления данных о сечениях в виде таблиц вероятностных 

распределений, аргументом которых является равномерно распределенная 

от нуля до единицы случайная величина. Таблицы используются матема-

тическими моделями переноса излучения для моделирования поглощения 

и рассеяния фотонов и электронов. 

Ключевые слова: сечение, фотон, электрон, столкновение, рассеяние, 

энергия, импульс, случайная величина, распределение, вероятность 

 

M.E. Zhukovsiy, M.B. Markov, S.V. Podolyako 

On the preparation of data for modeling of the photons and electrons 

transport  

Collisions experienced by photons and electrons with energies of 100 eV - 

1 GeV during transport in matter are considered: photoabsorption, Compton and 

coherent scattering of photons, the formation of electron-positron pairs by them; 

elastic scattering of electrons, impact ionization, bremsstrahlung and excitation 

of atoms of the medium. The method is presented for a unified presentation of 

cross-sectional data in the form of tables of probability distributions, the argu-

ment of which is always a random variable uniformly distributed from zero to 

one. Tables are used by mathematical models of radiation transfer to model the 

absorption and scattering of photons and electrons. 

Key words: cross-section, photon, electron, collision, scattering, energy, 

momentum, random variable, distribution, probability 
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Введение 

Моделирование совместного переноса фотонов и электронов акту-

ально как для исследований природных явлений, так и для важных техни-

ческих приложений. Примерами являются атмосферные каскадные ливни 

космических частиц [1] и воздействие радиационных поясов Земли на кос-

мические аппараты [2].  

Одним из средств, предназначенных для моделирования фотонов и 

электронов, является комплекс программ «Радиационное и ЭлектроМаг-

нитное Поле» (РЭМП), разработанный в ИПМ им. М.В. Келдыша РАН [3]. 

Комплекс обеспечивает моделирование распространения фотонов и элек-

тронов в сложной рассеивающей среде путем решения уравнения переноса 

в различных постановках. Рассеяние частиц моделируется в модели инди-

видуальных столкновений [4]. Для нестационарных постановок задач реа-

лизован статистический метод частиц [5]. 

Оба варианта подразумевают прямое моделирование отдельных 

столкновений частиц. Для этого обрабатываются данные по сечениям рас-

сеяния частиц на атомах и молекулах. Одной из проблем, с которой прихо-

дится сталкиваться при использовании сечений рассеяния, являются раз-

личия в их представлении. Все полные и дифференциальные сечения рас-

сеяния зависят от энергии падающей частицы. Дифференциальное сечение 

упругого рассеяния электронов, например, зависит, помимо этого, только 

от угла рассеяния. Использование дифференциального сечения некоге-

рентного рассеяния фотонов в моделях переноса подразумевает задание 

энергий и углов рассеянного фотона и комптоновского электрона. Прямое 

использование для этого данных разнородных константных систем связано 

с проблемами различий в масштабах используемых величин, что влечет 

потерю либо превышение точности. 

Единое представление сечений рассеяния обеспечивает Программа 

Расчета Вероятностных Распределений «Таблица» (ПРВР «Таблица»), 

включенная в состав комплекса РЭМП. Программа «Таблица» ставит в со-

ответствие значению случайной величины, равномерно распределенной от 

нуля до единицы, угол вылета или энергию рассеянной частицы, а также 

коэффициент ее поглощения относительно данного процесса рассеяния. 

Для этого Программа предварительно обрабатывает имеющиеся данные о 

сечениях и трансформирует их в вероятностные распределения, аргумен-

том которых всегда является равномерно распределенная от нуля до еди-

ницы случайная величина. Следует отметить, что доступные данные о се-

чениях могут иметь совершенно различные представления. В большинстве 

случаев это табличное представление в различных единицах измерения. 

Встречаются формульные представления, эмпирические зависимости, за-

висящие от параметров, и т.д.  

В процессе моделирования программа решения уравнения переноса 

разыграет указанную случайную величину, программа «Таблица» интер-
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полирует для полученного значения величину характеристики частицы и 

возвращает для выполнения дальнейшего расчета. 

Данная работа представляет описание основного подхода к построе-

нию вероятностных распределений. Рассмотрены столкновительные про-

цессы, актуальные для фотонов и электронов с энергиями 100 эВ – 1 ГэВ. 

Показано, как строятся вероятностные распределения на основе их сече-

ний. 

1   Общий подход к построению таблиц 

Столкновительное взаимодействие частицы с веществом приводит к 

изменению ее импульса. Это изменение рассматривается как случайное 

событие. Возможно появление новых частиц. Вероятности взаимодействий 

различных типов пропорциональны пути dl, который проходит частица в 

материале, и микроскопическим сечениям v, где v обозначает тип взаимо-

действия. Единицей измерения микроскопического сечения является 

1 барн = 1024 см2.  

Если n – концентрация атомов вещества, то величины 

v = nv называются макроскопическими сечениями. Они определяют ве-

роятность реализации соответствующих процессов на единице длины пути 

частицы, а их сумма, называемая полным макроскопическим сечением 

взаимодействия, – 
vv

  .  

Вероятность того, что длина пробега частицы до первого столкнове-

ния (длина свободного пробега) превысит l, будет равна    expP l l  . 

Величину  также называют линейным коэффициентом ослабления.  

Теория поглощения и рассеяния излучения в веществе для количе-

ственного описания столкновений использует следующие величины. Кон-

центрация вычисляется по формуле n =  /( A  1 а.е.м.), где  – плотность 

вещества, A – атомная масса, 1 а.е.м. = 1,660 539 066 60(50)⋅10−24 г. 

Тогда  = n(барн) =   (барн)/(A  1 а.е.м.), 

 =   (см2) 10−24/(1,66053906610−24 A). Окончательно получаем: 

 =    A (см2/г), где A(см2/г) = (см2)/(1,660539066 A) – массовое се-

чение. 

Величины полных сечений и характер их зависимости от энергии ил-

люстрируют рисунки  1 и  2. 
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Рис. 1. График зависимости полных микроскопических сечений  

поглощения фотонов от энергии 

Средняя длина свободного пробега будет  
0

1
t

l tP t dt   . 

 

Рис. 2. График зависимости полных массовых сечений  

поглощения фотонов от энергии 

Распределения частиц после взаимодействия описываются дифферен-

циальными по углам и энергии сечениями v (Ω, | Ω, ). Они выражают 

вероятности того, что частица с направлением движения Ω и энергией  на 

единице длины пути испытает рассеяние в единичный телесный угол око-

ло направления Ω и приобретет энергию из единичного интервала около 

. 
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Дифференциальные сечения для некоторых процессов приведены на 

рисунках  3 и  4. 

 

Рис. 3. Дифференциальные сечения энергии тормозного фотона 

для углерода brem (| e) 

 

Рис. 4 .Дифференциальные сечения для косинуса электрона  

при упругом рассеянии для железа el (cos  | e) 

Алгоритмы, реализованные в комплексе РЭМП, предполагают следу-

ющую последовательность стохастического моделирования столкновений: 

розыгрыш точки и типа взаимодействия на основе их полных сечений и 

розыгрыш импульса частицы после взаимодействия [6, 7]. 
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Розыгрыш точки следующего взаимодействия частицы определяется 

решением уравнения 

   1 0 1

1

ln
n

k n n

k

l r r   



    , (1) 

где n – номер слоя, в котором произойдёт взаимодействие, r – координата 

точки взаимодействия внутри слоя,   0 1k k k kl r r     – оптическая тол-

щина k-го слоя для частицы с энергией 0, rk – точки пересечения траекто-

рии частицы с оболочками, 𝜇k – полные макроскопические сечения рассея-

ния частицы в веществе к-ого слоя, ξ ∈ (0, 1) – равномерно распределенная 

случайная величина.  

Следующим этапом является розыгрыш типа взаимодействия. Пусть 

рассматривается N типов взаимодействий с сечениями σi.Тогда полное се-

чение является суммой    0 01
   




N

all ii
. Вычислим величину 

1
 




k

k i alli
p  и составим последовательность из N интервалов: 

0, p1, …, pi,…, pN = 1. При попадании случайного числа ξ ∈ (0,1) в i-й интер-

вал выбирается i-й тип взаимодействия. 

После определения точки и типа разыгрывается само взаимодействие. 

Пусть фотон c энергией   испытывает когерентное рассеяние. В этом 

случае разыгрывается только новое направление движение фотона, а его 

энергия не изменяется. Для этого разыгрывается случайное число ξ ∈ (0,1) 

и находится новый косинус полярного угла частицы путём билинейной ин-

терполяции функции  * 1 *cos |RelF    , где  cos | ,RelF     – функция 

распределения косинуса полярного угла от энергии. В случае комптонов-

ского рассеяния фотона разыгрывается косинус угла с использованием 

функции  1cos |CompF    , где  cos |CompF    – функция распределе-

ния косинуса полярного угла при комптоновском рассеянии. Далее по из-

вестной формуле вычисляются энергия рассеянного фотона и импульс 

комптоновского электрона. Если рассматривается тормозное рассеяние 

электрона, то энергия рождённого фотона разыгрывается путём билиней-

ной интерполяции табличной функции  1 |Brem eF   , где  |Brem eF    –

 функция распределения энергии тормозного фотона от энергии электрона, 

e – энергия электрона. Косинус угла рождённого фотона находится путём 

розыгрыша с использованием табличной функции  1cos |Brem eF   , по-

скольку косинус угла и энергия тормозного фотона не связаны законом со-

хранения. 

Сведения о сечениях процессов взаимодействия частиц с веществом 

обычно доступны как результаты экспериментов, оформленные в виде 

табличных данных, или как формулы. Основным источником для получе-

ния сечений и дифференциальных сечений является база данных 
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https://www-nds.iaea.org/ IAEA Nuclear Data Services (Секция Ядерных 

Проблем МАГАТЭ). 

Функции массового коэффициента ослабления σA, табличные функции 

распределения F -1 (ξ | v), основанные на соответствующих дифференци-

альных сечениях процессов, подготавливаются предварительно. Сечения 

обрабатываются программой построения вероятностных распределений и 

поступают в вычислительные модули РЭМП в виде табличных данных, за-

данных на равномерной сетке. 

Пусть x – значение величины τ, характеризующей состояние частицы. 

Если известна плотность распределения f(x) (probability distribution function 

(PDF) – в англоязычной литературе) этой величины в данном физическом 

процессе, то распределение этой величины F(x) (cumulative distribution 

function (CDF) – в англоязычной литературе) определяется интегралом 

   
x

F x f t dt


  . Величина F(x) есть вероятность того, что значение τ бу-

дет меньше x: F(x) = P(τ < x).  

Моделирование (разыгрывание) случайной величины ξ осуществляет-

ся методом «обратной функции» [8]: если ξ ∈ (0,1) – равномерно распреде-

ленная случайная величина, а значения x случайной величины ξ удовле-

творяют уравнению 

    , 0,1

x

f t dt  


  , (2) 

то ξ имеет плотность распределения f(x). Следовательно, x вычисляется как 

значения функции, обратной к F(x): x = F -1(ξ). 

Таким образом, для получения путем розыгрыша случайной величины 

характеристик частиц после взаимодействия используется уравнение (2). 

Среднее значение x  вычисляется с помощью интеграла  
1

1

0
x F d   . 

Погрешность распределений зависит от точности исходных данных о 

сечениях и должна оцениваться с учетом дискретизации соответствующих 

областей фазового пространства, точности интегрирования в левой части 

уравнения и вычисления значений обратной функции F -1 (ξ | v). 

Очевидно, что эффективность использования табличных распределе-

ний зависит от способа получения значений в «промежуточных» точках, то 

есть в точках двумерной области (ξ, x), не совпадающих с узлами таблиц. 

Наиболее простым способом с прогнозируемой погрешностью является 

линейная (билинейная) интерполяция. Поэтому естественным представля-

ется табулировать функции от искомых распределений, которые изменя-

ются в соответствующих областях фазового пространства по закону, близ-

кому к линейному. Это достигается анализом функциональных зависимо-

стей сечений процессов. В качестве независимой переменной при табуля-

ции следует выбирать величину, которая позволяет пользоваться равно-

мерными сетками. Степень дискретизации при этом определяется, с одной 
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стороны, минимизацией погрешности табличных данных, а с другой –

 минимизацией объема таблиц. 

Рассмотрим в качестве первого примера угловое распределение фото-

электронов, образующихся при фотоионизации атомов рассеивающей сре-

ды. Распределение описывается следующим дифференциальным сечением 

[12]:  

 
 

   
5 3 2

4 2

4

1 1
1 1 2 1

21

  
 



   
           

e

d Z
r g g g

d є g
, (3) 

где 2

eє m c 1 ;g є      2 1 ; cos     є є є ,   –  энергия фо-

тоэлектрона,   – угол между направлениями движения падающего фотона 

и фотоэлектрона,   – постоянная тонкой структуры, me – масса электрона, 

c –   скорость света. 

Рассмотрим сетки по энергии   min 1 max1
:

I

i i Ii
     


       и 

случайному числу   11
: 0 1

J

j j Jj
   


      . Вероятностные рас-

пределения строятся в следующей последовательности. Для каждого зна-

чения энергии εi выбирается сетка   11
: 1 1  


      

K

k k Kk
v , 

обеспечивающая приемлемую точность задания сечения. Вычисляются 

выражения 

  
 

   
2

, 4

1 1
| 1 1 2 1

21


  



  
     

 

j

i j j i i i i i j

i j

f g g g , (4) 

проводится численное кумулятивное интегрирование: 

    
0

,

1

| |





  


 
j

j

i j j i i iF f t dt . (5) 

Результат интегрирования нормируется на единицу путем деления Fi,k 

на Fi,K. Путём интерполяции на заданную сетку  
1

J

j j



 вычисляется функ-

ция 𝜈 = F-1(ξ | ε).  

2  Взаимодействие фотонов с веществом 

Фотоны с энергиями 100 эВ – 1 ГэВ испытывают при рассеянии в ве-

ществе когерентное и комптоновское (некогерентное) рассеяние и фотопо-

глощение, а также рождают электрон-позитронные пары. При когерентном 

рассеянии энергия фотона сохраняется, изменяется направление его дви-

жения. Комптоновское рассеяние приводит к появлению свободного элек-

трона, уменьшению энергии и угловому рассеянии фотона. Фотопоглоще-
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ние состоит в ионизации атома путем возбуждения и отрыва электрона с 

атомной оболочки. В поле ядра или атомарного электрона может образо-

ваться электрон-позитронная пара. Во всех случаях предполагается, что 

рассеяние и поглощения фотонов не приводит к разрушению молекуляр-

ных связей. Поэтому молекулярные сечения вычисляются как взвешенная 

сумма соответствующих атомных сечений.  

Дифференциальное по углу сечение рэлеевского рассеяния описыва-

ется формулой [14]: 

    2cos ,
cos











R T C Z v ,      2 2cos 0.5 1 cos    eT r , (6) 

где T(cos)  классическое сечение Томпсона когерентного рассеяния на 

свободном покоящемся электроне, θ – угол рассеяния re – классический 

радиус электрона; C(Z, v) – атомный форм-фактор [14], 1 cos v kє  –  

параметр, имеющий размерность, обратную длине; 
2

12
29,1445 

2

 em c
k см

hc
;  

Z – атомный номер; ε – энергия фотона, me – масса электрона, c – скорость 

света, 2

eє m c . 

 

 
Рис. 5. График функции C(Z, v)/Z 

для некоторых химических 

элементов 

Рис. 6. Распределение фотонов 

по косинусу угла когерентного 

рассеяния в кремнии 
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Рис. 7. Нормированная индикатриса когерентного  

рассеяния фотонов в кремнии 

График функции C(Z, v) для некоторых элементов приведен на Рис. 5.  

Соотношение (6) справедливо для квантов, энергия которых значи-

тельно превышает энергию К-оболочки атома. При низких энергиях ис-

пользуется «аномальный» фактор рассеяния [14]. Однако при энергиях фо-

тона, когда аномальный эффект становится существенным, вероятность 

когерентного рассеяния мала по сравнению с вероятностью фотопоглоще-

ния. Поэтому соотношение (6) является вполне удовлетворительным. 

На основе уравнения (6) построена таблица  cos |T    распреде-

ления угла когерентного рассеяния (Рис. 6). Сечение рэлеевского рассея-

ния уменьшается с увеличением энергии кванта излучения как 21/   [15]. 

Поэтому сетка по энергии построенной таблицы выбиралась равномерной 

по переменной  2lgs mc . Рис. 7 иллюстрирует индикатрису когерент-

ного рассеяния в кремнии. 

Моделирование комптоновского рассеяния требует энергетического 

или углового распределения фотонов после столкновения. Дифференци-

альное сечение этого процесса определяется формулой 

 

   , ,cos
cos


  








C I Z K , 

 
2

2 2

0,cos cos 1
  

   
  

    
         

K r , 

(7) 

где K(, cos) – сечение Кляйна-Нишины, I(Z,ν) – функция рассеяния 

[16, 17], которая модифицирует сечение Кляйна-Нишины при малых энер-

гиях и больших Z. 
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В случае рассеяния на свободном покоящемся электроне энергия фо-

тона после рассеяния вычисляется по формуле 
 

 
1 1 cos





 

 є
. 

На Рис. 8 приведен график зависимости функции рассеяния I(Z,ν) / Z 

для алюминия. 

 

 
Рис. 8. График функции рассеяния 

для некоторых элементов 

Рис. 9. Распределение угла компто-

новского рассеяния в алюминии 

 
Рис. 10. Индикатриса некогерентного рассеяния фотонов в алюминии 

Распределение косинуса угла комптоновского рассеяния в алюминии 

показано на рисунке  9. Оно построено с помощью модели (7) и формулы 

(5). Индикатриса некогерентного рассеяния для различных энергий фото-

нов изображена на рисунке  10. Использованы данные базы [10]. 

Формулы (7) для энергий фотона порядка или ниже энергии связи 

атомных электронов не применимы. Однако при малых энергиях вероят-

ность некогерентного рассеяния мала не только по сравнению с вероятно-

стями фотопоглощения и когерентного рассеяния. Поэтому приближение 

(7) вполне удовлетворительно. 
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Отметим, что при больших энергиях функция рассеяния I(Z,ν) стре-

мится к Z, а при малых энергиях убывает как n, n>3 [16, 17]. Поэтому при 

построении распределений для косинуса угла рассеяния сетка по энергии 

выбиралась равномерной по переменной s=lg(ε). Энергия, полярный и ази-

мутальный угол электрона вычисляются по формулам 
   

 
e

, 

  2 2cos cos 2 cos
e                

       , e- =  + . 

При фотоэффекте возбужденный электрон покидает атом с энергией 

ε – Ui, где Ui – энергия связи i-й оболочки атома. Сечения фотопоглощения 

получены путем обработки данных из библиотеки The Livermore Evaluated 

Photon Data Library (EPDL97, [12, 18]). Сечение фотопоглощения обратно 

пропорционально n-й степени энергии фотона:   n , n>1 [19]. Поэтому 

при построении таблицы сечений фотоэффекта сетка по энергии выбира-

лась равномерной по переменной s = lg(ε). Дифференциальное сечение фо-

топоглощения определяется формулой (3) [12]. 

Графики табулированных значений функции cose() для алюминия 

приведены на рисунке  11, а индикатриса угла вылета фотоэлектрона на 

рисунке 12. 

 
 

Рис. 11. Вероятностные 

распределения cos θ 

для фотоэлектронов 

Рис. 12. Индикатрисы вылета 

фотоэлектронов для различных 

энергий 

Если энергия фотона превышает удвоенную массу покоя электрона 
22  em c , то в поле ядра может произойти рождение электрон-

позитронной пары. Полное сечение этого процесса табулировано в 

[9, 10]. Моделирование рождения пар проводится аналогично [12].  

На Рис. 13 показаны энергетические распределения позитронов, рож-

дающихся в паре с электроном. 
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Рис. 13. Вероятностные энергетические распределения позитронов, 

рождающихся в паре с электроном в алюминии 

Полярные углы вылета позитрона и электрона разыгрываются следу-

ющим образом [12]:  

 
 

 
2 1

cos , 0,1
2 1 1

 
 

 






 
 

 e
, 

 
2

2
,

1




  
 




 

 e

є є
є

є m c
.  

3  Взаимодействие электронов с веществом 

Если взаимодействие нейтральных частиц характеризуется относи-

тельно редкими локализованными столкновениями, то перенос электронов 

происходит в присутствии дальнодействующих кулоновских сил, приво-

дящих к огромному числу взаимодействий. Фотон с начальной энергией 

0,5 МэВ теряет при движении в алюминии около 90% своей энергии в ре-

зультате примерно 10 столкновений. Электрон с такой начальной энергией 

замедляется, теряя 90% кинетической энергии, претерпевая около 105 ин-

дивидуальных взаимодействий. 

К основным процессам взаимодействия электронов с веществом отно-

сятся упругое рассеяние на атомах вещества, приводящее к отклонению 

электрона от первоначального направления движения; возбуждение и 

ударная ионизация атомов; радиационное торможение в кулоновском поле 

атома с генерацией фотона тормозного излучения. 

Табулированные данные для сечений этих процессов представлены в 

базе данных National Nuclear Data Center, [9. 10]. 
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Взаимодействие электронов с веществом описывают полное 
el  и 

дифференциальное по углу coseld d   сечения упругого рассеяния; пол-

ное 
ion  и дифференциальное по переданной энергии 

iond d   сечения 

ударной ионизации; полное 
br  и дифференциальное по переданной энер-

гии 
brd d   сечения тормозного излучения; полное 

ex  сечение возбуж-

дения атома и средние потери энергии 
ex . 

Сечения всех рассматриваемых процессов обратно пропорциональны 

некоторой степени энергии электрона , 1a a    . Удобно использовать 

отношение сечения к атомной массе A . Поэтому для моделирования 

рассеяния электронов используется функция  lgF A  . 

Функция распределения угла упругого рассеяния строится с исполь-

зованием данных для плотности распределения: 

   0

1
| el

el

el

d
f y E

dy




 , 

1

0

1

el
el

d
dy

dy






  .  

Для качественного анализа распределения используется формула Ре-

зерфорда для дифференциального сечения упругого рассеяния: 

 
22 1d d   
  . Проводя интегрирование  

1

y

d dt dt
  и решая урав-

нение (6), получим, что 
2 1     при ξ → 0. Такая зависимость не позво-

ляет использовать одну и ту же равномерную сетку по   для всех энергий 

электрона. В то же время   2lg 1 lg lg    . Тогда сетка по величине 

lg(ξ) может быть выбрана единой всех энергий электрона, поскольку про-

изводная  lg 1 lgd y d   не зависит от энергии. 

Величиной, удобной для моделирования процесса упругого рассеяния 

электронов, является функция      lg 1 lgelF F     . Использование 

этой функции позволяет строить равномерные по lg(ξ) сетки независимо от 

энергии электрона. Путем обработки табулированных в ENDF значений 

величины 
eld dy  получены соответствующие распределения  lgelF  . 

На Рис. 14 изображены графики зависимости Fel от значений лога-

рифма равномерно распределенной случайной величины ξ∈(0,1) для алю-

миния и железа. 
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алюминий железо 

Рис. 14. Вероятностные распределения угла упругого рассеяния электрона 

Заметим, что характер зависимости некоторых из рассматриваемых 

распределений от ξ обусловливает выбор в качестве независимой перемен-

ной lg (ξ). В этом случае при розыгрыше соответствующих случайных ве-

личин можно использовать равномерную сетку по независимой перемен-

ной. При этом минимальное значение ξ выбирается заведомо меньше вели-

чины 1N

 , где Nξ – максимальная длина отрезка последовательности слу-

чайных (псевдослучайных) чисел, используемого в процессе моделирова-

ния. 

Дифференциальное по энергии фотона сечение тормозного излуче-

ния обратно пропорционально энергии фотона [21, 22]: 1brd d     . 

Проводя соответствующие преобразования, получим:  lg   . Поэтому 

тормозное излучение удобно моделировать с помощью функции lgbrF  . 

На Рис. 15 представлен график этой функции для вольфрама. 

Плотность распределения полярного угла вылета тормозного фотона 

получена в [23] и аппроксимирована в [24, 25] следующей формулой: 

        maxexp exp 3 , 0,p u C au ud au u u       ,  

где 25 8, 27,a d u mc   , 2

maxu mc . 

Распределение азимутального угла изотропно: 2  . 

На Рис. 16 изображено вероятностное распределение угла тормозного 

фотона. На  17 представлена индикатриса вылета тормозного фотона. 
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Рис. 15. Вероятностные 

распределения энергии тормозного 

фотона в вольфраме 

Рис. 16. Вероятностные 

распределения угла вылета 

тормозного фотона 

 

 
Рис. 17. Индикатриса вылета тормозного гамма-кванта 

Процесс аннигиляции позитрона с электроном может сопровож-

даться рождением двух и более фотонов. Однако наиболее вероятным яв-

ляется процесс двухфотонной аннигиляции. Сечение этого процесса опи-

сывается формулой [12]: 

 
 

   2 2
2 2

2 22

4 1 ln 1 3
,

1 1 1

е

k k k kZ r k mc
k

k k mck


 
       

 
    







,  
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где   – кинетическая энергия позитрона. 

Дифференциальное по энергии фотона сечение аннигиляции имеет 

вид [12]: 

 
 

   
2

2 2 1
1 2 1

1

ed Z r
k k w k

dw k w w

   
      

  
,  

22
w

mc







.  

Из законов сохранения следует, что величина w может изменяться в 

пределах от 
2min

1
1

2 2 em c
w








 
  

 



 до 

2max

1
1

2 2 em c
w








 
  

 



. 

 18 иллюстрирует распределения энергий фотона при двухфотонной 

аннигиляции позитрона. Энергия второго фотона определяется из закона 

сохранения. 

 
Рис. 18. Вероятностные распределения энергии фотона  

при двухфотонной аннигиляции позитрона 

Направление движения фотонов определяется по формуле  [12]:

 
 

2

1 1
cos

1

w k

w k


 



. 

Азимутальный угол разыгрывается из равномерного распределения. 

Ударная ионизация состоит в отрыве атомарного электрона с его 

оболочки и переводе в непрерывный спектр. Энергия рассеивающегося 

электрона затрачивается на ионизацию оболочки и энергии двух рассеян-

ных электронов. Стоит отметить, что электрон не может «выбить» элек-

трон с оболочки, если его энергия меньше энергии связи на этой оболочке. 

Условно после такого взаимодействия электрон с большей энергией 

считается первичным, или рассеянным, а с меньшей – вторичным, или 
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электроном отдачи. Средняя энергия связи для оболочек атома, или сколь-

ко налетающий электрон тратит энергии на «срыв» вторичного электрона с 

оболочки: 

      0 0 0

1 1

sh shN N
b j j

ion j ion ion

j j

U     
 

   , (8) 

где  0 j

ion
 – сечение ионизации на j-й оболочке; Nsh – число оболочек 

атома, Uj – энергия связи атомарного электрона на j-й оболочке; ε0 –

 энергия первичного электрона,  0 b

ion  – средние потери энергии на иони-

зацию. 

Плотность распределения переданной вторичному электрону энергии 

определяется по следующей формуле: 

        sec

0 0 0 0

1

| |
shN

j j j

j ion ion ion

i

f         


  , (9) 

где  0|  j

ion
  – дифференциальное сечение, описывающее распределение 

энергии вторичного электрона на j-ой оболочке. Переданная вторичному 

электрону энергия может изменяться от 0 до (ε0 – Uj)/2. Суммируя (8) и (9), 

получим распределение потерянной энергии первичным электроном: 

      sec

0 0 0| |       loss b

ion ion jf . (10) 

 
Рис. 19. Распределение энергии вторичного электрона  

после ионизации атома алюминия 

С помощью (9) построены распределения энергии вторичного элек-

трона. 
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Отметим, что дифференциальное сечение ионизации обратно пропор-

ционально квадрату переданной вторичному электрону энергии [26]. Про-

ведя соответствующие вычисления, получим, что уравнение (9) принимает 

вид: 1   . Отсюда видно, что для моделирования процесса ионизации 

удобно использовать переменные lg ε, lg ξ. 

На Рис. 19 изображены распределения энергии вторичного электрона 

при ионизации атома алюминия, то есть ионизационные энергетические 

потери налетающего электрона за вычетом энергии связи электрона в ато-

ме. 

Рассеянный и вторичный электроны разлетаются под углами относи-

тельно направления движения налетающего электрона. Пусть p – импульс 

налетающего электрона. Обозначим p1 и 
1 0     – его импульс и энер-

гию после ионизации. Для первичного электрона 
0 2  . Энергия и им-

пульс вторичного электрона обозначаются Q = (ε0 – εb), где εb – средняя 

энергия связи электрона в атоме, и 
1q p p  . 

Модуль импульса вторичного электрона q можно найти из соотноше-

ния    
2 22cq Q Q mc  , где    

2 2

0 0 2cp mc   ,    
2 2

1 1 1 2cp mc   .  

Косинусы угла рассеяния первичного и вторичного электронов имеют 

вид: 

 
     

  

2 2 2

1

1

cos
2

cp cp cq

cp cp


 
 ,   

     
  

2 2 2

1cos
2

r

cp cq cp

cp cq


 
 . 

Азимутальный угол направления движения одного из электронов 

(например, первичного) разыгрывается из равномерного распределения 

 2 , 0,1    , а для другого вычисляется как 
r    . 

  

алюминий вольфрам 

Рис. 20. Средние потери энергии электроном на возбуждение атома 

Потери энергии на возбуждение учитываются в среднем. В базе 

http://www.nndc.bnl.gov/ приведены значения потерь энергии на возбужде-

ние. На  приведены графики средних потерь энергии электрона на возбуж-

дение атомов алюминия и вольфрама. 

http://www.nndc.bnl.gov/
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Качество построенных распределений проверено сравнением с дан-

ными о коэффициентах поглощения фотонов и тормозной способности 

электронов Национального института стандартов и технологий США 

(NIST) ESTAR database и [27]. 

 

Рис. 21. Тормозной путь электронов в алюминии 

 
Рис. 22. Тормозной путь электронов в железе 
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Рис. 23. Полное макроскопическое сечение поглощения фотонов  

в алюминии 

 

 

 
Рис. 24. Полное макроскопическое сечение поглощения фотонов  

в железе 

 

На – 24 сплошной линией изображены результаты, полученные в рам-

ках разработанной модели, а кружками отмечены данные из базы NIST. 
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4  Заключение 

Разработан метод расчета вероятностных распределений коэффициен-

тов поглощения фотонов и электронов при столкновениях в веществе, а 

также импульсов рассеянных частиц. Распределения строятся путем обра-

ботки верифицированных данных по сечениям соответствующих столкно-

вительных процессов. Таблицы вероятностных распределений предназна-

чены для детального моделирования процессов рассеяния и поглощения 

излучения. 
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