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Апòекаðев А.И., Гипеðболи÷еñкий обúём 3-� многообðазий,�-много÷ленû,
÷иñленнûе пðовеðки гипоòез. Пðепðинò Инñòиòóòа пðикладной маòемаòики
им. М.В.Келдûøа РАН, Моñква, 2023

Мû пðодолжаем наøе знакомñòво ñо ñвÿзÿми гипеðболи÷еñкого обúёма до-
полнениÿ óзла в òðеõмеðной ñôеðе ñ òопологи÷еñкими инваðианòами óзла. В
ýòоò ðаз мû óделим внимание �(�,�) паðамеòðизаöии аôôинного многооб-
ðазиÿ ñ каñпом, поðожденнûм óзлом (ò.н. �-много÷ленам). Заòем, иñполüзóÿ
извеñòнûе вûðажениÿ �-много÷ленов длÿ ðÿда óзлов, мû пðиведем ðезóлüòа-
òû ÷иñленной пðовеðки гипоòез об аñимпòоòике ðеøений �-ðазноñòнûõ óðав-
нений, ñвÿзаннûõ ñ гипеðболи÷еñким обúемом ýòиõ óзлов.

Клþ÷евûе ñлова: óзлû, ôóндаменòалüнаÿ гðóппа дополнениÿ óзла,
SL2-пðедñòавление, �-много÷лен, WKB-аñимпòоòика, �-ðазноñòное óðавне-
ние, Гипоòеза Обúёма.

Aptekarev A. I., Hyperbolic volume of 3-� manifolds, �-polynomials, nu-
merical hypothesis testing. Keldysh Institute of Applied Mathematics RAS
Preprint, Moscow, 2023

We continue our study of the connections between the hyperbolic volume of
the complement of a knot in the three dimensional sphere with topological
invariants of this knot. This time we pay attention to �(�,�) parametrization
for the affine variety with casp, produced by a knot (so-called �-polynomials).
Then, using the known expressions of �-polynomials for number of knots we
present results of the numerical tests for the conjectures on asymptotics of
solutions of �-difference equations connected with the hyperbolic volume of
these knots.

Key words: knots, fundamental group of the complement of a knot,
SL2-representation, �-polynomials, WKB-asymptotics, �-difference equation,
Volume Conjecture.
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1. Введение

В наñòоÿùем пðепðинòе мû пðодолжаем, на÷аòое ðанее (ñм. [1, 2, 3]), на-
øе знакомñòво ñо ñвÿзÿми гипеðболи÷еñкого обúёма vol(S3 ∖�) дополнениÿ
óзла � в òðеõмеðной ñôеðе S3 ñ òопологи÷еñкими инваðианòами óзла �. Эòи
ñвÿзи междó геомеòðи÷еñкой õаðакòеðиñòикой: vol(S3 ∖�) и комбинаòоðнû-
ми, алгебðаи÷еñкими õаðакòеðиñòиками óзла � óñòанавливаþòñÿ ñ помоùüþ
аналиòи÷еñкиõ меòодов: аñимпòоòи÷еñкого ВКБ анализа �-ðазноñòнûõ óðав-
нений длÿ �-гипеðгеомеòðи÷еñкиõ ôóнкöий.

На ñей ðаз (ñм. ðаздел 2) мû óделим внимание извеñòнûм алгебðаи÷е-
ñким понÿòиÿм: ôóндаменòалüной гðóппе óзла �1(�), её SL2(S3 ∖�,C) пðед-
ñòавлениþ, и �(�,�) паðамеòðизаöии SL2 в виде аôôинного многообðазиÿ
ñ каñпом, поðожденнûм óзлом � (ò.н. �-много÷ленó).

Заòем (ñм. ðаздел 3), иñполüзóÿ извеñòнûе �-много÷ленû длÿ ðÿда óз-
лов �, мû пðиведем ðезóлüòаòû ÷иñленной пðовеðки гипоòез об аñимпòоòике
ðеøений �-ðазноñòнûõ óðавнений, ñвÿзаннûõ ñ vol(S3 ∖�).

Тепеðü же, в пðодолжение введениÿ, мû оñòановимñÿ на поñòановке за-
да÷и и на оñновнûõ моменòаõ аналиòи÷еñкого подõода к ýòой пðоблемаòике.

1.1. Инваðианòû óзла и �-ðазноñòнûе óðавнениÿ. Знамениòаÿ гипо-
òеза Каøаева (ñм. [4, 5]) ñвÿзûваеò гипеðболи÷еñкий обúем vol(S3∖�) ñ неко-
òоðûм òопологи÷еñким инваðианòом óзла �. Позднее (ñм. [6, Теоðема 4.9])
ýòоò инваðианò Каøаева бûл вûðажен в òеðминаõ клаññи÷еñкого инваðи-
анòа: много÷лена Джонñа �(�) и его окðаñки �-меðнûми пðедñòавлениÿми
кванòовой гðóппû, ò.н. окðаøеннûми много÷ленами Джонñа (ñм. [7, 8]):

{��(�)}∞ �1(�) = 1, �2(�) = �(�), . . . . (1.1)�=1,

В ñвоþ о÷еðедü, Гаðоôалидиñ и Лё (ñм. [9]) доказали, ÷òо окðаøеннûе много-
÷ленû Джонñа {��(�)}∞ ÿвлÿþòñÿ �-гипеðгеомеòðи÷еñкими ôóнкöиÿми и,�=1

ñледоваòелüно,1 ÿвлÿþòñÿ ÷аñòнûми ðеøениÿми �-ðазноñòнûõ óðавнений:

�∑
��(�

�, �)��+�(�) = 0, (1.2)
�=0

óдовлеòвоðÿþùими на÷алüнûм óñловиÿм из (1.1). Т.е., полагаÿ, в (1.2)

��(�) := ��(�), � = 1, . . . , � , (1.3)

полó÷аем вñþ поñледоваòелüноñòü (1.1). Мû бóдем иñполüзоваòü ýòо ñвойñòво,
как опðеделение окðаøеннûõ много÷ленов Джонñа.

1подобно клаññи÷еñким оðòогоналüнûм много÷ленам и иõ обобùениÿм - ñовмеñòно оðòогоналüнûм мно-
го÷ленам оòноñиòелüно клаññи÷еñкиõ веñов, óдовлеòвоðÿþùиõ �-÷леннûм ðекóðенòнûм ñооòноøениÿм
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Пðимеð. Длÿ óзла воñüмеðки 41 на÷алüнûе óñловиÿ:

�1(�) = 1, �2(�) = �2 − � + 1− �−1 + �−2

и коýôôиöиенòû:

�1−�(1 + ��−1)(1− �2�−1) (1− ��−2)(1− �2�−1)
�0(�) := , �2(�) := − ,

1− �� (1− ��)(1− �2�−3)

�2−2�(1− ��−1)2(1 + ��−1)(1 + �4�−4 − ��−1 − �2�−3 − �2�−1 − �3�−3)
�1(�) :=

(1− ��)(1− �2�−3)

ñ помоùüþ ðекóððенòнûõ ñооòноøений2

2∑
��(�) = ��(�)��−�(�) + �0(�), � ≥ 3, (1.4)

�=1

опðеделÿþò вñþ поñледоваòелüноñòü окðаøеннûõ много÷ленов Джонñа.

1.2. Гипоòеза обúёма – пðеделüнûе ðежимû. Гипоòеза Каøаева (VC)
об обúеме гипеðболи÷еñкиõ óзлов � глаñиò:

1
2� lim ln |��(� = �2��/�)| = vol(S3 ∖�). (1.5)

�→∞ �

Поñмоòðим на левóþ ÷аñòü. Имееòñÿ конкðеòнûй óзел �, и длÿ него из-
веñòнû на÷алüнûе окðаøеннûе много÷ленû Джонñа (1.1) и коýôôиöиенòû
ðекóððенòнûõ ñооòноøений (1.2). Фикñиðóеòñÿ болüøой номеð � , и ñ помо-
ùüþ (1.3), (1.2) поñледоваòелüно вû÷иñлÿþòñÿ много÷ленû {��(�)}� . Заòем�=1

в много÷лене ��(�) делаеòñÿ замена � = �2��/� и полó÷ивøаÿñÿ вели÷ина, за-
виñÿùаÿ òолüко оò� , ñ ðоñòом� ðаñòеò ýкñпоненöиалüно, пðи÷ем показаòелü
ее ðоñòа пðопоðöионален гипеðболи÷еñкомó обúемó S3 ∖�.

Иòак, имеем два ñвÿзнûõ пðедела: � →∞ и � = �2��/� → 1, вдолü дóги
S1 в веðõней полóплоñкоñòи C+, ÷òо моòивиðóеò наñ ðаññмаòðиваòü иñõодное
�-ðазноñòное óðавнение (1.2) в ñледóþùем двóõмаñøòабном ðежиме:{

�∑ � →∞,
��(�

�, �)��+�(�) = 0, �
�� → �2���→ � ∈ [0,1], =: � ∈ S1,

�=0 �
(1.6)

÷òо в пðеделе даеò алгебðаи÷еñкóþ ôóнкöиþ �(�) (ñпекòðалüнóþ кðивóþ):

�∑
� (�, �) := ��(�,1)�

� = 0, → �(�) := {��(�)}� (1.7)�=1.
�=0

2неодноðоднаÿ ôоðма óðавнениÿ (1.4) легко пðиводиòñÿ к одноðодной ôоðме (1.2) c � = 3
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1.3. ВКБ - аñимпòоòика обùего ðеøениÿ �-ðазноñòного óðавнениÿ.
На замкнóòûõ дóгаõ � := {�} ⊆ S1, где коðни много÷лена (1.7) ðазделенû:

∃ � > 0 : {|��(�)− ��(�)|} ≥ �, ∀ � ∈ � and � ̸ (1.8)= �,

имеþòñÿ подõодû (ñм. [12, 1, 2, 3] ) к полó÷ениþ ôоðмалüнûõ (и аñимпòоòи÷е-
ñкиõ) ðазложений по маломó паðамеòðó 1/� длÿ обùего (ôóндаменòалüно-
го) ðеøениÿ �-ðазноñòного óðавнениÿ (1.2). Еñли мû запиøем ðекóððенòнûе

−→ −→
ñооòноøениÿ (1.2) в маòðи÷ном виде: ��+1 = ����, где � × � маòðиöа ��−→
ôомиðóеòñÿ коýôôиöиенòами {��(�

�, �)}� из (1.2), а векòоð �� обозна÷аеò�=0

→−→ −
��(�

�, �) := (��, ��+1, . . . , ��+�−1)
� , � ∈ N, (1.9)�� ≡

òо пðеделüнаÿ маòðиöа � := �(��, �)|�=1,��=� имееò õаðакòеðиñòи÷еñкий
много÷лен � (�, �) и ñобñòвеннûе зна÷ениÿ {��(�)}� , òе же, ÷òо и в (1.7).�=1

В ñооòвеòñòвии ñ обùими òеоðемами (деòали3 ñм. в [1, 3]) о ðазложении
ôóндаменòалüного ðеøениÿ (1.9) �-ðазноñòного óðавнениÿ (1.2) в зонаõ ðазде-
леннûõ ñобñòвеннûõ зна÷ений (1.8) имееò меñòо аñимпòоòика:

� ( ( ))∑−→ (�) →
−1��(�

�, �)|�=�2��/� ,��=� = �� �
�� (�) −

� �(�) +�
1

, где (1.10)
�

�=1 ∫ �− (�)→
(�))�

(�)
(�2���) = ln(��(�

2���)) ��.0� �(�) := �� (�)(1, ��(�), . . . , �
�−1 , �� −1

�1

Полагаÿ макñимизиðóþùее (инòегðал вûøе) � := 1, длÿ ÷аñòного ðеøениÿ
�� в обùем положении (ò.е. вñе �� ̸= 0) в зоне (1.8) ñ конöом в ò. � = 1 имеем:

ln |��(�
2��/�)|

∫ �
(1)
(�2���) = ln |�1(�

2���)| ��.lim = Re� (1.11)
�→∞, �/�→� � −1

0

Таким обðазом, еñли длÿ какого-òо óзла �: 1) пðеделüнûе ñ.з. ðазделüнû на
вñей S1, и 2) ÷аñòное ðеøение {��(2��/�)}� ýкñпоненöиалüно ðаñòеò пðи�=1

� := [�� ], � ∈ (0, 1), òо (ñм. òакже [12]) длÿ левой ÷аñòи в (1.5) имеем:

ln |��(�2��/�)|
∫ 1

(1.5)
2� lim = 2� ln |�1(�

2���)| �� = vol(S3 ∖�). (1.12)
�→∞ � 0

1.4. ВКБ - аñимпòоòика ÷аñòнûõ ðеøений. Обðаùаÿñü к óñловиÿм ñó-
ùеñòвованиÿ пðедела в левой ÷аñòи (1.12), замеòим:

Вñе извеñòнûе нам ñпекòðалüнûе кðивûе �(�) имеþò òо÷ки веòвлениÿ на S1,
ò.е. ñлó÷аи 1) - пðодолжениÿ зонû (1.8) на вñþ окðóжноñòü - не наблþдалиñü4.

3ниже, в Пðиложении 1, мû пðиведем оñновнûе моменòû и ôоðмóлиðовки
4к конöó ðабоòû над пðепðинòом мû ñòолкнóлиñü ñо ñлó÷аем 1), ñм. ниже пóнкò 3.10
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В ñвÿзи ñ ýòим возникаеò важнаÿ зада÷а ñòðогого обоñнованиÿ возможноñòи
пðодолжениÿ аñимпòоòик вида (1.11) длÿ ÷аñòнûõ ðеøений из зонû � - ðаз-
делениÿ ñ.з. (1.8) в зонó �̃ - голомоðôного пðодолжениÿ веòви5 �1, невзиðаÿ
на нали÷ие в зоне пðодолжениÿ �̃ òо÷ек веòвлениÿ дðóгиõ веòвей. Эòа зада÷а
ñложнее зада÷и об аñимпòоòи÷еñком ðазложении в � ôóндаменòалüного ðе-
øениÿ, и ее обùее ðеøение нам не извеñòно. В ÷аñòном ñлó÷ае 3 и 4 ÷леннûõ
(обûкновеннûõ, не "q-") ðекóððенòнûõ ñооòноøений она ðеøена в [13].

Пðежде ÷ем пðодолжаòü обñóждениÿ óñловий ñóùеñòвованиÿ пðедела ó
окðаøеннûõ много÷ленов Джонñа в левой ÷аñòи (1.12), оñòановимñÿ на вòо-
ðом ðавенñòве в пðавой ÷аñòи (1.12):∫ 1

2� ln |�1(�
2���)| �� =? vol(S3 ∖�). (1.13)

0

В ðабоòе [3] мû ÷иñленно иññледовали вûполнение ðавенñòва (1.13) на пðо-
ñòейøиõ óзлаõ 41, 52. К наøемó óдивлениþ, мû полó÷или (ñ ñовпадением
болüøого коли÷еñòва зна÷аùиõ öиôð), ÷òо инòегðал в левой ÷аñòи (1.13) в
два ðаз болüøе извеñòнûõ обúёмов, ñòоÿùиõ ñпðава:∫ 1

2� ln |�1(�
2���)| �� ≈ vol(S3 ∖�) * 2 (!) (1.14)

0

Эòоò ôакò, коне÷но, бûл извеñòен и ðанее, ñм. [15].
Тепеðü веðнемñÿ к óñловиþ 2) ñóùеñòвованиÿ пðедела в левой ÷аñòи

(1.12) длÿ ÷аñòного ðеøениÿ óðавнениÿ (1.2), (1.3) (коòоðое пðедполагало
2��
�ýкñпоненöиалüнûй ðоñò ó {��(� )}� пðи � := [�� ], � ∈ (0, 1) и � → ∞).�=1

2��
�Здеñü оòмеòим, ÷òо из извеñòного ñооòноøениÿ, ñм [6], длÿ � := � имеем

��(�) = ��−�(�), 1 6 � < � ⇒ �1(�) = ��−1(�) = 1, (1.15)

и более òого, длÿ óзла 41 неòðóдно доказаòü6, а длÿ ðÿда дðóгиõ óзлов óбе-
диòüñÿ ÷иñленно, ÷òо длÿ вñеõ � < � окðаøеннûе много÷ленû Джонñа (пðи

2��
�� := � ) огðани÷енû и в òо же вðемÿ пðи � = � ýкñпоненöиалüно ðаñòóò, в

ñооòвеòñòвии ñ гипоòезой Каøаева (1.5):

2�� 2��1 vol(S3 ∖�)
�|��(� )| . �, 1 6 � < � lim ln |��(� � )| = . (1.16)

�→∞ � 2�

Тем ñамûм мû видим, ÷òо ÷аñòное ðеøение (1.1), опðеделÿемое зада÷ей Ко-
øи (1.3) длÿ �− ðазноñòного óðавнениÿ (1.2) (ò.е. окðаøеннûе много÷ленû
Джонñа) непоñðедñòвенно не могóò ñ помоùüþ ВКБ-анализа (1.11) вûðазиòü
зна÷ение пðедела, ñòоÿùего в левой ÷аñòи гипоòезû обúёма (1.12).

5веòвü, задаþùаÿ показаòелü ðоñòа ýòого ÷аñòного ðеøениÿ в зоне �
2��

6ñм. Пðиложение 2 ниже об оöенке {��(� � )} длÿ ñкðó÷еннûõ óзлов
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2��
�В òо же вðемÿ оòмеòим, ÷òо ÷аñòное ðеøенние {��(� )}� имееò в�=1

пðеделüном ðежиме (1.6) о÷енü инòеðеñнóþ локалüнóþ ñингóлÿноñòü (1.16).
Иññледование ýòой ñингóлÿðноñòи и наõождение в ñвÿзи ñ ней обüема пðед-
ñòавлÿеòñÿ о÷енü важной зада÷ей, даже в пðоñòейøем ÷аñòном ñлó÷ае óзла 41.

Вñе-òаки, веðнемñÿ к ВКБ аñимпòоòикам (1.12) и попûòаемñÿ иõ "òðóдо-
óñòðоиòü" длÿ наõождениÿ пðедела в левой ÷аñòи (1.12) и ðазобðаòüñÿ в кон-
ôликòе (1.13) vs. (1.14).

Пðедñòавим ñебе длÿ � ≫ 1 конòинóализаöиþ ÷аñòного ðеøениÿ (1.1):

2�� 2��
� �{��(� )}� � := [�� ], � ∈ [0, 1] −→ {�[�� ](� )}�∈[0,1].�=1,

Можно вообðазиòü непðеðûвнóþ оò � ∈ [0, 1] ôóнкöиþ �[�� ], оñöиллиðó-
þùóþ ñ болüøой ÷аñòоòой, ñ локалüнûми (огðани÷еннûми пðи ðоñòе �)
"минимóмами" в òо÷каõ �� := �/�, � = 1, ..., � − 1 и ñ ÷еðедóþùимиñÿ
ñ ними локалüнûми "макñимóмами" , ýкñпоненöиалüно ðаñòóùими ñ ðоñòом
� , по кðайней меðе, в левой окðеñòноñòи макñимóма ôóнкöии �[�� ] пðи � = 1.
Тепеðü, еñли бû мû наложили на ôóнкöиþ малое возмóùение, ñдвигаþùее
окðеñòноñòи локалüнûõ "макñимóмов" на òо÷ки диñкðеòизаöии ��, òо пока-
заòелü ýкñпоненöиалüного ðоñòа в � = 1 мог бû вû÷иñлÿòüñÿ ñ помоùüþ ВКБ
инòегðала (1.11) вдолü зонû ðоñòа возмóùенного ÷аñòного ðеøениÿ.

Пðимеðом òакого возмóùениÿ мог бû бûòü ñледóþùий òðþк. Обозна÷им

��(�)(1− ��) ��(�)
��(�) := (1− ��)��(�) òогда ��(�) = = . (1.17)

(1− ��) (1− ��)

О÷евидно, пðаваÿ ÷аñòü здеñü имееò неопðеделенноñòü пðи � → �2��/� , � = � ,
и, ñледоваòелüно, по пðавилó Лопиòалÿ имеем⃒⃒⃒⃒′

��(� = �2��/�) = − ��(�)

���−1
�′, где ��(�) := ��(�). (1.18)

�=�,�=�2��/� ��

Спðаведливо óòвеðждение (Доказаòелüñòво ñм. в [3, Lemma 2]):
Спекòðалüнûе кðивûе длÿ �� и длÿ ��

′ ñовпадаþò. Кðоме òого,

1 1
lim ln |��′ (� = �2��/�)| = lim ln |��(� = �2��/�)|. (1.19)
�→∞ � �→∞ �

Пðоиллþñòðиðóем ñпðаведливоñòü ýòого пðедложениÿ на пðимеðе óзла 41.
Пðеобðазóем ðекóððенòнûе ñооòноøениÿ (1.4) к видó:

�� = �̃1(�, �)��−1 + �̃2(�, �)��−2 + �̃0(�, �), � ≥ 3, (1.20)

�1 := 1− �, �2 := (1− �2)(�2 − � + 1− �−1 + �−2) = −�4 + �3 − �−1 + �−2,
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где
��(�, �)(1− ��)

�̃�(�, �) := , � = 0,1,2. (1.21)
1− ��−�

′Далее, длÿ пðоизводнûõ � ýòи ðекóððенöии пðинимаþò вид:�

′ ′ ′�� = �̃1(�, �)��−1 + �̃2(�, �)��−2 + �̃0(�, �), � ≥ 3, (1.22)
′ ′�1 := −1, �2 := −4�3 + 3�2 + �−2 − 2�−3,

где �̃�, � = 1,2, опðеделенû в (1.21),

� � �
�̃0(�, �) := �̃0 + ��−1 �̃1 + ��−2 �̃2.

�� �� ��

Как видим, одноðоднûе ÷аñòи обоиõ ðекóððенòнûõ ñооòноøений (1.20) и
(1.22) ñовпадаþò, и неòðóдно пðовеðиòü, ÷òо в пðеделüном ðежиме (1.6) иõ
ñпекòðалüнûе кðивûе ñовпадаþò ñо ñпекòðалüной кðивой изна÷алüного ðе-
кóððенòного ñооòноøениÿ (1.2) - (1.4).

Таким обðазом, длÿ òого, ÷òобû длÿ пðедела в (1.19) полó÷иòü ôоð-
мóлó в виде ВКБ инòегðала (1.12), необõодимо пðовеðиòü демонñòðиðóþò

′ли ÷ленû поñледоваòелüноñòи {��(�)|�=�2��/�}� пðи � → ∞ и �/� =: � ∈�=1
˜[�,̃ 1], � < 1, ýкñпоненöиалüнûй ðоñò. Сòðого доказаòü ñооòвеòñòвóþùие ниж-

ние оöенки нам пока не óдалоñü, но ÷иñленнûе ðаñ÷еòû длÿ óзлов 41 и 52 даþò
"положиòелüнûй" оòвеò на ýòоò вопðоñ длÿ некоòоðûõ �̃ ∈ (1/2, 1). Таким об-
ðазом, оñновûваÿñü на ýòиõ ÷иñленнûõ ðаñ÷еòаõ, нами в [3] бûла пðедложена
гипоòеза о пðедñòавлении пðедела в левой ÷аñòи (1.5) в виде ВКБ-инòегðала:

ln |��(�2��/�)|
∫ 1

2� lim = 2� ln |�1(�
2���)| �� (1.23)

�→∞ � �̃

где �̃ ∈ (1/2, 1) задаеò ближайøóþ к òо÷ке (−1) на S1 òо÷кó веòвлениÿ
�̃ := �2���̃ ôóнкöии �(�), ÷üÿ веòвü �1 : (∃, !) голомоðôна и |�1| > 1 на дóге
(�̃, �2��] ⊂ S1. Так как извеñòнûе нам7 �(�), ñооòвеòñòвóþùие óзлам, имели
длÿ вñеõ ñвоиõ веòвей {��(�)} едини÷нûй модóлü на дóге (�,̃ �̃) ∋ (−1), òо ин-
òегðал в (1.23) можно (не изменÿÿ зна÷ение) ðаñпðоñòðаниòü на вñþ нижнþþ
полóокðóжноñòü, а òакже, опðеделив (∃, !) голомоðôнóþ веòвü �* : |�*1| > 11

на дóге [1, �̃) ⊂ S1, ðаñпðоñòðаниòü и на веðõнþþ полóокðжноñòü:∫ 1/2 ∫ 1 ∫ 1

ln |�*1(�2���)| �� = ln |�1(�
2���)| �� = ln |�1(�

2���)| ��, (1.24)
0 1/2 �̃

÷òо ñоглаñóеòñÿ ñ (1.14).

7на моменò пóбликованиÿ [3]
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2. Полó÷ение �−много÷ленов
Наðÿдó ñ много÷леном � (�, �), õаðакòеðизóþùим ñпекòðалüнóþ кðивóþ

(2.7) и ñвÿзаннûм ñ (аналиòи÷еñкой) левой ÷аñòüþ гипоòезû обúёма (1.5), ин-
òеðеñ пðедñòавлÿþò ò.н. �(�,�)-много÷ленû, введеннûе в [16] и оñóùеñòвлÿ-
þùие паðамеòðизаöиþ аôôинного многообðазиÿ длÿ ��2(S3∖�,C) пðедñòав-
лениÿ ôóндаменòалüной гðóппû óзла �1(�), где �− øиðоòа, �− долгоòа
малого òоðа (каñпа), заклþ÷аþùего в ñебе óзел �, (ò.е. �(�,�)-много÷лен
ñвÿзан ñ пðавой (алгебðо-геомеòðи÷еñкой) ÷аñòüþ (1.5)).

Инòеðеñ ýòоò обóñловлен òем, ÷òо в ñооòвеòñòвии ñ AJ гипоòезой8 Га-
ðоôалидиñа [10, p.297] оба ýòи много÷лена ñовпадаþò поñле ñокðаùениÿ ó
�(�,�) := �(�,�)/�̃(�) некоòоðой ñòепени � и множиòелÿ �̃, завиñÿùего
òолüко оò � , и оòождеñòвлениÿ � ≡�2, � ≡ �⇒ :

� (�, �) ≡ �(�,�). (2.1)

Более òого, еñли обозна÷иòü ÷еðез � обúём многообðазиÿ, опðеделÿемого па-
ðамеòðизаöией �(�,�) = 0, òо извеñòна [11, C.D. Hodgson, 1986] ôоðмóла:

�� = −2(log |�| � (arg�) − log |� | � (arg�)). (2.2)

Еñли, иñполüзóÿ (2.1), пеðейдем к пеðеменнûм �, �, òо полó÷им

�� = − log |�| � (arg�) + log |�| � (arg�),

пðи ýòом на гðани÷ном òоðе � := exp(��) имеем

�� = − log |�| ��. (2.3)

Тем ñамûм, ôоðмóла обúёма (2.2) в пеðеменнûõ (2.3) демонñòðиðóеò пðÿмóþ
ñвÿзü ВКБ инòегðалов (1.12), (1.23), (1.24) ñ геомеòðи÷еñкой пðавой ÷аñòüþ
гипоòезû обúёма (1.5).

Эòоò ðаздел ноñиò меòоди÷еñкий õаðакòеð. В нем мû, иñполüзóÿ извеñò-
нûе иñòо÷ники, ñòаðòóÿ оò пðоñòейøиõ óзлов, поñледоваòелüно поñòðоим иõ
ôóндаменòалüнóþ гðóппó �1(�), SL2(S3 ∖ �,C)-пðедñòавлениÿ и полó÷им
ÿвнûй вид ñооòвеòñòвóþùиõ �−много÷ленов.

2.1. Фóндаменòалüнаÿ гðóппа �1(�) óзла �. Опðеделение �1(�,�0)
длÿ многообðазиÿ � оòноñиòелüно òо÷ки �0 ∈� ñм. в [17, ñòð. 534].

Наñ инòеðеñóþò многообðазиÿ� := S3∖�, где �0 =∞ ∈ S3, а �− óзел.
На пðимеðе óзла� := 31, ñледóÿ [17, ñòð. 655], мû поñòðоим обðазóþùие ýòой
гðóппû и полó÷им ñвÿзûваþùие иõ ñооòноøениÿ.

8�� – на÷алüнûе бóквû �−много÷лена и много÷ленов Джонñа �
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Риñ. 1. Базиñнûе пóòи гðóппû �1(�) длÿ óзла “òðилиñòника” 31

Раññмоòðим �̃ - пðоекöиþ � на R2 (напðавление “обùего положениÿ” �
– пðоекöии вûбðано òак, ÷òобû �̃ пðедñòавлÿл ñобой плоñкий гðаô ñ веðøи-
нами {�,�, . . .} и ðебðами {K1,K2, . . .}, и в каждой веðøине ñõодÿòñÿ ðовно
÷еòûðе ðебðа, конöû коòоðûõ поме÷енû + или − в завиñимоñòи оò ðаñпо-
ложениÿ пðоекòиðóемого ó÷аñòка óзла �: (+) – “вûøе” или (−) – “ниже”.
Напðавленноñòü и нóмеðаöиÿ ðебеð индóöиðóеòñÿ заôикñиðованнûм напðав-
лением обõода � ⊂ S3. Напðимеð, длÿ � := 31 гðаô имееò вид, ñм. Риñ. 1:

� = {�,�,�} ⊔ {K1, . . . ,K6} : K1 := [�(−)�(+)], K2 := [�(+)�(−)],

K3 := [�(−)�(+)], K4 := [�(+)�(−)], K5 := [�(−)�(+)], K6 := [�(+)�(−)].

Обðазóþùие (базиñнûе) пóòи гðóппû �1 (обозна÷им �� ∈ �1) задаþòñÿ òак:
пóòü �� вûõодиò из òо÷ки ∞ ∈ S3 по напðавлениþ �, доõодиò до òо÷ки �,
ñооòвеòñòвóþùей ñеðедине ðебðа K�, обõодиò � и возвðаùаеòñÿ назад в ò.∞.
Полó÷им ñооòноøениÿ, ñвÿзûваþùие обðазóþùие гðóппû �1. Пóñòü в веð-
øине ñõодÿòñÿ 4 ðебðа: K�1, . . . ,K�� , пðи ýòом в одной паðе, ñкажем в (�1, �2),
конöû ðебеð имеþò одинаковûй знак, а в дðóгой – (�3, �4) – знак конöов пðо-
òивоположен знакó ó (�1, �2). Еñли ó (�1, �2) знак (+), òо о÷евидно имеем:

��1 = ��2, �2 = �1 + 1, (2.4)

пðи ýòом ó паðû (�3, �4) знак (−), и длÿ обðазóþùиõ полó÷аем

��4 = �−1��3��1. (2.5)�1

Набоð ñооòноøений (2.4), (2.5) поðождаеò вñе ñооòноøениÿ в гðóппе �1(S3 ∖
�,∞). Длÿ òðилиñòника � = 31 имеем:

� → �3 = �4 =: �, �1 = �−1�6�3 ⇒ � = �−1�−1�,3

� → �1 = �2 =: �, �5 = �−1�4�1 ⇒ � = �−1�−1�,1

�→ �5 = �6 =: �
−1, �3 5 �2�5 ⇒ � = � � �−1.= �−1
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Таким обðазом, пðедñòавление ôóндаменòалüной гðóппû бóдеò:

�1(S3 ∖ 31,∞) = ⟨�, � : �� = ��, � = �−1�−1�⟩. (2.6)

Оòмеòим øиðокий клаññ óзлов (òак назûваемûõ двóõмоñòовûõ óзлов,
ñм. [18]), ó коòоðûõ ôóндаменòалüнаÿ гðóппа поðождена двóмÿ обðазóþùи-
ми, и ее пðедñòавление имееò вид (2.6):

�1(S3 ∖�,∞) = ⟨�, � : �� = ��, � = � (�, �, �−1, �−1)⟩, (2.7)

где � – некоòоðûе ñлова ñ бóквами (�, �, �−1, �−1). Напðимеð, длÿ пðоñòей-
øиõ гипеðболи÷еñкиõ óзлов 41 (óзел “воñüмеðка”) и 52, ñм. ðиñ. 2, ôóндамен-
òалüнаÿ гðóппа (2.7) опðеделÿеòñÿ ñловами:

41 → �41 := �−1 � � �−1, (2.8)

и
52 → �52 := � �−1 � � �−1 �, (2.9)

а òакже, ñм. ðиñ. 2, òак назûваемûе ñкðó÷еннûе (“twisted”) óзлû ��, имеþò

�� → ���
:= (� �−1 �−1�)�. (2.10)

Риñ. 2. � = 41, � := 52 и � := �� - ñкðó÷еннûе óзлû

2.2. Пðедñòавление � : �1(S3 ∖�,∞)→ SL2(C) и алгоðиòм поñòðоениÿ
�–много÷лена. В ðабоòе [16] длÿ оðиенòиðованного òðеõмеðного многооб-
ðазиÿ� ⊂ H3, гðаниöó коòоðого можно заклþ÷иòü внóòðü òоðа, ò.е. �� ⊂ T2

(напðимеð, � = S2 ∖�), ñ помоùüþ пðедñòавлениÿ � ôóндаменòалüной гðóп-
пû �1(�) в виде гðóппû SL(2,C) = {�} – óнимодóлÿðнûõ (det� = 1) маòðиö
2 × 2, пðедложена изомеòðи÷наÿ гипеðболи÷еñкой меòðике H3 паðамеòðиза-
öиÿ (�, �) в виде алгебðаи÷еñкой кðивой �(�, �) = 0. Пðи ýòом пеðеменнаÿ
� в много÷лене � имееò ÷еòнûе ñòепени и ñооòвеòñòвóеò òо÷кам окðóжноñòи
меðидионалüного ñе÷ениÿ гðани÷ного òоðа – øиðоòа, а � – òо÷ки òðанñвеð-
ñалüного меðидианó öикла � (пеðеñекаþùего его в одной òо÷ке) – долгоòа.
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Обùаÿ идеÿ ýòого подõода ñоñòоиò в ñледóþùем. Циклû � и � в много-
обðазии � иденòиôиöиðóþòñÿ как пðоизведениÿ обðазóþùиõ (генеðаòоðов)
гðóппû �1(�). Заòем длÿ ýòиõ обðазóþùиõ опðеделÿþòñÿ иõ пðедñòавлениÿ
из SL2(C) òак, ÷òобû ýлеменòû ñооòвеòñòвóþùиõ маòðиö ñодеðжали кооðди-
наòû � ∈ � и � ∈ �. Наконеö, ðаññмаòðиваÿ необõодимое ÷иñло неòðиви-
алüнûõ пðедñòавлений, ñооòвеòñòвóþùиõ òðивиалüнûм öиклам, вñе неопðе-
деленнûе паðамеòðû, кðоме � и �, иñклþ÷аþòñÿ, оñòавлÿÿ полиномиалüнóþ
завиñимоñòü �(�, �) = 0.

Опиøем ýòó пðоöедóðó длÿ двóõмоñòовûõ óзлов, пðиведеннûõ вûøе, ñм.
(2.7). Следóÿ [16], обðаùаемñÿ к (2.7) и полагаем

� := � и � := ����*,

где ñлово �* – зеðкалüнаÿ пеðеñòановка ñлова �, а � вûбðано òак, ÷òобû
ñóмма показаòелей ñòепеней ó � ðавнÿлаñü нóлþ. Опðеделÿем пðедñòавление
генеðаòоðов [ ] [ ]

� 1 � 0
�(�) := �(�) := , �(�) := . (2.11)

0 �−1 � �−1

Далее, подñòавлÿÿ в (2.7) конкðеòное ñлово �, ñооòвеòñòвóþùее ðаññмаòðи-
ваемомó óзлó, генеðиðóем маòðиöó[ ]

�11 �12� (�, �) := := �(��)− �(��) = �(�)�(�)− �(�)�(�), (2.12)
�21 �22

коòоðаÿ длÿ гипеðболи÷еñкиõ двóõмоñòовûõ óзлов должна имеòü нóлевóþ
главнóþ диагоналü

�11 = �22 = 0. (2.13)

Обозна÷им лоðановñкий много÷лен оò �:

�(�, �) := �12,

генеðиðóем маòðиöó [ ]
�11 �12�(�, �) := := �(�) = �(��)�(�)�(�*),
�21 �22

и обозна÷аем
�(�, �) := �11. (2.14)

Наконеö, из ñиñòемû óðавнений{
�(�, �) = 0

(2.15)
�(�, �) = �

иñклþ÷аем � (подñ÷иòав ðезóлüòанò много÷ленов��� и��(�−�) оòноñиòелüно
�) и полó÷аем иñкомûй много÷лен �(�, �).
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Пðоиллþñòðиðóем ýòó пðоöедóðó на конкðеòнûõ óзлаõ (2.6), (2.7), (2.8), (2.9).

2.3. �(�, �) много÷лен длÿ óзла “òðилиñòника” 31. Подñòавлÿÿ в (2.6)
пðедñòавлениÿ (2.11) длÿ �−1, �−1, �, полó÷им SL2(C) пðедñòавление длÿ �:[ ]

�+ ��−1 �−2
�(�) = �(�−1�−1�) = �(�−1) · �(�−1) · �(�) = .−��2 + (1− �)� (1− �)�−1

Далее, ñоглаñно опиñанной вûøе пðоöедóðе, наõодим пðедñòавление �(��)−
�(��)− маòðиöó � (�, �). Здеñü наñ ожидаеò ñþðпðиз9 – óñловие (2.13) не
вûполнено, но, õоòÿ и �22 = 0, имеем

�11 = −(�4 +�2�−�2 + 1) +�−2 ̸ (2.16)= 0.

Поðазмûñлив немного над ôóндаменòалüной гðóппой (2.6), имеем

� = �−1�� = (�−1��)�(�−1�−1�) = (�−1���−1)�(��−1�−1�),

òем ñамûм гðóппû (2.6) и ôóндаменòалüнаÿ гðóппа ñкðó÷енного óзла �1, ñм.
(2.10), ñовпадаþò

⟨�, � : ��̃ = ��,̃ �̃ = ��−1�−1�⟩ = �1(S3 ∖�1,∞), (2.17)

как и поðождаþùие иõ óзлû10 31 и �1. Тепеðü, пðименÿÿ опиñаннóþ вûøе
пðоöедóðó из [16] к гðóппе (2.17), полó÷аем длÿ маòðиö �(�̃) и �(�̃)* ñледó-
þùие вûðажениÿ:[ ] [ ]

(�− 1)2 + ��2 (�− 1)�−1 +� ��2 + 1 (�− 1)�+�−1
, .

(�− 1)��−1 + �� ��−2 + 1 (�− 1)��+ ��−1 (�− 1)2 + ��−2

Длÿ маòðиöû � (�, �), как и положено, имеем (2.13): �11 = �22 = 0, а длÿ
лоðановñкого много÷лена �12 полó÷аем

�(�, �) := �12 = (�
4 +�2�−�2 + 1)�−2. (2.18)

Вû÷иñлив маòðиöó �(�, �) := �(�̃�̃*) = �(�̃)�(�̃*), имеем длÿ ýлеменòа �11:

�(�, �) := �11 = (�
6�2 +�4�3 −�4�2 +�4�+�2�3 −�2�2 +�2 + �2 − �)�2.

Таким обðазом, ñиñòема (2.15) полó÷ена. Из пеðвого óðавнениÿ ñðазó вûðа-
жаем �:

�(�, �0) = 0 =⇒ �0 = 1−�2 −�−2. (2.19)

Подñòавлÿÿ полó÷енное � во вòоðое óðавнение, полó÷аем (поñле вñеõ ñокðа-
ùений):

�(�, �)|�=�0 = � =⇒ �(�, �) = −(�6 + �). (2.20)
9Узел 31− не гипеðболи÷еñкий, поýòомó (2.13) не гаðанòиðовано
10в ÷ем легко óбедиòüñÿ, ñðавниваÿ ðиñ. 1 и ��, � = 1 на ðиñ. 2
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2.4. �(�, �) много÷лен длÿ óзла “воñüмеðка” 41. Подñòавлÿÿ в (2.8)
пðедñòавлениÿ (2.11) длÿ �, � и иõ обðаòнûõ, полó÷им SL2(C) пðедñòавление
длÿ � и �*: [ ]

(�+�2)�−2 (1− �−�2)�−1
�(�) = �(�−1)�(�)�(�)�(�−1) = .

(�(1− �)− ��2)�−1 (1− �)2 + ��2

[ ]
((1− �)2 ·�2 + �)�−2 ((1− �)�2 − 1)�−1

�(�*) = .
((1− �)�2�− �)�−1 �2�+ 1

Вû÷иñлÿем маòðиöó � (�, �) := �(��)− �(��). Теñò �11 = �22 = 0 вûполнен,
а длÿ лоðановñкого много÷лена �12 имеем:

�(�, �) := (�4�−�4 +�2�2 − 3�2�+ 3�2 + �− 1)�−2.

Вû÷иñлив маòðиöó �(�, �) := �(��*), имеем длÿ ýлеменòа �11:

�(�, �) := �11 = (�
6�2 −�6�+�4�2 −�2�3 +�4 −�2�2 +�2�+ �2)�−4.

Наконеö, избавлÿемñÿ оò � в ñиñòеме (2.15), вû÷иñлÿÿ ðезóлüòанò много÷ленов
�2� и �4� оòноñиòелüно �. Полó÷аем иñкомûй много÷лен

�41(�, �) := −��8 + ��6 + �2�4 + 2��4 +�4 + ��2 − �. (2.21)

2.5. �(�, �) много÷лен длÿ óзла 52. Как и ðанее, ñòаðòóÿ ñ (2.9), полó-
÷аем SL2(C) пðедñòавление длÿ � и �*:⎡

(�− 1) (�2 �− 2�2 + 1)
�2 �2 − 2�2 �+�2 + �

�⎢⎢⎣�(�) := ,
� (�2 �2 − 3�2 �+ 2�2 + �− 1) �2 �3 − 4�2 �2 + 4�2 �+ �2 − 2 �+ 1

� �2⎡ ⎤
�2 �−�2 + �2 − 3 �+ 2

�2 �2 − 2�2 �+ �3 +�2 − 4 �2 + 4 �
�

(�− 1) � (�2 + �− 2) �2 �+ �2 − 2 �+ 1
� �2

⎢⎢⎣ ⎥⎥⎦�(�*) := .

Вû÷иñлÿем маòðиöó � (�, �) := �(��)− �(��), и длÿ �12 имеем:

�4 �2 − 3�4 �+�2 �3 + 2�4 − 5�2 �2 + 8�2 �− 3�2 + �2 − 3 �+ 2
�(�, �) := .

�2

⎤⎥⎥⎦
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Далее длÿ ýлеменòа �11 маòðиöû �(�, �) := �(��*), полó÷им �(�, �) :=

− (�12 �5 − 5�12 �4 +�10 �6 + 9�12 �3 − 5�10 �5 − 7�12 �2 + 9�10 �4 + 2�8 �6

+ 2�12 �− 6�10 �3 − 11�8 �5 + 23�8 �4 + 2�6 �6 +�10 �− 21�8 �3 − 10�6 �5

+ 7�8 �2 + 17�6 �4 + 2�4 �6 − 8�6 �3 − 12�4 �5 − 6�6 �2 + 28�4 �4 +�2 �6

+ 6�6 �− 31�4 �3 − 6�2 �5 −�6 + 16�4 �2 + 14�2 �4 − 3�4 �− 16�2 �3 + �5

+ 10�2 �2 − 6 �4 − 4�2 �+ 13 �3 − 12 �2 + 4 �)/�6.

Вû÷иñлÿÿ ðезóлüòанò (�2 · �,�6(� − �), �), полó÷аем:

�52(�, �) := �3�14−�2 (�14+2 � �12+2�10−�6+�4)+� (�10−�8+2�4+2�2−1)+1.

2.6. �(�, �) много÷лен длÿ óзла 74. С помоùüþ MAPLE мû пðовели вû-
÷иñлениÿ �-много÷ленов и длÿ дðóгиõ óзлов. Напðимеð, длÿ óзла 74 извеñòно
пðедñòавление (2.7) ôóндаменòалüной гðóппû, где

74 → �74 := � �−1 � � �−1 � �−1 � �−1 � �−1 � �−1 �.

Из него, как и ðанее, пðиõодим к ðезóлüòанòó (�, (� − �), �), коòоðûй оказû-
ваеòñÿ, ðазлагаеòñÿ на множиòели: �74(�, �) := �74(�, �)(1)�74(�, �)(2), где

�
(1)
(�, �) :=�3�14 + (−2�14 + 6�12 + 2�10 − 7�8 + 2�6 + 3�4 − 2�2 + 1) �274

+(�14 − 2�12 + 3�10 + 2�8 − 7�6 + 2�4 + 6�2 − 2) � + 1.

�
(2)
(�, �) :=(�2�8 + (−�8 +�6 + 2�4 +�2 − 1) � + 1)2. (2.22)74

2.7. Заме÷ание об AJ - гипоòезе. Эòа гипоòеза бûла доказана длÿ óзлов
31, 41, 74 (cм. Garoufalidis [10] и Koutschan–Garoufalidis [32]); длÿ òоðи÷еñкиõ
óзлов (cм. Hikami [33], Tran [34]), длÿ некоòоðûõ клаññов двóõмоñòовûõ óзлов,
вклþ÷аÿ вñе ñкðó÷еннûе óзлû и кðендели (cм. Le [35], [36], [37]).

Явнûй вид �−много÷ленов длÿ ðазли÷нûõ óзлов можно найòи в [40, 39].

3. Коðни � (�, �) пðи |�| = 1 и ВКБ инòегðалû

Эòоò ðаздел − öенòðалüнûй в наøем пðепðинòе. В нем мû пðиводим
новûй маòеðиал: длÿ ðазли÷нûõ óзлов ñ извеñòнûми �−много÷ленами11 и
обúемами пðоводим анализ веòвей {��(�)} пðи |�| = 1 алгебðаи÷еñкой ôóнк-
öии (1.7) и иõ ÷иñленное инòегðиðование длÿ пðовеðки наøей гипоòезû (1.23),
(1.24) о (∃, !) голомоðôной веòви �1 : |�1| > 1 на дóге веðõней полóокðóжно-
ñòи S1 :+

ln |��(�2��/�)|
∫ (1/2)

(1.5)
2� lim = 2� ln |�1(�

2���)| �� = vol(S3 ∖�). (3.1)
�→∞ � 0

11в пðедположении ñпðаведливоñòи AJ-гипоòезû
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3.1. Узел 61: веòви {��} и обúем. Как мû óже оòме÷али, ÿвнûй вид
õаðакòеðиñòи÷еñкиõ много÷ленов (1.7) беðем из извеñòнûõ �(�,�)- много-
÷ленов, полагаÿ � ≡ �2, � ≡ � в (2.1). Ввидó инòеðеñа к (3.1), мû изó÷аем
пðи |�|=1 веòви {��(�)}� алгебðаи÷еñкой ôóнкöии �(�), опðеделÿемой (1.7).�=1

Оòмеòим обùие ñвойñòва12 коðней (по �) много÷лена � (�, �) пðи |�|=1:
1) �(�) = �(�̄), ò.е. множеñòва {��(�)}� и {��(�̄)}� ñовпадаþò;�=1 �=1

2) ∀� ∃ � ≠ � : |��(�)��(�)| = 1, �, � = 1, ...�, |�| = 1.
Длÿ óзла 61 имеем:

� (�, �) :=�4�4 + �3(−2�6 + 3�5 + 3�4 + � − 1) + �(−�8 + �7 + 3�4 + 3�3 − 2�2)+
�2(�8 − 3�7 − �6 + 3�5 + 6�4 + 3�3 − �2 − 3� + 1) + �4 = 0, (3.2)

пðи÷ем, � (−1, �) = (�− 1)4, � (1, �) = (�+ 1)4.
Анализ веòвей {��(�)}4 доñòаòо÷но пðовеñòи на S1 -веðõней полóокðóж-�=1 +

ноñòи. Диñкðиминанò в (3.2) ðавен �(�) := �6 (� − 1)12(� + 1)12Δ, где Δ :=

5�12−32�11+56�10−118�9+124�8+32�7+123�6+32�5+124�4−118�3+56�2−32�+5

Из вñеõ нóлейΔ на веðõней полóокðóжноñòи лежаò две òо÷ки веòвлениÿ �(�):
�1 := −0.84.. + � 0.53.. =: ���1, �1 = 2.57.., �2 := 0.052.. + � 0.99.. =: ���2, �2 =
1.51.. Имеем ��(−1) = 1, � = 1,2,3,4. Двигаÿñü из � = ��� по ÷аñовой ñòðелке,
вû÷иñлÿем коðни много÷лена (3.2) и полó÷аем, ÷òо |��(�)| = 1, � = 1,2,3,4 на
дóге {� = ���, � ∈ [�, �1]}. В òо÷ке �1 две веòви ñовпадаþò �1(�1) = �4(�1), а
длÿ � = ���, � ∈ (�1, �2] имеем: |�1(�)| > |�2(�)| = 1 = |�3(�)| > |�4(�)|.

Риñ. 3. |�1(�)|, |�2(�)| ≥ 1 пðи � = ���, � = 0, . . . , �1, длÿ óзла 61

12ñледóþò из обùиõ ñвойñòв коðней окðаøеннûõ много÷ленов Джонñа
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В òо÷ке �2 ñовпадаþò óже веòви �2 = �3, и на вûõоде (по ÷аñовой ñòðелке)
из �2 имеем: |�1(�)| > |�2(�)| > 1 > |�3(�)| > |�4(�)|, � = ���, � ∈ (�2, �

*].
Оòмеòим, ÷òо òо÷ка �* = 1.047... на дóге (�2, 0), в коòоðой |�1(�)| = |�2(�)| >
1 > |�3(�)| = |�4(�)| и заòем пðи � = ���, � ∈ (�*, 0) пðоиñõодиò пеðеñòðойка
поðÿдка веòвей по вели÷ине модóлÿ: |�2(�)| > |�1(�)| > 1 > |�4(�)| > |�3(�)|.
Наконеö, пðи � = 1, ��(1) = −1, � = 1,2,3,4.

Замеòим, ÷òо на веðõней полóокðóжноñòи ñпðаведливо |�1(�)||�4(�)| = 1
и |�3(�)||�2(�)| = 1. Также о÷евидно, ÷òо на нижней полóокðóжноñòи (вûõо-
дÿ из ò.� = −1 пðоòив ÷аñовой ñòðелки) бóдеò òакаÿ же ñòðóкòóðа веòвей
алгебðаи÷еñкой ôóнкöии �(�).

Пеðейдем к вû÷иñлениþ инòегðала13 в (3.1). Инòегðалüнаÿ ñóмма даеò:∫ �1 99∑
0

ln |�1(�
��)| ��≈ ln

⃒⃒⃒
�1(�

���1/100)
⃒⃒⃒ �1

=3.161001...
100

�=0

Извеñòное зна÷ение обúёма длÿ óзла 61:

vol(S3 ∖ 61)= 3.16396322...

А.Б. Баòõинûм ðазðабоòан ñпеöиалüнûй ÷иñленнûй меòод длÿ вûделениÿ
веòвей и подñ÷еòа инòегðалов (в окðеñòноñòÿõ òо÷ек веòвлениÿ), позволÿþ-
ùий полó÷аòü ðезóлüòаòû ñ доñòаòо÷но болüøой òо÷ноñòüþ (ñм. в [2] вû÷иñ-
лениÿ инòегðала (3.1) длÿ óзла 52). Длÿ óзла 61 ÷иñленное зна÷ение инòегðала
ðавно: ∫ �

ln |�1(�
��)| ��≈ 3.163963228883...

0

3.2. Узел 72: веòви {��} и обúем. Пðодолжаем ÷иñленнóþ пðовеðкó гипо-
òезû (3.1) длÿ ðазли÷нûõ óзлов. Пðиведем õаðакòеðиñòи÷еñкий много÷лен (1.7),
опðеделÿþùий ñпекòðалüнóþ кðивóþ �(�) длÿ óзла 72:

� (�, �) :=�5 + �4�4(�) + �3�3(�) + �2�2(�) + ��1(�) + �11 = 0, (3.3)

�1 :=�
4 − �5 + 3�9 + 4�10 − 2�11;

�2 :=− 2�2 + 5�3 + �4 − 4�5 + 6�7 + 5�8 + 2�9 − 4�10 + �11;

�3 :=1− 4� + 2�2 + 5�3 + 6�4 − 4�6 + �7 + 5�8 − 2�9;
�4 :=− 2 + 4� + 3�2 − �6 + �7.

Оòмеòим: � (−1, �) = (�− 1)4, � (1, �) = (�+ 1)4.

13ò.к. |�| = 1 на (�1, �), òо веðõний пðедел в инòегðале можеò бûòü заменен на �
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Диñкðиминанò ó много÷лена � (�, �) ðавен �(�) := �16 (�2 − 1)20Δ, где

Δ :=20�16 − 192�15 + 581�14 − 882�13 + 1649�12 − 2214�11+
1146�10 + 730�9 + 2733�8 + 730�7 + 1146�6 − 2214�5+
1649�4 − 882�3 + 581�2 − 192� + 20. (3.4)

Из 16 нóлей Δ на окðóжноñòи - 8, на S1 лежаò две òо÷ки веòвлениÿ �(�):+

�1 := −0.89.. + � 0.45.. =: ���1, �1 = 2.67.., �2 := −0.28.. + � 0.96.. =: ���2, �2 =
1.85..

Веòви {��(�)}5 ñпекòðалüной кðивой (3.3) длÿ óзла 72 на окðóжноñòи�=1

S1 ведóò ñебÿ òак же, как и веòви �(�) длÿ 61. Одно иñклþ÷ение: поÿвилаñü
дополниòелüнаÿ веòвü (обозна÷им ее �3(�)), голомоðôнаÿ и по модóлþ ðавнаÿ
единиöе на вñей S1. Двигаÿñü по S1 из � = ��� по ÷аñовой ñòðелке, имеем:+

� = �����(−1) = 1, |��(�)| = 1, � = 1,2,3,4,5, , � ∈ [�, �1];
�1(�1) = �5(�1), |�1(�)| > 1 = |��(�)| > |�5(�)|, � = 2,3,4, � ∈ (�1, �2];
�2(�2) = �4(�2), |�1(�)| > |�2(�)| > 1 = |�3(�)| > |�4(�)| > |�5(�)|, � ∈ (�2, �*];
|�1(�

*)| = |�2(�
*)| > 1 = |�3(�

*)| > |�4(�
*)| = |�5(�

*)|, �* = ���
*
, �* = 1.45..;

|�2(�)| > |�1(�)| > 1 = |�3(�)| > |�5(�)| > |�4(�)|, � ∈ (�*, 0];
��(1) = −1, � = 1,2,3,4,5.

Риñ. 4. |�1(�)|, |�2(�)| ≥ 1 пðи � = ���, � = 0, . . . , �1, длÿ óзла 72

Извеñòное зна÷ение обúёма длÿ óзла 72: vol(S3 ∖ 72)= 3.331744232...
Длÿ óзла 72 ÷иñленное зна÷ение инòегðала ðавно:∫ �

ln |�1(�
��)| ��≈ 3.3317442316411...

0
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3.3. Узел 74: веòви {��} и обúем. Эòоò óзел имееò оñобенноñòü − его õа-
ðакòеðиñòи÷еñкий много÷лен ôакòоðизóеòñÿ14 � (�, �) = � (1)(�, �)� (2)(�, �):
deg�[�

(1)(�, �)] = 3, deg�[�
(1)] = 7, deg�[�

(2)(�, �)] = 2, deg�[�
(2)] = 4,

Эòо обñòоÿòелüñòво облег÷аеò анализ ñòðóкòóðû 5-òи веòвей ñпекòðалüной
кðивой �(�), ò.к. веòви ñомножиòелей могóò ðаññмаòðиваòüñÿ незавиñимо.

Диñкðиминанò много÷лена �1(�, �) ðавен �1(�) := � (�2 − 1)6Δ1, где

Δ1 := (4�
6 + 12�4 + 27�3 + 12�2 + 4)(2�4 − 5�3 + 8�2 − 5� + 2)2,

а ó �1(�, �) диñкðиминанò �2(�) := (�
2−1)2Δ2, Δ2 := (�

2+�+1)(�2−3�+1).
На S1 ó Δ1 один 1-кðаòнûй нóлü �1 := −0.94.. + � .032.. =: ���1, �1 = 2.81...+ √

3 2�Там же, на S1 и ó Δ2 лиøü один нóлü �2 := −1 + � =: ���2, �2 = .+ 2 2 3

Обозна÷им {�2�−1(�)}3 веòви кðивой �(1)(�), опðеделÿемой óðавнением�=1

� (1)(�, �) = 0, а {�2�(�)}2 − веòви �(2)(�): � (2)(�, �) = 0.�=1

Двигаÿñü по S1 из � = ��� по ÷аñовой ñòðелке, имеем длÿ �(1)(�):+

Риñ. 5. |�1(�)|, |�2(�)| ≥ 1 пðи � = ���, � = 0, . . . , �1, длÿ óзла 74

{
� = �����(−1) = 1, � = 1,3,5, |��(�)| = 1, , � ∈ [�, �1], �1(�1) = �5(�1);

� = ���|�1(�)| > 1 = |�3(�)| > |�5(�)|, , � ∈ (�1, 0), ��(1) = −1, � = 1,3,5;

Аналоги÷но длÿ �(2)(�):{
� = �����(−1) = 1, � = 2,4, |��(�)| = 1, , � ∈ [�, �2], �2(�2) = �4(�2);

|�2(�)| > 1 > |�4(�)|, � = ���, � ∈ (�2, 0), ��(1) = −1, � = 2,4.

(2)14ñм. (2.22), ñледóÿ [32] мû опóñкаем квадðаò ó �74



– 20 –

= ���
*

Оòмеòим, ÷òо в окðеñòноñòи òо÷ки � = 1, ∃�* :
|�1(�)| > |�2(�)| пðи 0 < � ∈ (�*, 0), а пðи � > � ∈ (�, �*) имеем |�1(�) < |�2(�)|.

Извеñòное зна÷ение обüема длÿ óзла 74: vol(S3 ∖ 74)= 5.13794120....
Длÿ óзла 74 ÷иñленное зна÷ение инòегðала ðавно:∫ �

ln |�1(�
��)| ��≈ 5.137941201873417769...

0

3.4. Узел 75: веòви {��} и обúем. На÷инаÿ ñ ýòого пóнкòа, мû не бóдем
пðиводиòü в оñновном òекñòе15 ÿвнûй вид много÷ленов � (�, �), опðеделÿþ-
ùиõ в (1.7) ñпекòðалüнóþ кðивóþ �(�). Длÿ óзла 75, оòмеòим лиøü, ÷òо

deg�[� (�, �)] = 8, deg�[� (�, �)] = 34, � (±1, �) = (�± 1)8.
Диñкðиминанò � (�, �) имееò ñòепенü 50, не ñ÷иòаÿ нóлей вûñокой ÷еòной
кðаòноñòи в òо÷каõ ±1, 0. Однако, на веðõнþþ полóокðóжноñòü S1 попадаþò+

лиøü òðи òо÷ки веòвлениÿ �� := ���� , �=1,...,3 и еùе в одной òо÷ке �0 := ���0 :
�0 := 2.237035759..; �1 := 2.848733829..; �2 := 2.233540134..; �3 := 2.190746731..,
две веòви пеðеñекаþòñÿ голомоðôно, и в окðеñòноñòи ò. �0 иõ модóлü ðавен 1.

У вñеõ веòвей {��(�)}8 ñпекòðалüной кðивой óзла 75 на окðóжноñòи S1�=1

в окðеñòноñòи ò. ��� модóлü ðавен 1, пðи÷ем две веòви ñоõðанÿþò ýòо ñвойñòво
на вñей S1, а в окðеñòноñòи ò. 1 ó òðеõ дðóгиõ веòвей модóли болüøе 1, и ó
òðеõ оñòавøиõñÿ модóли ðавнû обðаòнûм вели÷инам пðедûдóùиõ модóлей.

���Двигаÿñü по S1 из � = по ÷аñовой ñòðелке, вûделим веòви по модóлþ+
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Риñ. 6. |��(�)| ≥ 1, � = 1,2,3, пðи � = ���, � ∈ (0, �), длÿ óзла 75
15ñм. http://katlas.math.toronto.edu/wiki/Data:7 5/A-polynomial
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болüøие единиöû. В òо÷ке �1 веòвиòñÿ единñòвеннаÿ òакаÿ веòвü, обозна÷им
�1(�), оñòалüнûе веòви оñòаþòñÿ ðавнûми (или менüøе) по модóлþ единиöе).
Эòа веòвü ñоõðаниò макñималüнûй модóлü на пóòи оò �1 до 1, на ýòом пóòи
она голомоðôна (не веòвиòñÿ) и ôоðмиðóеò оòвеò. Две дðóгие веòви �2(�) и
�3(�), веòвÿùиеñÿ в ò. �2 и �3, ñооòвеòñòвенно, и имеþùие модóлü болüøе 1 на
ó÷аñòкаõ голомоðôноñòи оò �2 до 1 и оò �3 до 1, ñоõðанÿþò на ýòиõ ó÷аñòкаõ
óпоðÿдо÷енноñòü модóлей: |�1(�)| > |�2(�)| > |�3(�)| > 1.

Извеñòное зна÷ение обúёма длÿ óзла 75: vol(S3 ∖ 75)= 6.443537381.....
Длÿ óзла 75 ÷иñленное зна÷ение инòегðала ðавно:∫ �

ln |�1(�
��)| ��≈ 6.4435373808505754761...

0

3.5. Узел 76: веòви {��} и обúем. Длÿ много÷ленов � (�, �)16, опðеделÿ-
þùиõ в (1.7) ñпекòðалüнóþ кðивóþ �(�) óзла 76 имеем

deg�[� (�, �)] = 9, deg�[� (�, �)] = 27, � (±1, �) = (�± 1)9.
Диñкðиминанò � (�, �) имееò ñòепенü 84, не ñ÷иòаÿ нóлей вûñокой ÷еòной
кðаòноñòи в òо÷каõ ±1, 0. Однако, на веðõнþþ полóокðóжноñòü S1 попадаþò+

лиøü ÷еòûðе òо÷ки веòвлениÿ �� := ���� , �=1,...,4:
�1 := 2.880078732..; �2 := 2.321655981..; �3 := 2.305603863.., �4 := 1.827810801;
и еùе в двóõ òо÷каõ �0� := ���0� : �01 := 2.3814402100..; �02 := 2.3464745745..,
пеðеñекаþòñÿ голомоðôно по две веòви ñ ðавнûми 1 модóлÿми.

У вñеõ веòвей {��(�)}9 ñпекòðалüной кðивой óзла 76 на окðóжноñòи S1�=1

в окðеñòноñòи ò. ��� модóлü= 1, пðи÷ем одна веòвü ñоõðанÿеò ýòо ñвойñòво на
вñей S1, а в окðеñòноñòи ò. 1 ó ÷еòûðеõ дðóгиõ веòвей модóли> 1 , и ó ÷еòûðеõ
оñòавøиõñÿ модóли ðавнû обðаòнûм вели÷инам пðедûдóùиõ модóлей, ò.е.<1.

Двигаÿñü по S1 из � = ��� по ÷аñовой ñòðелке, вûделим веòви, по модóлþ+

болüøе единиöû. В òо÷ке �1 веòвиòñÿ единñòвеннаÿ òакаÿ веòвü, обозна÷им ее
÷еðез �1(�), оñòалüнûе веòви оñòаþòñÿ ðавнûми (или <) по модóлþ единиöе.
Эòа веòвü ñоõðаниò макñималüнûй модóлü на пóòи оò �1 до 1, на ýòом пóòи
она голомоðôна (не веòвиòñÿ) и ôоðмиðóеò оòвеò. Две дðóгие веòви �2(�)
и �3(�), веòвÿùиеñÿ в ò. �2 и �3, ñооòвеòñòвенно, и имеþùие модóлü > 1 на
ó÷аñòкаõ голомоðôноñòи оò �2 до 1 и оò �3 до 1, ñоõðанÿþò на ýòиõ ó÷аñòкаõ
óпоðÿдо÷енноñòü модóлей: |�1(�)| > |�2(�)| > |�3(�)| > 1.

Наконеö, веòвü �4(�), веòвÿùаÿñÿ в ò. �4, имеþùаÿ модóлü> 1 на ó÷аñòке
голомоðôноñòи оò �4 до 1, по меðе пðодвижениÿ (по ÷аñовой ñòðелке) наðа-
ùиваеò ñвой модóлü, òак ÷òо ñна÷ала |�1(�)| > |�2(�)| > |�4(�)| > |�3(�)| > 1,
а поòом и |�1(�)| > |�4(�)| > |�2(�)| > |�3(�)| > 1, ñм. Риñ.7.

16ñм. http://katlas.math.toronto.edu/wiki/Data:7 6/A-polynomial
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Риñ. 7. |��(�)| ≥ 1, � = 1, ...,4, пðи � = ���, � ∈ (0, �), длÿ óзла 76

Извеñòное зна÷ение обúёма длÿ óзла 76: vol(S3 ∖ 76)= 7.084925954...
Длÿ óзла 76 ÷иñленное зна÷ение инòегðала ðавно:∫ �

ln |�1(�
��)| ��≈ 7.0849259535109686484...

0

3.6. Узел 77: веòви {��} и обúем. У ýòого óзла, как и ó 74, имееòñÿ ôак-
òоðизаöиÿ õаðакòеðиñòи÷еñкого много÷лена17 � (�, �) = � (1)(�, �)� (2)(�, �):
deg�[�

(1)(�, �)] = 4, deg�[�
(1)] = 14, deg�[�

(2)(�, �)] = 3, deg�[�
(2)] = 5,

Эòо обñòоÿòелüñòво облег÷аеò анализ 7-ми веòвей ñпекòðалüной кðивой �(�),
ò.к. веòви �(�)(�), � = 1,2 ñомножиòелей � могóò ðаññмаòðиваòüñÿ незавиñимо.

Диñкðиминанò много÷лена � (1)(�, �) ðавен �1(�) := �16(�2−1)12Δ1, где
Δ1 := (16�

8 − 68�7 + 44�6 + 120�5 + 33�4 + 120�3 + 44�2 − 68� + 16)
(2�10− 22�9+91�8− 176�7+163�6− 108�5+163�4− 176�3+91�2− 22�+2)2;
а ó � (2)(�, �) диñкðиминанò �2(�) := (�

2 − 1)6Δ2, где
Δ2 := �8 − 6�7 + 11�6 − 12�5 − 11�4 − 12�3 + 11�2 − 6� + 1.

(1) (1)

, ���1 2На S1 ó Δ1 два 1-кðаòнûõ нóлÿ (òо÷ки веòвлениÿ) в òо÷каõ: ���+
(1) (2)
0 1и один 2-кðаòнûй нóлü в ò. ��� . У Δ2 на S1 один 1-кðаòнûй нóлü в ò. ��� :+

(1) (2) (1) (1)
� := 2.905300..., � := 2.407169..., � := 1.535100..., � := 2.216967... .1 1 2 0

0В òо÷ке ���
(1)

пеðеñекаþòñÿ голомоðôно две веòви кðивой �(1)(�) ñ ðавнûми 1
(12) (12)(12) (12)
01 02модóлÿми, а òакже в каждой из òо÷ек ��� , � := 2.408663.. и ��� , � :=01 02

1.700625.. пеðеñекаþòñÿ веòвü �(2)(�) и веòвü �(1)(�) ñ ðавнûми 1 модóлÿми.

17Имеем � (±1, �) = (�± 1)7; �-много÷лен в http://katlas.math.toronto.edu/wiki/Data:7 7/A-polynomial
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(1) (2)У вñеõ веòвей {� (�)}4 и {� (�)}3 ñпекòðалüной кðивой óзла 77 на� �=1 � �=1

окðóжноñòи S1 в окðеñòноñòи ò. ��� модóлü = 1, пðи÷ем одна веòвü кðивой
�(2)(�) ñоõðанÿеò ýòо ñвойñòво на вñей S1, а в окðеñòноñòи ò. 1 на S1 ó дðóгой+

веòви �(2)(�) и двóõ веòвей �(1)(�) модóли > 1 , и ó òðеõ оñòавøиõñÿ веòвей
�(�) модóли ðавнû обðаòнûм вели÷инам пðедûдóùиõ модóлей ().
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Abs values of branches knot7-7

Риñ. 8. |��(�)| ≥ 1, � = 1,2,3, пðи � = ���, � ∈ (0, �), длÿ óзла 77

Двигаÿñü по S1 из � = ��� по ÷аñовой ñòðелке, вûделим веòви, по модóлþ+

:= ���
(1)
1болüøие единиöû. В òо÷ке �1 веòвиòñÿ единñòвеннаÿ òакаÿ веòвü,

обозна÷им �1(�) := �
(1)
(�), оñòалüнûе веòви оñòаþòñÿ ðавнûми (или <) по1

модóлþ единиöе. Эòа веòвü ñоõðаниò макñималüнûй модóлü на пóòи оò �1
до 1, на ýòом пóòи она голомоðôна (не веòвиòñÿ) и ôоðмиðóеò оòвеò.

(2) (1)Заôикñиðóем две дðóгие веòви �2(�) := � (�) и �3(�) := � (�), веòвÿ-1 2
(2) (1)

и �3 := ���1 2ùиеñÿ в ò. �2 := ��� , ñооòвеòñòвенно, и имеþùие модóлü > 1 на
ó÷аñòкаõ голомоðôноñòи оò �2 до 1 и оò �3 до 1. Пðи÷ем òам иõ модóлü менüøе
модóлÿ веòви �1(�). Добавим, ÷òо на дóге S1 оò �3 до 1 ∃�* : |�2(�)| > |�3(�)|+

оò �3 до �*, но |�2(�)| < |�3(�)| оò �* до 1.

Извеñòное зна÷ение обúёма длÿ óзла 77: vol(S3 ∖ 77)= 7.643375172...
Длÿ óзла 77 ÷иñленное зна÷ение инòегðала ðавно:∫ �

ln |�1(�
��)| ��≈ 7.6433751723599555...

0
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3.7. ВКБ инòегðалû и меðû Малеðа. Пðежде ÷ем пеðейòи к заклþ÷и-
òелüной ñеðии ðаññмоòðеннûõ óзлов, оòмеòим, ÷òо ñвÿзü междó ВКБ инòегðа-
лами в (1.12) и ñпеöиалüнûми ôóнкöиÿми, вûðажаþùими гипеðболи÷еñкие
обúемû, бûла заме÷ена в ðабоòаõ Д.Бойда, ñм. [14, 15], поñвÿùеннûõ меðам
Малеðа. Логаðиôми÷еñкой меðой Малеðа много÷лена � (�1, ..., ��) назûваþò∫ 1 ∫ 1

�(� ) := · · · log |� (�(�1), ..., �(��)) | ��1 · · · ���, �(�) := exp(2���).
0 0

Сооòвеòñòвенно, пðоñòо меðа Малеðа много÷лена еñòü exp(�(� )).
Длÿ много÷лена двóõ пеðеменнûõ � (�, �) меðа Малеðа еñòü �(� ) :=∫ 1 ∫ 1 ∫ 1

(∫ 1 �
)∏

log |� (�(�1), �(�2)) | ��2��1 = log |(�(�2))− ��(�(�1))|��2 ��1.
0 0 0 0 �=1

Пðименив к внóòðеннемó инòегðалó ôоðмóлó Йенñена,∫ 1∑� (∫ 1 ) � ∫ 1∑
�(� ) := log |�(�2)− ��(�(�1))|��2 ��1 = log+ |��(�

2���1)|��1,
0 0 0�=1 �=1

полó÷аем ñóммó инòегðалов (1.12) по вñем веòвÿм ��(�) : |��| ≥ 1, � ∈ S1.
В ðабоòе Д.Бойда [15] в ка÷еñòве много÷ленов двóõ пеðеменнûõ ðаññмоò-

ðенû�(�,�)−много÷ленû. Пðиведенû пðимеðû òðеõ óзлов: �515, �57 и 10125,
длÿ коòоðûõ вû÷иñленû инòегðалû логаðиôмов модóлей веòвей алгебðаи÷е-
ñкиõ ôóнкöий �(�,�) = 018. В ñледóþùиõ òðеõ пóнкòаõ мû òоже пðоана-
лизиðóем ýòи пðимеðû в пðедположении ñпðаведливоñòи AJ-гипоòезû (2.1).

3.8. Узел 10125: веòви {��} и обúем. Эòоò óзел ðаññмоòðен в [15, Example 3].
Кðоме номеðа 10125 в клаññиôикаöии Ролôñена, его òакже назûваþò óзел �620
и кðенделü �(−2, 3,−5). Длÿ много÷ленов � (�, �)19, опðеделÿþùиõ в (1.7)
ñпекòðалüнóþ кðивóþ �(�) óзла 10125, имеем deg�[� (�, �)] = 9, deg�[� ] = 27,

� (1, �) = (�− 1)2(�+ 1)7, � (−1, �) = (�2 + 1)2(�− 1)5.
Диñкðиминанò � (�, �) , не ñ÷иòаÿ нóлей вûñокой ÷еòной кðаòноñòи в òо÷каõ
±1, 0, имееò 28 однокðаòнûõ нóлей, 32 двóкðаòнûõ нóлÿ, и ÷еòûðеõкðаòнûе
нóли в коðнÿõ óðавнениÿ (�4 + 1)4 = 0. Пðи ýòом, на веðõнþþ полóокðóж-
ноñòü S+ = 1, кðоме половинû óпомÿнóòûõ ÷еòûðеõкðаòнûõ нóлей и òðеõ
двóкðаòнûõ нóлей в òо÷каõ голомоðôного пеðеñе÷ениÿ веòвей �0� := ���0� :
�01 := 2.6551684954..; �02 := 1.4920790567.., �03 := 1.0826837985..,

18К ñожалениþ в [15] ни ÿвного вида, ни ÷еòкой ññûлки оòкóда взÿòû �(�,�) много÷ленû длÿ ýòиõ
óзлов не пðиведено.

19ñм. http://katlas.math.toronto.edu/wiki/Data:10 125/A-polynomial



– 25 –

����попадаþò пÿòü òо÷ек веòвлениÿ (однокðаòнûе нóли): �� := , �=1,...,5 :
�1 := 3.126927230..; �2 := 2.347421331..; �3 := 2.342125309.., �4 := 1.094478093..;
�5 := 0.328860611.. .

В окðеñòноñòи ò. ��� (òо÷нее на дóге [�1, 2� − �1] окðóжноñòи S1) ó вñеõ
{��(�)}9 модóлü= 1, пðи÷ем одна веòвü 20 ñоõðанÿеò ýòо ñвойñòво на вñей S1,�=1

а из ò. 1 вûõодÿò òðи веòви ñ модóлÿми > 1, òðи ñ модóлÿми, ðавнûми обðаò-
нûм вели÷инам пðедûдóùиõ модóлей, ò.е.<1, и ó òðеõ оñòавøиõñÿ модóли=1.

Двигаемñÿ по S1 из � = ��� по ÷аñовой ñòðелке. В òо÷ке веòвлениÿ �1 две+

веòви ñ модóлем = 1 ðазвеòвлÿþòñÿ на веòви �1 : |�1| > 121 и �9 : |�9||�1| = 1.
Аналоги÷но, в òо÷каõ веòвлениÿ ��, � = 2,3,4, ôоðмиðóþòñÿ веòви �� : |��| >
1, � = 2,3,4, и иõ паðòнеðû : �� : |��| < 1, � = 8,7,6. Напомним, ÷òо оñòаеòñÿ
одна веòвü �5 : |�5| = 1 на вñей S1. Таким обðазом, вñе веòви {��(�)}9 на�=1

S1 заôикñиðованû.22 Обðаòим внимание на близоñòü òо÷ек �2, �3 и �03, �4.+

Самое инòеðеñное пðоиñõодиò на дóге [�4, 0]. Сна÷ала здеñü в òо÷ке �03
пðоиñõодиò голомоðôное пеðеñе÷ение веòви �3 : |�3(�

��)| > 1, � ∈ (�4, �03)
ñ её паðòнеðом �7 : |�7| = |�3|−1. Таким обðазом, на дóге (�03, �5) имеем
|��| > 1, � = 1,2,4,7. В ò. �5 веòвиòñÿ �7 ñо ñвоим паðòнеðом �3 и заòем на
дóге (�5, 0] имеем |�7| = |�3| = 1, а длÿ оñòалüнûõ веòвей |�2| > |�1| > |�4| > 1.
На Риñ.9.-2) можно пðоñледиòü ñменó поðÿдка модóлей |��| > 1, � = 1,2,4,7.
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Риñ. 9. 1) |��(�)| ≥ 1, � = 1, ...,5 пðи � = ���, � ∈ (0, �) длÿ óзла 10125
2) маñøòабиðование: � ∈ (0, 1); |�4|= |�1| = |�7| в ò. �* =0.59...

20обозна÷им её �5
21ýòа веòвü ñоõðаниò голомоðôноñòü на дóге [�1, 0] и ñôоðмиðóеò оòвеò.
22Замеòим, ÷òо на ðаññмоòðенном ó÷аñòке [�3, �4] пðоиñõодиò ñмена: |�1| > |�2| менÿеòñÿ на |�1| < |�2|.
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Извеñòное зна÷ение обúёма длÿ óзла 10125: vol(S3 ∖ 10125)=4.611961375... .
Длÿ óзла 10125 ÷иñленное зна÷ение инòегðала ðавно:∫ �

ln |�1(�
��)| ��≈ 4.61196.

0

Сðавниаÿ ðезóлüòаòû ýòого пóнкòа ñ [15] оòмеòим неñовпадение вели÷ин deg�[� ]
и неñоглаñие ñ óòвеðждением в [15], ÷òо �1, �2, �4 ∈ ℋ(S1).

3.9. Узел �515: веòви {��} и обúем. Эòоò óзел ðаññмоòðен в [15, Example 1].
Длÿ много÷ленов � (�, �)23, опðеделÿþùиõ в (1.7) ñпекòðалüнóþ кðивóþ �(�)
óзла �515, имеем deg�[� (�, �)] = 16, deg�[� ] = 291, � (1, �) = (�−1)7(� +1)9,
� (−1, �) = (�14+8�13+39�12+24�11+5�10−40�9+19�8+16�7+19�6−40�5+5�4+24�3+39�2+8�+1)(�−1)2.
Пðи ýòом ñðеди коðней � (−1, �) имеþòñÿ �� : |��(−1)| = 5.80909..., � = 1,2,
и |��(−1)| = 0.17214..., � = 15,16, ó оñòалüнûõ |��(−1)| = 1, � = 3, ...,14.

Диñкðиминанò � (�, �), не ñ÷иòаÿ нóлей вûñокой ÷еòной кðаòноñòи в òо÷-
каõ 1, 0, имееò 26 однокðаòнûõ нóлей, и 1 двóкðаòнûй нóлü в ò.−1. Пðи ýòом,
кðоме двóкðаòного нóлÿ в ��� - òо÷ке голомоðôного пеðеñе÷ениÿ веòвей ðав-
нûõ по модóлþ единиöе, на веðõнþþ полóокðóжноñòü S1 попадаеò одна òо÷ка+

веòвлениÿ (однокðаòнûй нóлü): �3 := ���3 : �3 := 3.1098279565.. .
Двигаемñÿ по S1 из � = ��� по ÷аñовой ñòðелке. Напомним: в ýòой òо÷ке+

ñопðÿженû две голомоðôнûе веòви. Фикñиðóем �1 ñ ðаñòóùим модóлем, �2 -
ñ óбûваþùим. В òо÷ке веòвлениÿ �3 две веòви ñ модóлем = 1 ðазвеòвлÿþòñÿ
на голомоðôнûе пðи (�3, 0] веòви �3 : |�3| > 1 и �14 : |�14||�3| = 1.
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Риñ. 10. |��(�)| ≥ 1, � = 1,2,3, пðи � = ���, � ∈ (0, �), длÿ óзла �515

23� - много÷ленû длÿ óзла �515 бóдóò пðиведенû в Пðиложении, ñм. пóнкò 4.3
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Иòак, нам впеðвûе попалñÿ пðимеð óзла, ó коòоðого ñпекòðалüнаÿ кðи-
ваÿ �(���) имееò веòви (коðни �-много÷лена), голомоðôнûе на вñей окðóж-
ноñòи и не ðавнûе по модóлþ единиöе: ��(�

��) ∈ ℋ(S1), |��(�
��)| > 1, � = 1,2.

Пðи ýòом �1(�) = �2(�̄). Также имеþòñÿ 12 голомоðôнûõ на вñей окðóж-
ноñòи веòвей {��} : |��| = 1, � = 4, ...,13. Оñòавøиеñÿ две веòви �3, �14 ∈
ℋ(S1) ∖ {�3, �̄3}. Здеñü òакже �3(�) = �14(�̄), пðи÷ем |�3(�

��)| > 1 > |�14(�
��)|

на дóге � ∈ (�3, 0, 2�− �3) и |�3(�
��)| = 1 = |�14(�

��)| на дóге � ∈ (2�− �3, 2�, �3).

Извеñòное зна÷ение обúёма длÿ óзла �515: vol(S3 ∖�515)=4.1885842865...
Длÿ веòвей ��, � = 1,2,3 óзла �515 ÷иñленное зна÷ение инòегðалов ðавно:∫ � ∫ �

�1 := ln |�1(�
��)| ��≈ 4.239491778, �2 := ln |�2(�

��)| ��≈ 2.538974570,
0 0∫ �

�3 := ln |�3(�
��)| ��≈ 1.649603.

0

3.10. Узел �57: веòви {��} и обúем. Эòоò óзел ðаññмоòðен в [15, Example 2].
Длÿ много÷ленов � (�, �)24, опðеделÿþùиõ в (1.7) ñпекòðалüнóþ кðивóþ �(�)
óзла �515, имеем deg�[� (�, �)] = 17, deg�[� ] = 325,

� (1, �) = (�− 1)8(� + 1)9, � (−1, �) = �(�)(�− 1), deg[�(�)] = 16.
Пðи ýòом ñðеди коðней � (−1, �) имеþòñÿ �� : |��(−1)| = 3.900505..., � = 1,2
и |��(−1)| = 3.2043057..., � = 3,4, а òакже иõ паðòнеðû �17−�, � = 1, 2, 3, 4 :
|�17−�(−1)| = |��(−1)|−1, ó оñòалüнûõ же |��(−1)| = 1, � = 5, ...,13.
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Риñ. 11. 1) |��(�)| ≥ 1, � = 1, ...,4 пðи � = ���, � ∈ (0, �) длÿ óзла �57
2) маñøòабиðование: � ∈ (1.7, 2.0)

24� - много÷ленû длÿ óзла �515 бóдóò пðиведенû в Пðиложении, ñм. пóнкò 4.3
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Диñкðиминанò � (�, �), не ñ÷иòаÿ нóлей вûñокой ÷еòной кðаòноñòи в òо÷-
каõ 1, 0, имееò 28 однокðаòнûõ нóлей, и 8 двóкðаòнûõ нóлей. Пðи ýòом, кðоме
2 двóкðаòнûõ нóлей в ���0, �0 := ±2.46535... - òо÷каõ голомоðôного пеðеñе÷е-
ниÿ веòвей, ðавнûõ по модóлþ единиöе, на окðóжноñòü S1 нóли не попадаþò.

���Двигаемñÿ по S1 из � = по ÷аñовой ñòðелке. Напомним: в ýòой+

òо÷ке ñопðÿженû две � = 1,2 паðû голомоðôнûõ веòвей ñ модóлем > 1 :
�2�−1(−1) = �2�(−1) (ôикñиðóем �2�−1 веòвü ñ ðаñòóùим модóлем, �2� ñ óбû-
ваþùим). Тем ñамûм, òакже заôикñиðованû иõ паðòнеðû: �� ∈ ℋ(S1) ñ мо-
дóлем < 1. Фикñаöиÿ оñòалüнûõ веòвей (ñ модóлем = 1) длÿ наñ не важна.
Иòак, длÿ óзла �57 вñе веòви ñпекòðалüной кðивой �(�) = {�(�)}17 голо-�=1

моðôнû на S1. Наñ инòеðеñóþò веòви {�(�)}4 по модóлþ > 1 на вñей дóге�=1

S1 ∖ {1}. Оòмеòим òо÷ки ����,� ∈ S1 ñовпадениÿ модóлей ó веòвей ��+ и ��:
�1,2 ≈ 1.7752568285336, �1,3 ≈ 1.84493232546964, �2,3 ≈ 1.9025733709708.
На S1 имеем ñледóþùий поðÿдок модóлей длÿ веòвей |��| > 1 (ñм. Риñ.11-2):+

|�1| > |�2| > |�3| > |�4| на (�2,3, 0); |�1| > |�3| > |�2| > |�4| на (�1,3, �2,3);
|�3| > |�1| > |�2| > |�4| на (�1,2, �1,3); |�3| > |�2| > |�1| > |�4| на (�, �1,3).

Длÿ веòвей ��, � = 1, ..,4 óзла �57 ÷иñленное зна÷ение инòегðалов по S1 ðавно:+∫ � ∫ �

�1 := ln |�1(�
��)| ��≈ 2.652510600, �2 := ln |�2(�

��)| ��≈ 2.717740319,
0 0∫ � ∫ �

�3 := ln |�3(�
��)| ��≈ 2.644672858, �4 := ln |�4(�

��)| ��≈ 2.088765966.
0 0

Извеñòное зна÷ение обúёма длÿ óзла �57: vol(S3 ∖ �57)=4.0545040273...

3.11. Узлû �57, �515 : ñðавнение ñ [15]. Надо пðизнаòü о÷евидное: длÿ
поñледниõ двóõ óзлов вû÷иñленнûе нами зна÷ениÿ инòегðалов �� никак не
поõожи на извеñòнûе зна÷ениÿ обúемов, взÿòûе нами из [7]. К òомó же в
[15] аналоги÷нûе инòегðалû (обозна÷енû òам Vj) поñ÷иòанû и ñо многими
знаками ñовпадаþò ñ извеñòнûми обúемами. Длÿ óзла �57 в [15] пðиведено:
[V1; V2] = [4.054504027..; 1.315746892..] [V3; V4] = [2.436059319..; 2.297379506..].
Тем не менее, еñли мû возüмем инòегðалû по вñей облаñòи голомоðôноñòи, òо

�1+�2 ≈2.652510600+2.717740319=4.733438824=4.054504027+1.315746892≈V1+V2
�3+�4 ≈2.644672858+2.088765966=5.370250919=2.436059319+2.297379506≈V3+V4

Длÿ óзла �515 в [15] пðиведено: [V1; V2]= [4.188584286..; 2.589882062..]25

Аналоги÷но имеем:

�1+�2 ≈4.239491778+2.538974570=6.778466348=[4.188584286+2.589882062≈V1+V2
25и V3 = 1.64960971..
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4. Пðиложениÿ

4.1. ВКБ базиñ ðеøений q-ðекóððенöий (деòали). Разложениÿ ôóн-
даменòалüнûõ ðеøений ðазноñòнûõ óðавнений (ðекóððенòнûõ ñооòноøений)
– клаññи÷еñкий ðаздел аñимпòоòи÷еñкого анализа, заложеннûй ðабоòами Пó-
анкаðе, Пеððона, Биðкгоôа. Из ñовðеменнûõ иññледований вûделим ðабоòó
Коñòинûõ [25] и óпоминавøóþñÿ вûøе ñòаòüþ C. Гаðоôалидиñа и Д. Геðони-
мо [12], из коòоðой пðиведем öиòаòó:

«This subject is classical and has been reinvented over the past hundred
years by several groups, often unaware of each others results. ... Our results are
hardly new and are contained or can be obtained by minor modifcations from
results of Costin–Costin or from work of Birkhof and collaborators ... ».

Наøа «гðóппа» (ñ Д.Н. Тóлÿковûм) ðазвивала ñвоþ модиôикаöиþ под-
õода к ýòой пðоблемаòике (ñм. [26] – [30] , [13], [31]), коòоðóþ впоñледñòвии (ñ
«пода÷и» C. Гаðоôалидиñа и ñ акòивнûм ó÷аñòием Т. Дóдниковой), адапòи-
ðовала к �-ðекóððенòнûм ñооòноøениÿм (ñм. [1]–[3]).

Длÿ ðекóððенòнûõ ñооòноøений (1.2), запиñаннûõ в маòðи÷ном виде26:
−→ −→
��+1 = ����, (4.1)

иùóòñÿ ðазложениÿ базиñнûõ ðеøений в пеðекðûваþùиõñÿ зонаõ: зонаõ ðаз-
деленнûõ ñ.з. маòðиö ��, ñм. (1.8), и в зонаõ ñближениÿ некоòоðûõ ñ.з. .
Соглаñование базиñов в зонаõ пеðекðûòиÿ позволÿеò полó÷аòü глобалüнûе
пðедñòавлениÿ ÷аñòнûõ ðеøений.

В зоне ðазделеннûõ ñ.з. оñновнûм òеõни÷еñким моменòом подõода ÿв-
лÿеòñÿ наõождение диагонализóþùего пðеобðазованиÿ («диагонализаòоðа»)
��, òакого, ÷òо маòðиöа � −1���� близка к диагоналüной маòðиöе�+1

�� := diag [� −1����] ≈ ��
−
+1
1 (4.2)�+1 ���� .

Фоðмалüно базиñнûе векòоðа ÿвлÿþòñÿ ñòолбöами маòðиöû

�−1∏
�� := �� �� =: ��Π�. (4.3)

�=�0

Дейñòвиòелüно,

���� = ��+1�
−1����Π� = ��+1 .�+1 = ��+1Π�+1

Таким обðазом, зада÷а поñòðоениÿ аñимпòоòи÷еñкого базиñа ðеøений (1.10)
ñводиòñÿ к наõождениþ ðазложений «диагонализаòоðов» �� (главнаÿ зада÷а)
и пðоизведениÿ Π(�) диагоналüнûõ опеðаòоðов (ðеøение ñледóеò из главной).

В ðезóлüòаòе в ýòой зоне имееò меñòо
−→

26где �× � маòðиöа �� ôоðмиðóеòñÿ коýôôиöиенòами {��(�
�, �)}� из (1.2), а �� введено в (1.9).�=0
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Теоðема 4.1. Пóñòü �-ðазноñòнûе óðавнениÿ (1.2), (1.9) имеþò в пðеделü-
ном маñøòабе (1.6) ñпекòðалüнóþ кðивóþ (1.7). Тогда длÿ базиñа �� :={ }�

(�)
�� diag �� иõ обùиõ ðеøений ñпðаведливû ñледóþùие óòвеðждениÿ.

�=1

(i) В зоне ðазделеннûõ ñобñòвеннûõ зна÷ений ñóùеñòвóþò ôоðмалü-
нûе ðазложениÿ:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1
V(�, �) := ��(�

�, �)|�=��,�=�2��� = V0(�) + V1(�) + · · ·{ } �
∞ (�) (4.4)

(�) ∑ �� (�) � = �2����� = exp , .
� �

�=−1

(ii) Элеменòû маòðиöV0(�),V1(�), . . . ÿвлÿþòñÿ алгебðаи÷еñкими ôóнк-
öиÿми, и ⎞⎛
V0(�) =

⎜⎜⎝
1 1 . . . 1

�1(�) �2(�) . . . ��(�)
...

...
...

��−1(�)1 ��−1(�)2 . . . ��−1(�)�

⎟⎟⎠ , � = �2���, detV0(�) ̸= 0. (4.5)

(iii) Элеменòû диагоналüной маòðиöû diag{�(�)}� ÿвлÿþòñÿ абеле-� �=1

вûми инòегðалами, и

�
(�2���) = ln��(�

2���).
(�)

�−1��

Еùе ðаз оòмеòим, ÷òо полó÷аемûе здеñü коýôôиöиенòû ðазложениÿ длÿ
(�)

�� – алгебðаи÷еñкие ôóнкöии, а длÿ � – абелевû инòегðалû. Иñполüзóÿ�

дополниòелüнóþ инôоðмаöиþ об аñимпòоòике коýôôиöиенòов ��(�
�, �) ðе-

кóððенòнûõ ñооòноøений (1.2) или (1.9), можно доказаòü, ÷òо ôоðмалüнûе
ðÿдû (4.4) оказûваþòñÿ аñимпòоòи÷еñкими.

Оòмеòим деòалü, каñаþùóþñÿ коýôôиöиенòов {��} в (1.10) ðазложениÿ
по базиñó ôóндаменòалüнûõ ðеøений (4.3). Вообùе говоðÿ, ýòи конñòанòû
могóò менÿòüñÿ пðи пðоõождении внóòðи зонû � - ðазделеннûõ ñ.з. òо÷ек, где⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒менÿеòñÿ поðÿдок иõ (ñ.з.) модóлей. Т.е. пóñòü �
множеñòва {1, . . . , �} :

�

⃒⃒= ⊔��� :
≥ · · · ≥

⃒⃒∃ пеðеñòановка ��
∀� ∈ �� .���(1)(�) ≥ ���(2)(�) ���(�)(�) ,

Тогда �� := � � ∈ ��.� ,
В зоне близкиõ ñ.з. изполüзóþòñÿ дðóгие подõодû (ñм. [26, 27, 28]). Здеñü

дополниòелüнûй малûй паðамеòð (близоñòü ñ.з.) пðи ñòðемлении к нóлþ пðе-
вðаùаеò ðазноñòнóþ зада÷ó (4.1) в диôôеðенöиалüнóþ, и полó÷аемûе коýô-
ôиöиенòû аñимпòоòи÷еñкого ðазложениÿ длÿ �� ÿвлÿþòñÿ óже ðеøениÿми
óðавнений: гипеðгеомеòðи÷еñкого, Беññелÿ, Айðи, Пенлеве.
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4.2. О ðоñòе ÷аñòнûõ ðеøений: оöенки длÿ ñкðó÷еннûõ óзлов. Веð-
немñÿ к пóнкòó 1.4 и напомним, ÷òо ÷иñленнûе ðаñ÷еòû длÿ óзлов 41, 52
(ñм. в [3]) показали, ÷òо, неñмоòðÿ на демонñòðаöиþ ýкñпоненöиалüного ðо-
ñòа27 ó ��(�

2��/�) пðи � → ∞, ñооòвеòñòвóþùего ðоñòа ó ��(�
2��/�) в двóõ-

маñøòабном ðежиме (1.11): � →∞, �/� → � ∈ � b(0, 1) не наблþдалоñü.
Эòо делало невозможнûм пðименение ВКБ-анализа длÿ доказаòелüñòва ðа-
венñòва показаòелÿ ðоñòа инòегðалó в (1.12). Кðоме òого, инòегðал в (1.12)
длÿ ÷аñòного ðеøениÿ в обùем положении оказалñÿ в два ðаза болüøе ñооò-
веòñòвóþùего обúема. Однако, возмóùение поñледоваòелüноñòи {��(�)} вида

′{��(�)} : ��(�) := (1− ��)��(�), ñм. (1.17), (1.18), имеþùее òе же ñпекòðалü-
�2��/�нóþ кðивóþ и аñимпòоòикó пðи � = �, � := , � → ∞, и демон-

ñòðиðóþùее (в ÷иñленнûõ ðаñ÷еòаõ) ýкñпоненöиалüнûй ðоñò в ðежиме � →
∞, �/� → � ∈ � b(1/2, 1), давало возможноñòü иñполüзоваòü ВКБ−анализ
пðи � ∈ (1/2,1) и надеждó на óменüøение в два ðаза инòегðала в (1.12).

Таким обðазом, длÿ ñòðогого обоñнованиÿ (1.23), (1.24) (даже длÿ кон-
кðеòнûõ óзлов) нам необõодимо óмеòü доказûваòü длÿ поñледоваòелüноñòи

′{��(�)} в пðеделüном ðежиме � →∞, �/� → � ∈ (0, 1) : (4.6)

а) оòñóòñòвие ýкñпоненöиалüного ðоñòа и óбûваниÿ пðи � ∈ (0, 1/2);
б) нали÷ие �̃ ∈ [1/2,1) : ýкñпоненöиалüнûй ðоñò имееò меñòо ∀� ∈ � b(�,̃ 1).

Следóþùее, доказанное Т. Дóдниковой óòвеðждение ñодеðжиò положиòелü-
нûй оòвеò по ÷аñòи пóнкòа а) длÿ вñеõ ñкðó÷еннûõ óзлов.

Лемма 4.1. Пóñòü � - ñкðó÷еннûй óзел ��, � ∈ N, и[ ( )]1 2�− 1
��(�) := � · arccos , (4.7)

2� 2�

где [�]– öелаÿ ÷аñòü ÷иñла �.
Тогда длÿ � = �2��/� и � = 1, . . . , ��(�), ñпðаведливû ñледóþùие оöенки,

′ ′|��(�)| ≤ � и |��(�)| ≤ �� �
2, (4.8)

√′где �� := 1 + 2�� + 2 4�− 1, �� := (9�− 1)/(4�).

27ñ показаòелем ≈ � ��(�)/(2�), по доказанной длÿ ýòиõ óзлов гипоòезе
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4.3. Явнûй вид А-много÷ленов длÿ óзлов �515, �57. Одна из ðаñпðо-
ñòðаненнûõ клаññиôикаöий óзлов - ýòо клаññиôикаöиÿ Ролôñена [38], за оñ-
новó коòоðой беðеòñÿ ÷иñло пеðеñе÷ений в пðоекöии óзла на ñôеðó. Напðимеð,
óзел 31 - пеðвûй (и единñòвеннûй) в ðÿдó óзлов ñ òðемÿ пеðеñе÷ениÿми, а óзел
10125 в ñпиñке óзлов ñ 10-þ пеðеñе÷ениÿми - на 125-ом меñòе. Дðóгаÿ клаñ-
ñиôикаöиÿ (census manifolds) беðеò за оñновó ÷иñло пðавилüнûõ òеòðаýдðов,
на коòоðûе ðазбиваеòñÿ дополнение ýòого óзла в S3. Напðимеð, многообðазие
S3 ∖ 10125 ðазбиваеòñÿ на 6 òеòðаýдðов и по вели÷ине гипеðболи÷еñкого обúе-
ма ñòоиò 20-ом меñòе (ñðеди 6-òи òеòðаýдðнûõ многообðазий), поýòомó óзел
10125 в ýòой клаññиôикаöии имееò номеð �620. Бûваеò, ÷òо óзел, дополнение
к коòоðомó ñоñòоиò из неболüøого ÷иñла òеòðаýдðов, имееò в ñвоей пðоекöии
о÷енü болüøое ÷иñло пеðеñе÷ений и òем ñамûм не опиñан в клаññиôикаöии
Ролôñена. К òаким óзлам оòноñÿòñÿ óзлû �515, �57.

Длÿ óзлов клаññиôикаöии Ролôñена òо÷ное и ÷иñленное зна÷ение обúе-
ма иõ дополнениÿ, а òакже ÿвнûй вид �-много÷лена легко наõодиòñÿ на ñайòе
[39]. Длÿ óзлов клаññиôикаöии (census manifolds), в ÷аñòноñòи �515, �57, ñо-
оòвеòñòвóþùие обúемû можно найòи в клаññи÷еñкой ñòаòüе [7], а ÿвнûй вид
�-много÷ленов лежиò в дðóгом меñòе: на ñайòе [40]. Ввидó неñовпадениÿ на-
øиõ ÷иñленнûõ ðаñ÷еòов инòегðалов (1.24) ñ òо÷нûми зна÷ениÿми из [7], мû
пðиведем ниже, иñполüзованнûе нами вûðажениÿ �-много÷ленов из [40], в
надежде на ðазðеøение возникøего диññонанñа.

��515 := (�570)(−1*�12)+(�1 *�534)(1*�10−5*�12+2*�14+1*�16−1*�18)+(�2 *�498)*
(1 *�8 +3 *�10− 5 *�12 +12 *�14− 5 *�16)+ (�3 *�462) * (−1 *�6 +6 *�8− 6 *�10 +21 *�10− 9 *
�14+3*�16)+(�4 *�426)* (−3*�6+4*�8−7*�10−12*�12+1*�14+3*�16)+(�5 *�390)* (−4*
�6+1*�8−25*�10−12*�12−5*�14+3*�16)+(�6 *�354)* (2*�6−11*�8+50*�10−34*�12+
7*�14)+(�7 *�318)* (3*�4−8*�6+38*�8+19*�10+25*�12−7*�14)+(�8 *�282)* (6*�4−9*
�6−18*�8+18*�10+9*�12−6*�14)+(�9 *�246)* (7*�4−25*�6−19*�8−38*�10+8*�12−
3 *�14) + (�10 *�210) * (−7 *�4 + 34 *�6 − 50 *�8 + 11 *�10 − 2 *�12) + (�11 *�174) * (−3 *�2 + 5 *
�4+12 *�6+25 *�8− 1 *�10+4 *�12)+ (�12 *�138) * (−3 *�2− 1 *�4+12 *�6+7 *�8− 4 *�10+
3*�12)+(�13 *�102)* (−3*�2+9*�4−21*�6+6*�8−6*�10+1*�12)+(�14 *�66)* (5*�2−12*
�4+5*�6−3*�8−1*�10)+(�15 *�30)* (1−1*�2−2*�4+5*�6−1*�8)+(�16 *� (−6))* (1*�6);

��57 := (� (−8))*(1*�8)+(�1*�30)*(1*�8)+(�2*�68)*(−2*�4+6*�6−12*�8)+(�3*�106)*
(−3*�4+8*�6−12*�8−2*�10+1*�12)+(�4*�144)*(1−8*�2+28*�4−47*�6+54*�8−4*�10+
5*�12−1*�14)+(�5*�182)*(−1*�2+10*�4−13*�6+5*�8+35*�10−7*�12−1*�14)+(�6*�220)*
(4*�4−15*�6−40*�10−6*�12+1*�14)+(�7 *�258)* (1*�2−6*�4−4*�6+5*�8−35*�10−
32*�12+16*�14−1*�16)+(�8*�296)*(−1*�4−15*�6+65*�8−10*�10+30*�12+1*�14)+(�9*
�334)*(1*�6+30*�8−10*�10+65*�12−15*�14−1*�16)+(�10*�372)*(−1*�4+16*�6−32*�8−
35*�10+5*�12−4*�14−6*�16+1*�18)+(�11*�410)*(1*�6−6*�8−40*�10−15*�14+4*�16)+
(�12*�448)*(−1*�6−7*�8+35*�10+5*�12−13*�14+10*�16−1*�18)+(�13*�486)*(−1*�6+5*
�8−4*�10+54*�12−47*�14+28*�16−8*�18+1*�20)+(�14*�524)*(1*�8−2*�10−12*�12+8*
�14−3*�16)+(�15*�562)*(−12*�12+6*�14−2*�16)+(�16*�600)*(1*�12)+(�17*�638)*(1*�12)

Напомним ñвÿзü (2.1) междó много÷ленами � (�, �) и �(�,�):
� ≡�2, � ≡ � : ⇒ � (�, �) ≡ �(�,�).

Также оòмеòим, ÷òо �(�,�) много÷ленû длÿ 10125, коòоðûе мû иñполü-
зовали в пóнкòе 3.8 ñовпадаþò ñ пðиведеннûми и в [39], и в [40].
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4.4. Заклþ÷иòелüнûе заме÷аниÿ. В иòоге оòмеòим, ÷òо

1) Наøа öелü − найòи пðедел в левой ÷аñòи (1.5)VC (гипоòезû обúема),
иñõодÿ из ôакòа, ÷òо �-много÷ленû ��(�) ÿвлÿþòñÿ ðеøением зада÷и Коøи
(ò.е. ÷аñòнûм ðеøением) одноðодного �-ðазноñòного óðавнениÿ (1.2).

2) В ка÷еñòве подõода к öели мû ðаññмаòðиваем ВКБ-аñимпòоòики ôóн-
даменòалüнûõ ðеøений ýòого óðавнениÿ, главнûе ÷ленû коòоðûõ имеþò ýкñ-
поненöиалüнûй ðоñò (óбûвание) ñ показаòелÿми вида (1.10), опðеделÿемûми
инòегðалами логаðиôмов модóлей веòвей �(�) – ñпекòðалüной кðивой (1.7).

3) Однако, ñòоÿùие в левой ÷аñòи VC - (1.5) длÿ ∀ óзла �-много÷ленû
��(�)|�=�2��/� пðи � → � (ñлева) огðани÷енû, ввидó ñвойñòва ñиммеòðии
(1.15), пðи òом ÷òо ��(�)|�=�2��/� ýкñпоненöиалüно ðаñòóò, ввидó VC. По-
ýòомó, непоñðедñòвенно, ýкñпоненöиалüно ðаñòóùие аñимпòоòики вида (1.10),
(1.11) не пðименимû.

Тем не менее, в (1.17) - (1.19) пðедложенû ÷аñòнûе ðеøениÿ (1.2), не
обладаþùие ñиммеòðией (1.15) и, ñледоваòелüно, имеþùие возможноñòü ýкñ-
поненöиалüного ðоñòа длÿ ��(�)|�=�2��/� пðи � → � (ñлева) и пðи � = �
доñòигнóòü показаòелü ðоñòа ðавнûй пðеделó в левой ÷аñòи VC - (1.5).

4) Поñледнее обñòоÿòелüñòво пðивело к гипоòезе, ÷òо ∃! веòвü �1(�) ñпек-
òðалüной кðивой �(�):

1
lim 2�
�→∞ �

2��
�ln |��(� )| = 2�

∫ 1

1/2

ln |�1(�
2���)| �� (4.9)

5) В наñòоÿùем пðепðинòе мû не ñòавим пеðед ñобой зада÷ó пðовеðиòü
гипоòезó (4.9), а пðоñòо ñмоòðим, как (в пðедположении ñпðаведливоñòи AJ
- гипоòезû длÿ óзла �) пðаваÿ ÷аñòü в (4.9) ñооòноñиòñÿ ñ пðавой ÷аñòüþ VC
- (1.5), ò.е. ñ гипеðболи÷еñким обúёмом S3 ∖�.

6) В ðазделе 4 мû ÷иñленно пðоводим анализ поведениÿ веòвей ñпек-
òðалüной кðивой �(�) и пðиводим зна÷ениÿ инòегðалов (длÿ ðÿда óзлов �),
ñòоÿùиõ в пðавой ÷аñòи (4.9). Оòмеòим ñовпадение (в пðеделаõ òо÷ноñòи, пðи-
менÿемого нами ÷иñленного меòода) ýòиõ зна÷ений ñ извеñòнûми зна÷ениÿми
ñ обúёмами S3 ∖� длÿ óзлов 61, 72, 74,75,76,77 и 10125.

7) Мû óвеðенû, ÷òо наøи вû÷иñлениÿ длÿ óзлов �515, �57 адекваòно
оòðажаþò введеннûе иñõоднûе даннûе, но пðи ýòом не дóмаем, ÷òо неñовпа-
дение пðовеðÿемûõ зна÷ений можеò пðивеñòи к конòðпðимеðам кAJ илиVC
гипоòезам. Скоðее ðе÷ü идеò о неñòûковке �-много÷ленов, иñполüзованнûõ
нами, ñ извеñòнûми обúёмами vol(S3 ∖�) длÿ � := �515, �57.

В заклþ÷ение авòоð вûðажаеò благодаðноñòü Т. Дóдниковой и А. Баòõинó.
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