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ЗАДАНИЕ ИМПЛИКАТИВНО НЕЯВНЫХ
РАСШИРЕНИЙ С ПОМОЩЬЮ РЕЛЯЦИОННЫХ СИСТЕМ

С.С. МАРЧЕНКОВ

(МОСКВА)

Введение

В конце 1970-х гг. А.В.Кузнецов [4] предложил два определения выра-
зимости функций в многозначной логике, базирующихся на функциональ-
ных уравнениях: неявную выразимость и параметрическую выразимость.
Параметрическая выразимость приводит к оператору параметрического за-
мыкания—одному из первых сильных операторов замыкания [6]. В отличие
от параметрической выразимости оператор неявной выразимости (опера-
тор неявного расширения) не является оператором замыкания. В середине
1990-х гг. систематическое изучение оператора неявного расширения начал
О.М.Касим-Заде [2, 3]. Он, в частности, установил, что неявное расшире-
ние любого множества булевых функций совпадает с его параметрическим
замыканием [2]. Позже было показано [9], что для любого 𝑘⩾ 3 число неяв-
ных расширений в 𝑃𝑘 континуально.

В работе [8] автор предложил рассматривать обобщения неявной выра-
зимости, когда в язык неявной выразимости добавляются новые логические
связки. Установлено, что на этом пути возможны лишь три обобщения,
которые по добавляемым связкам названы дизъюнктивно неявной, импли-
кативно неявной и негативно неявной выразимостями. Доказано, что при
любом 𝑘⩾ 2 число неявных расширений любого типа в 𝑃𝑘 конечно. В част-
ности, найдены все 6 дизъюнктивно и импликативно неявных расширений
булевых функций, а также все 2 негативных расширения в 𝑃2. Кроме того,
показано, что уже дизъюнктивно неявные расширения являются достаточно
широкими: при любом 𝑘⩾ 2 любое дизъюнктивно неявное расширение в 𝑃𝑘

содержит множество 𝐻*

𝑘 всех однородных функций, сохраняющих множест-
во 𝐸𝑘−1.

В [9] обнаружено, что для каждого из указанных трех типов неявной
выразимости множество неявных расширений собственным образом содер-
жит множество замкнутых классов этого типа. Таким образом, число замк-
нутых классов в 𝑃𝑘 является нижней оценкой числа неявных расширений
соответствующего типа в 𝑃𝑘. Известно [5], что число дизъюнктивно (по-
зитивно) замкнутых классов в 𝑃3 равно 194. Поэтому можно ожидать, что
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число дизъюнктивно неявных расширений в 𝑃3 будет иметь тот же поря-
док. Вместе с тем число импликативно замкнутых классов в 𝑃3 равно 17 [7].
Кроме того, в [8] установлено, что каждое импликативно неявное расши-
рение 𝐹 ⊆ 𝑃3 является импликативно неявным расширением множества не
более чем трехместных функций из 𝐹 . Поэтому представляется весьма пер-
спективной задача описания всех импликативно неявных расширений в 𝑃3.

Автор нашел все импликативно неявные расширения одноместных
функций в 𝑃3 [10]. Как оказалось, среди этих расширений имеются как
импликативно замкнутые классы, так и множества, не замкнутые относи-
тельно операции суперпозиции. В настоящей работе мы хотим несколько
по-иному взглянуть на порождение импликативно неявных расширений: от-
казаться от функционального подхода и предложить реляционный (основан-
ный на отношениях) подход. Мы устанавливаем (теорема 1), что имплика-
тивно неявные расширения в 𝑃𝑘 можно задавать с помощью реляционных
систем — множеств не более чем 𝑘-местных отношений, принадлежащих
данным расширениям. Теоретически этот способ задания представляется
более предпочтительным, нежели прямолинейный подход, использующий
системы не более чем 𝑘-местных функций, поскольку в импликативно неяв-
ных расширениях определяются прежде всего отношения и только на их
основе—функции. Кроме того, он позволяет в принципе более точно оце-
нивать сверху число импликативно неявных расширений в 𝑃𝑘. В утверж-
дении 1 показано, что реляционные 𝑛-системы представляют собой булевы
алгебры с теоретико-множественными операциями объединения, пересече-
ния и (относительного) дополнения. В терминах булевых алгебр полностью
охарактеризованы все реляционные 2-системы для импликативно неявных
расширений в 𝑃3. Для реляционных 3-систем аналогичное описание прове-
дено только для ограничений отношений на множество всех наборов с тремя
различными компонентами.

Основные понятия

Пусть 𝑘—натуральное число, 𝑘⩾ 2, 𝐸𝑘 = {0, 1, . . ., 𝑘− 1} и 𝑃𝑘 —мно-
жество всех функций на 𝐸𝑘 (множество функций 𝑘-значной логики). В опре-
делении языка L𝑘 неявной выразимости мы несколько отступаем от пер-
воначального определения А.В.Кузнецова [4]. Исходными символами язы-
ка L𝑘 являются предметные переменные 𝑥1, 𝑥2, . . . с областью значений 𝐸𝑘,
символы 𝑓 (𝑛)

𝑖 для обозначения всех 𝑛-местных функций 𝑘-значной логики,
знак равенства =, логическая связка конъюнкция &, левая и правая скоб-
ки и запятая. Нижний индекс 𝑘 в обозначении L𝑘 будем, как правило,
опускать.

Пусть 𝑄⊆ 𝑃𝑘. Введем понятия терма над 𝑄. Все символы предметных
переменных считаем термами над𝑄. Если 𝑓 (𝑛)

𝑖 — символ 𝑛-местной функции
из 𝑄, а 𝑡1, . . ., 𝑡𝑛 — термы над 𝑄, то 𝑓 (𝑛)

𝑖 (𝑡1, . . ., 𝑡𝑛) также есть терм над 𝑄.
Если 𝑡1, 𝑡2 — термы над 𝑄, то выражение (𝑡1 = 𝑡2) называем равенством или
элементарной формулой над 𝑄. Все остальные формулы над 𝑄 представляют
собой конъюнкции элементарных формул над 𝑄.

Всякий терм 𝑡 языка L𝑘 определяет некоторую функцию 𝑔 из 𝑃𝑘 (пе-
ременная определяет селекторную функцию). Если 𝑓1, . . ., 𝑓𝑟 —все сим-
волы функций, входящие в терм 𝑡, то говорим, что терм 𝑡 определяет
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функцию 𝑔 через функции 𝑓1, . . ., 𝑓𝑟. Всякая формула языка L𝑘 с 𝑚 пе-
ременными определяет некоторое 𝑚-местное отношение на 𝐸𝑘. Пусть
𝑄 ⊆ 𝑃𝑘, Ï(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚)—формула над 𝑄 и формула Ï(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) опреде-
ляет отношение 𝜌(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) на 𝐸𝑘. В этом случае говорим, что форму-
ла Ï(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) неявно выражает отношение 𝜌(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) через функции
множества 𝑄. Отношение 𝜌 называем неявно выразимым через функции
множества 𝑄, если существует формула языка L𝑘, которая неявно выража-
ет отношение 𝜌 через функции множества 𝑄.

Понятие неявной выразимости перенесем с отношений на функции.
Именно, если 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚)—функция из 𝑃𝑘, а формула Ï(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚, 𝑦)
языка L неявно выражает отношение 𝑦= 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) (график функции 𝑔)
через функции множества 𝑄, то говорим, что формула Ï неявно выража-

ет функцию 𝑔 через функции множества 𝑄. Совокупность всех функций,
неявно выразимых через функции множества 𝑄, называем неявным расши-

рением множества 𝑄 и обозначаем через 𝐼[𝑄].
В [8] показано, что, внося в язык L неявной выразимости новые логиче-

ские связки, можно получить лишь три новых отношения неявной вырази-
мости; они получаются, например, внесением в язык L логических связок
дизъюнкции, импликации или отрицания. В дальнейшем мы будем иметь
дело только с языком L→, который будем называть языком импликативно
неявной выразимости. Аналогичное названия применяем для неявного рас-
ширения, используя для него обозначение 𝐼→.

Диагональю будем называть множество всех наборов из 𝐸𝑛
𝑘 , имеющих

одинаковые компоненты; наборы из диагонали будем называть диагональ-
ными наборами.

Пусть 𝑄⊆ 𝑃𝑘 и 𝑙⩾ 1. Импликативно неявной реляционной 𝑙-системой
множества 𝑄 назовем множество всех 𝑙-местных отношений, принадлежа-
щих множеству 𝐼→[𝑄]. Хотя 𝐼→[𝑄] определено как множество всех функций,
импликативно неявно выразимых через функции множества 𝑄, мы здесь
и далее включаем также в 𝐼→[𝑄] все отношения, импликативно неявно вы-
разимых через функции из 𝑄. Основанием для этого служит то обстоятель-
ство, что формулы языка L→ выражают прежде всего отношения, а уж за-
тем с использованием отношений специального вида (графики функций)—
функции из 𝐼→[𝑄].

Результаты

Т е о р е м а 1. Для любого 𝑘⩾ 2 и любого множества 𝑄⊆𝑃𝑘 импли-

кативно неявное расширение 𝐼→[𝑄] множества 𝑄 совпадает с множе-

ством функций, импликативно неявно выразимых через отношения им-

пликативно неявных реляционных 𝑙-систем множества 𝑄, где 2⩽ 𝑙⩽𝑘.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В одну сторону утверждение теоремы очевид-
но: всякая функция, определимая импликативно неявной формулой через
отношения импликативно неявных реляционных 𝑙-систем множества 𝑄, при-
надлежит множеству 𝐼→[𝑄]. Докажем обратное включение.

Пусть функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) входит в множество 𝐼→[𝑄] и 𝑎=(𝑎1, . . ., 𝑎𝑛)
есть произвольный набор из 𝐸𝑛

𝑘 . Предположим далее, что 𝜀—отношение
эквивалентности на множестве {1, 2, . . ., 𝑛}, индуцированное отношением
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равенства компонент набора 𝑎. Пусть сначала набор 𝑎 содержит менее 𝑘
различных значений и {𝑐1, . . ., 𝑐𝑝}, . . ., {𝑑1, . . ., 𝑑𝑞}—все классы эквивалент-
ности отношения 𝜀. Рассмотрим импликативно неявную формулу

&
(𝑖,𝑗)∈𝜀

(𝑥𝑖 = 𝑥𝑗)→Ï′(𝑥𝑐1 , . . ., 𝑥𝑑1
, 𝑦), (1)

где формула Ï′(𝑥𝑐1 , . . ., 𝑥𝑑1
, 𝑦) получена отождествлением переменных

𝑥𝑐1 = . . .= 𝑥𝑐𝑝
, . . ., 𝑥𝑑1

= . . .= 𝑥𝑑𝑞
(2)

из формулы Ï(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑦), которая импликативно неявно определяет
над множеством 𝑄 график функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) . Тогда, как нетрудно ви-
деть, формула (1) будет правильно определять график функции 𝑓 не только
для набора 𝑎, но и для любого набора 𝑏, у которого отношение равенства
компонент совпадает с отношением 𝜀. Более того, аналогичное утвержде-
ние будет справедливо также для любого набора 𝑏, у которого отношение
равенства компонент содержит отношение 𝜀. Во всех остальных случаях
(т. е. когда посылка формулы (1) ложна) формула (1) будет истинна.

Пусть теперь набор 𝑎 содержит все 𝑘 значений. Тогда значе-
ние 𝑓(𝑎) совпадает с некоторым 𝑎𝑖. Возьмем определенную выше форму-
лу Ï(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑦) и проведем в ней отождествление переменных (2), допол-
нив его отождествлением 𝑦 = 𝑥𝑖. Полученную после отождествления фор-
мулу обозначим через Ï′(𝑥𝑐1 , . . ., 𝑥𝑑1

) (при этом, разумеется, вместо числа 𝑖
будет выбрано соответствующее число из множества {𝑐1, . . ., 𝑑1}). Образуем
импликативно неявную формулу

&
(𝑖,𝑗)∈𝜀

&
(𝑝,𝑞)/∈𝜀

(𝑥𝑖 = 𝑥𝑗) & (𝑥𝑝 ̸= 𝑥𝑞)→Ï′(𝑥𝑐1 , . . ., 𝑥𝑑1
). (3)

Несмотря на то, что формула (3) содержит отрицания равенств перемен-
ных, ее можно привести к эквивалентному виду, использующему только
логические связки конъюнкцию и импликацию. Это сразу следует из то-
го, что после приведения формулы (3) к эквивалентной ДНФ по крайней
мере одна из конъюнкций будет состоять только из элементарных формул
(равенств термов) без отрицаний. Далее, из строения формулы (3) видно,
что для произвольного набора 𝑏∈𝐸𝑛

𝑘 формула истинна только в двух случа-
ях: либо отношение равенства между компонентами набора 𝑏 отлично от 𝜀,
либо значение 𝑓(𝑏) совпадает с 𝑏𝑖.

Собирая теперь конъюнктивно формулы вида (1) и (3), взятые для всех
отношений эквивалентности на множестве {1, . . ., 𝑛} с не более чем 𝑘 клас-
сами эквивалентности, получим импликативно неявную формулу над мно-
жеством не более чем 𝑘-местных отношений из 𝐼→[𝑄], которая определяет
график функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Теорема доказана.

Далее нам потребуется рассматривать реляционные 𝑛-системы как
булевы алгебры. При этом мы будем пользоваться обычной теоретико-
множественной интерпретацией отношений: отношение 𝜌(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) на мно-
жестве 𝐸𝑛

𝑘 отождествляется с множеством всех упорядоченных набо-
ров (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) из 𝐸𝑛

𝑘 , которые удовлетворяют отношению 𝜌. В соответ-
ствии с этим соглашением логической операции дизъюнкции отвечает
операция объединения, а операции конъюнкции—операция пересечения.
Если отношениям 𝜌(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝜎(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) отвечают множества 𝑋, 𝑌 ,
то импликации 𝜌(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)→ 𝜎(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) будет отвечать, конечно, мно-

жество �̄� ∪ 𝑌 , где �̄� —дополнение множества 𝑋 до множества 𝐸𝑛
𝑘 .

Однако в реляционной 𝑛-системе всегда имеется минимальное отноше-
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ние 𝜔—пересечение всех отношений данной системы. Поэтому импли-
кацию общего вида 𝜌(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)→ 𝜎(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) можно заменить эквива-
лентной формулой (𝜌(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)→ 𝜔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)) ∨ 𝜎(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Имплика-
ции 𝜌(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)→ 𝜔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) будет отвечать одноместная операция от-

носительного дополнения �̄� ∪ 𝑂, где множество 𝑂 определяется отноше-
нием 𝜔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) (по поводу относительного дополнения в решетках см.,
например, [1]). Таким образом, каждой реляционной 𝑛-системе мы сопоста-
вим булеву алгебру с нулем 𝑂, единицей 𝐸𝑛

𝑘 и операциями объединения,
пересечения и относительного дополнения. Приведенные выше рассужде-
ния доказывают

У т в е р ж д е н и е 1. Для любого 𝑘 ⩾ 2 и любого множества 𝑄⊆ 𝑃𝑘

реляционная 𝑛-система импликативно неявного расширения множест-

ва 𝑄 является булевой алгеброй с операциями объединения, пересечение

и (относительного) дополнения.

Сделаем еще несколько замечаний, относящихся к утверждению 1.
В дальнейшем нас будет интересовать лишь случай 𝑛⩾ 2. В этом случае
в любую реляционную 𝑛-систему входит диагональ. Кроме того, очевидно,
в реляционную 𝑛-систему входит также тождественно истинное отношение.
Если никаких других отношений в реляционной 𝑛-системе нет, то мы при-
ходим к тривиальной двухэлементной булевой алгебре. В противном случае
булева алгебра имеет как минимум 4 элемента.

Пусть 𝜔—тождественно ложное отношение. Тогда относительное до-
полнение (с пустым множеством в качестве множества 𝑂) на подмно-
жествах множества 𝐸𝑛

𝑘 действует как обычное дополнение. В частности,
в соответствующей булевой алгебре наряду с диагональю 𝐷 будет присут-

ствовать множество �̄�. В результате мы имеем как минимум четырехэле-
ментную булеву алгебру. Дальнейшее обогащение этой алгебры возможно

за счет множеств, отличных от 𝐸𝑛
𝑘 ,∅, 𝐷, �̄�.

Если отношение 𝜔 отлично от тождественно ложного отношения,
то множество 𝑂 состоит только из диагональных наборов (иначе пересе-
чение 𝐷 ∩𝑂 было бы собственным подмножеством 𝑂). В этом случае ми-
нимальной булевой алгеброй будет четырехэлементная алгебра, состоящая

из множеств 𝐸𝑛
𝑘 , 𝑂, 𝐷, �̄�∪𝑂.

Учитывая утверждение 1, опишем более детально реляционные
2-системы импликативно неявных расширений в 𝑃3. Прежде всего рассмот-
рим реляционные 2-системы, у которых 𝜔 есть тождественно ложное отно-
шение. Посредством B будем обозначать булеву алгебру множеств, отвеча-
ющую реляционной 2-системе. Напомним, что атомом булевой алгебры B
называется такое непустое множество 𝐴, что для любого множества 𝑋 ал-
гебры B пересечение 𝐴∩𝑋 совпадает либо с ∅, либо с 𝐴. Известно (см., на-
пример, [1]), что булеву алгебру B можно полностью задать с помощью
перечисления всех ее атомов: любое непустое множество алгебры B есть
объединение некоторого числа ее атомов.

Согласно определению атомы алгебры попарно не пересекаются. Кро-

ме того, поскольку в алгебру B входят оба множества 𝐷, �̄�, каждый атом
целиком содержится в одном из этих множеств. В силу взаимной допол-

нительности множеств 𝐷, �̄� пересечения множеств алгебры B с каждым

из множеств 𝐷, �̄� также будут образовывать булевы алгебры B1,B2 с пу-
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стым множеством в качестве нуля и множествами 𝐷, �̄� в качестве еди-
ниц. Поэтому описание алгебры B, по существу, сводится к описанию ал-
гебрB1,B2. В частности, это относится к атомам всех трех алгебр.

Начнем с описания атомов алгебры B1. Здесь все зависит от числа
наборов в атомах. Как нетрудно видеть, всего имеются 5 возможных рас-
пределений наборов из 𝐷 по атомам алгебры: 1) все три набора образуют
одноэлементные атомы; 2) один атом состоит из двух наборов, а другой—
из одного; 3) алгебраB1 состоит из множеств ∅, 𝐷 и имеет один атом.

Несколько сложнее обстоит дело с алгеброй B2. Здесь необходимо
учесть, что наличие в реляционной 2-системе отношения 𝜌(𝑥, 𝑦) влечет
за собой наличие отношения 𝜌(𝑦, 𝑥). Отношения 𝜌(𝑥, 𝑦), 𝜌(𝑦, 𝑥) могут как
совпадать, так и не совпадать. Таким образом, для неравных элементов 𝑎, 𝑏
алгебра B2 может содержать, например, либо два атома (𝑎, 𝑏) и (𝑏, 𝑎), либо
один атом, состоящий из наборов (𝑎, 𝑏), (𝑏, 𝑎).

Для упрощения перечисления возможных вариантов разобьем мно-

жество �̄� на пары противоположных наборов:

{01, 10}, {02, 20}, {12, 21} (4)

(при перечислении наборов мы опускаем скобки и запятые). Будем после-
довательно рассматривать алгебры с возрастающим числом атомов.

Прежде всего отметим одноатомную алгебру B2, состоящую только

из множеств ∅, �̄�. Далее рассмотрим алгебры, имеющие два атома. Пусть
сначала один из атомов является одноэлементным и состоит из набора 𝑎𝑏,
где 𝑎 ̸= 𝑏. Тогда, как отмечалось выше, в алгебру должно входить множест-
во, состоящее из одного набора 𝑏𝑎. Очевидно, что оно входит во второй
(5-элементный) атом, что противоречит определению атома.

Пусть один из атомов состоит из двух наборов. Тогда операция пере-
становки компонент переводит его в двухэлементное множество, которое,
очевидно, должно совпадать с исходным атомом. Следовательно, имеются
ровно три алгебры B2 данного типа, каждая из которых определяется одной
из пар (4).

Пусть оба атома алгебры состоят из трех наборов. Нетрудно видеть,
что в этом случае ни в один из атомов не может входить пара из спис-
ка (4). В самом деле, если это не так и атом 𝐴 содержит пару из спис-
ка (4), то перестановка компонент в атоме 𝐴 с последующим пересечением
с другим атомом дает одноэлементное множество, что противоречит опреде-
лению атома. В результате мы приходим к четырем алгебрам B2, имеющим
два трехэлементных атома, поскольку оба атома являются взаимнодополни-

тельными (до �̄�) множествами.
Предположим, что алгебра B2 имеет три атома. Тогда она не может

иметь трехэлементный атом: в противном случае в алгебре будет одноэле-
ментный атом, что с использованием перестановки компонент в наборах
атомов легко приводит к противоречию. Очевидно, что возможны 3 вари-
анта с одним 4-элементным и двумя одноэлементными атомами, причем по-
следние принадлежат одной паре из (4).

Остается рассмотреть случай, когда все три атома состоят из двух набо-
ров. Имеется очевидный вариант, когда три пары из (4) образуют три атома.
В остальных вариантах один атом должен входить в список (4), а два других
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получаются из оставшихся пар разъединением наборов: один набор каждой
пары попадает в один атом, а другой набор—в другой атом. В целом полу-
чаем 10 вариантов алгебр B2 с тремя атомами.

Перейдем к алгебрам B2, имеющим 4 атома. Здесь возможны 3 вариан-
та, когда два атома берутся из списка (4), а остальные два одноэлементны
и в объединении дают оставшуюся пару. Еще 6 вариантов получаются сле-
дующим образом: берутся две пары из (4), разъединяются и образуют два
двухэлементных атома, остальные два атома одноэлементны.

Рассмотрим алгебры B2 с пятью атомами. Очевидно, что здесь воз-
можны лишь три варианта, в которых один атом берется из списка (4),
а остальные 4 атома одноэлементны. Алгебра B2 с шестью атомами един-
ственна.

Таким образом, всего имеется ровно 155 алгебр B.
Перейдем теперь к реляционным 2-системам, у которых отношение 𝜔

не является тождественно ложным. Как отмечалось выше, тогда соответ-
ствующее ему множество 𝑂 есть подмножество 𝐷. Пусть сначала 𝑂 =𝐷.
Если в реляционную 2-систему входят только отношение 𝜔 и тождествен-
но истинное отношение, то мы имеем тривиальную двухэлементную булеву
алгебру. Предположим, что в реляционную 2-систему входят и другие от-
ношения.

Тогда, как и выше, рассматриваем атомы соответствующей булевой ал-

гебры, содержащие наборы из множества �̄� (и, конечно, наборы множест-
ва𝐷). Все приведенные выше построения сохраняются и в данном случае.

Пусть множество 𝑂 состоит из двух наборов, например 00 и 11. Тогда

булева алгебра B содержит множество {22}= �̄� ∪𝑂. Если, помимо мно-

жеств 𝑂,𝐷, {22}, 𝐸2
3 , других множеств в алгебре нет, то алгебра B состоит

из четырех элементов с двумя атомами 𝐷, {22}. В противном случае в алгеб-
ре всегда будет присутствовать атом 𝐷, а остальные атомы алгебры будут
получаться из атомов алгебрыB2 добавлением множества 𝑂. Поэтому в дан-
ном случае детальное описание возможных булевых алгебр мы опускаем.

Случай, когда множество 𝑂 состоит из одного набора, отличается
от предыдущего только тем, что вместо атома 𝐷 возможно появление еще
двух атомов, которые получаются из 𝑂 добавлением одного набора из𝐷∖𝑂.

Обратимся теперь к исследованию возможных 3-реляционных систем
в случае трехзначной логики. Поскольку отношения из этих систем будут
использоваться в формулах вида (3), мы, наряду с операциями конъюнк-
ции и импликации, будем использовать и операцию отрицания, т. е. полную
систему логических связок.

Исследование 3-реляционных систем можно провести по частям: раз-
бить систему отношений на несколько частей (вообще говоря, пересека-
ющихся) и затем исследовать эти части отдельно. В нашем случае такое
разбиение удобно выполнить следующим образом: три части системы пусть
состоят только из отношений, для которых выполнятся соответственно ра-
венства 𝑥= 𝑦, 𝑥= 𝑧, 𝑦= 𝑧 (эти части, очевидно, пересекаются), а четвертая
часть — из оставшихся отношений (которые удовлетворяют конъюнкции
(𝑥 ̸= 𝑦) & (𝑥 ̸= 𝑧) & (𝑦 ̸= 𝑧)). Первые три части можно исследовать тем же
путем, как это сделано выше для реляционных 2-систем. Четвертая часть
нуждается в отдельном рассмотрении, которое будет проведено ниже.
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Итак, пусть отношение 𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧) определено на множестве 𝐸3. Нас бу-
дут интересовать только наборы, все компоненты которых различны. Обо-

значим это множество наборов через ̂︀𝐸3
3 . Считая, что отношение 𝜌 не яв-

ляется ни тождественно ложным, ни тождественно истинным, рассмотрим

множества наборов из ̂︀𝐸3
3 , которые порождаются отношением 𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧) в ре-

ляционной 3-системе.
1. Отношению 𝜌 удовлетворяет только один набор (из множества ̂︀𝐸3

3).
В этом случае путем перестановки переменных из отношения 𝜌 полу-

чаем любое трехместное отношение, которому удовлетворяет ровно один
набор. Далее с помощью операции дизъюнкции можно образовать любое
трехместное отношение, которому удовлетворяют от двух до шести набо-

ров (повторим, что имеются в виду только наборы из ̂︀𝐸3
3).

2. Отношению 𝜌 удовлетворяют ровно два набора.
а) Наборы имеют общую компоненту 𝑎.
Тогда перестановкой переменных из отношения 𝜌 можно получить два

других отношения с двумя наборами, имеющими общую компоненту 𝑎. Опе-
рация дизъюнкции позволяет строить из них три отношения с четырьмя на-
борами (две пары, в каждой из которых есть общая компонента 𝑎) и полное
отношение с шестью наборами.

б) Наборы не имеют общей компоненты.
Как нетрудно проверить, в этом случае с точностью до перестановки

наборов пара имеет вид {(𝑎, 𝑏, 𝑐), (𝑎+ 1, 𝑏+ 1, 𝑐+ 1)} (сложение по моду-
лю 3). Перестановкой переменных можно образовать любую другую пару
этого типа (порядок наборов не учитываем), а с помощью операции дизъ-
юнкции—объединение любых двух или всех трех пар (в последнем случае
приходим к полному отношению).

3. Отношению 𝜌 удовлетворяют три набора.
а) Два из них имеют общую компоненту.
Пусть, например, это первая компонента. Рассмотрим отношение

𝜎(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧) & 𝜌(𝑥, 𝑧, 𝑦).

Ему удовлетворяют только два набора (имеющие общую первую компонен-
ту). Как мы условились выше, при получении новых отношений из отноше-
ния 𝜌 можно использовать произвольные логические связки. В связи с этим
определяем отношение 𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧)&¬𝜎(𝑥, 𝑦, 𝑧), которому удовлетворяет толь-
ко один набор.

б) Никакая пара (различных) наборов не имеет общей компоненты.
В этом случае, как нетрудно видеть, отношению 𝜌 удовлетворяет лишь

одна из двух троек наборов:

{(0, 1, 2), (1, 2, 0), (2, 0, 1)}, {(0, 2, 1), (1, 0, 2), (2, 1, 0)}.

Заметим, что вторая тройка удовлетворяет отношению ¬𝜌.
4. Если отношению 𝜌 удовлетворяют четыре или пять наборов, то от-

ношению ¬𝜌 удовлетворяют два или один набор, и мы приходим к рассмот-
ренным выше случаям.

Для более полного описания реляционных 3-систем необходимо рас-
смотреть случаи, когда реляционная система содержит несколько трехмест-
ных отношений различного типа. Отношения из пункта 1 мы опускаем,
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поскольку они дают произвольные трехместные отношения (имеются в ви-

ду их ограничения на множество ̂︀𝐸3
3). Пусть в систему входят два отно-

шения 𝜌1, 𝜌2, которые удовлетворяют условиям пункта 2а с различными
общими компонентами. В этом случае, как нетрудно видеть, путем переста-
новки переменных из отношений 𝜌1, 𝜌2 можно получить такие отношения
𝜌′1(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝜌

′

2(𝑥, 𝑦, 𝑧), что отношению

𝜌′1(𝑥, 𝑦, 𝑧) & 𝜌′2(𝑥, 𝑦, 𝑧) (5)

удовлетворяет только один набор (из ̂︀𝐸3
3), и мы приходим к пункту 1. Пусть

теперь в систему входят два отношения 𝜌1, 𝜌2, одно из которых удовлетво-
ряет пункту 2а, а другое—пункту 2б. Если отношению 𝜌2 удовлетворяет
пара наборов (𝑎, 𝑏, 𝑐), (𝑎+1, 𝑏+1, 𝑐+1), то путем перестановки переменных
в отношении 𝜌1 можно добиться того, что один из наборов, удовлетворяю-
щих данному отношению, будет совпадать с набором (𝑎, 𝑏, 𝑐). Далее вновь
образуем конъюнкцию вида (5).

Предположим, что отношение 𝜌1 удовлетворяет условиям пункта 2а,
а отношение 𝜌2 —пункта 3б. Так же, как в предыдущем случае, конъюнк-
ция вида (5) дает отношение, которому удовлетворяет только один набор.
Наконец, пусть отношение 𝜌1 удовлетворяет условиям пункта 2б, а отно-
шение 𝜌2 —условиям пункта 3б. Тогда после подходящей перестановки пе-
ременных в отношении 𝜌1 переходим к отношению 𝜌2(𝑥, 𝑦, 𝑧) & ¬𝜌1(𝑥, 𝑦, 𝑧),
которому удовлетворяет один набор.

Таким образом, если рассматривать отношения из 3-реляционных сис-

тем с точностью до множеств из ̂︀𝐸3
3 , удовлетворяющих отношениям систем,

то возможные реляционные системы исчерпываются системами из пп. 2, 3б

и системой, состоящей из всех непустых подмножеств из ̂︀𝐸3
3 .

Автор благодарен рецензенту за полезные замечания.
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