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Введение

В работе исследуется задача о схемной реализации произвольной бу-
левой функции или функции многозначной логики с использованием мини-
мально возможного числа немонотонных функций из заданного конечного
множества в случае, когда монотонные функции можно использовать без
ограничений. Под схемной реализацией понимается построение для задан-
ной функции схемы из функциональных элементов (другие встречающиеся
в литературе названия: логические схемы, булевы схемы, схемы вычисле-
ний, комбинационные схемы — определения схем и всех сопутствующих

*) Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Минобрнауки России
в рамках реализации программы Московского центра фундаментальной и прикладной
математики по соглашению № 075-15-2022-284.
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понятий см., например, в [27, 51, 55, 76, 105]) над соответствующим бази-
сом*). В качестве базиса, над которым строятся схемы, берется множество
функций, состоящее из двух непересекающихся частей: одна из них — это
множество 𝑀 всех монотонных функций **), которые можно использовать
«бесплатно», вторая состоит из конечного числа немонотонных функций,
количество использований которых и определяет качество схемы или ее
сложность. Иными словами, монотонным функциям базиса приписан ну-
левой вес, а немонотонным — единичный, а под сложностью схемы как
обычно понимается суммарный вес всех ее элементов. Заметим, что нали-
чие в базисе всех монотонных функций необязательно — достаточно, чтобы
в базис входили с нулевым весом функции, порождающие весь класс моно-
тонных функций.

Такая постановка задачи восходит к работам Э.Н. Гилберта и А.А. Мар-
кова.

В 1954 г. Э.Н. Гилберт [87], исследуя характерные особенности схем
переключательного типа — прежде всего релейно-контактных [7, 52] и вен-
тильных переключательных схем [92], — не содержащих инверторов вообще
или использующих минимальное их количество, пришел к математической
задаче минимизации количества различных подформул, на которые «наве-
шан» знак отрицания, в формуле для булевой функции, когда допускаются
связки «и» (конъюнкция), «или» (дизъюнкция) и «не» (отрицание).

Практический интерес к этой задаче изначально возник в связи с тем,
что в некоторых типах переключательных схем устройства, которые вы-
полняют отрицание, более дороги и менее надежны, чем устройства, вы-
полняющие другие логические операции. Например, в релейно-контактных
схемах отрицание реализовывалось посредством применения размыкающих
контактов, а регулировка пружины реле, имеющего как замыкающие, так
и размыкающие контакты, более сложна, нежели регулировка реле только
с замыкающими контактами, кроме того, тестирование замыкающих контак-
тов намного проще тестирования размыкающих. Для получения отрицания
в вентильных переключательных схемах вообще использовались трансфор-
маторы.

Э.Н. Гилберт [87] установил, что минимальное число отрицаний, доста-
точное для реализации любой булевой функции от 𝑛 переменных, растет
с ростом 𝑛 по порядку как логарифм от 𝑛. Верхняя оценка установлена
конструктивно, а нижняя получена из стандартных мощностных (энтропий-
ных) рассуждений. Забегая вперед, отметим, что полученная в [87] нижняя
оценка может быть поднята асимптотически вдвое, при этом стандартным
мощностным методом (см., например, [27, 53]) это сделать невозможно:
используя мощностной метод, вообще нельзя улучшить асимптотику ниж-
ней оценки, полученную Э.Н. Гилбертом, несмотря на то, что она уста-
новлена на основе достаточно грубых оценок числа монотонных булевых
функций от фиксированного числа переменных.

В 1957 г. А.А. Марков получил [56] исчерпывающее решение этой
задачи: он установил, что минимальное число отрицаний, достаточное

*) Часто вместо слов «над базисом» используется эквивалентное сочетание «в базисе»;
выбор того или иного варианта в данной работе зачастую обусловлен вариантом обсуждаемого
первоисточника.

**) В случае реализации функций 𝑘-значной логики при 𝑘⩾ 3 монотонность определяется
относительно стандартного линейного порядка 0< 1< 2< . . . < 𝑘− 1.
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для схемной реализации произвольной булевой функции 𝑓 в базисе
{𝑥 ∨ 𝑦, 𝑥&𝑦, 𝑥, 0, 1}, названное им инверсионной сложностью функции 𝑓 ,
равно ⌈log2(𝑑(𝑓)+1)⌉, где 𝑑(𝑓) — максимальное (максимум берется по всем
возрастающим цепям наборов значений переменных) число изменений зна-
чений функции с бо́льшего значения на меньшее. Более того, в 1963 г.
А.А. Марков установил аналогичную оценку инверсионной сложности для
реализации произвольной системы булевых функций. Достаточно подроб-
ное изложение этих результатов, правда, отличное от авторского, дано
в первом параграфе; влияние идей и подходов, использованных при дока-
зательстве этих классических результатов, в дальнейшем будут прослежи-
ваться неоднократно.

Отметим, что постановки задач в работах Э.Н. Гилберта и А.А. Марко-
ва формально несколько отличаются — в одном случае базисные функции
нулевого веса порождают класс 𝑀01 =𝑀 ∖ {0, 1}, а в другом — класс 𝑀
(см., например, [6, 75]). Однако нетрудно заметить, что значение сложно-
сти в этих базисах будет отличаться только для двух функций — самих
констант 0 и 1, которые в первом случае имеют сложность один, а во вто-
ром— ноль. В дальнейшем, как правило, не будем различать эти два базиса.

В 1961 г. Э.И. Нечипоруком [59] установлено точное значение инверси-
онной сложности для любой булевой функции в классе схем без ветвления
выходов элементов (формул). Оказалось, что минимальное число отрицаний
в формуле над базисом {𝑥∨ 𝑦, 𝑥&𝑦, 𝑥}, реализующей произвольную булеву
функцию 𝑓 , равно 𝑑(𝑓). К сожалению, этот факт, как и некоторые другие
фундаментальные результаты Э.И. Нечипорука, о части из которых пойдет
речь в разделе 4.1, за рубежом недостаточно известны. Так, точная форму-
ла инверсионной сложности в классе формул была «переоткрыта» спустя
почти полвека в работе [97].

Вообще количество публикаций, в которых затрагиваются различные
вопросы задачи о вычислении булевых функций с использованием мини-
мально возможного числа отрицаний, достаточно велико (см., в частно-
сти, [78Φ81, 83, 89, 98Φ100, 102, 104, 106, 107]), причем особый интерес,
начиная с середины девяностых годов прошлого века, эта тематика вызы-
вает в Японии. Стоит еще отметить обзор М. Фишера [85] и монографию
С. Юкны [91], а также работу [90] о некоторых криптографических аспектах
этой задачи.

Возвращаясь к задаче об инверсионной сложности булевых функций,
рассматривавшейся Э.Н. Гилбертом и А.А. Марковым, отметим, что эта за-
дача является частным случаем более общей задачи о сложности функций
в вырожденных базисах (базисах, содержащих нетривиальные элементы
с ненулевыми весами), исследовавшейся, например, в работах [2, 58, 59,
61, 62, 72]. Актуальность такой постановки обусловлена тем, что в задачах
построения схем не только инверторы могут по своим сложностным харак-
теристикам сильно отличаться от других элементов. Разница в стоимости,
размерах, доступности, возможностях тестирования и ремонтопригодности,
а также других свойствах базисных элементов может быть настолько прин-
ципиальной, что веса некоторых элементов можно считать нулевыми. Это
позволяет более объемно выявить роль элементов того или иного вида.

Формализуем такую постановку. Пусть базис 𝐵 состоит из двух непе-
ресекающихся множеств булевых функций 𝐴0 и 𝐴1, причем всем функциям
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из множества 𝐴0 приписан нулевой вес — это нулевая часть базиса 𝐵,
а функциям из множества 𝐴1, а их должно быть конечное число, — положи-
тельные (чаще всего единичные) веса — это положительная часть базиса.

Базис 𝐵 называется вырожденным, если множество 𝐴0 содержит функ-
цию, существенно зависящую более чем от одной переменной.

Базис 𝐵 называется полным, если любая функция может быть пред-
ставлена формулой над 𝐵. Если последнее условие не выполняется, то базис
называется неполным.

Под сложностью схемы 𝑆 над базисом 𝐵 понимается величина 𝐿𝐵(𝑆),
численно равная сумме весов всех элементов схемы 𝑆. В обозначении слож-
ности схемы индекс, указывающий на базис, иногда опускается.

Пусть 𝑓 ∈ [𝐵], т. е. функцию 𝑓 можно представить формулой над 𝐵.
Сложность 𝐿𝐵(𝑓) функции 𝑓 при реализации схемами над базисом 𝐵 —
это минимальное значение сложностей схем, реализующих функцию 𝑓 над
базисом 𝐵. Функция Шеннона сложности реализации схемами над бази-
сом 𝐵 определяется стандартным равенством 𝐿𝐵(𝑛) =max𝐿𝐵(𝑛), где мак-
симум берется по всем булевым функциям из множества [𝐵] от 𝑛 пере-
менных.

Отметим, что замена в базисе 𝐵 нулевой части 𝐴0 на множество [𝐴0]
не приводит к изменению значения сложности.

В 1961 г. Э.И. Нечипорук [58, 59] для полного вырожденного базиса 𝐵,
нулевая часть которого [{𝑥∨𝑦}] состоит из всевозможных дизъюнкций пере-
менных, а положительная часть — из отрицания, имеющего единичный вес,
установил следующую асимптотику роста функции Шеннона:

𝐿𝐵(𝑛)∼
√
2 2𝑛/2.

Из соображений двойственности аналогичный результат справедлив и для
полного вырожденного базиса 𝐵, нулевая часть которого [{𝑥&𝑦}] состоит
из всевозможных конъюнкций переменных, а положительная часть — из
отрицания, имеющего единичный вес.

В работах [58, 59] исследовались также пять полных вырожденных ба-
зисов Ë𝑖 =𝐴0𝑖∪𝐴1𝑖, 𝑖=1, 2, 3, 4, 5, нулевая часть которых состоит из нетри-
виальных замкнутых классов линейных функций, а положительная часть —
из конъюнкции двух переменных и отрицания, если оно не входит в нулевую
часть базиса:

𝐴01 = [{𝑥⊕ 𝑦, 1}] =𝐿, 𝐴02 = [{𝑥⊕ 𝑦 ⊕ 1}] =𝐿 ∩ 𝑇1, 𝐴03 = [{𝑥⊕ 𝑦}] =𝐿 ∩ 𝑇0,

𝐴04 = [{𝑥⊕ 𝑦 ⊕ 𝑧}] =𝐿∩ 𝑇0 ∩ 𝑇1, 𝐴05 = [{𝑥⊕ 𝑦 ⊕ 𝑧 ⊕ 1}] =𝐿∩ 𝑆;
𝐴11 =𝐴15 = {𝑥&𝑦}, 𝐴12 =𝐴13 =𝐴14 = {𝑥&𝑦, 𝑥}.

Для всех этих базисов установлена асимптотика роста функции Шеннона:

𝐿Ë𝑖
(𝑛)∼ 2𝑛/2, 𝑖= 1, 2, 3, 4, 5.

В работах [61, 62] Э.И. Нечипорук обобщил результаты из [58, 59] на
случай неполных вырожденных базисов, нулевая часть которых порождает
замкнутые классы линейных функций, конъюнкций или дизъюнкций, и на
случай произвольных положительных весов элементов базиса из положи-
тельной части.
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А.Б. Угольниковым рассмотрены [72] случаи вырожденных неполных
базисов, в которых замыкание нулевой части базиса не содержится в объ-
единении классов линейных функций, конъюнкций и дизъюнкций. Для мно-
гих из них установлены точные по порядку оценки соответствующих функ-
ций Шеннона.

Результаты [58, 59, 61, 62, 72] Э.И. Нечипорука и А.Б. Угольникова
позволяют сделать вывод, что изменение базиса, сохраняющее его нулевую
часть, несущественно отражается на методах построения схем и оценках
функций Шеннона, в то время как изменение нулевой части базиса при-
водит к существенным изменениям — порядок роста функции Шеннона
может изменяться от константного и логарифмического до 2𝑛/2 (подробнее
см. раздел 4.1).

В этом свете исследования, о которых пойдет речь в настоящей работе,
а именно изучение немонотонной сложности булевых функций и функций
многозначной логики, т. е. сложности над вырожденными базисами, нулевой
частью которых всегда является класс всех монотонных функций, а изменя-
ется только ненулевая часть, связаны в некотором смысле с более тонкой
материей, с более детальной проработкой методов построения схем и дока-
зательства нижних оценок.

В первом параграфе излагаются классические результаты А.А. Мар-
кова об инверсионной сложности булевых функций и систем булевых функ-
ций, причем доказательства приводятся в том виде, который в дальнейшем
используется как основа для различных обобщений.

Второй параграф посвящен исследованию немонотонной сложности бу-
левых функций — сложности над вырожденным базисом, нулевая часть
которого состоит из всех монотонных функций, а положительная — из ко-
нечного числа немонотонных функций, каждая из которых имеет единичный
вес. Для любого базиса описанного вида и произвольной булевой функции
устанавливается точное значение сложности этой функции над заданным
базисом.

Обобщение инверсионной сложности на случай функций многозначной
логики — объект исследования в третьем параграфе. Также, как и в пер-
вом параграфе, рассматривается вырожденный базис, нулевая часть кото-
рого состоит из всех монотонных функций, а единственная функция еди-
ничного веса — отрицание. Но все это изучается во множестве функций
𝑘-значной логики, поэтому приходится делать уточнения: множество мо-
нотонных функций рассматривается относительно стандартного линейного
порядка 0<1<2<. . .<𝑘−1, а под отрицанием понимается либо отрицание
Поста, либо отрицание Лукасевича (определения этих функций см. ниже
или в [6, 27, 75]). В этом параграфе в общем случае доказываются верхняя
и нижняя оценки немонотонной сложности функций многозначной логики,
которые, вообще говоря, для произвольного вырожденного базиса, нулевая
часть которого состоит из всех монотонных функций, а положительная —
из конечного числа немонотонных функций единичного веса не устанавли-
вают даже асимптотику роста функции Шеннона, но из которых извлекают-
ся, однако, точные значения инверсионной сложности произвольной функ-
ции многозначной логики и в случае, когда под отрицанием понимается
отрицание Поста, и в случае, когда под отрицанием понимается отрицание
Лукасевича.
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Задача об инверсионной сложности, т. е. о сложности в вырожден-
ном базисе, нулевая часть которого состоит из всех монотонных функций,
а единственная функция единичного веса — отрицание, тесно связана с за-
дачей об обычной сложности, понимаемой как суммарное число всех эле-
ментов, в бесконечном невырожденном базисе, состоящем из всех монотон-
ных функций и отрицания, имеющих одинаковый единичный вес. Последней
задаче посвящен четвертый параграф работы. В первой его части дан обзор
известных результатов о сложности булевых функций над бесконечными
полными невырожденными базисами относительно поведения соответству-
ющих функций Шеннона. Во второй и третьей частях четвертого парагра-
фа исследуется задача о сложности произвольной функции многозначной
логики в бесконечных базисах 𝐵𝑃 и 𝐵𝐿, состоящих их всех монотонных
функций и, соответственно, отрицания Поста или отрицания Лукасевича.
Установлены точные значения соответствующих функций Шеннона, а для
произвольной функции 𝑘-значной логики получены верхние и нижние оцен-
ки в базисах 𝐵𝑃 и 𝐵𝐿, отличающихся друг от друга не более чем на 1 в слу-
чае базиса 𝐵𝑃 и не более чем на 3 в случае базиса 𝐵𝐿. В последней части
четвертого параграфа приводится окончательное решение задачи в булевом
случае — для произвольной булевой функции установлено точное значение
ее сложности реализации в бесконечном базисе, состоящем из отрицания
и всех монотонных функций, и предложен метод построения минимальной
схемы в этом базисе.

В пятом параграфе исследуется немонотонная сложность функций мно-
гозначной логики над произвольным вырожденным базисом, нулевая часть
которого состоит из всех монотонных функций, а положительная часть со-
стоит из конечного числа немонотонных функций единичного веса. Основ-
ным результатом является получение для произвольной функции многознач-
ной логики верхней и нижней оценок немонотонной сложности, отличаю-
щихся лишь на небольшую константу, не зависящую от базиса.

Формальные определения будут даваться по мере необходимости.
Авторы постарались сделать отдельные части данной работы по воз-

можности независимыми, поэтому некоторые наиболее важные факты упо-
минаются по несколько раз.

§ 1. Инверсионная сложность булевых функций

В этом параграфе излагаются классические результаты А.А. Маркова
об инверсионной сложности булевых функций, причем не в авторском вари-
анте, а в виде, который наиболее удобен для сравнения с представленными
далее обобщениями. Основой такого изложения, по-видимому, стоит счи-
тать работы М. Фишера [84Φ86], с последующей обработкой С. Юкны [91].

Дадим необходимые определения.
Последовательность

̃︀𝛼1 = (𝛼11, . . ., 𝛼1𝑛), ̃︀𝛼2 = (𝛼21, . . ., 𝛼2𝑛), . . ., ̃︀𝛼𝑟 = (𝛼𝑟1, . . ., 𝛼𝑟𝑛)

наборов из множества 𝐸𝑛
2 = {0, 1}𝑛 назовем возрастающей цепью или про-

сто цепью, если все наборы ̃︀𝛼1, ̃︀𝛼2, . . ., ̃︀𝛼𝑟 различны и выполняются нера-
венства

𝛼𝑖𝑗 ⩽ 𝛼𝑖+1,𝑗, 𝑖= 1, . . ., 𝑟− 1, 𝑗 = 1, . . ., 𝑛.
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Наборы ̃︀𝛼1 и ̃︀𝛼𝑟 будем называть началом и концом этой цепи соответ-
ственно.

Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) — булева функция. Упорядоченную пару наборов̃︀𝛼= (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛) и ̃︀𝛽 = (𝛽1, . . ., 𝛽𝑛), ̃︀𝛼, ̃︀𝛽 ∈𝐸𝑛
𝑘 , будем называть обрывом для

функции 𝑓 , если выполнены условия:
1) 𝛼𝑗 ⩽ 𝛽𝑗, 𝑗=1, . . ., 𝑛;

2) 𝑓(̃︀𝛼)>𝑓(̃︀𝛽).
Обрывом для системы функций будем называть любую пару наборов,

являющуюся обрывом хотя бы для одной функции системы.
Пусть 𝐹 ={𝑓1, . . ., 𝑓𝑚}, 𝑚⩾1, — система булевых функций от перемен-

ных 𝑥1, . . .𝑥𝑛, а 𝐶 — цепь, имеющая вид

̃︀𝛼1, ̃︀𝛼2, . . ., ̃︀𝛼𝑟.

Под падением 𝑑𝐶(𝐹 ) системы 𝐹 на цепи 𝐶 будем понимать число обрывов
для сиcтемы 𝐹 на парах вида (̃︀𝛼𝑖, ̃︀𝛼𝑖+1).

Спад 𝑑(𝐹 ) системы 𝐹 определим равенством 𝑑(𝐹 ) = max 𝑑𝐶(𝐹 ), где
максимум берется по всем цепям 𝐶.

Следуя [56, 57], под инверсионной сложностью схемы 𝑆 в базисе
𝐵0 = {𝑥&𝑦, 𝑥 ∨ 𝑦, 𝑥}, обозначаемой 𝐼(𝑆), будем понимать число инверторов
(элементов, которым приписана базисная функция 𝑥) в схеме 𝑆.

Инверсионная сложность 𝐼(𝑓) булевой функции 𝑓 и инверсионная

сложность 𝐼(𝐹 ) системы булевых функций 𝐹 определяются равенствами

𝐼(𝑓) =min 𝐼(𝑆), 𝐼(𝐹 ) =min 𝐼(𝑆),

где минимум берется по всем схемам в базисе 𝐵0, реализующим, соответ-
ственно, функцию 𝑓 или систему функций 𝐹 .

Инверсионную сложность можно трактовать как сложность в бесконеч-
ном базисе 𝐵=𝑀01∪{𝑥}, в котором функциям из множества 𝑀01 — класса
всех отличных от констант монотонных булевых функций — приписан ну-
левой вес (их использование «бесплатно»), а отрицанию— единичный.

Отметим также, что в случае добавления к нулевой (бесплатной) части
базиса констант 0 и 1 (в этом случае нулевой вес будут иметь все моно-
тонные булевы функции) значение инверсионной сложности произвольной
отличной от константы булевой функции не изменится.

В 1957 г. А.А. Марков установил точное значение инверсионной слож-
ности для произвольной булевой функции, а также для любых 𝑛 и 𝑚 нашел
максимально возможное значение инверсионной сложности систем из 𝑚
булевых функций от 𝑛 переменных. Спустя 6 лет А.А. Марков установил
точное значение инверсионной сложности и для произвольной системы бу-
левых функций. Приведем доказательство соответствующей теоремы.

Т е о р е м а 1 ( А. А. М а р к о в [56, 57], 1957–1963). Для любой

системы 𝐹 булевых функций справедливо равенство

𝐼(𝐹 ) = ⌈log(𝑑(𝐹 ) + 1)⌉.

Отдельно докажем нижнюю и верхнюю оценки величины 𝐼(𝐹 ). Основой
для доказательства нижней оценки будет следующее утверждение.
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Л е м м а 1. Для любой системы 𝐹 булевых функций справедливо

неравенство

𝑑(𝐹 )⩽ 2𝐼(𝐹 ) − 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝐹 ={𝑓1, . . ., 𝑓𝑚}, 𝑚⩾1, — система буле-
вых функций от переменных 𝑥1, . . .𝑥𝑛. Проведем индукцию по 𝐼(𝐹 ).

Если 𝐼(𝐹 ) = 0, то все функции системы 𝐹 монотонны. Следовательно,
𝑑(𝐹 ) = 0.

Пусть для всех систем функции 𝐺, для которых справедливо соотноше-
ние 𝐼(𝐺)⩽ 𝐼(𝐹 )− 1, утверждение леммы выполняется. Рассмотрим произ-
вольную схему 𝑆 со входами 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, реализующую систему функций 𝐹
и содержащую ровно 𝐼(𝐹 ) инверторов (элементов, реализующих отрица-
ние). В этой схеме выделим первый (относительно некоторой правильной
монотонной нумерации) инвертор и обозначим его 𝐸. Пусть на вход инвер-
тора 𝐸 подается монотонная функция ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Преобразуем схему 𝑆,
удалив из нее элемент 𝐸, создав вместо него еще один вход схемы, на ко-
торый подадим переменную 𝑦. Полученная таким перестроением схема 𝑆 ′

реализует систему функций 𝐺= {𝑔1, . . ., 𝑔𝑚}, причем выполняются следую-
щие условия

𝑓𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑔𝑖

(︁
ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛

)︁
, 𝑖= 1, . . ., 𝑚.

Кроме того, справедливо неравенство 𝐼(𝐺)⩽ 𝐼(𝐹 )−1.
Пусть цепь

𝐶 = (̃︀𝛼1, ̃︀𝛼2, . . ., ̃︀𝛼𝑟)

имеет падение 𝑑(𝐹 ).
Рассмотрим последовательность 𝐶 ′ наборов длины 𝑛+1:

(ℎ(̃︀𝛼1), ̃︀𝛼1), . . ., (ℎ(̃︀𝛼𝑟), ̃︀𝛼𝑟).

Последовательность 𝐶 ′, вообще говоря, не является цепью, однако, в си-
лу монотонности функции ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), первые разряды в наборах после-
довательности 𝐶 ′ до какого-то момента равны единице, а потом — нулю,
и, следовательно, последовательность 𝐶 ′ можно так разбить на два участка
(идущих подряд элементов последовательности 𝐶 ′) 𝐶 ′

1 и 𝐶
′
2, что каждая из

последовательностей наборов 𝐶 ′
𝑗, 𝑗=1, 2, является цепью.

По предположению индукции для 𝑗, 𝑗=1, 2, выполняются соотношения

𝑑𝐶 ′

𝑖
(𝐺)⩽ 𝑑(𝐺)⩽ 2𝐼(𝐺) − 1 = 2𝐼(𝐹 )−1 − 1.

Теперь, учитывая, что справедливы равенства

𝑓𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑔𝑖

(︁
ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛

)︁
, 𝑖= 1, . . ., 𝑚,

получаем

𝑑𝐶(𝐹 )⩽ 𝑑𝐶 ′

1
(𝐺) + 𝑑𝐶 ′

2
(𝐺) + 1⩽ 2(2𝐼(𝐺) − 1) + 1⩽ 2𝐼(𝐹 ) − 1.

Лемма 1 доказана.
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Л е м м а 2. Для любой системы 𝐹 булевых функций справедливо

неравенство

𝐼(𝐹 )⩾ ⌈log(𝑑(𝐹 ) + 1)⌉.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Из леммы 1 вытекает оценка

𝑑(𝐹 )⩽ 2𝐼(𝐹 ) − 1,

откуда, в силу целочисленности величины 𝐼(𝐹 ), следует требуемая нижняя
оценка. Лемма 2 доказана.

Переходя к доказательству верхней оценки, введем понятие «переклю-
чателя» функций, которое в обобщенном виде будет активно использоваться
и в дальнейшем.

Назовем, следуя, например, [91], переключателем булевых функций
𝑓0(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) и 𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) такую булеву функцию 𝑔(𝑢, 𝑣, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), что

𝑔(0, 1, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑓0(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑔(1, 0, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛).

Переключателем множества упорядоченных пар функций будем назы-
вать множество переключателей этих пар.

Л е м м а 3. Для любого множества {(𝑓01, 𝑓11), . . ., (𝑓0𝑚, 𝑓1𝑚)} упоря-
доченных пар булевых функций найдется переключатель 𝐺 этого мно-

жества пар, удовлетворяющий условию

𝐼(𝐺)⩽max{𝐼(𝐹0), 𝐼(𝐹1)},
где 𝐹0= {𝑓01, . . ., 𝑓0𝑚}, 𝐹1= {𝑓11, . . ., 𝑓1𝑚}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Проведем доказательство индукцией по вели-
чине 𝑟=max{𝐼(𝐹0), 𝐼(𝐹1)}.

Если 𝑟=0, то множества функций 𝐹0 и 𝐹1 монотонны. Тогда в качестве
искомого множества функций 𝐺 можно взять множество

{𝑔𝑗 | 𝑔𝑗 = 𝑢𝑓1𝑗 ∨ 𝑣𝑓0𝑗, 𝑗 = 1, . . ., 𝑚}.
Шаг индукции. Для 𝑖=0, 1 обозначим через 𝑆𝑖(̃︀𝑥) некоторую схему со

входами 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, реализующую систему функций 𝐹𝑖 и содержащую 𝐼(𝐹𝑖)
инверторов. Если в одной из схем 𝑆𝑖, 𝑖=1, 2, нет инверторов, то в качестве
множества функций 𝐺 можно взять такое же множество, как и в случае
𝑟=0. Иначе для 𝑖=0, 1 в схеме 𝑆𝑖(̃︀𝑥) выделим первый (относительно неко-
торой правильной монотонной нумерации) инвертор. Пусть на его вход по-
дается монотонная функция ℎ𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Обозначим через 𝑆𝑖(𝑦, ̃︀𝑥) схему
со входами 𝑦, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, получающуюся из схемы 𝑆𝑖(̃︀𝑥) путем замены выде-
ленного инвертора на новый вход 𝑦, а через 𝑓 ′𝑖𝑗(𝑦, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑗=1, . . ., 𝑚, —
функции, вычисляемые схемой 𝑆𝑖(𝑦, ̃︀𝑥). Тогда

𝑓𝑖𝑗(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑓 ′𝑖𝑗(ℎ𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑖= 0, 1, 𝑗 = 1, . . ., 𝑚.

Так как 𝐼(𝐹 ′
𝑖)⩽ 𝑟−1, 𝑖=0, 1, то, по предположению индукции, найдется

такое множество функций

𝐺′ = {𝑔′𝑗(𝑢, 𝑣, 𝑦, 𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛) | 𝑗 = 1, . . ., 𝑚},
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что

𝐼(𝐺′)⩽max{𝐼(𝐹 ′
0), 𝐼(𝐹

′
1)}⩽ 𝑟− 1;

𝑔′𝑗(0, 1, 𝑦, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑓 ′0𝑗(𝑦, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑗 = 1, . . ., 𝑚;

𝑔′𝑗(1, 0, 𝑦, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑓 ′1𝑗(𝑦, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑗 = 1, . . ., 𝑚.

Теперь в функции 𝑔′𝑗(𝑢, 𝑣, 𝑦, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑗 = 1, . . ., 𝑚, вместо перемен-
ной 𝑦 подставим функцию

𝑌 (𝑢, 𝑣, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑢ℎ1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∨ 𝑣ℎ0(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛).

Учитывая, что

𝑌 (0, 1, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = ℎ0(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑌 (1, 0, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = ℎ1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),

получаем, что функции

𝑔𝑗(𝑢, 𝑣, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑔′𝑗(𝑢, 𝑣, 𝑌 (𝑢, 𝑣, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑗 = 1, . . ., 𝑚,

множества 𝐺= {𝑔1, . . ., 𝑔𝑚} являются переключателями функций 𝑓0𝑗 и 𝑓1𝑗.
Кроме того, выполняются неравенства 𝐼(𝐺)⩽1+𝐼(𝐺′)⩽𝑟.

Лемма 3 доказана.

Л е м м а 4. Для любой системы 𝐹 булевых функций справедливо

неравенство

𝐼(𝐹 )⩽ ⌈log(𝑑(𝐹 ) + 1)⌉.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим 𝑅(𝐹 )= ⌈log(𝑑(𝐹 )+1)⌉. Проведем ин-

дукцию по величине 𝑅(𝐹 ).
Если 𝑅(𝐹 ) = 0, то 𝑑(𝐹 ) = 0 и, следовательно, все функции системы 𝐹

монотонны. Поэтому 𝐼(𝐹 )=0.
Пусть для любой системы функций 𝐺, для которой справедливо соот-

ношение 𝑅(𝐺)⩽𝑅(𝐹 )−1, утверждение леммы выполняется.
Обозначим через 𝑇 множество двоичных наборов длины 𝑛, обладающих

тем свойством, что для любой цепи 𝐶 с началом в таком наборе выполняется
неравенство 𝑑𝐶(𝐹 )< 2𝑅(𝐹 )−1, т. е.

𝑇 = {̃︀𝛼 ∈𝐸𝑛
𝑘 | 𝑑𝐶(𝐹 )< 2𝑅(𝐹 )−1 для любой цепи 𝐶 с началом ̃︀𝛼}.

Отметим, что если ̃︀𝛼 ∈ 𝑇 и каждый разряд набора ̃︀𝛼 не превосходит

соответствующего разряда некоторого набора ̃︀𝛽, то и ̃︀𝛽∈𝑇 .
Теперь докажем, что для любой цепи 𝐶 с концом в наборе ̃︀𝛼, ̃︀𝛼 /∈ 𝑇 ,

также выполняется аналогичное неравенство 𝑑𝐶(𝐹 )< 2𝑅(𝐹 )−1. Действитель-
но, предположив противное, получаем, что существует цепь 𝐶0 с концом
в наборе ̃︀𝛼, ̃︀𝛼 /∈ 𝑇 , для которой выполняется неравенство 𝑑𝐶0

(𝐹 )⩾ 2𝑅(𝐹 )−1.
С другой стороны, так как набор ̃︀𝛼 не лежит в множестве 𝑇 , то най-
дется цепь 𝐶1 с началом в наборе ̃︀𝛼, для которой выполняется неравен-
ство 𝑑𝐶1

(𝐹 )⩾2𝑅(𝐹 )−1. Тогда для цепи 𝐶=𝐶0∪𝐶1 справедливы соотношения

𝑑𝐶(𝐹 )⩾ 𝑑𝐶0
(𝐹 ) + 𝑑𝐶1

(𝐹 )⩾ 2𝑅(𝐹 )−1 + 2𝑅(𝐹 )−1 = 2𝑅(𝐹 ) > 𝑑(𝐹 ),

что противоречит определению величины 𝑑(𝐹 ).
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Через 𝜒𝑇 (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) обозначим характеристическую функцию множест-
ва 𝑇 . Отметим, что функция 𝜒𝑇 (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) монотонна.

Далее для каждой функции 𝑓𝑗 из множества 𝐹 положим

𝑓0𝑗(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑓𝑗(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)𝜒𝑇 (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),

𝑓1𝑗(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑓𝑗(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∨ 𝜒𝑇 (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛).

Теперь введем обозначения

𝐹0 = {𝑓0𝑗 | 𝑓𝑗 ∈ 𝐹}, 𝐹1 = {𝑓1𝑗 | 𝑓𝑗 ∈ 𝐹}.
В силу определения множеств 𝐹0 и 𝐹1 выполняются неравенства

𝑑(𝐹𝑖)< 2𝑅(𝐹 )−1, 𝑖= 0, 1,

и, следовательно,

𝑑(𝐹𝑖)⩽ 2𝑅(𝐹 )−1 − 1, 𝑖= 0, 1.

Поэтому

𝑅(𝐹𝑖) = ⌈log(𝑑(𝐹𝑖) + 1)⌉⩽ ⌈log 2𝑅(𝐹 )−1⌉=𝑅(𝐹 )− 1, 𝑖= 0, 1.

Теперь рассмотрим переключатель 𝐺= {𝑔𝑗(𝑢, 𝑣, ̃︀𝑥) | 𝑗 = 1, . . ., 𝑚} мно-
жества пар функций {(𝑓0𝑗(̃︀𝑥), 𝑓1𝑗(̃︀𝑥)) | 𝑗 = 1, . . ., 𝑚}, о существовании кото-
рого говорится в лемме 3. Тогда

𝑓𝑗(̃︀𝑥) = 𝑔𝑗

(︁
𝜒𝑇 (̃︀𝑥), 𝜒𝑇 (̃︀𝑥), ̃︀𝑥)︁ , 𝑗 = 1, . . ., 𝑚.

Действительно, если ̃︀𝑥∈𝑇 , то
𝑔𝑗

(︁
𝜒𝑇 (̃︀𝑥), 𝜒𝑇 (̃︀𝑥), ̃︀𝑥)︁= 𝑔𝑗(0, 1, ̃︀𝑥) = 𝑓0𝑗(̃︀𝑥) = 𝑓𝑗(̃︀𝑥).

Если ̃︀𝑥 /∈ 𝑇 , то
𝑔𝑗

(︁
𝜒𝑇 (̃︀𝑥), 𝜒𝑇 (̃︀𝑥), ̃︀𝑥)︁= 𝑔𝑗(1, 0, ̃︀𝑥) = 𝑓1𝑗(̃︀𝑥) = 𝑓𝑗(̃︀𝑥).

Учитывая монотонность функции 𝜒𝑇 (̃︀𝑥), а также предположение ин-
дукции, получаем соотношения

𝐼(𝐹 )⩽ 𝐼(𝐺) + 1⩽max{𝐼(𝐹0), 𝐼(𝐹1)}+ 1⩽

⩽max{⌈log(𝑑(𝐹0) + 1)⌉, ⌈log(𝑑(𝐹1) + 1)⌉}⩽ ⌈︀
log 2𝑅(𝐹 )−1⌉︀+ 1=𝑅(𝐹 ),

которые завершают переход индукции.
Лемма 4 доказана.
Из лемм 2 и 4 непосредственно следует теорема 1.
Теорема 1 позволяет просто установить точные значения соответствую-

щих функций Шеннона. Функция Шеннона 𝐼(𝑛) инверсионной сложности
булевых функций от 𝑛 переменных и функция Шеннона 𝐼(𝑛, 𝑚) инвер-
сионной сложности систем из 𝑚 булевых функций от 𝑛 переменных
cтандартным образом определяются равенствами

𝐼(𝑛) = max
𝑓∈𝑃2(𝑛)

𝐼(𝑓), 𝐼(𝑛, 𝑚) = max
𝐹={𝑓1,...,𝑓𝑚}, 𝑓𝑗∈𝑃2(𝑛)

𝐼(𝐹 ).
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Т е о р е м а 2 ( А. А. М а р к о в [56], 1957). Для любых 𝑛 и 𝑚, 𝑛⩾1,
𝑚⩾ 2, справедливы равенства

𝐼(𝑛) = ⌈log(⌈𝑛/2⌉+ 1)⌉= ⌊log(𝑛+ 1)⌋,

𝐼(𝑛, 𝑚) = ⌈log(𝑛+ 1)⌉.
Д о к а з а т е л ь с т в о. В соответствии с теоремой 1, учитывая, что

спад одной функции от 𝑛 переменных не может превышать величины ⌈𝑛/2⌉,
а спад системы функций от 𝑛 переменных не может превышать величи-
ны 𝑛, для доказательства теоремы достаточно предъявить функцию и систе-
му функций, на которых эти ограничения достигаются.

Положим 𝑙1(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛)=𝑥1⊕𝑥2⊕. . .⊕𝑥𝑛⊕1. Тогда

𝑑(𝑙1) = ⌈𝑛/2⌉, 𝑑
(︀{𝑙1, 𝑙1})︀= 𝑛.

Теорема 2 доказана.
Стоит отметить, что А.А. Марков доказал теорему 2 в 1957 г., за 6 лет

до того, как им было найдено точное значение инверсионной сложности
произвольной системы булевых функций.

§ 2. Немонотонная сложность булевых функций

В этом параграфе рассматривается естественное обобщение задачи об
инверсионной сложности булевых функций — задача о сложности реализа-
ции булевых функций схемами в бесконечных полных базисах, содержащих
все монотонные функции, имеющие при этом нулевой вес (стоимость ис-
пользования) и конечное число немонотонных функций единичного веса.
Такое обобщение инверсионной сложности будем называть немонотонной
сложностью.

Изложение настоящего параграфа основано на материалах статьи [44],
а также работ [35, 37, 38, 94].

Итак, будем исследовать реализацию булевых функций схемами из
функциональных элементов над базисами 𝐵, имеющими вид:

𝐵 =𝑀 ∪ {𝜔1, . . ., 𝜔𝑝}, 𝜔𝑖 ∈ 𝑃2 ∖𝑀, 𝑖= 1, . . ., 𝑝,

причем функциям из множества 𝑀 приписан нулевой вес, а функциям
𝜔1, . . ., 𝜔𝑝 — единичный.

Определим немонотонную сложность 𝐼𝐵(𝑆) схемы 𝑆 над базисом 𝐵
как число немонотонных элементов схемы 𝑆, т. е. элементов, которым при-
писаны немонотонные функции базиса.

Немонотонную сложность булевой функции 𝑓 над базисом 𝐵 опре-
делим как минимальную немонотонную сложность схем, вычисляющих над
базисом 𝐵 функцию 𝑓 . Для немонотонной сложности функции 𝑓 будем ис-
пользовать обозначение 𝐼𝐵(𝑓).

Аналогичным образом определяется и величина 𝐼𝐵(𝐹 ) — немонотон-

ная сложность системы 𝐹 булевых функций.
Отметим, что в определениях немонотонной сложности в качестве ча-

сти базиса, имеющей нулевой вес, вместо множества всех монотонных
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функций можно взять произвольное порождающее множество класса мо-
нотонных функций.

Задача о немонотонной сложности реализации одной булевой функции
получила в некотором смысле окончательное решение: в 2017 г. установ-
лено [44] точное значение немонотонной сложности над произвольным ба-
зисом указанного вида для любой булевой функции. Сформулируем и этот
результат и приведем его доказательство.

Т е о р е м а 3 [44]. Пусть базис 𝐵 имеет вид

𝐵 =𝑀 ∪ {𝜔1, . . ., 𝜔𝑝}, 𝜔𝑖 ∈ 𝑃2 ∖𝑀, 𝑖= 1, . . ., 𝑝.

Тогда для любой булевой функции 𝑓 выполняется равенство

𝐼𝐵(𝑓) =
⌈︁
log2

(︁
𝑑(𝑓)

𝐷(𝐵)
+ 1

)︁⌉︁
,

где 𝐷(𝐵)=max{𝑑(𝜔1), . . ., 𝑑(𝜔𝑝)}.
2.1. Нижняя оценка. Доказательство нижней оценки теоремы 3 ос-

новано на следующем обобщении леммы 1.

Л е м м а 5. Пусть схема 𝑆 реализует над базисом 𝐵 булеву функ-
цию 𝑓 . Тогда справедливо неравенство

𝑑(𝑓)⩽𝐷(𝐵)
(︀
2𝐼𝐵(𝑆) − 1

)︀
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Проведем индукцию по 𝐼𝐵(𝑆).
Если 𝐼𝐵(𝑆)=0, то функция 𝑓 монотонна. Следовательно, 𝑑(𝑓)=0.
Пусть для любой схемы 𝑆 ′ над базисом 𝐵, для которой справедливо

соотношение 𝐼𝐵(𝑆
′)⩽𝐼𝐵(𝑆)−1, утверждение леммы выполняется.

В схеме 𝑆 со входами 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛 выделим первую относительно некото-
рой правильной нумерации (т. е. нумерации, при которой на входы элемен-
тов не могут подаваться выходы элементов с бо́льшими номерами) вершину,
которой приписана какая-либо функция из множества {𝜔1, . . ., 𝜔𝑝}, и функ-
циональный элемент, соответствующий этой вершине, обозначим через 𝐸.
Пусть на выходе элемента 𝐸 реализуется функция ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Преобра-
зуем схему 𝑆, удалив из нее элемент 𝐸, создав вместо него еще один вход
схемы, на который подадим переменную 𝑦. Полученная таким перестроени-
ем схема 𝑆 ′ реализует функцию 𝑔(𝑦, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), для которой выполняется
соотношение

𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑔
(︀
ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛

)︀
.

Кроме того, справедливо равенство 𝐼𝐵(𝑆
′)= 𝐼𝐵(𝑆)−1.

Пусть цепь

𝐶 = (̃︀𝛼1, ̃︀𝛼2, . . ., ̃︀𝛼𝑟)

наборов из 𝐸𝑛 удовлетворяет условию 𝑑𝐶(𝑓)=𝑑(𝑓).
Рассмотрим последовательность 𝐶 ′ наборов длины 𝑛+1:

(ℎ(̃︀𝛼1), ̃︀𝛼1), . . ., (ℎ(̃︀𝛼𝑟), ̃︀𝛼𝑟).

Последовательность 𝐶 ′, вообще говоря, не является цепью. В силу неравен-
ства 𝑑(ℎ)⩽𝐷(𝐵) первые разряды в наборах последовательности 𝐶 ′ меняют
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свое значение не более 2𝐷(𝐵) + 1 раз. Выделим в последовательности 𝐶 ′

подпоследовательность 𝐶 ′
1, включив в нее все начальные наборы из 𝐶 ′, у ко-

торых первый разряд равен нулю (если такие наборы в начале последова-
тельности 𝐶 ′ имеются), а также добавив все наборы из 𝐶 ′, начинающиеся
с единицы. Обозначим через 𝐶 ′

2 подпоследовательность последовательно-
сти 𝐶 ′, включающую в себя все остальные наборы из 𝐶 ′, начинающиеся
с нуля. Последовательности 𝐶 ′

1 и 𝐶
′
2 уже являются возрастающими цепями

наборов из множества 𝐸𝑛+1. Покажем, что выполняется неравенство

𝑑𝐶(𝑓)⩽ 𝑑𝐶 ′

1
(𝑔) + 𝑑𝐶 ′

2
(𝑔) +𝐷(𝐵).

Сопоставим некоторым обрывам функции 𝑓 на соседних наборах це-
пи 𝐶 обрывы для функции 𝑔 на соседних наборах цепей 𝐶 ′

1 и 𝐶
′
2.

Назовем упорядоченную пару соседних наборов (̃︀𝛼𝑖, ̃︀𝛼𝑖+1) цепи 𝐶
внутренней, если соответствующие этим наборам наборы (ℎ(̃︀𝛼𝑖), ̃︀𝛼𝑖)
и (ℎ(̃︀𝛼𝑖+1), ̃︀𝛼𝑖+1) последовательности 𝐶 ′ лежат в одной цепи 𝐶 ′

𝑖 для неко-
торого 𝑖∈{1, 2}, т. е. либо

(ℎ(̃︀𝛼𝑖), ̃︀𝛼𝑖)∈𝐶 ′
1, (ℎ(̃︀𝛼𝑖+1), ̃︀𝛼𝑖+1)∈𝐶 ′

1,

либо
(ℎ(̃︀𝛼𝑖), ̃︀𝛼𝑖)∈𝐶 ′

2, (ℎ(̃︀𝛼𝑖+1), ̃︀𝛼𝑖+1)∈𝐶 ′
2.

Назовем упорядоченную пару соседних наборов (̃︀𝛼𝑖, ̃︀𝛼𝑖+1) цепи 𝐶 гра-

ничной, если среди соответствующих этим наборам наборов (ℎ(̃︀𝛼𝑖), ̃︀𝛼𝑖)
и (ℎ(̃︀𝛼𝑖+1), ̃︀𝛼𝑖+1) последовательности 𝐶

′ один лежат в цепи 𝐶 ′
1, а другой —

в цепи 𝐶 ′
2.

Внутренней паре наборов (̃︀𝛼𝑖, ̃︀𝛼𝑖+1) цепи 𝐶, являющейся обры-
вом для функции 𝑓 , естественным образом сопоставим пару наборов
((ℎ(̃︀𝛼𝑖), ̃︀𝛼𝑖), (ℎ(̃︀𝛼𝑖+1), ̃︀𝛼𝑖+1)) последовательности 𝐶 ′, причем, во-первых, оба
набора этой пары одновременно лежат либо в цепи 𝐶 ′

1, либо в цепи 𝐶 ′
2;

во-вторых, в силу равенства

𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑔
(︀
ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛

)︀
эта пара наборов является обрывом для функции 𝑔.

Две граничные пары (̃︀𝛼𝑖, ̃︀𝛼𝑖+1) и (̃︀𝛼𝑗, ̃︀𝛼𝑗+1), 𝑗⩾ 𝑖+1, назовем соседними,
если все наборы

(ℎ(̃︀𝛼𝑖+1), ̃︀𝛼𝑖+1), . . ., (ℎ(̃︀𝛼𝑗), ̃︀𝛼𝑗)

лежат только в одной из цепей 𝐶 ′
1 или 𝐶

′
2.

Обозначим через 𝑞 число граничных пар наборов в цепи 𝐶. Очевидно,
что 𝑞 ⩽ 2𝐷(𝐵). Рассмотрим множество первых 2⌊𝑞/2⌋ граничных пар (при
четном 𝑞 это множество всех граничных пар, а при нечетном 𝑞—множество
всех граничных пар без последней пары). Это множество граничных пар,
в свою очередь, разобьем на ⌊𝑞/2⌋ двухэлементных подмножеств так, чтобы
в каждом подмножестве его элементы были соседними граничными парами.

Теперь рассмотрим две произвольные граничные пары (̃︀𝛼𝑖, ̃︀𝛼𝑖+1)
и (̃︀𝛼𝑗, ̃︀𝛼𝑗+1), 𝑗 ⩾ 𝑖+1, являющиеся соседними и удовлетворяющие условию:
каждая из этих пар является обрывом для функции 𝑓 .
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В силу последнего условия справедливы равенства

𝑓(̃︀𝛼𝑖) = 𝑔(ℎ(̃︀𝛼𝑖), ̃︀𝛼𝑖) = 1, 𝑓(̃︀𝛼𝑖+1) = 𝑔(ℎ(̃︀𝛼𝑖+1), ̃︀𝛼𝑖+1) = 0,

𝑓(̃︀𝛼𝑗) = 𝑔(ℎ(̃︀𝛼𝑗), ̃︀𝛼𝑗) = 1, 𝑓(̃︀𝛼𝑗+1) = 𝑔(ℎ(̃︀𝛼𝑗+1), ̃︀𝛼𝑗+1) = 0.

Так как граничные пары (̃︀𝛼𝑖, ̃︀𝛼𝑖+1) и (̃︀𝛼𝑗, ̃︀𝛼𝑗+1) являются соседними,
то для некоторого 𝑡∈{1, 2} все наборы

(ℎ(̃︀𝛼𝑖+1), ̃︀𝛼𝑖+1), . . ., (ℎ(̃︀𝛼𝑗), ̃︀𝛼𝑗)

лежат в цепи 𝐶 ′
𝑡, а наборы (ℎ(̃︀𝛼𝑖), ̃︀𝛼𝑖) и (ℎ(̃︀𝛼𝑗+1), ̃︀𝛼𝑗+1) — в цепи 𝐶 ′

2−𝑡. По-
этому в цепи 𝐶 ′

2−𝑡 набор (ℎ(̃︀𝛼𝑗+1), ̃︀𝛼𝑗+1) следует непосредственно за набором
(ℎ(̃︀𝛼𝑖), ̃︀𝛼𝑖), причем

𝑔(ℎ(̃︀𝛼𝑖), ̃︀𝛼𝑖) = 1, 𝑔(ℎ(̃︀𝛼𝑗+1), ̃︀𝛼𝑗+1) = 0.

Теперь граничной паре наборов (̃︀𝛼𝑖, ̃︀𝛼𝑖+1) цепи 𝐶, являющейся обры-
вом для функции 𝑓 , сопоставим являющуюся обрывом для функции 𝑔 пару
наборов ((ℎ(̃︀𝛼𝑖), ̃︀𝛼𝑖), (ℎ(̃︀𝛼𝑗+1), ̃︀𝛼𝑗+1)), идущих подряд в цепи 𝐶

′
2−𝑡.

Таким образом, для функции 𝑓 каждому обрыву вида (̃︀𝛼𝑖, ̃︀𝛼𝑖+1), за ис-
ключением не более 𝑞 − ⌊𝑞/2⌋ обрывов, будет сопоставлен уникальный об-
рыв для функции 𝑔, состоящий из двух идущих подряд либо в цепи 𝐶 ′

1, либо
в цепи 𝐶 ′

2 наборов. Поэтому справедливо неравенство

𝑑𝐶(𝑓)⩽ 𝑑𝐶 ′

1
(𝑔) + 𝑑𝐶 ′

2
(𝑔) +

⌈︁
𝑞

2

⌉︁
⩽ 𝑑𝐶 ′

1
(𝑔) + 𝑑𝐶 ′

2
(𝑔) +𝐷(𝐵).

По предположению индукции для 𝑖, 𝑖=1, 2, выполняются соотношения

𝑑𝐶 ′

𝑖
(𝑔)⩽ 𝑑(𝑔)⩽𝐷(𝐵)

(︀
2𝐼𝐵(𝑆′) − 1

)︀
=𝐷(𝐵)

(︀
2𝐼𝐵(𝑆)−1 − 1

)︀
.

Окончательно получаем:

𝑑(𝑓) = 𝑑𝐶(𝑓)⩽ 𝑑𝐶 ′

1
(𝑔) + 𝑑𝐶 ′

2
(𝑔) +𝐷(𝐵)⩽

⩽𝐷(𝐵)
(︀
2(2𝐼𝐵(𝑆′) − 1) + 1

)︀
=𝐷(𝐵)

(︀
2𝐼𝐵(𝑆) − 1

)︀
.

Лемма 5 доказана.

Л е м м а 6. Для любой булевой функции 𝑓 справедливо неравенство

𝐼𝐵(𝑓)⩾
⌈︁
log2

(︁
𝑑(𝑓)

𝐷(𝐵)
+ 1

)︁⌉︁
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любой схемы 𝑆, реализующей функцию 𝑓 ,
в силу леммы 5 справедлива оценка

2𝐼𝐵(𝑆) − 1⩾ 𝑑(𝑓)

𝐷(𝐵)
.

Следовательно,

𝐼𝐵(𝑓)⩾ log2

(︁
𝑑(𝑓)

𝐷(𝐵)
+ 1

)︁
.

Для завершения доказательства достаточно учесть целочисленность ве-
личины 𝐼𝐵(𝑓).
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Лемма 6 доказана и тем самым установлена нижняя оценка теоремы 3.
2.2. Верхняя оценка. Верхнюю оценку теоремы 3 достаточно до-

казать для базиса 𝐵 =𝑀 ∪ {𝜔}, где 𝜔 — такая функция из множества
{𝜔1, . . ., 𝜔𝑝}, что выполняется условие 𝑑(𝜔)=max{𝑑(𝜔1), . . ., 𝑑(𝜔𝑝)}.

Следующая лемма о переключателе является аналогом леммы 3 — для
базиса более общего вида рассматривается случай одной пары функций.

Л е м м а 7. Пусть базис 𝐵 имеет вид:

𝐵 =𝑀 ∪ {𝜔}.
Тогда для любой упорядоченной пары (𝑓0, 𝑓1) булевых функций найдется
переключатель 𝑔 этой пары, удовлетворяющий условию

𝐼𝐵(𝑔)⩽max{𝐼𝐵(𝑓0), 𝐼(𝑓1)}.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Проведем доказательство индукцией по вели-

чине 𝑠=max{𝐼𝐵(𝑓0), 𝐼𝐵(𝑓1)}.
Если 𝑠= 0, то функции 𝑓0 и 𝑓1 монотонны. Тогда в качестве искомого

переключателя 𝑔 можно взять функцию 𝑔=𝑢𝑓1∨𝑣𝑓0.
Шаг индукции. Для 𝑖=0, 1 обозначим через 𝑆𝑖(̃︀𝑥) некоторую схему со

входами 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, реализующую над базисом 𝐵 функцию 𝑓𝑖 и содержа-
щую 𝐼𝐵(𝑓𝑖) немонотонных элементов (элементов, которым приписана функ-
ция 𝜔). Если в одной из схем 𝑆𝑖, 𝑖 = 1, 2, нет немонотонных элементов,
то в качестве функции 𝑔 можно также взять функцию 𝑔=𝑢𝑓1∨𝑣𝑓0. Иначе для
𝑖=0, 1 в схеме 𝑆𝑖(̃︀𝑥) выделим первый (относительно некоторой правильной
нумерации) элемент, которому приписана функция 𝜔. Пусть на его входы
подаются монотонные функции ℎ𝑖1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), . . ., ℎ𝑖𝑚(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) (полага-
ем, что функция 𝜔 является 𝑚-местной). Обозначим через 𝑆 ′

𝑖(𝑦, ̃︀𝑥) схему со
входами 𝑦, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, получающуюся из схемы 𝑆𝑖(̃︀𝑥) путем замены выделен-
ного немонотонного элемента на новый вход 𝑦, а через 𝑓 ′𝑖(𝑦, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) —
функцию, вычисляемую схемой 𝑆 ′

𝑖(𝑦, ̃︀𝑥). Тогда
𝑓𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑓 ′𝑖(𝜔(ℎ𝑖1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), . . .ℎ𝑖𝑚(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)), 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛).

Так как 𝐼(𝑓 ′𝑖)⩽ 𝑠−1, 𝑖=0, 1, то, по предположению индукции, найдется
переключатель 𝑔′(𝑢, 𝑣, 𝑦, 𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛) такой, что

𝐼𝐵(𝑔
′)⩽max{𝐼𝐵(𝑓 ′0), 𝐼𝐵(𝑓 ′1)}⩽ 𝑠− 1,

𝑔′(0, 1, 𝑦, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑓 ′0(𝑦, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),

𝑔′(1, 0, 𝑦, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑓 ′1(𝑦, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛).

Теперь в функцию 𝑔′(𝑢, 𝑣, 𝑦, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) вместо переменной 𝑦 подставим
функцию

𝑌 (𝑢, 𝑣, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝜔(𝑢ℎ11(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∨ 𝑣ℎ01(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), . . .

. . ., 𝑢ℎ1𝑚(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∨ 𝑣ℎ0𝑚(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)).

Учитывая, что

𝑌 (0, 1, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝜔(ℎ01(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), . . ., ℎ0𝑚(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)),

𝑌 (1, 0, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝜔(ℎ11(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), . . ., ℎ1𝑚(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)),
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получаем, что функция

𝑔(𝑢, 𝑣, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑔′(𝑢, 𝑣, 𝑌 (𝑢, 𝑣, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)

является переключателем функций 𝑓0 и 𝑓1. Кроме того, выполняются нера-
венства 𝐼(𝑔)⩽ 1+ 𝐼(𝑔′)⩽ 𝑠.

Лемма 7 доказана.
Собственно доказательство верхней оценки основано на следующем со-

ображении. Использование при построении схемы дополнительного немоно-
тонного элемента, реализующего функцию 𝜔, приводит к возможности уве-
личить спад реализуемой схемой функции в два раза и еще на 𝑑(𝜔). Дадим
аккуратную формулировку этого факта и его доказательство.

Л е м м а 8. Пусть базис 𝐵 имеет вид:

𝐵 =𝑀 ∪ {𝜔}.
Тогда для любой булевой функции 𝑓 справедливо неравенство

𝐼𝐵(𝑓)⩽
⌈︁
log2

(︁
𝑑(𝑓)

𝑑(𝜔)
+ 1

)︁⌉︁
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Проведем индукцию по величине 𝑅(𝑓), где

𝑅(𝑓) =
⌈︁
log2

(︁
𝑑(𝑓)

𝑑(𝜔)
+ 1

)︁⌉︁
.

Отметим истинность неравенств

𝑑(𝜔)
(︀
2𝑅(𝑓)−1 − 1

)︀
< 𝑑(𝑓)⩽ 𝑑(𝜔)

(︀
2𝑅(𝑓) − 1

)︀
.

Если 𝑅(𝑓) = 0, то 𝑑(𝑓) = 0 и, следовательно, функция 𝑓 монотонна.
Поэтому 𝐼𝐵(𝑓) = 0.

Пусть для любой булевой функции 𝑔, для которой справедливо соотно-
шение 𝑅(𝑔)⩽𝑅(𝑓)−1, утверждение леммы выполняется.

Пусть 𝑑(𝜔) = 𝑡.
Полагая, что функция 𝑓 является 𝑛-местной, разобьем множество 𝐸𝑛

всех двоичных наборов длины 𝑛 на подмножества следующим образом.
Обозначим через 𝑇1 множество всех двоичных наборов длины 𝑛, об-

ладающих тем свойством, что для любой цепи 𝐶 с концом в таком наборе
выполняется неравенство 𝑑𝐶(𝑓)⩽ 𝑡

(︀
2𝑅(𝑓)−1 − 1

)︀
, т. е.

𝑇1 =
{︀̃︀𝛼 ∈𝐸𝑛 | 𝑑𝐶(𝑓)⩽ 𝑡

(︀
2𝑅(𝑓)−1 − 1

)︀
для любой цепи 𝐶 с концом ̃︀𝛼}︀ .

Для четных 𝑖=2, 4, . . ., 2𝑡− 2 обозначим через 𝑇𝑖 множество двоичных
наборов ̃︀𝛼 длины 𝑛, удовлетворяющих условиям:

1) 𝑓(̃︀𝛼) = 0;
2) max 𝑑𝐶(𝑓) = 𝑡

(︀
2𝑅(𝑓)−1 − 1

)︀
+ 𝑖/2, где максимум берется по всем це-

пям 𝐶 с концом в наборе ̃︀𝛼.
Для нечетных 𝑖=3, 5, . . ., 2𝑡−1 обозначим через 𝑇𝑖 множество двоичных

наборов ̃︀𝛼 длины 𝑛, удовлетворяющих условиям:
1) 𝑓(̃︀𝛼) = 1;
2) max 𝑑𝐶(𝑓) = 𝑡

(︀
2𝑅(𝑓)−1 − 1

)︀
+(𝑖− 1)/2, где максимум берется по всем

цепям 𝐶 с концом в наборе ̃︀𝛼.
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Наконец, положим

𝑇2𝑡 =𝐸𝑛 ∖ (𝑇1 ∪ 𝑇2 . . .∪𝑇2𝑡−1) .

Отметим следующее свойство множества наборов 𝑇2𝑡: если набор ̃︀𝛼
лежит в множестве 𝑇2𝑡 и каждый разряд двоичного набора ̃︀𝛼′ длины 𝑛 не
меньше соответствующего разряда набора ̃︀𝛼, то и набор ̃︀𝛼′ лежит в мно-
жестве 𝑇2𝑡.

Покажем, что для произвольной цепи 𝐶 с началом, лежащем во мно-
жестве 𝑇2𝑡, выполняется неравенство

𝑑𝐶(𝑓)⩽ 𝑡
(︀
2𝑅(𝑓)−1 − 1

)︀
.

Действительно, предположим противное — пусть существует цепь 𝐶1

с началом в наборе ̃︀𝛼, ̃︀𝛼 ∈ 𝑇2𝑡, удовлетворяющая условию 𝑑𝐶1
(𝑓) >

> 𝑡
(︀
2𝑅(𝑓)−1 − 1

)︀
. Тогда в силу соотношения ̃︀𝛼 ̸∈ 𝑇1 ∪ 𝑇2 ∪ . . . ∪ 𝑇2𝑡−1 най-

дется цепь 𝐶0 с концом в наборе ̃︀𝛼, удовлетворяющая условию 𝑑𝐶0
(𝑓) ⩾

⩾ 𝑡+ 𝑡
(︀
2𝑅(𝑓)−1 − 1

)︀
. Таким образом, для цепи 𝐶, состоящей из наборов це-

пей 𝐶0 и 𝐶1, выполняются соотношения

𝑑𝐶(𝑓)> 𝑡+ 𝑡
(︀
2𝑅(𝑓)−1 − 1

)︀
+ 𝑡

(︀
2𝑅(𝑓)−1 − 1

)︀
= 𝑡

(︀
2𝑅(𝑓) − 1

)︀
,

совокупность которых противоречит неравенству

𝑑(𝑓)⩽ 𝑡
(︀
2𝑅(𝑓) − 1

)︀
.

Так как 𝑑(𝜔)= 𝑡, то найдется возрастающая цепь ̃︀𝛽1, ̃︀𝛽2, . . ., ̃︀𝛽2𝑡 наборов
из 𝐸𝑚, удовлетворяющая условиям

𝜔(̃︀𝛽2𝑖−1) = 1, 𝜔(̃︀𝛽2𝑖) = 0, 𝑖= 1, 2, . . .𝑡.

Пусть ̃︀𝛽𝑖=(𝛽𝑖1, 𝛽𝑖2, . . ., 𝛽𝑖𝑚), 𝑖=1, 2, . . ., 2𝑡.
Для 𝑗 = 1, . . ., 𝑚 определим монотонные функции ℎ𝑗(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), поло-

жив ℎ𝑗(̃︀𝛼)=𝛽𝑖𝑗 для всех наборов ̃︀𝛼∈𝑇𝑖, 𝑖=1, 2, . . ., 2𝑡.

Тогда
(︀
ℎ1(̃︀𝛼), . . ., ℎ𝑚(̃︀𝛼))︀= ̃︀𝛽𝑖 для всех наборов ̃︀𝛼∈𝑇𝑖, 𝑖=1, 2, . . ., 2𝑡.

Теперь введем функции 𝑓0(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) и 𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) следующим
образом:

𝑓0(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) =

⎧⎨
⎩𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), если ̃︀𝑥 ∈ 𝑇1;

1, если ̃︀𝑥 ∈ 𝑇2 ∪ . . .∪ 𝑇2𝑡;

𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) =

⎧⎨
⎩0, если ̃︀𝑥 ∈ 𝑇1 ∪ . . .∪ 𝑇2𝑡−1;

𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), если ̃︀𝑥 ∈ 𝑇2𝑡.

Тогда справедливо равенство

𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) =

= 𝑓0(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) 𝜔(ℎ1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), ℎ2(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), . . ., ℎ𝑚(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛))∨
∨ 𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛).
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По построению функции 𝑓0 и 𝑓1 удовлетворяют условиям

𝑑(𝑓0)⩽ 𝑡
(︀
2𝑅(𝑓)−1 − 1

)︀
,

𝑑(𝑓1)⩽ 𝑡
(︀
2𝑅(𝑓)−1 − 1

)︀
.

Поэтому выполняются соотношения

𝑅(𝑓0) =
⌈︁
log2

(︁
𝑑(𝑓0)

𝑡
+ 1

)︁⌉︁
⩽𝑅(𝑓)− 1,

𝑅(𝑓1) =
⌈︁
log2

(︁
𝑑(𝑓1)

𝑡
+ 1

)︁⌉︁
⩽𝑅(𝑓)− 1.

Применяя к функциям 𝑓0 и 𝑓1 предположение индукции, получаем нера-
венства

𝐼𝐵(𝑓0)⩽𝑅(𝑓)− 1, 𝐼𝐵(𝑓1)⩽𝑅(𝑓)− 1.

В силу леммы 7 найдется переключатель 𝑔(𝑢, 𝑣, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) пары (𝑓0, 𝑓1),
удовлетворяющий условию

𝐼𝐵(𝑔)⩽max{𝐼𝐵(𝑓0), 𝐼(𝑓1)}⩽𝑅(𝑓)− 1.

Теперь рассмотрим булеву функцию 𝑓 ′(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), получающуюся из
функции

𝑔(𝑢, 𝑣, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)𝑢∨ 𝑔(𝑢, 𝑣, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)𝑣

подстановкой монотонной функции 𝜒2𝑡(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), являющейся характе-
ристической функцией множества наборов 𝑇2𝑡, вместо переменной 𝑢
и функции

𝜔(ℎ1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), ℎ2(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), . . ., ℎ𝑚(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛))

вместо переменной 𝑣.
Очевидно, что

𝐼𝐵(𝑓
′)⩽ 𝐼𝐵(𝑔) + 1⩽𝑅(𝑓).

Покажем, что на самом деле 𝑓 ′(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)=𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛).
Если ̃︀𝛼∈ 𝑇2𝑖−1, где 𝑖∈ {1, 2, . . ., 𝑡}, то 𝜒2𝑡(̃︀𝛼) = 0 и выполнено равенство

𝜔(ℎ1(̃︀𝛼), ℎ2(̃︀𝛼), . . ., ℎ𝑚(̃︀𝛼))=1. Следовательно,

𝑓 ′(̃︀𝛼) = 𝑔(0, 1, ̃︀𝛼) = 𝑓0(̃︀𝛼) =
⎧⎨
⎩𝑓(̃︀𝛼), если ̃︀𝛼 ∈ 𝑇1;

1, если ̃︀𝛼 ∈ 𝑇3 ∪ . . .∪ 𝑇2𝑡−1.

Но при выполнении условия ̃︀𝛼 ∈ 𝑇3 ∪ . . . ∪ 𝑇2𝑡−1 по построению множеств
𝑇3, . . ., 𝑇2𝑡−1 верно равенство 𝑓(̃︀𝛼)=1.

Если ̃︀𝛼∈𝑇2𝑖, где 𝑖∈{1, 2, . . ., 𝑡−1}, то 𝜒2𝑡(̃︀𝛼)=0 и выполнено равенство
𝜔(ℎ1(̃︀𝛼), ℎ2(̃︀𝛼), . . ., ℎ𝑚(̃︀𝛼))=0. Следовательно,

𝑓 ′(̃︀𝛼) = 0.

Но при выполнении условия ̃︀𝛼 ∈ 𝑇2 ∪ . . . ∪ 𝑇2𝑡−2 по построению множеств
𝑇2, . . ., 𝑇2𝑡−2 верно равенство 𝑓(̃︀𝛼)=0.
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Если ̃︀𝛼 ∈ 𝑇2𝑡, то 𝜒2𝑡(̃︀𝛼) = 1 и 𝜔(ℎ1(̃︀𝛼), ℎ2(̃︀𝛼), . . ., ℎ𝑚(̃︀𝛼)) = 0. Следо-
вательно

𝑓 ′(̃︀𝛼) = 𝑔(1, 0, ̃︀𝛼) = 𝑓1(̃︀𝛼) = 𝑓(̃︀𝛼).
Таким образом, 𝐼𝐵(𝑓)⩽𝑅(𝑓). Лемма 8 доказана.
Для завершения доказательства верхней оценки теоремы 3 достаточно

применить лемму 8 к базису 𝐵 ′ =𝑀 ∪ {𝜔}, где 𝜔 — функция исходного
базиса 𝐵, удовлетворяющая условию 𝑑(𝜔)=𝐷(𝐵), а также воспользоваться
очевидным неравенством 𝐼𝐵(𝑓)⩽ 𝐼𝐵′(𝑓).

З а м е ч а н и е. Вопрос о точном значении немонотонной сложно-
сти 𝐼𝐵(𝐹 ) произвольной системы 𝐹 булевых функций в настоящее время
остается открытым. Предположение о том, что для любой системы 𝐹 буле-
вых функций величина 𝐼𝐵(𝐹 ) численно равна значению⌈︁

log2

(︁
𝑑(𝐹 )

𝐷(𝐵)
+ 1

)︁⌉︁
,

опровергает следующий контрпример:

𝐹 = {𝑥, 𝑦}, 𝐵 =𝑀 ∪ {𝑥⊕ 𝑦 ⊕ 𝑧}.

В этом примере величина
⌈︁
log2

(︁
𝑑(𝐹 )

𝐷(𝐵)
+ 1

)︁⌉︁
равна 1, а на самом деле

𝐼𝐵(𝐹 ) = 2.

§ 3. Инверсионная сложность функций 𝑘-значной логики

Теперь рассмотрим другое обобщение задачи об инверсионной сложно-
сти — использование любых монотонных функций по-прежнему бесплатно,
единственной функцией в базисе, имеющей ненулевой вес, опять будет от-
рицание, но речь пойдет о реализации не булевых функций и систем буле-
вых функций, а функций и систем функций 𝑘-значной логики. Отметим, что
в этом случае уже нужно уточнять, о каком классе монотонных функций
𝑘-значной логики идет речь и какое имеется в виду отрицание — Поста или
Лукасевича.

Изложение этого параграфа существенным образом опирается на рабо-
ты [36, 93].

Дадим необходимые определения, введя в отличие от булева случая
сразу понятие немонотонной сложности и не определяя предварительно
отдельно инверсионную сложность функций 𝑘-значной логики.

Пусть 𝑃𝑘 — множество всех функций 𝑘-значной логики, 𝑀 — класс
всех функций из 𝑃𝑘, монотонных относительно порядка 0<1<. . .<𝑘−1.

В этом и последующих параграфах будем исследовать сложностные во-
просы реализации функций 𝑘-значной логики схемами из функциональных
элементов над базисами 𝐵, имеющими вид:

𝐵 =𝑀 ∪ {𝜔1, . . ., 𝜔𝑝}, 𝜔𝑖 ∈ 𝑃𝑘 ∖𝑀, 𝑖= 1, . . ., 𝑝,

причем функциям из множества 𝑀 приписан нулевой вес, а функциям
𝜔1, . . ., 𝜔𝑝 — ненулевой (как правило, единичный).
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Определим немонотонную сложность 𝐼𝐵(𝑆) схемы 𝑆 над базисом 𝐵
стандартным образом как суммарный вес элементов схемы 𝑆. В силу то-
го, что монотонные функции входят в базис 𝐵 с нулевым весом, 𝐼𝐵(𝑆) —
это сумма весов немонотонных элементов схемы 𝑆, т. е. элементов, кото-
рым приписаны немонотонные функции базиса. В случае, когда все немо-
нотонные функции базиса имеют одинаковый вес, который без ограничения
общности можно считать единичным, величина 𝐼𝐵(𝑆) равна числу немоно-
тонных элементов схемы 𝑆.

Немонотонную сложность над базисом 𝐵 функции 𝑘-значной логи-
ки 𝑓 (системы функций 𝐹 ) определим как минимальную немонотонную
сложность схем, вычисляющих над базисом 𝐵 функцию 𝑓 (систему функ-
ций 𝐹 ). Для немонотонной сложности функции 𝑓 (системы функций 𝐹 )
будем использовать обозначение 𝐼𝐵(𝑓) (соответственно 𝐼𝐵(𝐹 )).

В рамках данного параграфа нас в первую очередь будет инте-
ресовать немонотонная сложность над двумя естественными базисами
𝐵𝑃 =𝑀 ∪ {𝑁𝑃 (𝑥)} и 𝐵𝐿 =𝑀 ∪ {𝑁𝐿(𝑥)}, где 𝑁𝑃 (𝑥) — отрицание Поста,
т. е. функция 𝑥+1 (mod 𝑘), а 𝑁𝐿(𝑥) — отрицание Лукасевича, т. е. функ-
ции 𝑘−1−𝑥. Немонотонную сложность над базисами 𝐵𝑃 и 𝐵𝐿 естественно
также называть инверсионной сложностью.

Для того, чтобы сформулировать основной результат этого параграфа,
распространим некоторые определения, которые были даны при изучении
немонотонной сложности булевых функций, на 𝑘-значный случай.

Обозначим множество {0, 1, . . ., 𝑘−1} через 𝐸𝑘. Последовательность

̃︀𝛼1 = (𝛼11, . . ., 𝛼1𝑛), ̃︀𝛼2 = (𝛼21, . . ., 𝛼2𝑛), . . ., ̃︀𝛼𝑟 = (𝛼𝑟1, . . ., 𝛼𝑟𝑛)

наборов из множества 𝐸𝑛
𝑘 назовем возрастающей цепью относительно

порядка 0<1<. . .<𝑘−1 или просто цепью, если все наборы ̃︀𝛼1, ̃︀𝛼2, . . ., ̃︀𝛼𝑟

различны и выполняются неравенства

𝛼𝑖𝑗 ⩽ 𝛼𝑖+1,𝑗, 𝑖= 1, . . ., 𝑟− 1, 𝑗 = 1, . . ., 𝑛.

Наборы ̃︀𝛼1 и ̃︀𝛼𝑟 будем называть началом и концом этой цепи соответ-
ственно.

Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) — функция 𝑘-значной логики. Упорядоченную пару

наборов ̃︀𝛼= (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛) и ̃︀𝛽 = (𝛽1, . . ., 𝛽𝑛), ̃︀𝛼, ̃︀𝛽 ∈𝐸𝑛
𝑘 , будем называть обры-

вом для функции 𝑓 , если выполнены условия:
1) 𝛼𝑗 ⩽ 𝛽𝑗, 𝑗=1, . . ., 𝑛;

2) 𝑓(̃︀𝛼)>𝑓(̃︀𝛽).
Обрывом для системы функций будем называть любую пару наборов,

являющуюся обрывом хотя бы для одной функции системы.
Пусть 𝐹 = {𝑓1, . . ., 𝑓𝑚}, 𝑚⩾ 1, — система функций 𝑘-значной логики

от переменных 𝑥1, . . .𝑥𝑛, а 𝐶 — цепь, имеющая вид

̃︀𝛼1, ̃︀𝛼2, . . ., ̃︀𝛼𝑟.

Под падением 𝑑𝐶(𝐹 ) системы 𝐹 на цепи 𝐶 будем понимать число обрывов
для системы 𝐹 на парах вида (̃︀𝛼𝑖, ̃︀𝛼𝑖+1).

Также как и в булевом случае, спад 𝑑(𝐹 ) системы 𝐹 функций 𝑘-знач-
ной логики определим равенством 𝑑(𝐹 )=max 𝑑𝐶(𝐹 ), где максимум берется
по всем цепям 𝐶.
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Теперь сформулируем основной результат об инверсионной сложности
систем функций 𝑘-значной логики.

Т е о р е м а 4 [36]. Для любой конечной системы 𝐹 функций 𝑘-знач-
ной логики справедливы равенства

𝐼𝐵𝑃
(𝐹 ) = ⌈log2(𝑑(𝐹 ) + 1)⌉ , 𝐼𝐵𝐿

(𝐹 ) = ⌈log𝑘(𝑑(𝐹 ) + 1)⌉ .
Нижние и верхние оценки теоремы 4 будут следовать из соответству-

ющих теорем, доказываемых в следующих двух разделах для произвольных
базисов описанного выше вида в предположении, что все немонотонные
функции рассматриваемых базисов имеют единичный вес. Отметим, что
при 𝑘= 2 каждое из равенств теоремы 4 превращается в равенство из тео-
ремы 1.

3.1. Нижняя оценка. Доказательство нижней оценки, из которой
будет следовать нижняя оценка теоремы 4, основано на естественном обоб-
щении леммы 1 на случай реализации функций 𝑘-значной логики.

Пусть в базисе 𝐵, имеющем вид 𝐵 =𝑀 ∪ {𝜔1, . . ., 𝜔𝑝}, 𝜔𝑖 ∈ 𝑃2 ∖𝑀,
𝑖=1, . . ., 𝑝, функциям 𝜔1, . . ., 𝜔𝑝 приписан единичный вес. Положим

𝐷(𝐵) =max{𝑑(𝜔1), . . ., 𝑑(𝜔𝑝)}.
Сформулируем нижнюю оценку в виде отдельного утверждения.

Т е о р е м а 5[36]. Для любой конечной системы 𝐹 функций 𝑘-знач-
ной логики справедливо неравенство

𝐼𝐵(𝐹 )⩾
⌈︀
log𝐷(𝐵)+1(𝑑(𝐹 ) + 1)

⌉︀
.

Сначала докажем вспомогательное утверждение.

Л е м м а 9. Для любой конечной системы 𝐹 функций 𝑘-значной ло-
гики справедливо неравенство

𝑑(𝐹 )⩽ (𝐷(𝐵) + 1)𝐼𝐵(𝐹 ) − 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝐹 ={𝑓1, . . ., 𝑓𝑚}, 𝑚⩾1, — система функ-
ций 𝑘-значной логики от переменных 𝑥1, . . .𝑥𝑛. Проведем индукцию по ве-
личине 𝐼𝐵(𝐹 ).

Если 𝐼𝐵(𝐹 )=0, то все функции системы 𝐹 монотонны. Следовательно,
𝑑(𝐹 ) = 0.

Пусть для любой системы функции 𝐺, для которой справедливо соотно-
шение 𝐼𝐵(𝐺)⩽𝐼𝐵(𝐹 )−1, утверждение леммы выполняется. Рассмотрим про-
извольную схему 𝑆 со входами 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, реализующую систему функций 𝐹
и содержащую ровно 𝐼𝐵(𝐹 ) элементов единичного веса. В этой схеме выде-
лим первый (относительно некоторой правильной монотонной нумерации)
такой элемент и обозначим его 𝐸. Элементу 𝐸 соответствует (приписана)
𝑞-местная функция 𝜔 из множества {𝜔1, . . ., 𝜔𝑝}, а на входы этого элемента
подаются монотонные функции ℎ1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), . . ., ℎ𝑞(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Передела-
ем схему 𝑆, удалив из нее элемент 𝐸, создав вместо него еще один вход
схемы, на который подадим переменную 𝑦. Полученная таким перестро-
ением схема 𝑆 ′ реализует систему функций 𝐺= {𝑔1, . . ., 𝑔𝑚}, причем для
𝑖=1, . . ., 𝑚 выполняются условия

𝑓𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑔𝑖
(︀
𝜔(ℎ1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), . . ., ℎ𝑞(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)), 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛

)︀
.
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Кроме того, справедливо неравенство 𝐼𝐵(𝐺)⩽𝐼𝐵(𝐹 )−1.
Пусть цепь

𝐶 = (̃︀𝛼1, ̃︀𝛼2, . . ., ̃︀𝛼𝑟)

имеет падение 𝑑(𝐹 ).
Рассмотрим последовательность 𝐶 ′ наборов длины 𝑛+1:

(𝜔(ℎ1(̃︀𝛼1), . . ., ℎ𝑞(̃︀𝛼1)), ̃︀𝛼1), . . ., (𝜔(ℎ1(̃︀𝛼𝑟), . . ., ℎ𝑞(̃︀𝛼𝑟)), ̃︀𝛼𝑟).

Последовательность 𝐶 ′, вообще говоря, не является цепью, однако ее
можно так разбить на 𝑝 участков (идущих подряд элементов последова-
тельности 𝐶 ′) 𝐶 ′

1, . . ., 𝐶
′
𝑝, что каждая из последовательностей наборов 𝐶 ′

𝑗,
𝑗=1, . . ., 𝑝, является цепью и 𝑝 удовлетворяет условиям 1⩽𝑝⩽𝐷(𝐵)+1.

По предположению индукции для всех 𝑗, 𝑗 = 1, . . ., 𝑝, выполняются со-
отношения

𝑑𝐶 ′

𝑖
(𝐺)⩽ 𝑑(𝐺)⩽ (𝐷(𝐵) + 1)𝐼𝐵(𝐺) − 1 = (𝐷(𝐵) + 1)𝐼𝐵(𝐹 )−1 − 1.

Теперь, учитывая, что справедливы равенства

𝑓𝑖(̃︀𝛼) = 𝑔𝑖
(︀
𝜔(ℎ1(̃︀𝛼), . . ., ℎ𝑞(̃︀𝛼)), ̃︀𝛼)︀ , 𝑖= 1, . . ., 𝑚,

получаем:

𝑑𝐶(𝐹 )⩽
𝑝∑︀

𝑖=1

𝑑𝐶 ′

𝑖
(𝐺)+𝑝−1⩽

𝑝∑︀
𝑖=1

((𝐷(𝐵)+1)𝐼𝐵(𝐹 )−1−1)+𝑝−1⩽ (𝐷(𝐵)+1)𝐼𝐵(𝐹 )−1.

Лемма 9 доказана.
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 5. Из леммы 9 вытекает оценка

𝑑(𝐹 )⩽ (𝐷(𝐵) + 1)𝐼𝐵(𝐹 ) − 1,

откуда, в силу целочисленности величины 𝐼𝐵(𝐹 ), следует требуемая нижняя
оценка. Теорема 5 доказана.

З а м е ч а н и е. Оценка из теоремы 5 не может претендовать на неулуч-
шаемость для любых базисов рассматриваемого вида и произвольных систем
функций даже при 𝑘 = 2. Действительно, система булевых функций {𝑥, 𝑦}
не может иметь сложность 1 ни в каком базисе, так как иначе в един-
ственном немонотонном элементе будет реализовываться какая-то функция
от двух переменных, которая имеет спад, в точности равный единице (как
немонотонная функция от двух переменных), в то время как спад системы
равен двум.

3.2. Верхняя оценка. Переходя к получению верхней оценки тео-
ремы 5, обобщим на случай функций 𝑘-значной логики введенное ранее
понятие переключателя булевых функций.

Назовем 𝑠-переключателем упорядоченного набора функций 𝑘-знач-
ной логики 𝑓1(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛), . . ., 𝑓𝑠(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛) любую функцию 𝑘-значной
логики 𝑔(𝑧1, . . ., 𝑧𝑠, 𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛), удовлетворяющую условиям

𝑔(1, 0, . . ., 0, 𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑓1(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛),

𝑔(0, 1, . . ., 0, 𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑓2(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛),

. . .

𝑔(0, . . ., 0, 1, 𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑓𝑠(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛).
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Для множества упорядоченных наборов по 𝑠 функций 𝑠-переключате-
лем этого множества будем называть множество 𝑠-переключателей наборов
функций из данного множества (по одному 𝑠-переключателю на каждый на-
бор из 𝑠 функций).

Л е м м а 10. Пусть базис 𝐵 имеет вид 𝐵 =𝑀 ∪ {𝜔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑞},
где 𝜔 ∈ 𝑃𝑘 ∖𝑀 , 𝑞 ⩾ 1. Тогда для любого множества {(𝑓11, . . .𝑓𝑠1), . . .
. . ., (𝑓1𝑚, . . ., 𝑓𝑠𝑚)} упорядоченных наборов функций 𝑘-значной логики

найдется 𝑠-переключатель 𝐺 этого множества наборов, удовлетворя-

ющий условию

𝐼𝐵(𝐺)⩽max{𝐼𝐵(𝐹1), . . ., 𝐼𝐵(𝐹𝑠)},
где 𝐹𝑖 = {𝑓𝑖1, . . ., 𝑓𝑖𝑚}, 𝑖=1, . . ., 𝑠.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Проведем доказательство индукцией по вели-
чине 𝑟=max{𝐼𝐵(𝐹1), . . ., 𝐼𝐵(𝐹𝑠)}.

Если 𝑟 = 0, то множества функций 𝐹𝑖, 𝑖= 1, . . ., 𝑠, монотонны. Тогда
в качестве искомого множества функций 𝐺 можно взять множество

{𝑔𝑗 | 𝑔𝑗 =max(min(𝜙(𝑧1), 𝑓1𝑗), . . .,min(𝜙(𝑧𝑠), 𝑓𝑠𝑗), 𝑗 = 1, . . ., 𝑚},
где функция 𝜙(𝑧) равна 𝑘−1 для всех ненулевых значений 𝑧 и 𝜙(0)=0.

Шаг индукции. Для 𝑖 = 1, . . ., 𝑠, обозначим через 𝑆𝑖(̃︀𝑥) некото-
рую схему со входами 𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛, реализующую систему функций 𝐹𝑖

и содержащую max{𝐼𝐵(𝐹𝑖), 1} элементов, соответствующих базисной
функции 𝜔. В схеме 𝑆𝑖(̃︀𝑥) выделим первый (относительно некоторой
правильной монотонной нумерации) элемент, соответствующий базис-
ной функции 𝜔. Пусть на его вход подаются монотонные функции
ℎ𝑖1(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛), . . ., ℎ𝑖𝑞(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛). Обозначим через 𝑆𝑖(𝑦, ̃︀𝑥) схему со
входами 𝑦, 𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛, получающуюся из схемы 𝑆𝑖(̃︀𝑥) путем замены
выделенного элемента на новый вход 𝑦, а через 𝑓 ′𝑖𝑗(𝑦, 𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛),
𝑗=1, . . ., 𝑚, — функции, вычисляемые схемой 𝑆𝑖(𝑦, ̃︀𝑥). Тогда
𝑓𝑖𝑗(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛) =

= 𝑓 ′𝑖𝑗(𝜔(ℎ𝑖1(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛), . . ., ℎ𝑖𝑞(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛)), 𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛),

𝑗 = 1, . . ., 𝑚.

Положим 𝐹 ′
𝑖 = {𝑓 ′𝑖1, . . ., 𝑓 ′𝑖𝑚}. Так как 𝐼𝐵(𝐹

′
𝑖) ⩽ 𝑟 − 1, 𝑖 = 1, . . ., 𝑠, то,

по предположению индукции, найдется такое множество функций

𝐺′ = {𝑔′𝑗(𝑧1, . . ., 𝑧𝑠, 𝑦, 𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛) | 𝑗 = 1, . . ., 𝑚},
что

𝐼𝐵(𝐺
′)⩽max{𝐼𝐵(𝐹 ′

1), . . ., 𝐼𝐵(𝐹
′
𝑠)}⩽ 𝑟− 1;

𝑔′𝑗(1, 0, . . ., 0, 𝑦, 𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑓 ′1𝑗(𝑦, 𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛), 𝑗 = 1, . . ., 𝑚;

𝑔′𝑗(0, 1, . . ., 0, 𝑦, 𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑓 ′2𝑗(𝑦, 𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛), 𝑗 = 1, . . ., 𝑚;

. . .

𝑔′𝑗(0, 0, . . ., 1, 𝑦, 𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑓 ′𝑠𝑗(𝑦, 𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛), 𝑗 = 1, . . ., 𝑚.
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Теперь в функции 𝑔′𝑗(𝑧1, . . ., 𝑧𝑠, 𝑦, 𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛), 𝑗=1, . . ., 𝑚, вместо пе-
ременной 𝑦 подставим функцию

𝑌 (𝑧1, . . ., 𝑧𝑠, 𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛) =

=𝜔(max(min(𝜙(𝑧1), ℎ11(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛)), . . .,min(𝜙(𝑧𝑠), ℎ𝑠1(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛))), . . .,

max(min(𝜙(𝑧1), ℎ1𝑞(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛)), . . .,min(𝜙(𝑧𝑠), ℎ𝑠𝑞(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛)))).

Учитывая, что

𝑌 (1, 0, . . ., 0, 𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛) = 𝜔(ℎ11(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛), . . ., ℎ1𝑞(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛)),

𝑌 (0, 1, . . ., 0, 𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛) = 𝜔(ℎ21(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛), . . ., ℎ2𝑞(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛)),

. . .

𝑌 (0, 0, . . ., 1, 𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛) = 𝜔(ℎ𝑠1(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛), . . ., ℎ𝑠𝑞(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛)),

получаем, что для 𝑗=1, . . ., 𝑚 функция

𝑔𝑗(𝑧1, . . ., 𝑧𝑠, 𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛) =

= 𝑔′𝑗(𝑧1, . . ., 𝑧𝑠, 𝑌 (𝑧1, . . ., 𝑧𝑠, 𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛), 𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛)

является 𝑠-переключателем набора функций 𝑓1𝑗, . . ., 𝑓𝑠𝑗. Кроме того, для
множества 𝐺={𝑔1, . . ., 𝑔𝑚} выполняются неравенства 𝐼𝐵(𝐺)⩽1+𝐼𝐵(𝐺

′)⩽𝑟.
Лемма 10 доказана.

Введем еще одну важнейшую характеристику для базисов рассматри-
ваемого вида.

Для произвольной функции 𝑘-значной логики 𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛) и произ-
вольной цепи 𝐶 = (̃︀𝛼1, ̃︀𝛼2, . . ., ̃︀𝛼𝑟) наборов из 𝐸

𝑛
𝑘 определим величину 𝑢𝐶(𝑓)

как наибольшую длину 𝑡 подпоследовательности ̃︀𝛽1, ̃︀𝛽2, . . ., ̃︀𝛽𝑡 последова-

тельности 𝐶, удовлетворяющей условию 𝑓(̃︀𝛽1)>𝑓(̃︀𝛽2)>. . .>𝑓(̃︀𝛽𝑡).
Теперь определим инверсионную силу 𝑢(𝑓) функции 𝑓 равенством

𝑢(𝑓) = max 𝑢𝐶(𝑓), где максимум берется по всем цепям 𝐶 наборов
из 𝐸𝑛

𝑘 . Очевидно, что для любой функции 𝑓 выполняются соотношения
1 ⩽ 𝑢(𝑓) ⩽ 𝑑(𝑓) + 1, при этом если функция 𝑓 не является монотонной,
то справедливо неравенство 𝑢(𝑓)⩾2.

Пусть в базисе 𝐵, имеющем вид 𝐵 =𝑀 ∪ {𝜔1, . . ., 𝜔𝑝}, 𝜔𝑖 ∈ 𝑃2 ∖𝑀,
𝑖=1, . . ., 𝑝, функциям 𝜔1, . . ., 𝜔𝑝 приписан единичный вес. Тогда равенством
𝑢(𝐵) = max 𝑢(𝑓), где максимум берется по всем функциям 𝑓 из базиса 𝐵,
введем величину 𝑢(𝐵)— инверсионную силу базиса 𝐵.

Т е о р е м а 6[36]. Для любой конечной системы 𝐹 функций 𝑘-знач-
ной логики справедливо неравенство

𝐼𝐵(𝐹 )⩽ ⌈log𝑢(𝐵)(𝑑(𝐹 ) + 1)⌉.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑢(𝐵) = 𝑠. Выберем в базисе 𝐵 функ-
цию 𝜔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑞), удовлетворяющую условию 𝑢(𝜔) = 𝑠. Положим 𝐵 ′ =
=𝑀 ∪ {𝜔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑞)}. В силу очевидного соотношения 𝐼𝐵′(𝐹 )⩾ 𝐼𝐵(𝐹 ) до-
статочно установить неравенство 𝐼𝐵′(𝐹 )⩽ ⌈log𝑠(𝑑(𝐹 ) + 1)⌉, которое будем
доказывать индукцией по величине 𝑅(𝐹 )=⌈log𝑠(𝑑(𝐹 )+1)⌉.
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Если 𝑅(𝐹 ) = 0, то 𝑑(𝐹 ) = 0 и, следовательно, все функции системы 𝐹
монотонны. Поэтому 𝐼𝐵(𝐹 )=0.

Пусть для любой системы функции 𝐺, для которой справедливо соот-
ношение 𝑅(𝐺)⩽𝑅(𝐹 )−1, утверждение леммы выполняется.

Обозначим через 𝑇1 множество 𝑘-значных наборов длины 𝑛, обладаю-
щих тем свойством, что для любой цепи 𝐶 с концом в таком наборе выпол-
няется неравенство 𝑑𝐶(𝐹 )<𝑠

𝑅(𝐹 )−1, т. е.

𝑇1 = {̃︀𝛼 ∈𝐸𝑛
𝑘 | 𝑑𝐶(𝐹 )< 𝑠𝑅(𝐹 )−1 для любой цепи 𝐶 с концом ̃︀𝛼}.

Далее, для 𝑖=2, . . ., 𝑠−1 обозначим через 𝑇𝑖 множество 𝑘-значных на-
боров длины 𝑛, обладающих тем свойством, что для любой цепи 𝐶 наборов
из множества 𝐸𝑛

𝑘 ∖ (𝑇1 ∪ . . . ∪ 𝑇𝑖−1) с концом в таком наборе выполняется
неравенство 𝑑𝐶(𝐹 )<𝑠

𝑅(𝐹 )−1, т. е.

𝑇𝑖 = {̃︀𝛼 ∈𝐸𝑛
𝑘 ∖ (𝑇1 ∪ . . .∪ 𝑇𝑖−1) | 𝑑𝐶(𝐹 )< 𝑠𝑅(𝐹 )−1

для любой цепи 𝐶 с концом ̃︀𝛼, 𝐶 ⊂𝐸𝑛
𝑘 ∖ (𝑇1 ∪ . . .∪ 𝑇𝑖−1), }.

Наконец, положим

𝑇𝑠 =𝐸𝑛
𝑘 ∖ (𝑇1 ∪ . . .∪ 𝑇𝑠−1).

Отметим, что если ̃︀𝛼∈𝑇𝑖 и ̃︀𝛽≺ ̃︀𝛼, то ̃︀𝛽∈𝑇1∪. . .∪𝑇𝑖−1, 𝑖=1, . . ., 𝑠.
Теперь докажем, что для любой цепи 𝐶 наборов из множества 𝑇𝑠 так-

же выполняется неравенство 𝑑𝐶(𝐹 )< 𝑠
𝑅(𝐹 )−1. Действительно, предположив

противное, получаем, что существует цепь 𝐶𝑠 с началом в наборе ̃︀𝛼𝑠, ̃︀𝛼𝑠∈𝑇𝑠,
для которой выполняется неравенство 𝑑𝐶𝑠

(𝐹 )⩾ 𝑠𝑅(𝐹 )−1. С другой стороны,
так как набор ̃︀𝛼𝑠 не лежит в множестве 𝑇𝑠−1, то найдется цепь 𝐶𝑠−1 с
началом в наборе ̃︀𝛼𝑠−1, ̃︀𝛼𝑠−1 ∈ 𝑇𝑠−1, и с концом в наборе ̃︀𝛼𝑠, ̃︀𝛼𝑠 ∈ 𝑇𝑠, для
которой выполняется неравенство 𝑑𝐶𝑠−1

(𝐹 )⩾ 𝑠𝑅(𝐹 )−1. Аналогично последова-
тельно для 𝑖= 𝑠− 2, . . ., 1 устанавливаем существование цепи 𝐶𝑖 с началом
в наборе ̃︀𝛼𝑖, ̃︀𝛼𝑖 ∈ 𝑇𝑖, и с концом в наборе ̃︀𝛼𝑖+1, ̃︀𝛼𝑖+1 ∈ 𝑇𝑖+1, для которой вы-
полняется неравенство 𝑑𝐶𝑖

(𝐹 )⩾ 𝑠𝑅(𝐹 )−1.
Тогда для цепи 𝐶=𝐶1∪. . .∪𝐶𝑠 справедливы соотношения

𝑑𝐶(𝐹 ) = 𝑑𝐶1
(𝐹 ) + . . .+ 𝑑𝐶𝑠

(𝐹 )⩾ 𝑠
(︀
𝑠𝑅(𝐹 )−1)︀= 𝑠𝑅(𝐹 ) > 𝑑(𝐹 ),

что противоречит определению величины 𝑑(𝐹 ).
Далее для каждой функции 𝑓𝑗 из множества 𝐹 ={𝑓1, . . ., 𝑓𝑚} положим

𝑓𝑖𝑗(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛)=

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
0, если (𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛)∈ 𝑇1 ∪ . . .∪ 𝑇𝑖−1;

𝑓𝑗(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛), если (𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛)∈ 𝑇𝑖;

𝑘− 1, если (𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛)∈ 𝑇𝑖+1 ∪ . . .∪ 𝑇𝑠;

𝑖=1, . . ., 𝑠.
Теперь введем обозначения

𝐹𝑖 = {𝑓𝑖𝑗 | 𝑓𝑗 ∈ 𝐹}, 𝑖= 1, . . ., 𝑠.
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В силу определения множеств 𝐹𝑖 выполняются неравенства 𝑑(𝐹𝑖)<𝑠
𝑅(𝐹 )−1,

𝑖=1, . . ., 𝑠, и, следовательно, неравенства

𝑑(𝐹𝑖)⩽ 𝑠𝑅(𝐹 )−1 − 1, 𝑖= 1, . . ., 𝑠.

Поэтому

𝑅(𝐹𝑖) = ⌈log𝑠(𝑑(𝐹𝑖) + 1)⌉⩽ ⌈log 𝑠𝑅(𝐹 )−1⌉=𝑅(𝐹 )− 1, 𝑖= 1, . . ., 𝑠.

В силу определения величины 𝑠=𝑢(𝜔) найдется цепь

(𝛽11, . . ., 𝛽1𝑞), (𝛽21, . . ., 𝛽2𝑞), . . ., (𝛽𝑠1, . . ., 𝛽𝑠𝑞),

удовлетворяющая условию

𝜔(𝛽11, . . ., 𝛽1𝑞)>𝜔(𝛽21, . . ., 𝛽2𝑞)> . . . > 𝜔(𝛽𝑠1, . . ., 𝛽𝑠𝑞).

Функции 𝜉1, . . ., 𝜉𝑞 определим равенствами

𝜉𝑗(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝛽𝑖𝑗, 𝑖= 1, . . ., 𝑠, 𝑗 = 1, . . ., 𝑞,

справедливыми для всех наборов (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) из множества 𝑇𝑖.
Далее положим 𝑏𝑖=𝜔(𝛽𝑖1, . . ., 𝛽𝑖𝑞), 𝑖=1, . . ., 𝑠.
Теперь определим функции 𝜆𝑗(𝑥), 𝑗=1, . . ., 𝑘−1:

𝜆𝑗(𝑥) =

⎧⎨
⎩0, если 𝑥< 𝑗;

1, если 𝑥⩾ 𝑗.

И, наконец, введем функции 𝜇𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑖=1, . . ., 𝑠:

𝜇𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) =

⎧⎨
⎩0, если (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈ 𝑇1 ∪ . . .∪ 𝑇𝑖−1;

1, если (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈ 𝑇𝑖 ∪ . . .∪ 𝑇𝑠.

Отметим, что все введенные функции монотонны.
Теперь рассмотрим 𝑠-переключатель 𝐺= {𝑔𝑗(𝑧1, . . ., 𝑧𝑠, ̃︀𝑥) | 𝑗 =1, . . ., 𝑚}

множества наборов функций {(𝑓1𝑗(̃︀𝑥), . . ., 𝑓𝑠𝑗(̃︀𝑥)) | 𝑗 =1, . . ., 𝑚}, о существо-
вании которого говорится в лемме 10.

В функции 𝑔𝑗(𝑧1, . . ., 𝑧𝑠, ̃︀𝑥), 𝑗 = 1, . . ., 𝑚, вместо переменной 𝑧𝑖, 𝑖 =
=1, . . ., 𝑠, подставим функцию

𝑍𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)=min
{︀
𝜆𝑏𝑖

(︀
𝜔(𝜉1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), . . ., 𝜉𝑞(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛))

)︀
, 𝜇𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)

}︀
.

Учитывая, что функция 𝑍𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) обращается в единицу на наборах
из множества 𝑇𝑖, а на остальных наборах равна нулю, получаем, что на
наборах (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) из множества 𝑇𝑖 справедливы равенства

𝑔𝑗(𝑍1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), . . ., 𝑍𝑠(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) =

= 𝑓𝑖𝑗(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑓𝑗(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),

𝑖=1, . . ., 𝑠, 𝑗=1, . . ., 𝑚.
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Для реализации функций 𝑍1, . . ., 𝑍𝑠, помимо использования монотон-
ных функций, потребовалось лишь однократное использование функции 𝜔.
Поэтому, учитывая предположение индукции, получаем соотношения

𝐼𝐵′(𝐹 )⩽ 𝐼𝐵′(𝐺) + 1⩽max{𝐼𝐵′(𝐹1), . . ., 𝐼𝐵′(𝐹𝑠)}+ 1⩽

⩽max{⌈log𝑠(𝑑(𝐹1) + 1)⌉, . . ., ⌈log𝑠(𝑑(𝐹𝑠) + 1)⌉}⩽ ⌈︀
log𝑠 𝑠

𝑅(𝐹 )−1⌉︀+ 1=𝑅(𝐹 ),

которые завершают переход индукции. Теорема 6 доказана.
В случае, когда для базиса 𝐵 выполняется равенство 𝐷(𝐵)+ 1= 𝑢(𝐵),

теоремы 5 и 6 дают точное значение немонотонной сложности в базисе 𝐵
для любой системы функций 𝑘-значной логики. Очевидно, что это равенство
выполняется для базисов 𝐵𝑃 и 𝐵𝐿, откуда и следует теорема 4.

Далее, стандартным образом определим функции Шеннона немоно-

тонной сложности функций от 𝑛 переменных и сложности систем из

𝑚 функций от 𝑛 переменных над базисом 𝐵:

𝐼𝐵(𝑛) = max
𝑓∈𝑃𝑘(𝑛)

𝐼𝐵(𝑓), 𝐼𝐵(𝑛, 𝑚) = max
𝐹={𝑓1,...,𝑓𝑚}: 𝑓𝑗∈𝑃𝑘(𝑛)

𝐼𝐵(𝐹 ).

Теперь положим

𝑇 (𝑘, 𝑛) = (𝑘− 1)𝑛−
⌊︁
(𝑘− 1)𝑛

𝑘

⌋︁
+ 1= (𝑘− 2)𝑛+

⌈︁
𝑛

𝑘

⌉︁
+ 1.

Легко проверить, что величина 𝑇 (𝑘, 𝑛) ровно на единицу превосходит мак-
симально возможный спад у функций 𝑘-значной логики от 𝑛 переменных.

Простым следствием теоремы 4 является следующая характеризация
функций Шеннона немонотонной сложности над базисами 𝐵𝑃 и 𝐵𝐿.

Т е о р е м а 7 [36]. Для любых 𝑛 и 𝑚, 𝑛 ⩾ 1, 𝑚 ⩾ 2, справедливы
равенства

𝐼𝐵𝑃
(𝑛) = ⌈log2 𝑇 (𝑘, 𝑛)⌉ , 𝐼𝐵𝑃

(𝑛, 𝑚) = ⌈log2((𝑘− 1)𝑛+ 1)⌉ ;

𝐼𝐵𝐿
(𝑛) = ⌈log𝑘 𝑇 (𝑘, 𝑛)⌉ , 𝐼𝐵𝐿

(𝑛, 𝑚) = ⌈log𝑘((𝑘− 1)𝑛+ 1)⌉ .

§ 4. Сложность функций 𝑘-значной
логики в двух бесконечных базисах

4.1. Схемная сложность в бесконечных базисах. К рассматривав-
шейся в предыдущем параграфе задаче об инверсионной (немонотонной)
сложности функций 𝑘-значной логики в базисах 𝐵𝑃 и 𝐵𝐿 тесно примы-
кает задача об обычной сложности (когда под сложностью 𝐿𝐵(𝑓) функ-
ции 𝑓 понимается минимально возможное число всех элементов при ре-
ализации функции 𝑓 схемами над базисом 𝐵) функций многозначной ло-
гики в бесконечных базисах 𝐵𝑃 и 𝐵𝐿. При этом если справедливость
при условии 𝑑(𝑓)→∞ равенства 𝐿𝐵𝐿

(𝑓) = 2 log𝑘(𝑑(𝑓) + 1) + 𝑂(1) непо-
средственно следует из вполне ожидаемого, но далеко не очевидного
соотношения 𝐿𝐵𝐿

(𝑓) = 2𝐼𝐵𝐿
(𝑓) + 𝑂(1), то для доказательства равенства

𝐿𝐵𝑃
(𝑓)=3 log3(𝑑(𝑓)+1)+𝑂(1) требуется значительно более детальный ана-

лиз строения схем над базисом 𝐵𝑃 .
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Но прежде чем перейти к детальному анализу сложности функций
𝑘-значной логики в бесконечных базисах 𝐵𝑃 и 𝐵𝐿 в случае, когда все эле-
менты базиса имеют единичный вес, остановимся на особенностях и из-
вестных результатах, касающихся вопросов схемной сложности функций
(в подавляющем большинстве двузначной логики) над бесконечными бази-
сами, как правило, в шенноновской постановке задачи. Отметим, что сильно
сжатые и неполные обзоры по этой тематике содержатся в работах [23, 25,
28, 34, 66].

Сначала формализуем понятия бесконечного и конечного базисов. Как
и прежде, под базисом будем понимать произвольную функционально пол-
ную в 𝑃2 (или в 𝑃𝑘) систему функций. Базис называется бесконечным, если
он содержит функции, существенно зависящие от сколь угодно большого
числа переменных (т. е. для всякого 𝑚 в базисе имеется функция, суще-
ственно зависящая не менее чем от 𝑚 переменных). В противном случае
базис называется конечным.

В дальнейшем если не оговорено иное, то предполагается, что обсуж-
дается задача о схемной сложности булевых функций над бесконечными
базисами в постановке, предполагающей, что веса всех элементов базиса
равны 1, но будем касаться и варианта этой задачи, допускающей наличие
произвольных положительных весов у элементов базиса.

Изложение известных результатов будем вести на языке описания
асимптотического поведения функции Шеннона 𝐿𝐵(𝑛), которая, как обыч-
но, для любого значения 𝑛 определяется как наименьшая величина слож-
ности, достаточная для реализации схемой над базисом 𝐵 любой булевой
функции от 𝑛 переменных. Что касается задачи о сложности реализации
над бесконечными базисами конкретных последовательностей функций, то
в этом направлении стоит отметить работы [26, 88, 96, 108].

В 1956 г. Д.Э. Маллер установил [101], что для всякого конечного (пол-
ного) базиса 𝐵 булевых функций порядок роста функции Шеннона 𝐿𝐵(𝑛)
при 𝑛→∞ равен 2𝑛/𝑛.

Исчерпывающее описание асимптотического поведения функций Шен-
нона для всех полных конечных булевых базисов с положительными весами
элементов в 1958 г. дано О.Б. Лупановым [50] (см. также [55]). Пусть каж-
дому элементу 𝐸 базиса 𝐵 приписан положительный вес 𝑃 (𝐸). Для каждого

элемента 𝐸 с числом входов 𝑟(𝐸)⩾2 рассмотрим величину
𝑃 (𝐸)

𝑟(𝐸)− 1
и будем

называть ее приведенным весом элемента 𝐸. В [50] установлено, что

𝐿𝐵(𝑛)∼ 𝜌
2𝑛

𝑛
,

где 𝜌— минимум приведенных весов элементов базиса 𝐵.
Задача асимптотического поведения функций Шеннона для всех бес-

конечных булевых базисов оказалась значительно сложнее и в настоящее
время далека от своего решения. По существу, порядки роста функций Шен-
нона сложности реализации булевых функций над бесконечными базисами
до недавнего времени были известны только в отдельных случаях. Но и эти
результаты говорили о том, что поведение функций Шеннона для бесконеч-
ных базисов очень разнообразно. В частности, давно известны [54, 56, 57,
59, 60, 87] примеры базисов, для которых порядки роста функций Шеннона
равны: 1, log2 𝑛, (2

𝑛/𝑛)1/2, 2𝑛/2.
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Тривиальным примером, когда функция Шеннона тождественно равна
единице, является базис 𝑃2, состоящий из всех булевых функций. Некото-
рые базисы, в которых функция Шеннона стабилизируется начиная с неко-
торого 𝑛0 (т. е. равна константе для всех достаточно больших значений 𝑛),
можно извлечь из работы Э.И. Нечипорука [62], в которой для похожей за-
дачи базисы такого вида названы «неинтересными».

По-видимому, первый бесконечный базис, для которого были получены
интересные и нетривиальные результаты, касающиеся обсуждаемой в дан-
ный момент задачи, — это базис 𝐵−, состоящий из всех монотонных бу-
левых функций и отрицания. Из работы Э. Н. Гилберта [87] 1954 года,
в которой хотя и исследуется формально совсем другая модель управляю-
щих систем — контактные схемы, тем не менее для класса схем из функ-
циональных элементов извлекаются верхняя оценка инверсионной слож-
ности произвольной функции, а также отличающаяся от нее асимптоти-
чески вдвое мощностная нижняя оценка функции Шеннона инверсионной
сложности 𝐼(𝑛), вместе устанавливающие логарифмический порядок роста
функции Шеннона 𝐿𝐵−

(𝑛). Теорема о точном значении инверсионной слож-
ности произвольной булевой функции, доказанная А.А. Марковым в 1957 г.,
в силу очевидных неравенств 𝐼(𝑓) + 1⩽ 𝐿𝐵−

(𝑓)⩽ 2𝐼(𝑓) + 1, справедливых
для функций, отличных от переменных и их отрицаний, автоматически да-
ет верхнюю и нижнюю оценки сложности произвольной булевой функции
в базисе 𝐵−, отличающиеся не более чем вдвое. Асимптотическое равенство

𝐿𝐵−
(𝑛)∼ log2 𝑛

является следствием, например, более общей теоремы 1 из [40]. В разде-
ле 4.4 данного параграфа для произвольной булевой функции будет указано
точное значение сложности в базисе, состоящем из всех монотонных буле-
вых функций и отрицания.

Следующей после теоремы Маркова важнейшей вехой в исследовании
сложности булевых функций в бесконечных базисах стали фундаменталь-
ные результаты [58–62], полученные в 1961–1965 гг. Э.И. Нечипоруком.

В работах [58, 59] для бесконечного базиса 𝐵𝐷, состоящего из отрица-
ния и всевозможных дизъюнкций переменных, Э.И. Нечипоруком установ-
лена асимптотика роста функции Шеннона:

𝐿𝐵𝐷
(𝑛)∼ 2

√
2 2

𝑛
2 .

В работах [58, 59, 61, 62] для бесконечных полных базисов Ë𝑖, 𝑖=
=1, 2, 3, 4, 5, определяемых равенствами

Ë1 = [{𝑥⊕ 𝑦, 1}] ∪ {𝑥&𝑦},
Ë2 = [{𝑥⊕ 𝑦 ⊕ 1}] ∪ {𝑥&𝑦, 𝑥}, Ë3 = [{𝑥⊕ 𝑦}] ∪ {𝑥&𝑦, 𝑥},

Ë4 = [{𝑥⊕ 𝑦 ⊕ 𝑧}] ∪ {𝑥&𝑦, 𝑥}, Ë5 = [{𝑥⊕ 𝑦 ⊕ 𝑧 ⊕ 1}] ∪ {𝑥&𝑦},
в случае, когда функции из замкнутого класса линейных функций, входящих
в соответствующий базис Ë𝑖, имеют нулевой вес, а конъюнкция двух пере-
менных и отрицание (если отрицание не входит в нулевую часть базиса) —
единичный вес, установлено, что рост функции Шеннона асимптотически
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равен 2𝑛/2 (в работе [62] даже получен существенно более общий резуль-
тат). Как следствие для функций Шеннона 𝐿Ë𝑖

(𝑛) сложности реализации
булевых функций в бесконечных базисах Ë𝑖, в случае, когда все элементы
базиса имеют единичный вес, установлен порядок роста:

𝐿Ë𝑖
(𝑛) =É

(︀
2

𝑛
2

)︀
, 𝑖= 1, 2, 3, 4, 5.

Говоря о результатах Э.И. Нечипорука первой половины 60-х годов
прошлого века в области схемной сложности булевых функций в бесконеч-
ных базисах, стоит подробнее остановиться на одном из важнейших беско-
нечных базисов — базисе из пороговых элементов, совмещающих просто-
ту, гибкость и надежность с важными практическими приложениями, свя-
занными с моделированием пороговыми функциями нейронов. Пороговым
функциям и схемам из пороговых функций посвящена обширная литература
(см., например, [11–13, 67, 109]).

Булева функция называется пороговой, если множество ее единиц
отделимо от множества ее нулей гиперплоскостью, т. е. булева функция
𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) называется пороговой, если существуют такие действитель-
ные числа 𝑤1, . . ., 𝑤𝑛, ℎ, что неравенство 𝑤1𝑥1+ . . .+𝑤𝑛𝑥𝑛 ⩽ ℎ выполняется
только при таких 𝑥1 = 𝜎1, . . ., 𝑥𝑛 = 𝜎𝑛, при которых выполняется условие
𝑓(𝜎1, . . ., 𝜎𝑛)=0. Так как функции 𝑥&𝑦, 𝑥∨𝑦 и 𝑥— пороговые, то бесконеч-
ный базис 𝐵𝑡 всех пороговых функций является полным.

Сложность булевых функций в базисе 𝐵𝑡 исследовалась многими
авторами (см., например, [3–5, 10, 68, 74, 109Φ111]). Так, например,
Р.О. Уиндер показал [110], что

𝐿𝐵𝑡
(𝑛) =Ñ

(︂(︁
2𝑛

𝑛

)︁ 1
2

)︂
.

В 1964 г. Э.И. Нечипорук нашел [60] порядок роста функции Шеннона
𝐿𝐵𝑡

(𝑛), установив нижнюю и верхнюю оценки, отличающиеся при 𝑛→∞
асимптотически в

√
2 раз:

2(1− 𝑜(1))
(︁
2𝑛

𝑛

)︁ 1
2

⩽𝐿𝐵𝑡
(𝑛)⩽ 2

√
2(1 + 𝑜(1))

(︁
2𝑛

𝑛

)︁ 1
2

.

Окончательное асимптотически точное решение о сложности ре-
ализации булевых функций в базисе 𝐵𝑡 было получено в 1973 г.
О.Б. Лупановым [54], который доказал, что

𝐿𝐵𝑡
(𝑛)∼ 2

(︁
2𝑛

𝑛

)︁ 1
2

.

Перейдем к еще одному важному примеру бесконечного базиса, изу-
чению теоретико-сложностных свойств которого придавал особое значение
О.Б. Лупанов. Булева функция, принимающая значение 1 лишь на некото-
рой антицепи (множество попарно несравнимых двоичных наборов одинако-
вой длины), называется антицепной. Множество всех антицепных функций
образует бесконечный базис, который обозначается через 𝐴𝐶 (см., напри-
мер, [19]). В базис 𝐴𝐶 также включаются константы 0 и 1, по соглашению
не имеющие переменных. С содержательной точки зрения им соответствуют
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функциональные элементы без входов, реализующие на выходе константы
0 и 1 соответственно. Множество 𝐴𝐶 замкнуто относительно операций под-
становки констант и отождествления переменных, и всякая булева функция
выражается через функции из множества 𝐴𝐶 с помощью операции суперпо-
зиции (система 𝐴𝐶 полна, поскольку, например, функции 𝑥 и 𝑥&𝑦 являются
антицепными, а их совокупность образует базис).

Серьезное изучение базиса антицепных функций началось в середине
90-х годов прошлого века с работ О.М. Касим-Заде [19, 20], хотя, учиты-
вая, что число антицепей в булевом кубе заданной размерности равно чис-
лу монотонных булевых функций от соответствующего числа переменных,
нетривиальную нижнюю оценку 𝐿𝐴𝐶(𝑛)⩾ (1/2− 𝑜(1)) log 𝑛 можно извлечь
уже из мощностной нижней оценки, содержащейся в работе [87]. В [19]
была установлена достаточно простая верхняя оценка 𝑛+1 для сложности
произвольной булевой функции от 𝑛 переменных (эта оценка спустя почти
двадцать лет была улучшена на 1 О.В. Подольской [63]), но основным ре-
зультатом работы [19] стало устранение экспоненциального разрыва в ниж-
ней и верхней оценках функции Шеннона, а именно была принципиально,
до величины Ñ(𝑛1/3), поднята нижняя оценка величины 𝐿𝐴𝐶(𝑛).

В [20] О.М. Касим-Заде доказал нижнюю оценку Ñ(
√︀
𝑛/ ln 𝑛) сложно-

сти в базисе 𝐴𝐶 линейной функции от 𝑛 переменных, тем самым улучшив
предыдущую нижнюю оценку функции Шеннона.

Окончательно порядок роста функции Шеннона сложности булевых
функций в бесконечном базисе антицепных функций установлен в 2015 г.
О.В. Подольской [64]. Она доказала, что

𝐿𝐴𝐶(𝑛) =É(𝑛).

Прежде чем перейти к результатам общего порядка о сложности реали-
зации булевых функций над бесконечными базисами, отметим еще несколь-
ко близких по тематике исследований.

Серия результатов Н.А. Карповой [16–18] формально не подпадает под
указанную выше постановку задачи о сложности в бесконечных базисах,
так как набор допустимых средств для построения схемы зависит от самой
функции, а точнее от числа аргументов этой функции. Однако эти резуль-
таты имеют прямое отношение к обсуждаемой задаче и не могут быть здесь
проигнорированы.

В работе [18] Н.А. Карпова показала, что если базис 𝐵 состоит из
элементов, реализующих все булевы функции от 𝑛−1 переменной, то любая
булева функция от 𝑛 переменных, 𝑛 ⩾ 4, может быть вычислена схемой
над базисом 𝐵, содержащей три элемента. Если же базис состоит из всех
функций от 𝑛−𝑐 переменных, то при всех достаточно больших значениях 𝑛
величина соответствующей функции Шеннона равна 2𝑐+1.

Логическим продолжением исследований из [18] является работа [16],
в которой изучался вопрос о сложности реализации функции от 𝑛 перемен-
ных схемами, состоящими из элементов (блоков), реализующих всевозмож-
ные системы из 𝑚 функций от 𝑚 переменных. Такая постановка является
нетривиальной только при условии 𝑚<𝑛. В [16] установлено, что при вы-
полнении условия 𝑛− log 𝑛−𝑚→∞ соответствующая функция Шеннона
растет асимптотически как

2𝑛

𝑚(𝑛+ 2𝑚)
.
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В работе [17] результаты из [16] удалось перенести с сохранением каче-
ственной картины на существенно более широкий класс базисов, в частно-
сти на случай базисов, состоящих из элементов с ограниченным информа-
ционным содержанием.

М. И. Гринчук в работе [9] изучал рост функций Шеннона для беско-
нечного базиса, состоящего из всех симметрических булевых функций, при
этом вес каждого базисного элемента равен числу его существенных вхо-
дов. Доказательство утверждения, что в таком базисе, как и в любом полном
бесконечном базисе, в котором вес каждого элемента равен числу его су-
щественных входов, функция Шеннона асимптотически растет как 2𝑛/𝑛,
интересно прежде всего альтернативным способом подсчета в бесконечном
базисе схем сложности не менее заданной, необходимого для доказатель-
ства нижней мощностной оценки. Кроме того, в работе [9] рассматривалась
функция Шеннона сложности реализации булевых функций одноэлемент-
ными схемами — специфика базиса позволяет для произвольной функции
строить схемы, состоящие всего из одного элемента. Для такой функции
Шеннона, помимо естественной верхней оценки 2𝑛 − 1, установлена ниж-
няя оценка 2𝑛−𝑛2.

Отметим также исследования сложности реализации булевых функций
схемами заданной глубины над базисом из обобщенных конъюнкций

𝐵𝐾𝐷 =
{︁(︀
𝑥𝛼1

1 . . . 𝑥𝛼𝑘

𝑘

)︀𝛽 | 𝑘= 1, 2, . . .; 𝛼𝑖, 𝛽 ∈ {0, 1}
}︁
,

проведенные И.С. Сергеевым [69, 70]. Асимптотическое равенство

𝐿𝐵𝐾𝐷
∼
√
2 · 2 𝑛

2 ,

вытекающее из технически тяжелого результата Э.И. Нечипорука [59], до-
казано в [70] значительно проще. Кроме того, в [70] установлена нижняя
оценка сложности в случае реализации схемами фиксированной глубины,
из которой следует, что указанная асимптотика функции Шеннона не мо-
жет быть достигнута на схемах ограниченной глубины. В частности, для
схем глубины 3 над базисом 𝐵𝐾𝐷 в [69] найден асимптотический рост со-
ответствующей функции Шеннона, равный 2 · 2 𝑛

2 , что усиливает результат
из [82].

Переходя к общим результатам, касающихся сложности функций над
бесконечными базисами, следует сказать, что получены они в основном
усилиями Н.А. Карповой и О.М. Касим-Заде.

В 1970 г. Н.А. Карпова установила [14] необходимые и достаточные
условия, которым должна удовлетворять числовая функция, асимптотичес-
ки равная функции Шеннона при реализации булевых функций в произволь-
ном бесконечном базисе, каждому элементу которого приписан произволь-
ный неотрицательный вес: эта функция должна быть асимптотически моно-
тонна и допустима, а допустимой называется такая числовая функция 𝑃 (𝑛),
что для всякого 𝜀> 0 найдется такое 𝑁 , что при всех 𝑛 и всех 𝑡 (𝑁 ⩽ 𝑡⩽𝑛)
выполнено условие

𝑃 (𝑛)(𝑡𝑛+ 2𝑡)

2𝑛𝑃 (𝑡)
< 1 + 𝜀.

Таким образом, была дана полная характеризация функций, асимптотически
равных функциям Шеннона в таких бесконечных базисах [14]. В 1975 г.
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Н.А. Карпова показала [15], что установленные в [14] результаты могут
быть сформулированы в терминах аксиоматически заданных функционалов.

Отметим, что, во-первых, в рассматриваемой Н.А. Карповой постанов-
ке допускались элементы нулевого веса, а во-вторых, задача нахождения
по заданному бесконечному базису функции Шеннона сложности в этом
базисе в указанных работах не рассматривалась. Как показали дальней-
шие исследования в области сложности над бесконечными базисами, кар-
тина поведения функций Шеннона в случае меры сложности, равной числу
элементов схемы, существенно отличается от общей картины, описанной
Н.А. Карповой.

Возвращаясь к постановке задачи, предполагающей, что веса всех ба-
зисных элементов равны единице, выделим результат, полученный в 1997 г.
О.М. Касим-Заде. В работе [21] он доказал, что для всякого бесконечного
базиса 𝐵 выполняется соотношение 𝐿𝐵(𝑛) =𝑂(2𝑛/2). С точностью до кон-
станты эта оценка является, вообще говоря, неулучшаемой: из уже упоми-
навшейся работы Э.И. Нечипорука [59], в частности, известен пример бес-
конечного базиса, в котором порядок роста функции Шеннона равен 2𝑛/2.
Как уже отмечалось, результаты работ Э. Н. Гилберта [87] и А. А. Мар-
кова [56, 57] дают пример бесконечного базиса с порядком роста функции
Шеннона равным log2 𝑛, результаты Э. И. Нечипорука [60] и О. Б. Лупа-
нова [54] о схемах в базисе пороговых функций дают пример бесконечного

базиса с порядком роста функции Шеннона равным
√︁

2𝑛

𝑛
, а базис 𝐵, состо-

ящий из всех булевых функций, — пример базиса с ограниченной сверху
функцией Шеннона.

В 2002 г. О. М. Касим-Заде [22] предложил новый метод получения
двусторонних оценок функций Шеннона в произвольных бесконечных ба-
зисах, который позволил при достаточно слабых ограничениях оценить рост
функций Шеннона с точностью до полиномиальной эквивалентности. Метод
получения нижних оценок в [22] основан на «мощностных» соображениях
и восходит к [54, 60]. Что касается верхних оценок, то предложенный в [22]
метод позволил получить верхние оценки функции Шеннона, сопоставимые
с ее мощностной нижней оценкой. Эти результаты получили развитие в [23],
где были получены более точные оценки.

В общих чертах качественная картина поведения порядков роста функ-
ций Шеннона в бесконечных базисах была описана О. М. Касим-Заде [25]
в 2013 г.

Для изложения этих результатов введем еще два определения.
Если выполнено соотношение 𝑎(𝑛) =𝑂(𝑏(𝑛)), то, следуя [25], интер-

валом между функциями 𝑎(𝑛) и 𝑏(𝑛) будем называть множество всех дей-
ствительнозначных функций 𝑐(𝑛) натурального аргумента, принимающих
положительные значения при всех достаточно больших 𝑛 и удовлетворяю-
щих условиям 𝑐(𝑛) = Ñ(𝑎(𝑛)) и 𝑐(𝑛) = 𝑂(𝑏(𝑛)). Если функция 𝑐(𝑛) лежит
в интервале между функциями 𝑎(𝑛) и 𝑏(𝑛) и по порядку роста не совпада-
ет ни с одной из них, то будем говорить, что функция 𝑐(𝑛) лежит строго

в интервале между функциями 𝑎(𝑛) и 𝑏(𝑛).
Далее, классом 𝐿 содержательно (подробнее см. [25]) назовем мно-

жество функций от одной действительной переменной, состоящее из тож-
дественной функции 𝑥, всех действительных констант, и такое, которое вме-
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сте с любыми двумя функциями 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) содержит все функции, финаль-
но эквивалентные функциям 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥), 𝑓(𝑥)− 𝑔(𝑥), 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥), 𝑓(𝑥)/𝑔(𝑥),
𝑒𝑓(𝑥), log2 |𝑓(𝑥)| (финальная эквивалентность означает равенство функций
для всех значений аргумента, начиная с некоторого числа).

Согласно классификации, описанной в [25], для любого бесконечного
базиса порядок роста функции Шеннона либо равен 1, либо лежит в одном
из двух интервалов: или между функциями log2 𝑛 и 𝑛, или между функци-
ями 𝑛 и 2𝑛/2.

Таким образом, для всякого бесконечного базиса порядок роста функ-
ции Шеннона либо равен 1, либо не меньше log2 𝑛. Иначе говоря, не суще-
ствует базиса, для которого порядок роста функции Шеннона лежит строго
в интервале между функциями 1 и log2 𝑛 [25].

В [25] установлено, что существуют базисы с порядком роста функ-
ции Шеннона, равным 𝑛. Из этого факта и приведенных выше результатов
следует, что границы 1, log2 𝑛, 𝑛 и 2𝑛/2 каждого из интервалов, указанных
в классификации порядков роста функций Шеннона [25], достижимы.

Отметим, что порядок роста функции Шеннона
√︁

2𝑛

𝑛
, относящийся к ба-

зису пороговых функций, лежит строго в интервале между функциями 𝑛
и 2𝑛/2. Можно показать, что число базисов с различными порядками роста
функций Шеннона в этом интервале бесконечно; обширное семейство таких
базисов построено в работе [25].

В [25] показано, что для любой функции 𝜆, принадлежащей классу 𝐿
и удовлетворяющей условиям 𝜆(𝑛) = Ñ(𝑛), log2 𝜆(𝑛) =𝑂(𝑛1/2), существует
бесконечный базис, в котором функция Шеннона по порядку роста равна
функции 𝜆(𝑛). В частности, из этого результата вытекает, что порядками
роста функции Шеннона являются, например, функции 𝑛 log2 𝑛, 𝑛 log2 log2 𝑛,

𝑛2, 𝑛3/2, 𝑛
√
2, 2

5
√
𝑛 и другие (подробнее см. [25]).

Что касается интервала между функциями log2 𝑛 и 𝑛, то ответ на во-
прос, существуют ли базисы, в которых порядки роста функций Шеннона
лежат строго в этом интервале, оставался неизвестным и очень интересовал
О.М. Касим-Заде.

Упоминавшийся выше метод получения оценок, предложенный в [22],
дает, в частности, следующий результат: если полученная посредством него
мощностная нижняя оценка функции Шеннона в данном бесконечном бази-
се по порядку не ниже линейной (и тем самым функция Шеннона попадает
в интервал от 𝑛 до 2𝑛/2), то функция Шеннона по порядку заключена меж-
ду этой нижней оценкой и ее квадратом. В интервале от log2 𝑛 до 𝑛 это
свойство, вообще говоря, не выполняется. Для таких бесконечных бази-
сов получение достаточно точных нижних оценок их функций Шеннона,
по-видимому, требует привлечения иных соображений. Такие новые мето-
ды получения нижних оценок удалось разработать при исследовании базиса
антицепных функций. Некоторое время базис антицепных функций был пре-
тендентом на то, что в этом базисе порядок роста функции Шеннона лежит
строго в интервале между функциями log2 𝑛 и 𝑛. И хотя, в конечном сче-
те, это оказалось не так — О.В. Подольская [64] установила, что порядок
роста все-таки линеен,— разработанные методы помогли О.В. Подольской
в 2016 г. доказать [65], что в базисе, состоящем из всех антицепных функций
и линейных функций от любого числа переменных, порядок роста функции
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Шеннона равен
√︀
𝑛 log 𝑛. Тем самым показано, что существует базис, для

которого порядок роста функции Шеннона лежит строго в интервале между
функциями log2 𝑛 и 𝑛.

Стоит отметить, что для функций многозначной логики систематиче-
ских исследований задачи о сложности над бесконечными базисами, на-
сколько известно авторам, не проводилось. В этом направлении можно
указать только отдельные результаты, из которых выделим два, формально
не относящихся к изучаемой тематике, но представляющих явный интерес
в свете обсуждаемых вопросов.

В 2011 г. А.В. Кочергин при исследовании асимптотического поведе-
ния функции Шеннона глубины (необходимые определения см., например,
в [24]) функций многозначной логики в конечных и бесконечных базисах
установил [29, 31], что в случае бесконечного базиса порядок роста функции
Шеннона глубины либо равен 1, либо равен log2 𝑛. Для сравнения — уста-
новленная А.В. Кочергиным в [30] качественная картина асимптотического
поведения функции Шеннона глубины имеет такой вид: для произвольно-
го конечного базиса 𝐵 функций 𝑘-значной логики рост функции Шеннона
глубины асимптотически равен 𝑐𝐵𝑛, где константа 𝑐𝐵 выражается через
логарифм некоторого алгебраического числа и зависит только от базиса,
а также предложен алгоритм нахождения по базису указанной константы.
Тем самым характерные особенности поведения функции Шеннона глубины
в бесконечных базисах, известные для случая булевых функций (см., напри-
мер, [24]), сохраняются и при переходе к случаю функций 𝑘-значной логики,
где 𝑘⩾ 3.

Остановимся еще на одном результате, имеющем отношение к слож-
ности функций многозначной логики в бесконечных базисах (правда, речь
идет о «формульной» сложности) и показывающем возможность наличия
новых эффектов при переходе от булева случая к многозначному. В 2015 г.
А.А. Андреев [1] для конкретной функции 4-значной логики (результат пе-
реносится на случай функций 𝑘-значной логики при 𝑘 ⩾ 5) и некоторого
специально построенного бесконечного базиса 𝐵 установил точное значе-
ние сложности реализации этой функции формулами в базисе 𝐵 (под слож-
ностью реализации формулами понимается минимальное число переменных
и констант в формулах, реализующих данную функцию, — подробнее см.,
например, [51, 55]), численно равное

22
𝑛−1 − 1.

Эта величина превосходит известную [73] рекордную оценку сложности ре-
ализации последовательности функций над конечным базисом в 𝑃4, имею-
щую вид

2𝐶
[𝑛/2]
𝑛 ([𝑛/2] + 1)− [𝑛/2].

В примере А.А. Андреева не так существенно, что речь идет о «фор-
мульной», а не «схемной» сложности функций многозначной логики. Прин-
ципиальным моментом является тот факт, что рассматриваемый бесконеч-
ный базис не является полным. В случае булевых функций все замкнутые
классы конечно порожденные. Это значит, что любой бесконечный базис
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будет избыточным и из него можно выделить конечную подсистему, порож-
дающую тот же замкнутый класс. Следовательно, порядок роста сложности
при переходе от конечного базиса булевых функций к бесконечному не
может увеличиться. В случае же функций многозначной логики ситуация
иная. Существуют примеры замкнутых классов, не имеющих конечного ба-
зиса [77], что дает дополнительные возможности для получения высоких
нижних оценок в бесконечных базисах по сравнению с оценками в конеч-
ных базисах.

В следующих двух разделах данного параграфа для двух бесконечных
полных базисов функций многозначной логики 𝐵𝑃 и 𝐵𝐿 дается полное реше-
ние задачи о сложности схемной реализации функций многозначной логики
в шенноновской постановке — найдено точное значение соответствующих
функции Шеннона.

В последнем, четвертом разделе параграфа для булевого случая полно-
стью решена задача оптимального синтеза в ее исходной постановке — для
каждой булевой функции установлено точное значение сложности реализа-
ции в базисе, состоящем из всех монотонных булевых функций и отрицания,
а также предложен метод построения минимальной схемы.

4.2. Сложность функций 𝑘-значной логики в базисе 𝐵𝑃 .
В предыдущем параграфе в теореме 4 установлено точное значение инверси-
онной (немонотонной) сложности произвольной функции 𝑘-значной логики
в базисе 𝐵𝑃 , состоящем из отрицания Поста, т. е. функции 𝑥+ 1 (mod 𝑘),
и всех монотонных относительно порядка 0<1<. . .<𝑘−1 функций из 𝑃𝑘.

Теперь откажемся от «бесплатности» использования в схеме монотон-
ных элементов, при этом задача об инверсионной сложности превращает-
ся в задачу об обычной сложности, численно равной общему количеству
элементов в схеме. Как и ранее, относительно такой меры для сложности
в базисе 𝐵 схемы 𝑆 и функции 𝑓 будем использовать обозначения 𝐿𝐵(𝑆)
и 𝐿𝐵(𝑓) соответственно.

Из теоремы 4 и очевидных неравенств

𝐼𝐵𝑃
(𝑓)⩽𝐿𝐵𝑃

(𝑓)⩽ 2𝐼𝐵𝑃
(𝑓) + 1,

справедливых для любой функции 𝑘-значной логики 𝑓 , непосредственно сле-
дуют оценки

⌈log2(𝑑(𝑓) + 1)⌉⩽𝐿𝐵𝑃
(𝑓)⩽ 2 ⌈log2(𝑑(𝑓) + 1)⌉+ 1.

Докажем, что для базиса 𝐵𝑃 при любом 𝑘, 𝑘 ⩾ 3, значение 𝐿𝐵𝑃
(𝑓)

c точностью до небольшой аддитивной константы совпадает с величиной
3 log3(𝑑(𝑓) + 1).

Перейдем к получению соответствующих оценок. Изложение основано
на работе [41] с использованием работ [39, 42, 43].

4.2.1. Н и ж н и е о ц е н к и. Подготовку к доказательству нижних оце-
нок начнем с модификации леммы 9, но сначала напомним некоторые опре-
деления.

Для произвольного множества 𝐵 функций 𝑘-значной логики, содержа-
щего конечное число немонотонных функций, величина 𝐷(𝐵) определяется
равенством

𝐷(𝐵) =max
𝜔∈𝐵

𝑑(𝜔).
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Для произвольной схемы 𝑆 обозначим через 𝐹𝑆 систему всех функций,
реализуемых в вершинах схемы 𝑆. Также обозначим через 𝑑(𝑆) величи-
ну 𝑑(𝐹𝑆).

Л е м м а 11. Пусть схема 𝑆 ′ над базисом 𝐵 получается из схемы 𝑆
добавлением элементов 𝑒1, . . ., 𝑒𝑡, на входы которых подаются либо вхо-
ды схемы 𝑆, либо выходы каких-либо элементов схемы 𝑆. Тогда

𝑑(𝑆 ′)⩽ (𝐷(𝐵)𝑡+ 1)(𝑑(𝑆) + 1)− 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть на входы схем 𝑆 и 𝑆 ′ подаются перемен-
ные 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, а цепь

𝐶 = (̃︀𝛼1, ̃︀𝛼2, . . ., ̃︀𝛼𝑟)

наборов из 𝐸𝑛
𝑘 удовлетворяет условию 𝑑𝐶(𝐹𝑆′)=𝑑(𝑆 ′).

Обозначим величину 𝑑𝐶(𝐹𝑆) через 𝑙. Тогда цепь 𝐶 можно разбить
на 𝑙+1 подцепь 𝐶1, . . ., 𝐶𝑙+1 таким образом, что будут выполняться условия:

1. Для каждого 𝑖, 𝑖= 1, . . ., 𝑙 + 1, найдутся такие натуральные 𝑎 и 𝑏,
1⩽ 𝑎< 𝑏⩽ 𝑟, что

𝐶𝑖 = (̃︀𝛼𝑎, ̃︀𝛼𝑎+1, . . ., ̃︀𝛼𝑏).

2. При 𝑖 ̸= 𝑗 справедливо равенство 𝐶𝑖∩𝐶𝑗 =∅.

3.
𝑙+1⋃︀
𝑖=1

𝐶𝑖 =𝐶.

4. Для каждого 𝑖, 1⩽ 𝑖⩽ 𝑙+1, верно равенство 𝑑𝐶𝑖
(𝐹𝑆)=0.

Тогда для любой цепи 𝐶𝑖, 𝑖 = 1, . . ., 𝑙 + 1, и для каждой функции 𝑓𝑗,
вычисляемой на выходе элемента 𝑒𝑗, 𝑗 = 1, . . ., 𝑡, выполняется неравенство
𝑑𝐶𝑖

(𝑓𝑗)⩽𝐷(𝐵).
Поэтому, используя также соотношения 𝑙= 𝑑𝐶(𝐹𝑆)⩽ 𝑑(𝐹𝑆) = 𝑑(𝑆), по-

лучаем:

𝑑(𝑆 ′) = 𝑑𝐶(𝐹𝑆′)⩽ 𝑑𝐶1
(𝐹𝑆′) + . . .+ 𝑑𝐶𝑙+1

(𝐹𝑆′) + 𝑙=

= 𝑑𝐶1
({𝑓1, . . ., 𝑓𝑡}) + . . .+ 𝑑𝐶𝑙+1

({𝑓1, . . ., 𝑓𝑡}) + 𝑙⩽𝐷(𝐵)(𝑙+ 1)𝑡+ 𝑙=

= (𝐷(𝐵)𝑡+ 1)(𝑙+ 1)− 1⩽ (𝐷(𝐵)𝑡+ 1)(𝑑(𝑆) + 1)− 1.

Лемма 11 доказана.
Отметим, что способ доказательства леммы 11 в частном случае 𝑡= 1

может быть положен в основу альтернативного доказательства (основан-
ного на анализе той части схемы, которая примыкает не ко входам схе-
мы, а к ее выходам) нижней оценки минимального числа отрицаний Поста
при реализации систем функций 𝑘-значной логики схемами в базисе 𝐵𝑃

(см. лемму 9 и теорему 5 из предыдущего параграфа, а также лемму 1
и теорему 2 из [36]).

Теперь для произвольного натурального 𝑛 положим

𝜏(𝑛) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
1, если 3𝑟 <𝑛⩽ 4× 3𝑟−1 для некоторого целого 𝑟;

2, если 4× 3𝑟−1 <𝑛⩽ 2× 3𝑟 для некоторого целого 𝑟;

3, если 2× 3𝑟 <𝑛⩽ 3× 3𝑟 для некоторого целого 𝑟.
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Л е м м а 12. Пусть набор натуральных чисел {𝑛1, . . ., 𝑛𝑚} удовле-
творяет для некоторого натурального 𝑁 условию 𝑛1 × . . . × 𝑛𝑚 ⩾𝑁 .
Тогда справедливо неравенство

𝑛1 + . . .+ 𝑛𝑚 ⩾ 3
(︀⌈log3 𝑁⌉ − 1

)︀
+ 𝜏(𝑁).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем значение 𝑁 . Среди всех конеч-
ных наборов натуральных чисел, произведение элементов которых не менее
чем 𝑁 , отметим наборы с минимально возможным значением суммы эле-
ментов, а среди них выделим тот набор, в котором произведение элементов
максимально, и обозначим его через (𝑛1, . . ., 𝑛𝑚). В силу выбора набора до-
статочно установить справедливость утверждения леммы для выделенного
набора (𝑛1, . . ., 𝑛𝑚). Опишем некоторые свойства элементов этого набора.

1. Все элементы набора не превосходят четырех. Действительно, ес-
ли найдется элемент 𝑛𝑖, удовлетворяющий неравенству 𝑛𝑖 ⩾ 5, то, заменив
в исходном наборе элемент 𝑛𝑖 на два элемента 𝑛𝑖1 =2 и 𝑛𝑖2 =𝑛𝑖−2, получим
набор с той же самой суммой элементов, но с бо́льшим произведением —
противоречие со свойствами построенного набора.

2. Не более двух элементов набора равны двум (иначе замена трех
двоек на две тройки приведет к набору с той же суммой элементов, но
с бо́льшим произведением).

3. Среди элементов набора не более одной четверки (иначе замена
двух четверок на две тройки и двойку приведет к набору с той же суммой
элементов, но с бо́льшим произведением).

4. В наборе не могут одновременно присутствовать двойка и четверка
(иначе замена двойки и четверки на две тройки приведет к набору с той же
суммой элементов, но с бо́льшим произведением).

Таким образом, в наборе (𝑛1, . . ., 𝑛𝑚) все элементы равны трем, за ис-
ключением, быть может, одной или двух двоек или одной четверки.

Если 𝑁 = 1, то утверждение леммы проверяется непосредственно.
Далее считаем, что выполняется условие 𝑁 ⩾2. Положим 𝑟= ⌊log3(𝑁−1)⌋.
Тогда (𝑁 −1)/3< 3𝑟 ⩽𝑁 −1. Поэтому 3𝑟 +1⩽𝑁 < 3𝑟+1+1. Следовательно,
верны неравенства

3𝑟 <𝑁 ⩽ 3𝑟+1.

Отдельно рассмотрим три случая.
Случай 1∘. Пусть выполняются соотношения 3𝑟 <𝑁 ⩽ 4× 3𝑟−1. Тогда

набор (𝑛1, . . ., 𝑛𝑚) состоит из 𝑟− 1 троек и либо одной четверки, либо двух
двоек. Следовательно,

𝑛1 + . . .+ 𝑛𝑚 ⩾ 3(𝑟− 1) + 4= 3⌊log3(𝑁 − 1)⌋+ 1.

Случай 2∘. Пусть выполняются соотношения 4×3𝑟−1<𝑁 ⩽2×3𝑟. Тогда
набор (𝑛1, . . ., 𝑛𝑚) состоит из 𝑟 троек и одной двойки. Следовательно,

𝑛1 + . . .+ 𝑛𝑚 ⩾ 3𝑟+ 2= 3⌊log3(𝑁 − 1)⌋+ 2.

Случай 3∘. Пусть выполняются соотношения 2× 3𝑟 <𝑁 ⩽ 3× 3𝑟. Тогда
набор (𝑛1, . . ., 𝑛𝑚) состоит из 𝑟+1 тройки. Следовательно,

𝑛1 + . . .+ 𝑛𝑚 ⩾ 3(𝑟+ 1) = 3⌊log3(𝑁 − 1)⌋+ 3.
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Для завершения доказательства осталось воспользоваться равенством
⌊log3(𝑁−1)⌋= ⌈log3 𝑁⌉−1. Лемма 12 доказана

Для нижней границы из леммы 12 введем обозначение, для каждого
натурального 𝑛 положив

𝑊 (𝑛) = 3
(︀⌈log3 𝑛⌉ − 1

)︀
+ 𝜏(𝑛).

Отметим, что величина 𝑊 (𝑛) численно равна минимально возможно-
му числу дуг в ориентированном графе, допускающем кратные дуги, но не
содержащем ориентированных циклов, и в котором выделены две верши-
ны с числом ориентированных путей между ними не менее 𝑛 (см., напри-
мер, [32, 33, 103]).

Выпишем значения аргумента 𝑛, при которых функция𝑊 (𝑛) принимает
значения от 1 до 11 (табл. 1)

Т а б л и ц а 1

𝑊 (𝑛) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

𝑛 1 2 3 4 5–6 7–9 10–12 13–18 19–27 28–36 37–54

Отметим некоторые факты, связанные с функцией𝑊 (𝑛), которые будут
использоваться в последующих доказательствах.

Л е м м а 13.Функция𝑊 (𝑛) обладает следующими свойствами:
1. Справедливы неравенства

𝑊 (𝑛)⩾ 3 log3 𝑛, 𝑛⩾ 1;

𝑊 (𝑛)< 3 log3 𝑛+ 2− 3 log3(4/3)< 3 log3 𝑛+ 1,215, 𝑛⩾ 1;

𝑊 (𝑛)⩽𝑊 (𝑛+ 1), 𝑛⩾ 1;

𝑊 (𝑛)⩾𝑊 (𝑛+ 1)− 1, 𝑛⩾ 1;

𝑊 (𝑛)⩾𝑊 (𝑛+ 2)− 1, 𝑛⩾ 4.

2. Равенство 𝑊 (𝑛) =𝑊 (𝑛+ 1) верно тогда и только тогда, когда
выполняется условие

𝑛 ̸∈ {3𝑠 | 𝑠= 0, 1, 2, . . .} ∪ {2× 3𝑠 | 𝑠= 0, 1, 2, . . .} ∪ {4× 3𝑠 | 𝑠= 0, 1, 2, . . .}.
3. Если при некотором натуральном значении 𝑠 выполняется

условие
1

2
3𝑠 <𝑛< 4× 3𝑠−1,

то справедливо равенство

𝑊 (𝑛+ 1) + 2=𝑊 (2𝑛+ 1).

Для доказательства нижних оценок сложности в базисе 𝐵𝑃 рассмотрим
вспомогательный базис

𝐵 ′
𝑃 =𝑀 ∪ {𝑥+ 𝑖 (mod 𝑘) | 𝑖= 1, . . .𝑘− 1} .

Как обычно, схему в базисе 𝐵, реализующую функцию или систему
функций, будем называть минимальной, если никакая схема в базисе 𝐵
меньшей сложности не реализуют эту функцию или систему функций.
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Функциональный элемент схемы в базисе 𝐵 будем называть монотон-
ным, если ему приписана монотонная функция из базиса, и, соответственно,
немонотонным, если ему приписана немонотонная функция из базиса.

Далее будем считать, что значность 𝑘 рассматриваемой логики не ме-
нее 3. При доказательстве нижних оценок, как правило, этот момент допол-
нительно оговариваться не будет, так как при 𝑘= 2 устанавливаемые ниж-
ние оценки являются хоть и малоинформативными, но формально верными.

На множестве минимальных схем в базисе 𝐵 ′
𝑃 , в которых есть пара

немонотонных элементов, соединенных ребром, определим следующую опе-
рацию преобразования этих схем.

Пусть 𝑆 — произвольная минимальная схема, реализующая некоторую
функцию в базисе 𝐵 ′

𝑃 , и пусть в схеме 𝑆 выход некоторого элемента 𝑒1,
которому приписана функция 𝑥+ 𝑖 (mod 𝑘), подается на вход элемента 𝑒2,
которому приписана функция 𝑥+ 𝑗 (mod 𝑘). Рассмотрим схему 𝑆 ′, которая
получается из схемы 𝑆 заменой элемента 𝑒2 на элемент 𝑒′2, которому при-
писана функция 𝑥+ 𝑖+ 𝑗 (mod 𝑘) и в который входит ребро, исходящее из
того элемента, из которого выходит ребро в элемент 𝑒1. Будем говорить, что
схема 𝑆 ′ получена из схемы 𝑆 операцией приведения (относительно пары
элементов 𝑒1 и 𝑒2).

Выделим класс минимальных схем в базисе 𝐵 ′
𝑃 , к которым невозмож-

но применить операцию приведения. Схему 𝑆 в базисе 𝐵 ′
𝑃 будем называть

приведенной, если схема 𝑆 минимальна и на вход никакого элемента схе-
мы, которому приписана немонотонная функция из базиса 𝐵 ′

𝑃 , не подается
выход никакого элемента, которому тоже приписана немонотонная функция
из базиса 𝐵 ′

𝑃 , т. е. никакие два немонотонных элемента схемы не соединены
ребром.

Сформулируем простые утверждения, которые нам потребуются в даль-
нейшем.

Л е м м а 14. У любой функции 𝑘-значной логики есть реализующая
ее в базисе 𝐵 ′

𝑃 приведенная схема.

Л е м м а 15. Пусть схема 𝑆 ′ получается из схемы 𝑆, построенной
в базисе 𝐵 ′

𝑃 , применением операции приведения. Тогда:

1. Схемы 𝑆 и 𝑆 ′ реализуют одну и ту же функцию.

2. Число элементов в схемах 𝑆 и 𝑆 ′ одинаковое.
3. Число немонотонных элементов в схемах 𝑆 и 𝑆 ′ одинаковое.
4. Число монотонных элементов, для каждого из которых ни один

путь от входа к этому элементу не содержит немонотонных элемен-

тов, в схемах 𝑆 и 𝑆 ′ одинаковое.
5. Число монотонных элементов, для каждого из которых ни один

путь от этого элемента до выхода не содержит немонотонных эле-

ментов, в схемах 𝑆 и 𝑆 ′ одинаковое.

Пусть 𝑆 — приведенная схема для некоторой функции 𝑓 в базисе 𝐵 ′
𝑃 .

Разобьем множество всех монотонных элементов схемы 𝑆 на подмножества
𝑆0, 𝑆1, 𝑆2, . . . следующим образом. Ко множеству 𝑆𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . ., отнесем
все монотонные элементы схемы 𝑆, для каждого из которых максимальное
число немонотонных элементов в путях от входов схемы до этого элемента
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равно 𝑖. Тогда схема 𝑆 имеет вид, представленный на рис. 1, где элементам
𝑒𝑖𝑗 (1⩽ 𝑖⩽ 𝑟, 1⩽ 𝑗 ⩽ 𝑡𝑖) приписаны немонотонные элементы из базиса 𝐵 ′

𝑃

и блоки 𝑆1, . . ., 𝑆𝑟−1 по построению непустые, т. е. содержат хотя бы один
монотонный элемент. Такое представление приведенной схемы будем назы-
вать каноническим.

Блок из монотонных элементов𝑆𝑟

𝑓

q q q q q q
@@ ��𝑒𝑟1 @@ ��𝑒𝑟𝑡𝑟

q q q q q q q
q q q q q q

@@ ��𝑒31 @@ ��𝑒3𝑡3

Блок из монотонных элементов𝑆2

q q q q q q
@@ ��𝑒21 @@ ��𝑒2𝑡2

Блок из монотонных элементов𝑆1

q q q q q q
@@ ��𝑒11 @@ ��𝑒1𝑡1

Блок из монотонных элементов𝑆0

q q q𝑥1 𝑥𝑛

Рис. 1

Для приведенной схемы 𝑆 обозначим через 𝑙0(𝑆) число монотонных эле-
ментов, для каждого из которых ни один путь от входа к этому элементу
не содержит немонотонных элементов, а через 𝑙1(𝑆) — число монотонных
элементов, для каждого из которых ни один путь от этого элемента до вы-
хода не содержит немонотонных элементов. Заметим, что если в минималь-
ной схеме максимальное число немонотонных элементов в цепях от входов
к выходу равно 𝑟, то для каждого монотонного элемента, ни один путь от
которого до выхода не содержит немонотонных элементов, найдется цепь
от входа до этого элемента, содержащая 𝑟 немонотонных элементов.
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Л е м м а 16. Пусть 𝑆 — приведенная схема в базисе 𝐵 ′
𝑃 для немо-

нотонной функции 𝑓 . Тогда выполняется неравенство

𝐿𝐵′

𝑃
(𝑆)− 𝑙0(𝑆)− 𝑙1(𝑆)⩾𝑊 (𝑑(𝑓) + 1)− 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим каноническое представление схе-
мы 𝑆 (см. рис. 1).

Применяя лемму 11 и учитывая равенство𝐷(𝐵 ′
𝑃 )=1, получаем:

𝑑(𝑓) + 1⩽ 𝑑(𝑆) + 1⩽ (𝑡1 + 1) . . . (𝑡𝑟 + 1).

Из этого соотношения в силу леммы 12 следует неравенство

(𝑡1 + 1) + . . .+ (𝑡𝑟 + 1)⩾𝑊 (𝑑(𝑓) + 1).

С другой стороны,

𝐿𝐵′

𝑃
(𝑆)− 𝑙0(𝑆)− 𝑙1(𝑆)⩾ (𝑡1 + 1) + . . .+ (𝑡𝑟 + 1)− 1,

так как каждый из блоков 𝑆1, . . ., 𝑆𝑟−1 содержит хотя бы по одному эле-
менту. Поэтому

𝐿𝐵′

𝑃
(𝑆)− 𝑙0(𝑆)− 𝑙1(𝑆)⩾𝑊 (𝑑(𝑓) + 1)− 1.

Лемма 16 доказана.
Непосредственно из леммы 16 вытекает

Л е м м а 17. Для любой функции 𝑘-значной логики 𝑓 справедливо

неравенство

𝐿𝐵′

𝑃
(𝑓)⩾𝑊 (𝑑(𝑓) + 1)− 1.

Прежде чем продолжить получение нижних оценок сложности реали-
зации функций в базисах 𝐵𝑃 и 𝐵 ′

𝑃 , установим близость значений спадов
двух функций, отличающихся по модулю 𝑘 на константу.

Л е м м а 18. Пусть функции 𝑘-значной логики 𝑓 и 𝑔 удовлетворяют
условию

𝑔 ≡ 𝑓 + 𝑖 (mod 𝑘)

для некоторого фиксированного значения 𝑖. Тогда

|𝑑(𝑓)− 𝑑(𝑔)|⩽ 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть цепь 𝐶 = (̃︀𝛼1, . . ., ̃︀𝛼𝑡) наборов значений
переменных функций 𝑓 и 𝑔 удовлетворяет условию 𝑑𝐶(𝑓)=𝑑(𝑓). Рассмотрим
значения функции 𝑓 на соседних наборах ̃︀𝛼𝑗 и ̃︀𝛼𝑗+1 цепи 𝐶, 𝑗=1, . . ., 𝑡−1.

Если выполняются неравенства 0⩽ 𝑓(̃︀𝛼𝑗)⩽ 𝑓(̃︀𝛼𝑗+1)<𝑘− 𝑖 или неравен-
ства 𝑘 − 𝑖⩽ 𝑓(̃︀𝛼𝑗)⩽ 𝑓(̃︀𝛼𝑗+1)⩽ 𝑘 − 1, то пара наборов (̃︀𝛼𝑗, ̃︀𝛼𝑗+1) не является
обрывом ни для функции 𝑓 , ни для функции 𝑔.

Если выполняются неравенства 𝑘 − 𝑖 > 𝑓(̃︀𝛼𝑗) > 𝑓(̃︀𝛼𝑗+1) ⩾ 0 или нера-
венства 𝑘 − 1⩾ 𝑓(̃︀𝛼𝑗)> 𝑓(̃︀𝛼𝑗+1)⩾ 𝑘 − 𝑖, то пара наборов (̃︀𝛼𝑗, ̃︀𝛼𝑗+1) является
обрывом и для функции 𝑓 , и для функции 𝑔.

Если выполняются неравенства 0⩽ 𝑓(̃︀𝛼𝑗)< 𝑘 − 𝑖⩽ 𝑓(̃︀𝛼𝑗+1)⩽ 𝑘 − 1, то
пара наборов (̃︀𝛼𝑗, ̃︀𝛼𝑗+1) не является обрывом для функции 𝑓 , но является
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обрывом для функции 𝑔. Число таких пар среди пар (̃︀𝛼𝑗, ̃︀𝛼𝑗+1), 𝑗=1, . . ., 𝑡−1,
обозначим через 𝑝.

Если выполняются неравенства 𝑘 − 1⩾ 𝑓(̃︀𝛼𝑗)⩾ 𝑘 − 𝑖 > 𝑓(̃︀𝛼𝑗+1)⩾ 0, то
пара наборов (̃︀𝛼𝑗, ̃︀𝛼𝑗+1) является обрывом для функции 𝑓 , но не является
обрывом для функции 𝑔. Число таких пар среди пар (̃︀𝛼𝑗, ̃︀𝛼𝑗+1), 𝑗=1, . . ., 𝑡−1,
обозначим через 𝑞.

Очевидно, что 𝑞−𝑝⩽1. Следовательно,

𝑑(𝑔)⩾ 𝑑𝐶(𝑔) = 𝑑𝐶(𝑓) + 𝑝− 𝑞 ⩾ 𝑑(𝑓)− 1.

Аналогично устанавливается и неравенство 𝑑(𝑓)⩾ 𝑑(𝑔)− 1. Лемма 18
доказана.

Л е м м а 19. Пусть для немонотонной функции 𝑓 значение 𝑑(𝑓) ни
при каком целом неотрицательном 𝑠 не равно величинам 3𝑠, 4× 3𝑠−1,
2×3𝑠. Тогда верно хотя бы одно из утверждений:

1. Справедливо неравенство

𝐿𝐵′

𝑃
(𝑓)⩾𝑊 (𝑑(𝑓) + 1) + 1.

2. Выходной элемент любой приведенной схемы, реализующей функ-
цию 𝑓 в базисе 𝐵 ′

𝑃 , является монотонным.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть схема 𝑆 является приведенной схемой
в базисе 𝐵 ′

𝑃 для функции 𝑓 и элемент 𝑒, являющийся выходом схемы, не
является монотонным, т. е. ему приписана некоторая функция 𝑥+𝑖 (mod 𝑘),
𝑖 ∈ {1, . . ., 𝑘 − 1}. Тогда на вход элемента 𝑒 подается функция 𝑔 = 𝑓 + 𝑘 − 𝑖
(mod 𝑘), причем для функции 𝑔 в силу леммы 18 справедливо неравенство
𝑑(𝑔)⩾ 𝑑(𝑓)− 1. Отсюда и из условий леммы следует, что функция 𝑔 немо-
нотонна. Схема 𝑆 ′, получающаяся из схемы 𝑆 путем удаления элемента 𝑒,
является минимальной схемой в базисе 𝐵 ′

𝑃 для функции 𝑔 — иначе, за-
менив подсхему 𝑆 ′ на минимальную схему в базисе 𝐵 ′

𝑃 для функции 𝑔,
получили бы схему в базисе 𝐵 ′

𝑃 для функции 𝑓 сложности менее 𝐿𝐵′

𝑃
(𝑆).

Выходной элемент схемы 𝑆 ′ в силу приведенности схемы 𝑆 является моно-
тонным. В силу лемм 15 и 16 справедливо неравенство

𝐿𝐵′

𝑃
(𝑆 ′)⩾𝑊 (𝑑(𝑔) + 1).

В силу неравенства 𝑑(𝑔)⩾ 𝑑(𝑓)− 1 и ограничений, накладываемых на
величину 𝑑(𝑓) условиями леммы, с учетом леммы 13 получаем, что

𝑊 (𝑑(𝑔) + 1)⩾𝑊 (𝑑(𝑓) + 1).

Поэтому
𝐿𝐵′

𝑃
(𝑆)⩾𝑊 (𝑑(𝑓) + 1) + 1.

Отсюда следует утверждение леммы 19 ввиду минимальности схемы 𝑆.

Л е м м а 20. Пусть значение 𝑑(𝑓) при некотором натуральном 𝑠
равно либо 2×3𝑠−1, либо 3𝑠, либо 4×3𝑠−1. Тогда справедливо неравенство

𝐿𝐵′

𝑃
(𝑓)⩾𝑊 (𝑑(𝑓) + 1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Прежде всего отметим, что в условиях леммы
выполняется неравенство 𝑑(𝑓)⩾ 2.
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Пусть схема 𝑆 является приведенной схемой в базисе 𝐵 ′
𝑃 для функ-

ции 𝑓 . Обозначим выходной элемент схемы 𝑆 через 𝑒. Если элемент 𝑒 явля-
ется монотонным, то утверждение леммы следует из леммы 16.

Если элемент 𝑒 не является монотонным, т. е. ему приписана некото-
рая функция 𝑥+ 𝑖 (mod 𝑘), 𝑖∈{1, . . ., 𝑘−1}, то на вход элемента 𝑒 подается
функция 𝑔 = 𝑓 + 𝑘 − 𝑖 (mod 𝑘), причем в силу леммы 18 для функции 𝑔
справедливо неравенство 𝑑(𝑔)⩾ 𝑑(𝑓)− 1 (из этого неравенства, в частно-
сти, следует, что функция 𝑔 немонотонная). Схема 𝑆 ′, получающаяся из
схемы 𝑆 путем удаления элемента 𝑒, является минимальной схемой в ба-
зисе 𝐵 ′

𝑃 для функции 𝑔 — иначе, заменив подсхему 𝑆 ′ на минимальную
схему в базисе 𝐵 ′

𝑃 для функции 𝑔, получили бы схему в базисе 𝐵 ′
𝑃 для

функции 𝑓 сложности менее 𝐿𝐵′

𝑃
(𝑆). Выходной элемент схемы 𝑆 ′ в силу

приведенности схемы 𝑆 является монотонным. В силу лемм 15 и 16 спра-
ведливо неравенство

𝐿𝐵′

𝑃
(𝑆 ′)⩾𝑊 (𝑑(𝑔) + 1).

В силу неравенства 𝑑(𝑔)⩾ 𝑑(𝑓)− 1 и ограничения 𝑑(𝑓)⩾ 2 с использо-
ванием леммы 13 получаем соотношение

𝑊 (𝑑(𝑔) + 1)⩾𝑊 (𝑑(𝑓) + 1)− 1.

Поэтому
𝐿𝐵′

𝑃
(𝑆)⩾𝑊 (𝑑(𝑓) + 1).

Отсюда следует утверждение леммы 20 ввиду минимальности схемы 𝑆.
Из лемм 19 и 20 с использованием лемм 15 и 16 непосредственно вы-

текает следующее утверждение, формально верное и для булевых функций,
но которое содержательно для оценок сложности функций 𝑘-значной логики
при 𝑘⩾3 и будет использоваться именно в этом случае.

Т е о р е м а 8[41]. Для любой функции 𝑘-значной логики 𝑓 , удовле-
творяющей условию 𝑑(𝑓)⩾2, справедливо неравенство

𝐿𝐵𝑃
(𝑓)⩾𝐿𝐵′

𝑃
(𝑓)⩾ 3

(︀⌈log3(𝑑(𝑓) + 1)⌉ − 1
)︀
+ 𝜏(𝑑(𝑓) + 1).

З а м е ч а н и е. Нижняя оценка величины 𝐿𝐵′

𝑃
(𝑓) из теоремы 8 для

функций, удовлетворяющих условию 𝑑(𝑓) = 1, не всегда выполняется: для
функции ℎ𝑖(𝑥) = 𝑥+ 𝑖 (mod 𝑘) (𝑖 ∈ {1, . . ., 𝑘 − 1}), очевидно, верны равен-
ства 𝑑(ℎ𝑖) = 1 и 𝐿𝐵′

𝑃
(ℎ𝑖) = 1, в то время как величина 3

(︀⌈log3 2⌉ − 1
)︀
+ 𝜏(2)

равна 2.

Введем функцию 𝑘-значной логики от 𝑛 переменных, имеющую при
фиксированных значениях 𝑘 и 𝑛 максимально возможный спад:

𝜉(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = (𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑛 + 1)(𝑘− 1) (mod 𝑘).

Теперь положим

𝑇 (𝑘, 𝑛) = (𝑘− 1)𝑛−
⌊︁
(𝑘− 1)𝑛

𝑘

⌋︁
+ 1= (𝑘− 2)𝑛+

⌈︁
𝑛

𝑘

⌉︁
+ 1.

Очевидно, что справедливо равенство

𝑑(𝜉) + 1= 𝑇 (𝑘, 𝑛).
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Л е м м а 21. Пусть при заданных значениях 𝑘 и 𝑛 выполняется
условие 𝑑(𝜉)⩾5. Тогда справедливо неравенство

𝐿𝐵𝑃
(𝜉)⩾𝑊 (𝑇 (𝑘, 𝑛)) + 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что выполняется соотношение
𝐿𝐵𝑃

(𝜉)⩾𝐿𝐵′

𝑃
(𝜉). Если выполняется и строгое неравенство 𝐿𝐵𝑃

(𝜉)>𝐿𝐵′

𝑃
(𝜉),

то требуемая оценка следует из теоремы 8.
Далее считаем, что 𝐿𝐵𝑃

(𝜉)=𝐿𝐵′

𝑃
(𝜉). Тогда минимальная для функции 𝜉

схема 𝑆 в базисе 𝐵𝑃 является также минимальной схемой для функции 𝜉
и в базисе 𝐵 ′

𝑃 . В зависимости от того, есть ли в схеме 𝑆 немонотонный
элемент, на вход которого подается переменная, рассмотрим два случая.

Случай 1∘. Пусть в схеме 𝑆 нет ни одного немонотонного элемента,
на вход которого подается вход схемы (переменная).

Обозначим через 𝑆 ′ построенную по схеме 𝑆 приведенную схему. В си-
лу леммы 15 верно соотношение 𝑙0(𝑆

′)⩾1. Если дополнительно выполняется
неравенство 𝑙1(𝑆

′)⩾1, то с использованием леммы 16 имеем:

𝐿𝐵𝑃
(𝜉) =𝐿𝐵′

𝑃
(𝜉) =𝐿𝐵′

𝑃
(𝑆) =𝐿𝐵′

𝑃
(𝑆 ′)⩾𝑊 (𝑑(𝜉) + 1) + 1=𝑊 (𝑇 (𝑘, 𝑛)) + 1.

Пусть теперь выполняется условие 𝑙1(𝑆
′) = 0, т. е. выходной элемент 𝑒′

схемы 𝑆 ′ является немонотонным. Рассмотрим схему 𝑆 ′′, получающуюся из
схемы 𝑆 ′ путем удаления элемента 𝑒′. Схема 𝑆 ′′ реализует функцию ℎ, ко-
торая подается на вход элемента 𝑒′ в схеме 𝑆 ′. Отметим справедливость
следующих свойств схемы 𝑆 ′′ и функции ℎ. Во-первых, в силу леммы 18
выполняется неравенство 𝑑(ℎ)⩾ 𝑑(𝜉)− 1 и, следовательно, в силу условий
леммы функция ℎ немонотонна. Во-вторых, схема 𝑆 ′′ является минималь-
ной для функции ℎ в базисе 𝐵 ′

𝑃 (иначе схема 𝑆 ′ не была бы минимальной
для функции 𝜉 в базисе 𝐵 ′

𝑃 ). В-третьих, схема 𝑆
′′ является приведенной.

В-четвертых, в силу условий случая и условий леммы, а также приведенно-
сти схемы 𝑆 ′ выполняются неравенства 𝑙0(𝑆

′′)⩾ 1 и 𝑙1(𝑆
′′)⩾ 1. Таким обра-

зом, применяя лемму 16 для схемы 𝑆 ′′ и лемму 13, получаем:

𝐿𝐵𝑃
(𝜉) =𝐿𝐵′

𝑃
(𝑆 ′) =𝐿𝐵′

𝑃
(𝑆 ′′) + 1⩾𝑊 (𝑑(ℎ) + 1) + 2⩾

⩾𝑊 (𝑑(𝜉) + 1) + 1=𝑊 (𝑇 (𝑘, 𝑛)) + 1.

Случай 2∘. Пусть в схеме 𝑆 есть немонотонный элемент, на вход кото-
рого подается вход схемы.

Обозначим этот элемент через 𝑒. В силу симметричности функции 𝜉 без
ограничения общности можно считать, что в схеме 𝑆 на вход элемента 𝑒
подается переменная 𝑥1. Переделаем схему 𝑆, удалив из нее элемент 𝑒 и со-
здав вместо него еще один вход схемы, на который подадим переменную 𝑦.
Полученная таким перестроением схема 𝑆1 реализует некоторую функцию
𝑔(𝑦, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), удовлетворяющую соотношению

𝜉(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑔(𝑁𝑃 (𝑥1), 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛).

Отметим, что схема 𝑆1 — минимальная для функции 𝑔 в базисе 𝐵 ′
𝑃 , так

как иначе бы и схема 𝑆 не была минимальной для функции 𝜉 в базисе 𝐵 ′
𝑃 .

Следовательно,
𝐿𝐵𝑃

(𝜉) =𝐿𝐵′

𝑃
(𝜉) =𝐿𝐵′

𝑃
(𝑔) + 1.
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Рассмотрим множество C максимальных возрастающих цепей наборов
из 𝐸𝑛

𝑘 , начинающихся с нулевого набора и заканчивающихся наборами

(𝑘− 2, 𝑘− 1, . . ., 𝑘− 1), (𝑘− 1, 𝑘− 1, . . ., 𝑘− 1).

Очевидно, что для любой цепи 𝐶 из множества C справедливы равенства

|𝐶|= (𝑘− 1)𝑛+ 1, 𝑑𝐶(𝜉) = 𝑑(𝜉) = 𝑇 (𝑘, 𝑛)− 1.

Теперь определим множество C1 возрастающих цепей длины (𝑘 − 1)𝑛
наборов из 𝐸𝑛

𝑘 следующим образом. По каждой цепи 𝐶 из множества C
построим включаемую во множество C1 возрастающую цепь 𝐶1 из (𝑘− 1)𝑛
наборов длины 𝑛+1 путем исключения последнего набора и замены осталь-
ных наборов цепи 𝐶 на наборы длины 𝑛+1 по правилу

(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛)→ (𝛼1 + 1, 𝛼1, . . ., 𝛼𝑛).

По построению для любой цепи 𝐶1 из множества C1 выполняется неравен-
ство 𝑑𝐶1

(𝑔)⩾𝑑𝐶(𝜉)−1. Поэтому, в частности,

𝑑(𝑔)⩾ 𝑑(𝜉)− 1 = 𝑇 (𝑘, 𝑛)− 2.

Случай 2.1∘. Пусть выполняется неравенство 𝑑(𝑔)⩾𝑑(𝜉).
Тогда достаточно к функции 𝑔 применить теорему 8 и воспользоваться

монотонностью функции 𝑊 (𝑛):

𝐿𝐵𝑃
(𝜉) =𝐿𝐵′

𝑃
(𝜉) =𝐿𝐵′

𝑃
(𝑔) + 1⩾𝑊 (𝑑(𝑔) + 1) + 1⩾

⩾𝑊 (𝑑(𝜉) + 1) + 1=𝑊 (𝑇 (𝑘, 𝑛)) + 1.

Случай 2.2∘. Пусть выполняется равенство 𝑑(𝑔)=𝑑(𝜉)−1.
В зависимости от того, есть ли в схеме 𝑆1 немонотонный элемент,

на вход которого подается переменная, рассмотрим два подслучая.
Случай 2.2.1∘. Пусть в схеме 𝑆1 нет ни одного немонотонного элемента,

на вход которого подается вход схемы (переменная).
Обозначим через 𝑆 ′

1 построенную по схеме 𝑆1 приведенную схему.
В силу леммы 15 верно соотношение 𝑙0(𝑆

′
1)⩾ 1. Если дополнительно выпол-

няется неравенство 𝑙1(𝑆
′
1)⩾1, то с использованием леммы 16 имеем:

𝐿𝐵′

𝑃
(𝑆 ′

1)⩾𝑊 (𝑑(𝑔) + 1) + 1.

Пусть теперь выполняется условие 𝑙1(𝑆
′
1)= 0, т. е. выходной элемент 𝑒′1

схемы 𝑆 ′
1 является немонотонным. Рассмотрим схему 𝑆 ′′

1 , получающуюся
из схемы 𝑆 ′

1 путем удаления элемента 𝑒′1. Схема 𝑆
′′
1 реализует функцию ℎ,

которая подается на вход элемента 𝑒′1 в схеме 𝑆
′
1. Отметим справедливость

следующих свойств схемы 𝑆 ′′
1 и функции ℎ. Во-первых, в силу леммы 18

выполняется неравенство 𝑑(ℎ)⩾ 𝑑(𝑔)− 1 и, следовательно, в силу условий
леммы функция ℎ немонотонна. Во-вторых, схема 𝑆 ′′

1 является минималь-
ной для функции ℎ в базисе 𝐵 ′

𝑃 (иначе схема 𝑆 ′
1 не была бы минимальной

для функции 𝑔 в базисе 𝐵 ′
𝑃 ). В-третьих, схема 𝑆

′′
1 является приведенной.

В-четвертых, в силу условий случая и условий леммы, а также приведен-
ности схемы 𝑆 ′

1 выполняются неравенства 𝑙0(𝑆
′′
1 )⩾ 1 и 𝑙1(𝑆

′′
1 )⩾ 1. Поэтому,
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применяя лемму 16 для схемы 𝑆 ′′
1 и лемму 13 и в случае немонотонного

выходного элемента схемы 𝑆 ′
1, получаем:

𝐿𝐵′

𝑃
(𝑆 ′

1) =𝐿𝐵′

𝑃
(𝑆 ′′

1 ) + 1⩾𝑊 (𝑑(ℎ) + 1) + 2⩾𝑊 (𝑑(𝑔) + 1) + 1.

Таким образом, используя лемму 13, окончательно в условиях рассмат-
риваемого случая имеем:

𝐿𝐵𝑃
(𝜉) =𝐿𝐵′

𝑃
(𝜉) =𝐿𝐵′

𝑃
(𝑔) + 1=𝐿𝐵′

𝑃
(𝑆1) + 1=𝐿𝐵′

𝑃
(𝑆 ′

1) + 1⩾

⩾𝑊 (𝑑(𝑔) + 1) + 2⩾𝑊 (𝑑(𝜉) + 1) + 1=𝑊 (𝑇 (𝑘, 𝑛)) + 1.

Случай 2.2.2∘. Пусть в схеме 𝑆1 есть немонотонный элемент, на вход
которого подается вход схемы.

Обозначим этот элемент через 𝑒1. В силу минимальности схемы 𝑆
на вход элемента 𝑒1 не может подаваться переменная 𝑥1. Далее опять рас-
смотрим два случая.

Случай 2.2.2.1∘. Пусть на вход элемента 𝑒1 подается переменная 𝑦.
Переделаем схему 𝑆1, удалив из нее элемент 𝑒1 и создав вместо него

еще один вход схемы, на который подадим переменную 𝑧. Полученная таким
перестроением схема 𝑆1

2 реализует некоторую функцию ℎ1(𝑦, 𝑧, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),
удовлетворяющую соотношению

𝜉(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = ℎ1(𝑁𝑃 (𝑥1), 𝑁𝑃 (𝑁𝑃 (𝑥1)), 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛).

Отметим, что схема 𝑆1
2 —минимальная для функции ℎ1 в базисе 𝐵

′
𝑃 , так

как иначе бы и схема 𝑆1 не была минимальной для функции 𝑔 в базисе 𝐵 ′
𝑃 .

Следовательно,

𝐿𝐵𝑃
(𝜉) =𝐿𝐵′

𝑃
(𝜉) =𝐿𝐵′

𝑃
(𝑔) + 1=𝐿𝐵′

𝑃
(ℎ1) + 2.

Рассмотрим произвольную цепь 𝐶1
1 из множества C1, начинающуюся

с набора (1, 0, . . ., 0) и заканчивающуюся наборами

(𝑘− 2, 𝑘− 3, 𝑘− 1, . . ., 𝑘− 1), (𝑘− 1, 𝑘− 2, 𝑘− 1, . . ., 𝑘− 1).

По цепи 𝐶1
1 построим возрастающую цепь 𝐶1

2 из (𝑘−1)𝑛−1 набора дли-
ны 𝑛+2 путем исключения последнего набора цепи 𝐶1

1 и замены остальных
наборов цепи на наборы длины 𝑛+2 по правилу

(𝛼1 + 1, 𝛼1, 𝛼2, . . ., 𝛼𝑛)→ (𝛼1 + 1, 𝛼1 + 2, 𝛼1, 𝛼2, . . ., 𝛼𝑛).

По построению для цепи 𝐶1
2 выполняются неравенства

𝑑𝐶1
2
(ℎ1)⩾ 𝑑𝐶1

1
(𝑔)− 1⩾ 𝑑𝐶(𝜉)− 2.

Поэтому
𝑑(ℎ1)⩾ 𝑑(𝜉)− 2 = 𝑇 (𝑘, 𝑛)− 3.

Теперь, применяя теорему 8, имеем:

𝐿𝐵𝑃
(𝜉) =𝐿𝐵′

𝑃
(𝜉) =𝐿𝐵′

𝑃
(ℎ1) + 2⩾

⩾𝑊 (𝑑(ℎ1) + 1) + 2⩾𝑊 (𝑇 (𝑘, 𝑛)− 2) + 2.
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Учитывая неравенство 𝑇 (𝑘, 𝑛) ⩾ 6 и справедливое в силу леммы 13
при 𝑛⩾6 соотношение𝑊 (𝑛−2)⩾𝑊 (𝑛)−1, окончательно получаем

𝐿𝐵𝑃
(𝜉)⩾𝑊 (𝑇 (𝑘, 𝑛)) + 1.

Случай 2.2.2.2∘. Пусть на вход элемента 𝑒1 подается переменная из
множества {𝑥2, . . ., 𝑥𝑛}.

Не ограничивая общности, будем считать, что в схеме 𝑆1 на вход эле-
мента 𝑒1 подается переменная 𝑥2. Переделаем схему 𝑆1, удалив из нее эле-
мент 𝑒1 и создав вместо него еще один вход схемы, на который подадим
переменную 𝑧. Полученная таким перестроением схема 𝑆2

2 реализует неко-
торую функцию ℎ2(𝑦, 𝑧, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), удовлетворяющую соотношению

𝜉(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = ℎ2(𝑁𝑃 (𝑥1), 𝑁𝑃 (𝑥2), 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛).

Отметим, что схема 𝑆2
2 —минимальная для функции ℎ2 в базисе 𝐵

′
𝑃 , так

как иначе бы и схема 𝑆1 не была минимальной для функции 𝑔 в базисе 𝐵 ′
𝑃 .

Следовательно,

𝐿𝐵𝑃
(𝜉) =𝐿𝐵′

𝑃
(𝜉) =𝐿𝐵′

𝑃
(𝑔) + 1=𝐿𝐵′

𝑃
(ℎ2) + 2.

Рассмотрим произвольную цепь 𝐶2
1 из множества C1, начинающуюся

с набора (1, 0, . . ., 0) и заканчивающуюся наборами

(𝑘− 1, 𝑘− 2, 𝑘− 2, 𝑘− 1, . . ., 𝑘− 1), (𝑘− 1, 𝑘− 2, 𝑘− 1, 𝑘− 1, . . ., 𝑘− 1).

По цепи 𝐶2
1 построим возрастающую цепь 𝐶2

2 из (𝑘−1)𝑛−1 набора дли-
ны 𝑛+2 путем исключения последнего набора цепи 𝐶2

1 и замены остальных
наборов цепи на наборы длины 𝑛+2 по правилу

(𝛼1 + 1, 𝛼1, 𝛼2, . . ., 𝛼𝑛)→ (𝛼1 + 1, 𝛼2 + 1, 𝛼1, 𝛼2, . . ., 𝛼𝑛).

По построению для цепи 𝐶2
2 выполняются неравенства

𝑑𝐶2
2
(ℎ2)⩾ 𝑑𝐶2

1
(𝑔)− 1⩾ 𝑑𝐶(𝜉)− 2.

Поэтому
𝑑(ℎ2)⩾ 𝑑(𝜉)− 2 = 𝑇 (𝑘, 𝑛)− 3.

Теперь, применяя теорему 8, имеем:

𝐿𝐵𝑃
(𝜉) =𝐿𝐵′

𝑃
(𝜉) =𝐿𝐵′

𝑃
(ℎ2) + 2⩾

⩾𝑊 (𝑑(ℎ2) + 1) + 2⩾𝑊 (𝑇 (𝑘, 𝑛)− 2) + 2.

Учитывая неравенство 𝑇 (𝑘, 𝑛) ⩾ 6 и справедливое в силу леммы 13
при 𝑛⩾6 соотношение𝑊 (𝑛−2)⩾𝑊 (𝑛)−1, окончательно получаем

𝐿𝐵𝑃
(𝜉)⩾𝑊 (𝑇 (𝑘, 𝑛)) + 1.

Все случаи разобраны полностью. Лемма 21 доказана.
Стандартным образом определим функцию Шеннона сложности реали-

зации функций 𝑘-значной логики схемами в базисе 𝐵𝑃 :

𝐿𝐵𝑃
(𝑛) =max𝐿𝐵𝑃

(𝑓),

где максимум берется по всем функциям 𝑘-значной логики 𝑓 от 𝑛 пере-
менных.
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Лемма 21 дает следующую нижнюю оценку функции Шеннона 𝐿𝐵𝑃
(𝑛).

Т е о р е м а 9 [41]. Для любого натурального 𝑛 ⩾ 4 для функции
Шеннона 𝐿𝐵𝑃

(𝑛) справедливо неравенство

𝐿𝐵𝑃
(𝑛)⩾ 3

(︀⌈log3 𝑇 (𝑘, 𝑛)⌉ − 1
)︀
+ 𝜏(𝑇 (𝑘, 𝑛)) + 1.

4.2.2. В е р х н и е о ц е н к и. Переходя к получению верхних оценок,
установим еще одно важное свойство переключателя функций.

Л е м м а 22. Для любого набора (𝑓1, . . ., 𝑓𝑠) функций 𝑘-значной ло-
гики найдется 𝑠-переключатель 𝑔 этого набора функций, удовлетворя-
ющий условию

𝑑(𝑔)⩽max{𝑑(𝑓1), . . ., 𝑑(𝑓𝑠)}.
Д о к а з а т е л ь с т в о. В качестве искомого 𝑠-переключателя достаточ-

но взять функцию 𝑔(𝑧1, . . ., 𝑧𝑠, 𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛), которая в случае когда обычная
сумма первых 𝑠 переменных не превышает единицы задается равенствами

𝑔(0, 0, . . ., 0, 𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛) = 0,

𝑔(1, 0, . . ., 0, 𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑓1(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛),

𝑔(0, 1, . . ., 0, 𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑓2(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛),

. . .

𝑔(0, . . ., 0, 1, 𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑓𝑠(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛)

и которая равна 𝑘 − 1 в случае, когда сумма первых 𝑠 переменных больше
единицы.

Функция 𝑔 обладает следующим свойством. Если наборы (𝛼1, . . ., 𝛼𝑠+𝑛)
и (𝛽1, . . ., 𝛽𝑠+𝑛) удовлетворяют таким двум условиям:

1) 𝛼𝑖 ⩽𝛽𝑖, 𝑖=1, . . ., 𝑠+𝑛;
2) 𝑔(𝛼1, . . ., 𝛼𝑠+𝑛)>𝑔(𝛽1, . . ., 𝛽𝑠+𝑛),

то 𝛼𝑖=𝛽𝑖, 𝑖=1, . . ., 𝑠, и 𝛼1+ . . .+𝛼𝑠=1.
Из этого свойства следует, что если из какой-либо цепи 𝐶 наборов

из 𝐸𝑠+𝑛
𝑘 построить цепь 𝐶 ′ наборов из 𝐸𝑛

𝑘 , удалив первые 𝑠 разрядов в каж-
дом наборе цепи 𝐶, то для цепей 𝐶 и 𝐶 ′ будет выполняться равенство
𝑑𝐶(𝑔)=𝑑𝐶 ′(𝑓), которое, по существу, и доказывает лемму 22.

Следующее утверждение несмотря на то, что при его доказательстве
и дальнейшем применении используется язык схем, удобнее формулировать
на языке формул.

Л е м м а 23. Пусть функция 𝑓(̃︀𝑥)∈𝑃𝑘, 𝑘⩾3, удовлетворяет условию
𝑑(𝑓)⩾1. Тогда найдутся монотонные функции

𝜇0(̃︀𝑥), 𝜇1(𝑦1, 𝑦2, ̃︀𝑥), 𝜇2(𝑦1, 𝑦2, ̃︀𝑥), 𝜇3(𝑦1, 𝑦2, ̃︀𝑥),
а также функция 𝑔(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, ̃︀𝑥), удовлетворяющая условию

𝑑(𝑔) + 1⩽
⌈︁
𝑑(𝑓) + 1

3

⌉︁
,

для которых справедливо равенство

𝑓(̃︀𝑥) = 𝑔(𝜇1(𝑁𝑃 (𝜇0(̃︀𝑥)), 𝑁𝑃 (𝑁𝑃 (𝜇0(̃︀𝑥))), ̃︀𝑥),
𝜇2(𝑁𝑃 (𝜇0(̃︀𝑥)), 𝑁𝑃 (𝑁𝑃 (𝜇0(̃︀𝑥))), ̃︀𝑥), 𝜇3(𝑁𝑃 (𝜇0(̃︀𝑥)), 𝑁𝑃 (𝑁𝑃 (𝜇0(̃︀𝑥))), ̃︀𝑥), ̃︀𝑥).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала воспользуемся описанным при доказа-
тельстве верхней оценки теоремы 3 из работы [36] способом для построения
реализующей функцию 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) схемы во вспомогательном базисе 𝐵,
состоящем из всех монотонных функций и функции 𝜔(𝑥), задаваемой ра-
венством

𝜔(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
𝑘− 1, если 𝑥⩽ 𝑘− 3;

𝑘− 2, если 𝑥= 𝑘− 2;

0, если 𝑥= 𝑘− 1.

Положим 𝑅(𝑓) = ⌈(𝑑(𝑓) + 1)/3⌉. В силу условий теоремы справедливо
неравенство 𝑅(𝑓)⩾ 1.

Обозначим через 𝑇1 множество 𝑘-значных наборов длины 𝑛, обладаю-
щих тем свойством, что для любой цепи 𝐶 с концом в таком наборе выпол-
няется неравенство 𝑑𝐶(𝑓)<𝑅(𝑓), т. е.

𝑇1 = {̃︀𝛼 ∈𝐸𝑛
𝑘 | 𝑑𝐶(𝑓)<𝑅(𝑓) для любой цепи 𝐶 с концом ̃︀𝛼}.

Далее, обозначим через 𝑇2 множество 𝑘-значных наборов длины 𝑛,
обладающих тем свойством, что для любой цепи 𝐶 наборов из множест-
ва 𝐸𝑛

𝑘 ∖ 𝑇1 с концом в таком наборе выполняется неравенство 𝑑𝐶(𝑓) <
<𝑅(𝑓), т. е.

𝑇2 = {̃︀𝛼 ∈𝐸𝑛
𝑘 ∖ 𝑇1 | 𝑑𝐶(𝑓)<𝑅(𝑓)

для любой цепи 𝐶 с концом ̃︀𝛼, 𝐶 ⊂𝐸𝑛
𝑘 ∖ 𝑇1}.

Наконец, положим

𝑇3 =𝐸𝑛
𝑘 ∖ (𝑇1 ∪ 𝑇2).

Отметим, что если ̃︀𝛼 ∈ 𝑇𝑖 и каждый разряд набора ̃︀𝛽 не превосходит

соответствующего разряда набора ̃︀𝛼, то ̃︀𝛽∈𝑇1∪. . .∪𝑇𝑖, 𝑖=1, 2, 3.
Теперь докажем, что для любой цепи 𝐶 наборов из множества 𝑇3 также

выполняется неравенство 𝑑𝐶(𝑓)<𝑅(𝑓). Действительно, предположив про-
тивное, получаем, что существует цепь 𝐶3 с началом в наборе ̃︀𝛼3, ̃︀𝛼3∈𝑇3, для
которой выполняется неравенство 𝑑𝐶3

(𝑓)⩾𝑅(𝑓). С другой стороны, так как
набор ̃︀𝛼3 не лежит в множестве 𝑇2, то найдется цепь 𝐶2 с началом в набо-
ре ̃︀𝛼2, ̃︀𝛼2 ∈ 𝑇2, и с концом в наборе ̃︀𝛼3, ̃︀𝛼3 ∈ 𝑇3, для которой выполняется
неравенство 𝑑𝐶2

(𝑓)⩾ 𝑅(𝑓). Аналогично устанавливаем существование це-
пи 𝐶1 с началом в наборе ̃︀𝛼1, ̃︀𝛼1 ∈ 𝑇1, и с концом в наборе ̃︀𝛼2, ̃︀𝛼2 ∈ 𝑇2, для
которой выполняется неравенство 𝑑𝐶1

(𝐹 )⩾𝑅(𝑓).
Тогда для цепи 𝐶=𝐶1∪𝐶2∪𝐶3 справедливы соотношения

𝑑𝐶(𝑓) = 𝑑𝐶1
(𝑓) + 𝑑𝐶2

(𝑓) + 𝑑𝐶3
(𝑓)⩾ 3𝑅(𝑓)> 𝑑(𝑓),

что противоречит определению величины 𝑑(𝑓).
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Введем функции 𝑓1(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛), 𝑓2(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛) и 𝑓3(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛)
равенствами

𝑓1(̃︀𝑥) =
⎧⎨
⎩𝑓(̃︀𝑥), если ̃︀𝑥 ∈ 𝑇1;

𝑘− 1, если ̃︀𝑥 ∈ 𝑇2 ∪ 𝑇3;

𝑓2(̃︀𝑥) =
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
0, если ̃︀𝑥∈ 𝑇1;

𝑓(̃︀𝑥), если ̃︀𝑥∈ 𝑇2;

𝑘− 1, если ̃︀𝑥∈ 𝑇3;

𝑓3(̃︀𝑥) =
⎧⎨
⎩0, если ̃︀𝑥 ∈ 𝑇1 ∪ 𝑇2;

𝑓(̃︀𝑥), если ̃︀𝑥 ∈ 𝑇3.

Для 𝑖=1, 2, 3 в силу определения функций 𝑓𝑖 выполняются неравенства
𝑑(𝑓𝑖)<𝑅(𝑓), а, следовательно и неравенства

𝑑(𝑓𝑖)⩽𝑅(𝑓)− 1.

Определим функцию 𝜇0(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛):

𝜇0(̃︀𝑥) =
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
𝑘− 3, если ̃︀𝑥 ∈ 𝑇1;

𝑘− 2, если ̃︀𝑥 ∈ 𝑇2;

𝑘− 1, если ̃︀𝑥 ∈ 𝑇3.

Теперь определим функции 𝜆𝑘−2(𝑥) и 𝜆𝑘−1(𝑥):

𝜆𝑗(𝑥) =

⎧⎨
⎩0, если 𝑥< 𝑗;

1, если 𝑥⩾ 𝑗,
𝑗 = 𝑘− 2, 𝑘− 1.

Наконец, введем функции 𝜒2(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) и 𝜒3(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛):

𝜒2(̃︀𝑥) =
⎧⎨
⎩0, если ̃︀𝑥 ∈ 𝑇1;

1, если ̃︀𝑥 ∈ 𝑇2 ∪ 𝑇3;
𝜒3(̃︀𝑥) =

⎧⎨
⎩0, если ̃︀𝑥 ∈ 𝑇1 ∪ 𝑇2;

1, если ̃︀𝑥 ∈ 𝑇3.

Отметим, что функции 𝜇0(̃︀𝑥), 𝜆𝑘−2(𝑥), 𝜆𝑘−1(𝑥), 𝜒2(̃︀𝑥) и 𝜒3(̃︀𝑥) моно-
тонные.

Далее, в силу леммы 22 для функций 𝑓1(̃︀𝑥), 𝑓2(̃︀𝑥) и 𝑓3(̃︀𝑥) найдется
функция 𝑔(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, ̃︀𝑥), удовлетворяющая условиям

𝑔(1, 0, 0, ̃︀𝑥) = 𝑓1(̃︀𝑥), 𝑔(0, 1, 0, ̃︀𝑥) = 𝑓2(̃︀𝑥), 𝑔(0, 0, 1, ̃︀𝑥) = 𝑓3(̃︀𝑥);
𝑑(𝑔)⩽max {𝑑(𝑓1), 𝑑(𝑓2), 𝑑(𝑓3)} .

Из последнего соотношения в силу неравенств 𝑑(𝑓𝑖) ⩽ 𝑅(𝑓) − 1,
𝑖=1, 2, 3, получаем:

𝑑(𝑔)⩽𝑅(𝑓)− 1 =
⌈︁
𝑑(𝑓) + 1

3

⌉︁
− 1.
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В функцию 𝑔(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, ̃︀𝑥) вместо переменных 𝑧1, 𝑧2 и 𝑧3 подставим
функции

𝑍1(̃︀𝑥) = 𝜆𝑘−1(𝜔(𝜇0(̃︀𝑥)), 𝑍2(̃︀𝑥) =min
{︀
𝜆𝑘−2

(︀
𝜔(𝜇0(̃︀𝑥)))︀ , 𝜒2(̃︀𝑥)}︀ , 𝑍3(̃︀𝑥) = 𝜒3(̃︀𝑥)

соответственно (см. схему на рис. 2).

Схема, вычисляющая функцию 𝑔𝑆𝑔

𝑓

𝑍1 𝑍2 𝑍3

𝑥1 𝑥𝑛

q q q

q q q

@
@

�
�min

�� �
@

@
�
�𝜒3

� �� �q q q
@

@
�
�𝜒2

� �� �q q q
�@

@
�
�𝜆𝑘−1

@
@

�
�𝜆𝑘−2

@
@

�
�𝜔

�� ��
@

@
�
�𝜇0

� �� �q q q

Рис. 2

Учитывая, что для 𝑖= 1, 2, 3 функция 𝑍𝑖(̃︀𝑥) обращается в единицу на
наборах из множества 𝑇𝑖, а на остальных наборах равна нулю, получаем,
что на наборах ̃︀𝑥 из множества 𝑇𝑖 справедливы равенства

𝑔(𝑍1(̃︀𝑥), 𝑍2(̃︀𝑥), 𝑍3(̃︀𝑥), ̃︀𝑥) = 𝑓𝑖(̃︀𝑥) = 𝑓(̃︀𝑥).
Для схемной реализации функций 𝑍1, 𝑍2, 𝑍3, помимо использования

монотонных функций, потребовалось лишь однократное использование
функции 𝜔.

Возвращаясь от базиса 𝐵 к базису 𝐵𝑃 , покажем как задача построения
схемы в базисе 𝐵𝑃 для функции 𝑓 сводится к задаче построения схемы
в базисе 𝐵𝑃 для функции 𝑔.

Теперь по схеме, реализующей функцию 𝑓(̃︀𝑥) над вспомогательным ба-
зисом 𝐵, построим схему, реализующую эту функцию в базисе 𝐵𝑃 .

Прежде всего отметим, что в схеме, представленной на рис. 2, на вход
элемента, которому приписан функциональный символ 𝜔, могут подаваться
только значения 𝑘−3, 𝑘−2 и 𝑘−1.
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Введем монотонные функции 𝜁(𝑥) и 𝜂(𝑥), положив

𝜁(𝑥) =

⎧⎨
⎩0, если 𝑥= 1,

𝑥, если 𝑥 ̸= 1,
𝜂(𝑥) =min{𝑘− 2, 𝑥}.

Тогда для 𝑥∈{𝑘−3, 𝑘−2, 𝑘−1} справедливо равенство

𝜔(𝑥) =max {𝜂(𝑁𝑃 (𝑥)), 𝜁(𝑁𝑃 (𝑁𝑃 (𝑥)))} .
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Рис. 3

Заменив в соответствии с этим равенством в схеме,
представленной на рис. 2, элемент, которому приписан
функциональный символ 𝜔, на подсхему из пяти эле-
ментов, получим схему, реализующую функцию 𝑓(̃︀𝑥) в
базисе 𝐵𝑃 — см. рис. 3. Для получения искомого пред-
ставления достаточно положить

𝜇1(𝑦1, 𝑦2, ̃︀𝑥) = 𝜆𝑘−1(max{𝜂(𝑦1), 𝜁(𝑦2)}),
𝜇2(𝑦1, 𝑦2, ̃︀𝑥) =min{𝜆𝑘−2(max{𝜂(𝑦1), 𝜁(𝑦2)}), 𝜒2(̃︀𝑥)},

𝜇3(𝑦1, 𝑦2, ̃︀𝑥) = 𝜒3(̃︀𝑥).
Лемма 23 доказана.
Аналогично лемме 23 доказывается

Л е м м а 24. Пусть функция 𝑓(̃︀𝑥)∈𝑃𝑘, 𝑘⩾2, удо-
влетворяет условию 𝑑(𝑓)⩾1. Тогда найдутся монотонные функции

𝜇0(̃︀𝑥), 𝜇1(𝑦, ̃︀𝑥), 𝜇2(𝑦, ̃︀𝑥),
а также функция 𝑔(𝑧1, 𝑧2, ̃︀𝑥), удовлетворяющая условию

𝑑(𝑔) + 1⩽
⌈︁
𝑑(𝑓) + 1

2

⌉︁
,

для которых справедливо равенство

𝑓(̃︀𝑥) = 𝑔(𝜇1(𝑁𝑃 (𝜇0(̃︀𝑥)), ̃︀𝑥), 𝜇2(𝑁𝑃 (𝜇0(̃︀𝑥)), ̃︀𝑥), ̃︀𝑥).
Теперь из лемм 23 и 24 выведем требуемую верхнюю оценку немоно-

тонной сложности в базисе 𝐵𝑃 .

Т е о р е м а 10[41]. Для любой немонотонной функции 𝑓 ∈ 𝑃𝑘, 𝑘⩾ 3,
справедливо неравенство

𝐿𝐵𝑃
(𝑓)⩽ 3

(︀⌈log3(𝑑(𝑓) + 1)⌉ − 1
)︀
+ 𝜏(𝑑(𝑓) + 1) + 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Отдельно рассмотрим три случая.
Случай 1∘. Пусть для некоторого целого неотрицательного 𝑟 выполня-

ются неравенства 2×3𝑟<𝑑(𝑓)+1⩽3×3𝑟.
Прежде всего отметим, что для произвольной функции 𝑓 , удовлетворя-

ющей условию 𝑑(𝑓)+1⩽3×3𝑟, применяя не более 𝑟+1 раз лемму 23 и учи-
тывая монотонность суперпозиции монотонных функций, можно построить
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схему в базисе 𝐵𝑃 сложности не более 3(𝑟 + 1) + 1 (см. рис. 4, на кото-
ром элементы, соответствующие монотонным функциям базиса, обозначе-
ны 𝑚𝑖, 𝑖=0, 1, . . ., 𝑟). Этот факт будет использоваться и при разборе других
случаев.
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Рис. 4

Используя теперь и ограничение снизу на величину 𝑑(𝑓)+1 из условия
случая, имеем равенства 𝜏(𝑑(𝑓) + 1) = 3 и ⌈log3(𝑑(𝑓) + 1)⌉= 𝑟 + 1. Следо-
вательно,

𝐿𝐵𝑃
(𝑓)⩽ 3(𝑟+ 1) + 1= 3

(︀⌈log3(𝑑(𝑓) + 1)⌉ − 1
)︀
+ 𝜏(𝑑(𝑓) + 1) + 1.

Случай 2∘. Пусть для некоторого целого неотрицательного 𝑟 выполня-
ются неравенства 4×3𝑟−1<𝑑(𝑓)+1⩽2×3𝑟.

В случае выполнения соотношения 𝑑(𝑓) + 1 ⩽ 2 × 3𝑟 задача постро-
ения схемы для функции 𝑓 применением леммы 24 сводится к задаче
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построения схемы для некоторой функции 𝑔, удовлетворяющей условию
𝑑(𝑔) + 1 ⩽ ⌈(𝑑(𝑓) + 1)/2⌉ , а с учетом условий случая — и неравенству
𝑑(𝑔) + 1⩽ 3𝑟.

Используя для построения схемы для функции 𝑔 способ, использовав-
шийся в случае 1∘, и учитывая монотонность суперпозиции монотонных
функций, получаем для функции 𝑓 схему в базисе 𝐵𝑃 сложности не более
2+ (3𝑟+1).

Учитывая теперь и ограничение снизу на величину 𝑑(𝑓)+1 из условия
случая, имеем равенства 𝜏(𝑑(𝑓) + 1) = 2 и ⌈log3(𝑑(𝑓) + 1)⌉= 𝑟 + 1. Следо-
вательно,

𝐿𝐵𝑃
(𝑓)⩽ 3𝑟+ 3= 3

(︀⌈log3(𝑑(𝑓) + 1)⌉ − 1
)︀
+ 𝜏(𝑑(𝑓) + 1) + 1.

Случай 3∘. Пусть для некоторого целого неотрицательного 𝑟 выполня-
ются неравенства 3𝑟<𝑑(𝑓)+1⩽4×3𝑟−1.

В случае выполнения соотношения 𝑑(𝑓)+1⩽4×3𝑟−1 задача построения
схемы для функции 𝑓 двукратным применением леммы 24 сводится к задаче
построения схемы для некоторой функции 𝑔′, удовлетворяющей условию
𝑑(𝑔′)+1⩽ ⌈⌈(𝑑(𝑓) + 1)/2⌉ /2⌉ , а с учетом условий случая — и неравенству
𝑑(𝑔′) + 1⩽ 3𝑟−1.

Используя для построения схемы для функции 𝑔′ способ, применяв-
шийся в случае 1∘, и учитывая монотонность суперпозиции монотонных
функций, получаем для функции 𝑓 схему в базисе 𝐵𝑃 сложности не более
4+ (3(𝑟− 1)+1).

Учитывая теперь и ограничение снизу на величину 𝑑(𝑓)+1 из условия
случая, имеем равенства 𝜏(𝑑(𝑓) + 1) = 1 и ⌈log3(𝑑(𝑓) + 1)⌉= 𝑟 + 1. Следо-
вательно,

𝐿𝐵𝑃
(𝑓)⩽ 3𝑟+ 2= 3

(︀⌈log3(𝑑(𝑓) + 1)⌉ − 1
)︀
+ 𝜏(𝑑(𝑓) + 1) + 1.

Все случаи рассмотрены. Теорема 10 доказана.
4.2.3. З а к л ю ч и т е л ь н ы е з а м е ч а н и я о с л о ж н о с т и с х е м

в б а з и с е 𝐵𝑃 . Объединим оценки теорем 9 и 10 в одно утверждение.

Т е о р е м а 11[41]. Для любого натурального 𝑛 ⩾ 4 для функ-

ции Шеннона 𝐿𝐵𝑃
(𝑛) сложности реализации функций 𝑘-значной логики

(𝑘⩾3) в базисе 𝐵𝑃 справедливо равенство

𝐿𝐵𝑃
(𝑛) = 3

(︀⌈log3 𝑇 (𝑘, 𝑛)⌉ − 1
)︀
+ 𝜏(𝑇 (𝑘, 𝑛)) + 1.

З а м е ч а н и е. Для произвольной функции многозначной логики 𝑓 ,
удовлетворяющей условию 𝑑(𝑓)⩾ 2, теоремы 8 и 10 дают нижнюю и верх-
нюю оценки величины 𝐿𝐵𝑃

(𝑓), отличающиеся на единицу:

𝑊 (𝑑(𝑓) + 1)⩽𝐿𝐵𝑃
(𝑓)⩽𝑊 (𝑑(𝑓) + 1) + 1.

Теперь оценим величину 𝐿𝐵𝑃
(𝑓) для произвольной функции многозначной

логики 𝑓 , удовлетворяющей условию 𝑑(𝑓)<2.
Пусть 𝑑(𝑓) = 0. Тогда функция 𝑓 монотонна. Если 𝑓 — переменная,

то 𝐿𝐵𝑃
(𝑓) = 0. Для всех остальных монотонных функций выполняется ра-

венство 𝐿𝐵𝑃
(𝑓) = 1.
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Пусть 𝑑(𝑓)= 1. Функции вида 𝑥𝑖+1 (mod 𝑘) имеют в базисе 𝐵𝑃 слож-
ность, равную единице. Для реализации любой другой функции 𝑓 , имею-
щей единичный спад, требуется как минимум два элемента. С другой сто-
роны, в силу теоремы 10 для любой функции 𝑓 , удовлетворяющей усло-
вию 𝑑(𝑓)=1, выполняется неравенство 𝐿𝐵𝑃

(𝑓)⩽3.
Тем самым для всех функций многозначной логики либо найдено точное

значение сложности реализации схемами в базисе 𝐵𝑃 либо установлены
нижняя и верхняя оценки, отличающиеся не более чем на единицу.

Теперь приведем пример последовательности функций, для которых
нижняя оценка из теоремы 8 является точным значением сложности.

Пусть 𝑘 ⩾ 3; 𝑡 — натуральный параметр. При выполнении условия

𝑛⩾ 2𝑡− 1
𝑘− 1

в 𝐸𝑛
𝑘 найдется цепь из 2𝑡 наборов ̃︀𝛼𝑖=(𝛼𝑖1, . . ., 𝛼𝑖𝑛), 𝑖=1, . . ., 2𝑡.

Обозначим через 𝑓(𝑥, 𝑢1, . . ., 𝑢𝑛, 𝑣1, . . ., 𝑣𝑛) функцию 𝑘-значной логики,

принимающую значение 1 на 𝑡 наборах из 𝐸2𝑛+1
𝑘 вида

(0, 𝛼𝑖1, . . ., 𝛼𝑖𝑛, 0, . . ., 0), 𝑖= 1, 3, . . .2𝑡− 1,

и на 𝑡 наборах из 𝐸2𝑛+1
𝑘 вида

(𝑘− 1, 𝑘− 1, . . ., 𝑘− 1, 𝛼𝑖1, . . ., 𝛼𝑖𝑛), 𝑖= 1, 3, . . .2𝑡− 1,

а на остальных наборах принимающую значение 0.
Далее обозначим через 𝑔(𝑦, 𝑥, 𝑢1, . . ., 𝑢𝑛, 𝑣1, . . ., 𝑣𝑛) функцию 𝑘-значной

логики, принимающую значение 1 на 𝑡 наборах из 𝐸2𝑛+2
𝑘 вида

(1, 0, 𝛼𝑖1, . . ., 𝛼𝑖𝑛, 0, . . ., 0), 𝑖= 1, 3, . . .2𝑡− 1,

и на 𝑡 наборах из 𝐸2𝑛+2
𝑘 вида

(0, 𝑘− 1, 𝑘− 1, . . ., 𝑘− 1, 𝛼𝑖1, . . ., 𝛼𝑖𝑛), 𝑖= 1, 3, . . .2𝑡− 1,

а на остальных наборах принимающую значение 0.
Для введенных функций выполняются следующие равенства:

𝑑(𝑓) = 2𝑡,

𝑑(𝑔) = 𝑡,

𝑔(𝑁𝑃 (𝑥), 𝑥, 𝑢1, . . ., 𝑢𝑛, 𝑣1, . . ., 𝑣𝑛) = 𝑓(𝑥, 𝑢1, . . ., 𝑢𝑛, 𝑣1, . . ., 𝑣𝑛).

В силу последнего соотношения выполняется неравенство

𝐿𝐵𝑃
(𝑓)⩽𝐿𝐵𝑃

(𝑔) + 1.

Из теоремы 10 следует неравенство

𝐿𝐵𝑃
(𝑔)⩽𝑊 (𝑡+ 1) + 1.

Поэтому если при некотором натуральном значении 𝑠 выполняется условие
0,5×3𝑠<𝑛<4×3𝑠−1, то при 𝑡⩾2 с использованием леммы 13 получаем:

𝐿𝐵𝑃
(𝑓)⩽𝐿𝐵𝑃

(𝑔) + 1⩽𝑊 (𝑡+ 1) + 2=𝑊 (2𝑡+ 1) =𝑊 (𝑑(𝑓) + 1).

В качестве 𝑡= 𝑡(𝑚) можно взять, например, 3𝑚.
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4.3. Сложность функций 𝑘-значной логики в базисе𝐵𝐿. Возвра-
щаясь ко второму рассматриваемому в предыдущем параграфе бесконечно-
му базису функций 𝑘-значной логики (𝑘⩾ 2), базису 𝐵𝐿, состоящему из от-
рицания Лукасевича и всех монотонных функций, забегая вперед, скажем,
что для сложности 𝐿𝐵𝐿

(𝑓) реализации произвольной функции 𝑓 схемами
в базисе 𝐵𝐿 достаточно естественное предположение, что для базиса 𝐵𝐿

значение 𝐿𝐵𝐿
(𝑓) отличается от величины 2 log𝑘(𝑑(𝑓) + 1) не более чем на

небольшую константу, оказывается верным. Ниже будут доказаны оценки,
из которых, в частности, следуют соотношения

2⌈log𝑘(𝑑(𝑓) + 1)⌉ − 2⩽𝐿𝐵𝐿
(𝑓)⩽ 2⌈log𝑘(𝑑(𝑓) + 1)⌉+ 1.

Верхняя оценка без особых трудностей может быть извлечена из дока-
зательства теоремы 6. Доказательство нижней оценки, несмотря на идейную
близость с доказательством теоремы 8, имеет ряд существенных отличий,
которые не дают возможности в той или иной степени «объединить» эти
доказательства или вести их параллельно. Поэтому доказательство ниж-
ней оценки величины 𝐿𝐵𝐿

(𝑓), как и нахождение точного значения соответ-
ствующей функции Шеннона, характеризующей сложность реализации са-
мой сложнореализуемой функции от заданного числа переменных схемами
в базисе 𝐵𝐿, проводится отдельно. Основой для изложения данного разде-
ла является работа [40], но при этом материал значительно переработан,
в частности исправлены отдельные неточности.

Отметим, что случай 𝑘=2 несколько отличается от случая 𝑘⩾3 и будет
отдельно рассмотрен в следующем разделе этого параграфа.

4.3.1. Н и ж н и е о ц е н к и. Для базиса 𝐵 вида 𝐵 =𝑀 ∪ {𝜔1, . . ., 𝜔𝑝},
где 𝜔𝑖∈𝑃𝑘∖𝑀, 𝑖=1, . . ., 𝑝, через 𝑑(𝐵) обозначим максимальное значение сре-
ди величин 𝑑(𝜔1), . . ., 𝑑(𝜔𝑝). Пусть задана схема 𝑆 над базисом 𝐵. Через 𝐹𝑆

обозначим систему всех функций, реализуемых вершинами схемы 𝑆. Для
произвольных системы 𝐺 функций 𝑘-значной логики, схемы 𝑆 и цепи 𝐶 на-
боров независимых переменных систем 𝐺 и 𝐹𝑆 обозначим через 𝑑𝐶(𝐹𝑆;𝐺)
количество обрывов системы 𝐹𝑆 на цепи 𝐶, не являющихся обрывами для
системы 𝐺.

Л е м м а 25. Пусть на входы схемы 𝑆 над базисом 𝐵 подаются пе-

ременные 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, а схема 𝑆 ′ над базисом 𝐵 получается из схемы 𝑆
добавлением элементов 𝑒1, . . ., 𝑒𝑡, на входы которых подаются либо пе-

ременные 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, либо выходы каких-либо элементов схемы 𝑆. Тогда
для произвольной системы 𝐺 функций от переменных 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛 и для

любой цепи 𝐶 наборов из 𝐸𝑛
𝑘 выполняется неравенство

𝑑𝐶(𝐹𝑆′ ;𝐺) + 1⩽ (𝐷(𝐵)𝑡+ 1)(𝑑𝐶(𝐹𝑆;𝐺) + 1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим произвольную цепь

𝐶 = (̃︀𝛼1, ̃︀𝛼2, . . ., ̃︀𝛼𝑟)

наборов из 𝐸𝑛
𝑘 .

Обозначим величину 𝑑𝐶(𝐹𝑆;𝐺) через 𝑙. Тогда цепь 𝐶 можно разбить
на 𝑙+1 подцепь 𝐶1, . . ., 𝐶𝑙+1 таким образом, что будут выполняться условия:



О НЕМОНОТОННОЙ СЛОЖНОСТИ 109

1. Для каждого 𝑖, 𝑖= 1, . . ., 𝑙 + 1, найдутся такие натуральные 𝑎 и 𝑏,
1⩽ 𝑎< 𝑏⩽ 𝑟, что

𝐶𝑖 = (̃︀𝛼𝑎, ̃︀𝛼𝑎+1, . . ., ̃︀𝛼𝑏).

2. При 𝑖 ̸= 𝑗 справедливо равенство 𝐶𝑖∩𝐶𝑗 =∅.

3.
𝑙+1⋃︀
𝑖=1

𝐶𝑖 =𝐶.

4. Для каждого 𝑖, 1⩽ 𝑖⩽ 𝑙+1, верно равенство 𝑑𝐶𝑖
(𝐹𝑆;𝐺)=0.

Тогда для любой цепи 𝐶𝑖, 𝑖 = 1, . . ., 𝑙 + 1, и для каждой функции 𝑓𝑗,
вычисляемой на выходе элемента 𝑒𝑗, 𝑗 = 1, . . ., 𝑡, выполняется неравенство
𝑑𝐶𝑖

(𝑓𝑗;𝐺)⩽𝐷(𝐵).
Следовательно,

𝑑𝐶(𝐹𝑆′ ;𝐺)⩽ 𝑑𝐶1
(𝐹𝑆′ ;𝐺) + . . .+ 𝑑𝐶𝑙+1

(𝐹𝑆′ ;𝐺) + 𝑙=

= 𝑑𝐶1
({𝑓1, . . ., 𝑓𝑡};𝐺) + . . .+ 𝑑𝐶𝑙+1

({𝑓1, . . ., 𝑓𝑡};𝐺) + 𝑙⩽𝐷(𝐵)(𝑙+ 1)𝑡+ 𝑙=

= (𝐷(𝐵)𝑡+ 1)(𝑙+ 1)− 1 = (𝐷(𝐵)𝑡+ 1)(𝑑𝐶(𝐹𝑆;𝐺) + 1)− 1.

Лемма 25 доказана.
При 𝑘⩾2 для произвольного натурального 𝑛 положим

𝜐𝑘(𝑛) =

⎧⎨
⎩0, если 𝑘𝑟 <𝑛⩽ (2𝑘− 1)𝑘𝑟−1 для некоторого целого 𝑟;

1, если (2𝑘− 1)𝑘𝑟−1 <𝑛⩽ 𝑘𝑟+1 для некоторого целого 𝑟.

Л е м м а 26. Пусть набор натуральных чисел {𝑡1, . . ., 𝑡𝑟} для неко-
торых натуральных 𝑁 и 𝑘, 𝑘⩾2, удовлетворяет условию(︀

𝑡1(𝑘− 1) + 1
)︀× (︀𝑡2(𝑘− 1) + 1

)︀× . . .× (︀𝑡𝑟(𝑘− 1) + 1
)︀
⩾𝑁.

Тогда справедливо неравенство

𝑡1 + 2𝑡2 . . .+2𝑡𝑟 ⩾ 2
(︀⌈log𝑘 𝑁⌉ − 1

)︀
+ 𝜐𝑘(𝑁).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем значения 𝑁 и 𝑘. Среди всех ко-
нечных наборов натуральных чисел, для которых соответствующее произве-
дение из левой части условия леммы не менее чем 𝑁 , выделим наборы с ми-
нимально возможным значением суммы из левой части доказываемого нера-
венства, а среди них отметим тот набор, в котором соответствующее про-
изведение максимально, и обозначим отмеченный набор через (𝑛1, . . ., 𝑛𝑚).
Докажем, что все значения 𝑛2, . . ., 𝑛𝑚 равны единице.

Действительно, если найдется элемент 𝑛𝑖, 𝑖⩾2, удовлетворяющий нера-
венству 𝑛𝑖 ⩾ 2, то, заменив в исходном наборе элемент 𝑛𝑖 на два элемента
𝑛𝑖1 = 1 и 𝑛𝑖2 = 𝑛𝑖 − 1, получим набор с тем же самым значением суммы из
левой части доказываемого неравенства, но с бо́льшим значением произве-
дения из левой части неравенства из условия леммы:(︀

𝑛𝑖1(𝑘− 1) + 1
)︀(︀
𝑛𝑖2(𝑘− 1) + 1

)︀
=
(︀
(𝑘− 1) + 1

)︀(︀
(𝑛𝑖 − 1)(𝑘− 1) + 1

)︀
=

= 𝑛𝑖(𝑘− 1) + 1+ (𝑛𝑖 − 1)(𝑘− 1)2 >𝑛𝑖(𝑘− 1) + 1,

что противоречит выбору исходного набора.



110 В. В. КОЧЕРГИН, А. В. МИХАЙЛОВИЧ

Исследуем вопрос, может ли первый разряд 𝑛1 выделенного набора
удовлетворять неравенству 𝑛1 ⩾ 3.

Пусть 𝑛1 ⩾ 3. Заменив в исходном наборе элемент 𝑛1 на два элемента
𝑛11 = 𝑛1 − 2 и 𝑛12 = 1, получим набор с тем же самым значением суммы из
левой части доказываемого неравенства, так как 𝑛1 = 𝑛11 + 2𝑛12. При этом
в произведении из левой части неравенства из условия леммы множитель
𝑛1(𝑘−1)+1 будет заменен на произведение

(︀
𝑛11(𝑘−1)+1

)︀(︀
𝑛12(𝑘−1)+1

)︀
.

В силу равенств

(︀
𝑛11(𝑘− 1) + 1

)︀(︀
𝑛12(𝑘− 1) + 1

)︀
=
(︀
(𝑛1 − 2)(𝑘− 1) + 1

)︀(︀
1 · (𝑘− 1) + 1

)︀
=

=(𝑛1−1)(𝑘−1)+1+(𝑛1−2)(𝑘−1)2=𝑛1(𝑘−1)+1+(𝑘−1)((𝑛1−2)(𝑘−1)−1)

эта замена при выполнении хотя бы одного из условий 𝑛1 > 3 и 𝑘 ⩾ 2
приводит к увеличению произведения, что противоречит выбору набора
(𝑛1, . . ., 𝑛𝑚). При одновременном выполнении условий 𝑛1=3 и 𝑘=2 описан-
ная замена сохраняет как сумму, так и произведение. Поэтому в этом случае
в качестве отмеченного набора можно взять набор (𝑛11, 𝑛12, 𝑛2. . ., 𝑛𝑚).

Таким образом, не ограничивая общности рассуждений, можно считать,
что первый разряд отмеченного набора равен либо 1, либо 2, а остальные
разряды равны 1.

Если отмеченный набор (𝑛1, . . ., 𝑛𝑚) состоит только из единиц, то из
условия леммы вытекает неравенство 𝑘𝑚 ⩾𝑁 . Поэтому 𝑚⩾ ⌈log𝑘 𝑁⌉ . Сле-
довательно,

𝑡1 + 2𝑡2 + . . .+ 2𝑡𝑟 ⩾ 𝑛1 + 2𝑛2 + . . .+ 2𝑛𝑚 = 2𝑚− 1⩾ 2 ⌈log𝑘 𝑁⌉ − 1.

Если же 𝑛1=2, то в силу условия леммы выполняется неравенство(︀
2(𝑘− 1) + 1

)︀
𝑘𝑚−1 ⩾𝑁,

из которого вытекает соотношение

𝑚− 1⩾
⌈︁
log𝑘

𝑁

2𝑘− 1

⌉︁
.

Тогда

𝑡1 + 2𝑡2 + . . .+ 2𝑡𝑟 ⩾ 𝑛1 + 2𝑛2 + . . .+ 2𝑛𝑚 ⩾ 2 + 2
⌈︁
log𝑘

𝑁

2𝑘− 1

⌉︁
.

Таким образом, имеем оценку

𝑡1 + 2𝑡2 + . . .+ 2𝑡𝑟 ⩾min
(︁
2 ⌈log𝑘 𝑁⌉ − 1, 2

⌈︁
log𝑘

𝑁

2𝑘− 1
+ 2

⌉︁)︁
.

Если 𝑘𝑟<𝑁 ⩽ (2𝑘−1)𝑘𝑟−1 для некоторого целого 𝑟, то

2 ⌈log𝑘 𝑁⌉ − 1 = 2𝑟+ 1, 2
⌈︁
log𝑘

𝑁

2𝑘− 1

⌉︁
+ 2= 2𝑟

и, следовательно,

min
(︁
2 ⌈log𝑘 𝑁⌉ − 1, 2

⌈︁
log𝑘

𝑁

2𝑘− 1
+ 2

⌉︁)︁
= 2𝑟= 2 ⌈log𝑘 𝑁⌉ − 2.
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Если (2𝑘−1)𝑘𝑟−1<𝑁 ⩽𝑘𝑟+1 для некоторого целого 𝑟, то

2 ⌈log𝑘 𝑁⌉ − 1 = 2𝑟+ 1, 2
⌈︁
log𝑘

𝑁

2𝑘− 1

⌉︁
+ 2= 2𝑟+ 2

и, следовательно,

min
(︁
2 ⌈log𝑘 𝑁⌉ − 1, 2

⌈︁
log𝑘

𝑁

2𝑘− 1
+ 2

⌉︁)︁
= 2𝑟+ 1= 2 ⌈log𝑘 𝑁⌉ − 1.

Лемма 26 доказана.
Нам потребуется также следующее похожее на лемму 26 утверждение.

Л е м м а 27. Пусть набор натуральных чисел {𝑡1, . . ., 𝑡𝑟} для неко-

торых натуральных 𝑁 и 𝑘, 𝑘⩾2, удовлетворяет условию(︀
𝑡1(𝑘− 1) + 1

)︀× (︀𝑡2(𝑘− 1) + 1
)︀× . . .× (︀𝑡𝑟(𝑘− 1) + 1

)︀
⩾𝑁.

Тогда справедливо неравенство

𝑡1 + 𝑡2 . . .+𝑡𝑟 ⩾ ⌈log𝑘 𝑁⌉ .

Для доказательства леммы 27 достаточно воспроизвести начало доказа-
тельства леммы 26 с поправкой на то, что в отмеченном наборе (𝑛1, . . ., 𝑛𝑚)
и первый разряд не может быть больше единицы.

Как обычно, схему в базисе 𝐵, реализующую функцию или систему
функций, будем называть минимальной, если никакая схема в базисе 𝐵
меньшей сложности не реализуют эту функцию или систему функций.

Далее в этом подразделе будем рассматривать только схемы в бесконеч-
ном базисе 𝐵𝐿, состоящем из всех монотонных функций 𝑘-значной логики
и отрицания Лукасевича, т. е. 𝐵𝐿 =𝑀 ∪𝑁𝐿(𝑥). Элементы, которым припи-
сана базисная функция 𝑁𝐿, будем называть инверторами.

Пусть 𝑆 — минимальная схема для некоторой функции 𝑓 в базисе 𝐵𝐿.
Разобьем множество всех монотонных элементов схемы 𝑆 на подмножества
𝑆0, 𝑆1, 𝑆2, . . . следующим образом. К множеству 𝑆𝑖 отнесем все монотонные
элементы схемы 𝑆, для каждого из которых максимальное число немоно-
тонных элементов в путях от входов схемы до этого элемента равно 𝑖. Тогда
схема 𝑆 имеет вид, представленный на рис. 1, где элементам 𝑒𝑖𝑗 (1⩽ 𝑖⩽ 𝑟,
1⩽ 𝑗 ⩽ 𝑡𝑖) приписана базисная функция «отрицание Лукасевича» и блоки
𝑆1, . . ., 𝑆𝑟−1 по построению непустые, т. е. содержат хотя бы один моно-
тонный элемент. Такое представление (разбиение элементов) минимальной
схемы, так же как и в предыдущем подразделе, будем называть канони-

ческим.
Для минимальной схемы 𝑆 обозначим через 𝑙0(𝑆) число монотонных

элементов, для каждого из которых ни один путь от входа к этому элементу
не содержит немонотонных элементов, а через 𝑙1(𝑆) — число монотонных
элементов, для каждого из которых ни один путь от этого элемента до
выхода не содержит немонотонных элементов, но хотя бы один путь от
входа схемы к этому элементу содержит максимальное возможное (для всех
путей от входов к выходу) число немонотонных элементов. К примеру, для
схемы 𝑆, изображенной на рис. 1, верны равенства 𝑙0(𝑆)= |𝑆0|, 𝑙1(𝑆)= |𝑆𝑟|.

Будем говорить, что минимальная схема 𝑆 (с одним выходом) разбита
на две подсхемы 𝑆 ′ и 𝑆 ′′, если: 1) каждый элемент схемы 𝑆 содержится
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либо в подсхеме 𝑆 ′, либо в подсхеме 𝑆 ′′; 2) входами подсхемы 𝑆 ′ являются
входы схемы 𝑆, выходами подсхемы 𝑆 ′ являются выходы всех ее элемен-
тов; входами подсхемы 𝑆 ′′ являются входы схемы 𝑆 и выходы подсхемы 𝑆 ′,
выходом подсхемы 𝑆 ′′ является выход схемы 𝑆; 3) для любого инвертора,
входящего в подсхему 𝑆 ′′ и на вход которого подается выход монотонного
элемента, в подсхему 𝑆 ′′ входит и этот монотонный элемент. Отметим, что
из минимальности схемы 𝑆 вытекает минимальность подсхем 𝑆 ′ и 𝑆 ′′.

Л е м м а 28. Пусть минимальная схема в базисе 𝐵𝐿 для функции

𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑓 ∈ 𝑃𝑘, 𝑘⩾ 2, разбита на подсхемы 𝑆 ′ и 𝑆 ′′. Тогда для про-

извольной системы функций 𝐺 от переменных 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛 и любой цепи 𝐶
наборов из 𝐸𝑛

𝑘 выполняется неравенство

𝐿𝐵𝐿
(𝑆 ′′)−𝑙0(𝑆 ′′)−𝑙1(𝑆 ′′)⩾2

(︁⌈︁
log𝑘

(︁
𝑑𝐶(𝑓 ;𝐺) + 1
𝑑𝐶(𝐹𝑆′ ;𝐺) + 1

)︁⌉︁
− 1

)︁
+𝜐𝑘

(︁
𝑑𝐶(𝑓 ;𝐺) + 1

𝑑𝐶(𝐹𝑆′ ;𝐺) + 1

)︁
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть минимальная схема 𝑆 в базисе 𝐵𝐿, реа-
лизующая функцию 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), разбита на подсхемы 𝑆

′ и 𝑆 ′′.
Если подсхема 𝑆 ′′ не содержит функциональных элементов, то, очевид-

но, требуемое неравенство верно. Если подсхема 𝑆 ′′ реализует монотонную
функцию (от своих входов), то в силу соотношений 𝐿𝐵𝐿

(𝑆 ′′) = 1, 𝑙0(𝑆
′′) = 1,

𝑙1(𝑆
′′)=1, 𝑑𝐶(𝑓 ;𝐺)⩽𝑑𝐶(𝐹𝑆′ ;𝐺) утверждение леммы выполняется.
Далее будем считать, что функция, реализуемая подсхемой 𝑆 ′′ (как

функция от входов этой подсхемы), не является монотонной.
Рассмотрим каноническое представление схемы 𝑆 ′′. Будем полагать, что

в схеме 𝑆 ′′ содержится 𝑡1 + . . .+ 𝑡𝑟 инверторов, расположенных аналогично
схеме, представленной на рис. 1.

Последовательно «поуровнево» применяя лемму 25 и учитывая равен-
ство 𝐷(𝐵𝐿)= 𝑘−1, получаем:

𝑑𝐶(𝑓 ;𝐺)+1⩽ 𝑑𝐶(𝐹𝑆;𝐺)+1⩽ (𝑡1(𝑘−1)+1) . . . (𝑡𝑟(𝑘−1)+1)(𝑑𝐶(𝐹𝑆′ ;𝐺)+1).

Поэтому

(𝑡1(𝑘− 1) + 1) . . . (𝑡𝑟(𝑘− 1) + 1)⩾ 𝑑𝐶(𝑓 ;𝐺) + 1

𝑑𝐶(𝐹𝑆′ ;𝐺) + 1
.

Из этого соотношения в силу леммы 26 следует неравенство

𝑡1 + 2𝑡2 + . . .+ 2𝑡𝑟 ⩾ 2
(︁⌈︁

log𝑘

(︁
𝑑𝐶(𝑓 ;𝐺) + 1

𝑑𝐶(𝐹𝑆′ ;𝐺) + 1

)︁⌉︁
− 1

)︁
+ 𝜐𝑘

(︁
𝑑𝐶(𝑓 ;𝐺) + 1

𝑑𝐶(𝐹𝑆′ ;𝐺) + 1

)︁
.

С другой стороны, число монотонных элементов в схеме 𝑆 ′′ не менее
чем 𝑡2 + . . .+ 𝑡𝑟, так как на входы каждого инвертора, за исключением не
более 𝑡1 инверторов, подается выход уникального монотонного элемента.
Поэтому выполняется соотношение

𝐿𝐵𝐿
(𝑆 ′′)− 𝑙0(𝑆

′′)− 𝑙1(𝑆
′′)⩾ 𝑡1 + 2𝑡2 + . . .+ 2𝑡𝑟.

Таким образом,

𝐿𝐵𝐿
(𝑆 ′′)−𝑙0(𝑆 ′′)−𝑙1(𝑆 ′′)⩾2

(︁⌈︁
log𝑘

(︁
𝑑𝐶(𝑓 ;𝐺) + 1

𝑑𝐶(𝐹𝑆′ ;𝐺) + 1

)︁⌉︁
− 1

)︁
+𝜐𝑘

(︁
𝑑𝐶(𝑓 ;𝐺) + 1

𝑑𝐶(𝐹𝑆′ ;𝐺) + 1

)︁
.

Лемма 28 доказана.
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В дальнейшем будет использоваться как правило не сама лемма 28, а ее
следующий упрощенный вариант.

Л е м м а 29. Пусть 𝑆 — минимальная схема в базисе 𝐵𝐿 для функ-

ции 𝑓 , 𝑓 ∈𝑃𝑘, 𝑘⩾2. Тогда выполняется неравенство

𝐿𝐵𝐿
(𝑆)− 𝑙0(𝑆)− 𝑙1(𝑆)⩾ 2

(︀⌈log𝑘(𝑑(𝑓) + 1)⌉ − 1
)︀
+ 𝜐𝑘(𝑑(𝑓) + 1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть цепь 𝐶 удовлетворяет условию
𝑑𝐶(𝑓) = 𝑑(𝑓). Применяя лемму 28 для системы функций 𝐺=∅ и разбиения
схемы 𝑆 на подсхемы 𝑆 ′ и 𝑆 ′′, где 𝑆 ′ — схема, не содержащая функциональ-
ных элементов, а подсхема 𝑆 ′′ совпадает со всей схемой 𝑆, имеем:

𝐿𝐵𝐿
(𝑆)− 𝑙0(𝑆)− 𝑙1(𝑆)⩾

⩾ 2
(︁⌈︁

log𝑘

(︁
𝑑𝐶(𝑓 ;𝐺) + 1

𝑑𝐶(𝐹𝑆′ ;𝐺) + 1

)︁⌉︁
− 1

)︁
+ 𝜐𝑘

(︁
𝑑𝐶(𝑓 ;𝐺) + 1

𝑑𝐶(𝐹𝑆′ ;𝐺) + 1

)︁
=

= 2
(︀⌈log𝑘(𝑑(𝑓) + 1)⌉ − 1

)︀
+ 𝜐𝑘(𝑑(𝑓) + 1).

Лемма 29 доказана.
Немного усилим утверждение леммы 28 в одном важном част-

ном случае.

Л е м м а 30. Пусть минимальная схема 𝑆 в базисе 𝐵𝐿 для функции

𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑓 ∈ 𝑃𝑘, 𝑘 ⩾ 2, разбита на подсхемы 𝑆 ′ и 𝑆 ′′, причем под-

схема 𝑆 ′ состоит из всех немонотонных элементов, на вход которых

подаются входы схемы 𝑆. Тогда для произвольной системы функций 𝐺
от переменных 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛 и любой цепи 𝐶 наборов из 𝐸𝑛

𝑘 выполняется

неравенство

𝐿𝐵𝐿
(𝑆 ′′)− 𝑙1(𝑆

′′)⩾ 2
⌈︁
log𝑘

(︁
𝑑𝐶(𝑓 ;𝐺) + 1

𝑑𝐶(𝐹𝑆′ ;𝐺) + 1

)︁⌉︁
.

Доказательство леммы 30 отличается от доказательства леммы 28 тем,
что в условиях леммы 30 на вход каждого немонотонного элемента подсхе-
мы 𝑆 ′′ подается выход уникального монотонного элемента подсхемы 𝑆 ′′, что
дает возможность использовать лемму 27 вместо леммы 26.

Теперь качество установленной леммой 29 нижней оценки сложности
реализации функций 𝑘-значной (𝑘⩾2) логики в базисе 𝐵𝐿 проиллюстрируем
соответствующей верхней оценкой.

Т е о р е м а 12. Для любой функции 𝑘-значной логики 𝑓 справедливы
неравенства

2
(︀⌈log𝑘(𝑑(𝑓) + 1)⌉ − 1

)︀
+ 𝜐𝑘(𝑑(𝑓) + 1)⩽𝐿𝐵𝐿

(𝑓)⩽ 2 ⌈log𝑘(𝑑(𝑓) + 1)⌉+ 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Нижняя оценка непосредственно следует из
леммы 29.

Верхняя оценка. В силу теоремы 4 для реализации в базисе 𝐵𝐿 функ-
ции 𝑓 достаточно ⌈log𝑘(𝑑(𝑓) + 1)⌉ инверторов (при отсутствии ограничений
на использование монотонных элементов). В схеме 𝑆, реализующей функ-
цию 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) в базисе 𝐵𝐿 и содержащей ⌈log𝑘(𝑑(𝑓) + 1)⌉ инверторов,
занумеруем инверторы числами от 1 до 𝐼 = ⌈log𝑘(𝑑(𝑓) + 1)⌉ так, чтобы не
существовало ориентированных путей от инверторов с большим номером
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к инверторам с меньшим. Для 𝑖 = 1, . . ., 𝐼 обозначим через ℎ𝑖 функцию,
подаваемую на вход 𝑖-го инвертора. Тогда найдутся монотонные функции
𝑚1, 𝑚2, . . ., 𝑚𝐼+1, для которых выполняются равенства

ℎ1 =𝑚1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), ℎ2 =𝑚2(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑁𝐿(ℎ1)), . . .,

ℎ𝐼 =𝑚𝐼(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑁𝐿(ℎ1), . . ., 𝑁𝐿(ℎ𝐼−1)),

𝑓 =𝑚𝐼+1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑁𝐿(ℎ1), . . ., 𝑁𝐿(ℎ𝐼)).

Поэтому

𝐿𝐵𝐿
(𝑓)⩽ 2𝐼 + 1⩽ 2 ⌈log𝑘(𝑑(𝑓) + 1)⌉+ 1.

Теорема 12 доказана.

С л е д с т в и е. При 𝑘 ⩾ 2 для любой функции 𝑘-значной логики 𝑓
справедливы неравенства

2𝐼𝐵𝐿
(𝑓)− 2⩽𝐿𝐵𝐿

(𝑓)⩽ 2𝐼𝐵𝐿
(𝑓) + 1.

4.3.2. Д о с т и ж и м о с т ь н и ж н е й и в е р х н е й о ц е н о к. Для
любого 𝑘 ⩾ 3 построим семейство функций 𝑘-значной логики, для которых
в следствии к теореме 12 достигается нижняя оценка, т. е. для которых
справедливо равенство

𝐿𝐵𝐿
(𝑓) = 2𝐼𝐵𝐿

(𝑓)− 2.

Сначала выделим в лемму несложное соотношение спада функции
и спада отрицания Лукасевича этой функции.

Л е м м а 31. Для любой функции 𝑘-значной логики (𝑘⩾ 2) выполня-
ется соотношение

𝑑(𝑁𝐿(𝑓))⩽ (𝑑(𝑓) + 1)(𝑘− 1).

Следующая лемма показывает в каком направлении нужно искать функ-
ции, на которых достигается нижняя оценка следствия к теореме 12.

Л е м м а 32. Пусть 𝑘 ⩾ 3, схема 𝑆 над базисом 𝐵𝐿 является мини-

мальной для функции 𝑘-значной логики 𝑓 и удовлетворяет условию

𝐿𝐵𝐿
(𝑆) = 2𝐼𝐵𝐿

(𝑓)− 2.

Тогда истинны следующие утверждения:

1) последний элемент схемы 𝑆 является инвертором,

2) на входы в точности двух инверторов схемы 𝑆 подаются пере-

менные.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Отметим, что из условия 𝐿𝐵𝐿
(𝑆) = 2𝐼𝐵𝐿

(𝑓)− 2
следует неравенство 𝐼𝐵𝐿

(𝑓)⩾ 2. Также заметим, что в минимальной схеме
выход монотонного элемента либо является выходом схемы, либо подается
на вход инвертора.

Пусть схема 𝑆 над базисом 𝐵𝐿 имеет канонический вид, представлен-
ный на рис. 1. В силу леммы 29 верно равенство 𝑙0(𝑆)+𝑙1(𝑆)=0, т. е. в кано-
ническом представлении схемы 𝑆 подсхемы 𝑆0 и 𝑆𝑟 не содержат элементов.
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Из отсутствия элементов в подсхеме 𝑆𝑟 следует, что 𝑡𝑟 = 1 и инвертор 𝑒𝑟1
является выходом схемы 𝑆.

Положим 𝑎 = 𝐼𝐵𝐿
(𝑆) − 𝐼𝐵𝐿

(𝑓). Тогда, учитывая, что на вход каждого
инвертора, кроме 𝑡1 инверторов, подается выход уникального монотонного
элемента, получаем

𝐿𝐵𝐿
(𝑆) = 2𝐼𝐵𝐿

(𝑆)− 𝑡1 = 2𝐼𝐵𝐿
(𝑓) + 2𝑎− 𝑡1.

По условию, 𝐿𝐵𝐿
(𝑓)=2𝐼𝐵𝐿

(𝑓)−2. Поэтому

𝑎=
𝑡1
2
− 1.

Следовательно, величина 𝑡1 — количество инверторов, на входы которых
подаются переменные — положительна и четна.

Применяя необходимое число раз лемму 25, а также лемму 31,
получаем

𝑑(𝑓) + 1⩽ (𝑡1(𝑘− 1) + 1)𝑘𝐼𝐵𝐿
(𝑓)+𝑎−𝑡1−1(𝑘− 1) + 1=

=
(𝑡1(𝑘− 1) + 1)(𝑘− 1)

𝑘(𝑡1/2)+1
𝑘𝐼𝐵𝐿

(𝑓)−1 + 1.

Для любых натуральных 𝑡, 𝐼 и 𝑘 при выполнении условий 𝑡⩾3, 𝑘⩾3 и 𝐼⩾2
справедливо неравенство

(𝑡(𝑘− 1) + 1)(𝑘− 1)

𝑘(𝑡/2)+1
𝑘𝐼−1 ⩽ 𝑘𝐼−1 − 1.

Кроме того, из равенства 𝐼𝐵𝐿
(𝑓) = ⌈log𝑘(𝑑(𝑓) + 1)⌉ , устанавливаемого

теоремой 4, следует неравенство

𝑘𝐼𝐵𝐿
(𝑓)−1 < 𝑑(𝑓) + 1.

Объединение последних соотношений при 𝑡1 ⩾ 3 приводит к проти-
воречию:

𝑑(𝑓) + 1⩽ (𝑡1(𝑘− 1) + 1)(𝑘− 1)

𝑘(𝑡1/2)+1
𝑘𝐼𝐵𝐿

(𝑓)−1 + 1⩽ 𝑘𝐼𝐵𝐿
−1 < 𝑑(𝑓) + 1.

Таким образом, установлено, что 𝑡1=2. Лемма 32 доказана.
В соответствии с информацией, содержащейся в лемме 32, построим

при 𝑘 ⩾ 3 бесконечное семейство функций, каждая функция 𝑓 из которого
удовлетворяет равенству 𝐿𝐵𝐿

(𝑓)=2𝐼𝐵𝐿
(𝑓)−2.

Сначала определим поясковые функции 𝑃 𝑖(𝑥1, 𝑥2), 𝑖=0, 1, 2, . . .2𝑘− 2,
определяемые равенством

𝑃 𝑖(𝑥1, 𝑥2) =

⎧⎨
⎩1, если 𝑥1 + 𝑥2 = 𝑖;

0, в остальных случаях.

Сразу отметим, что для каждого 𝑖, 𝑖= 0, 1, 2, . . .2𝑘 − 2, найдется такая мо-
нотонная функция 𝑚𝑖(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4), что

𝑃 𝑖(𝑥1, 𝑥2) =𝑚𝑖(𝑥1, 𝑥2, 𝑁𝐿(𝑥1), 𝑁𝐿(𝑥2)).
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Для некоторого параметра 𝑝, значение которого выберем позже, опре-
делим функцию 𝜙𝑝(𝑧1, 𝑧2, . . ., 𝑧𝑞), где 𝑞 — произвольное целое число, удо-
влетворяющее условию 𝑞⩾𝑝𝑘/(𝑘−1), следующим образом:

𝜙𝑝(𝑧1, 𝑧2, . . ., 𝑧𝑞) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
(𝑘− 1)(𝑧1 + . . .+ 𝑧𝑞 + 1) (mod 𝑘),

если 𝑧1 + . . .+ 𝑧𝑞 ⩽ 𝑝𝑘− 1;

0, в остальных случаях.

Отметим, что выполняются соотношения

𝑑(𝜙𝑝) = (𝑘− 1)𝑝, 𝑑(𝑁𝐿(𝜙𝑝)) = 𝑝− 1.

В дальнейшем при выборе параметра 𝑝 будем следить, чтобы выполнялось
условие

⌈log𝑘 𝑝⌉<
⌈︀
log𝑘

(︀
(𝑘− 1)𝑝+ 1

)︀⌉︀
,

которое, в свою очередь, равносильно соотношению

𝐼𝐵𝐿
(𝑁𝐿(𝜙𝑝)) = 𝐼𝐵𝐿

(𝜙𝑝)− 1.

Наконец, определим функцию 𝑓𝑝 от (2𝑘−1)𝑞+2 переменных равенством

𝑓𝑝(𝑥1, 𝑥2, 𝑧01, . . ., 𝑧0𝑞, . . ., 𝑧2𝑘−2,1, . . ., 𝑧2𝑘−2,𝑞) =

=
2𝑘−2⋁︀
𝑖=0

𝑃 𝑖(𝑥1, 𝑥2) · 𝜙(𝑧𝑖1, . . ., 𝑧𝑖𝑞),

где 𝑥∨𝑦=max(𝑥, 𝑦), 𝑥·𝑦— произведение переменных 𝑥 и 𝑦 по модулю 𝑘.
Для спада функции 𝑓𝑝 справедливы равенства

𝑑(𝑓𝑝) = (2𝑘− 1)𝑑(𝜙𝑝) = (2𝑘− 1)(𝑘− 1)𝑝.

Построение схемы, реализующей функцию 𝑓𝑝 над базисом 𝐵𝐿, начнем
с построения для упорядоченной системы функций

𝑁𝐿(𝜙𝑝(𝑧01, . . ., 𝑧0𝑞)), 𝑁𝐿(𝜙𝑝(𝑧11, . . ., 𝑧1𝑞)), . . ., 𝑁𝐿(𝜙𝑝(𝑧2𝑘−2,1, . . ., 𝑧2𝑘−2,𝑞))

схемы Í, реализующий для этой системы (2𝑘−1)-переключатель
𝑔(𝑦0, 𝑦1, . . ., 𝑦2𝑘−2, 𝑧01, . . ., 𝑧0𝑞, . . ., 𝑧2𝑘−2,1, . . ., 𝑧2𝑘−2,𝑞),

удовлетворяющий условиям

𝑔(1, 0, . . ., 0, 𝑧01, . . ., 𝑧2𝑘−2,𝑞) = 𝑁𝐿(𝜙𝑝(𝑧01, . . ., 𝑧0𝑞)),

𝑔(0, 1, . . ., 0, 𝑧01, . . ., 𝑧2𝑘−2,𝑞) = 𝑁𝐿(𝜙𝑝(𝑧11, . . ., 𝑧1𝑞)),

. . .

𝑔(0, . . ., 0, 1, 𝑧01, . . ., 𝑧2𝑘−2,𝑞) = 𝑁𝐿(𝜙𝑝(𝑧2𝑘−2,1, . . ., 𝑧2𝑘−2,𝑞)).

В силу леммы 10 схему Í можно построить так, что будет выполняться
неравенство

𝐼𝐵𝐿
(Í)⩽ 𝐼𝐵𝐿

(𝑁𝐿(𝜙𝑝)).
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Отметим два факта. Во-первых, функция

𝑁𝐿(𝑔(𝑦0, 𝑦1, . . ., 𝑦2𝑘−2, 𝑧01, . . ., 𝑧0𝑞, . . ., 𝑧2𝑘−2,1, . . ., 𝑧2𝑘−2,𝑞))

удовлетворяет условиям

𝑁𝐿(𝑔(1, 0, . . ., 0, 𝑧01, . . ., 𝑧2𝑘−2,𝑞)) = 𝜙𝑝(𝑧01, . . ., 𝑧0𝑞),

𝑁𝐿(𝑔(0, 1, . . ., 0, 𝑧01, . . ., 𝑧2𝑘−2,𝑞)) = 𝜙𝑝(𝑧11, . . ., 𝑧1𝑞),

. . .

𝑁𝐿(𝑔(0, . . ., 0, 1, 𝑧01, . . ., 𝑧2𝑘−2,𝑞)) = 𝜙𝑝(𝑧2𝑘−2,1, . . ., 𝑧2𝑘−2,𝑞).

Во-вторых, система функций 𝑃 0(𝑥1, 𝑥2), 𝑃
1(𝑥1, 𝑥2), . . ., 𝑃

2𝑘−2(𝑥1, 𝑥2) мо-
жет быть реализована подсхемой Í0 над базисом 𝐵𝐿, на входы которой
подаются функции 𝑥1, 𝑥2, 𝑁𝐿(𝑥1) и 𝑁𝐿(𝑥2) и состоящей только из монотон-
ных элементов.

Теперь на основе схем Í и Í0 следующим образом построим схему ̃︀𝑆,
реализующую функцию 𝑓𝑝. На первые 2𝑘 − 1 входов схемы Í подадим вы-
ходы схемы Í0, состоящей только из монотонных элементов; на входы под-
схемы Í0 подадим переменные 𝑥1 и 𝑥2, а также выходы двух инверторов,
на входы которых, в свою очередь, также подаются переменные 𝑥1 и 𝑥2;

наконец, выходом строящейся схемы ̃︀𝑆 объявим дополнительный инвертор,
на вход которого подается выход подсхемы Í.

Схема ̃︀𝑆 по построению реализует функцию 𝑓𝑝. Подсчитаем количество

инверторов в схеме ̃︀𝑆: на входы двух инверторов подаются переменные 𝑥1

и 𝑥2, в подсхеме Í0 нет инверторов, в подсхеме Í не более 𝐼𝐵𝐿
(𝑁𝐿(𝜙𝑝))

инверторов, еще один инвертор — это выход схемы ̃︀𝑆. Таким образом,

𝐼𝐵𝐿

(︀̃︀𝑆)︀⩽ 𝐼𝐵𝐿
(𝑁𝐿(𝜙𝑝)) + 3.

В схеме ̃︀𝑆 выходы некоторых монотонных элементов могут подаваться
на входы монотонных элементов. Преобразуя естественным образом схе-

му ̃︀𝑆 так, чтобы выходы монотонных элементов подавались только на вхо-
ды инверторов, получим схему 𝑆, реализующую функцию 𝑓𝑝 и для которой
выполняются соотношения

𝐼𝐵𝐿
(𝑆) = 𝐼𝐵𝐿

(︀̃︀𝑆)︀,
𝐿𝐵𝐿

(𝑆) = 2
(︀
𝐼𝐵𝐿

(𝑆)− 2
)︀
+ 2.

Таким образом, с использованием теоремы 4 имеем:

𝐿𝐵𝐿
(𝑓𝑝)⩽𝐿𝐵𝐿

(𝑆) = 2𝐼𝐵𝐿

(︀̃︀𝑆)︀− 2⩽ 2𝐼𝐵𝐿
(𝑁𝐿(𝜙𝑝)) + 4= 2 ⌈log𝑘 𝑝⌉+ 4.

С другой стороны, применяя теорему 4, получаем

𝐼𝐵𝐿
(𝑓𝑝) = ⌈log𝑘(𝑑(𝑓𝑝) + 1)⌉= ⌈log𝑘((2𝑘− 1)(𝑘− 1)𝑝+ 1)⌉ .

Учитывая уже наложенное на параметр 𝑝 условие

⌈log𝑘 𝑝⌉<
⌈︀
log𝑘

(︀
(𝑘− 1)𝑝+ 1

)︀⌉︀
,
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получаем неравенство

𝐿𝐵𝐿
(𝑓𝑝)⩽ 2

⌈︀
log𝑘

(︀
(𝑘− 1)𝑝+ 1

)︀⌉︀
+ 2.

Теперь наложим еще одно условие на выбор параметра 𝑝 — потребуем
выполнения равенства

⌈log𝑘((2𝑘− 1)(𝑘− 1)𝑝+ 1)⌉= ⌈︀
log𝑘

(︀
(𝑘− 1)𝑝+ 1

)︀⌉︀
+ 2.

В случае выполнения этого условия справедливо равенство

𝐼𝐵𝐿
(𝑓𝑝) =

⌈︀
log𝑘

(︀
(𝑘− 1)𝑝+ 1

)︀⌉︀
+ 2.

Тогда при выполнении обоих условий справедливы соотношения

𝐿𝐵𝐿
(𝑓𝑝)⩽ 2(𝐼𝐵𝐿

(𝑓𝑝)− 2) + 2= 2𝐼𝐵𝐿
(𝑓𝑝)− 2.

Итак, если при выборе параметра 𝑝 выполняются условия

⌈log𝑘 𝑝⌉<
⌈︀
log𝑘

(︀
(𝑘− 1)𝑝+ 1

)︀⌉︀
,

⌈log𝑘((2𝑘− 1)(𝑘− 1)𝑝+ 1)⌉= ⌈︀
log𝑘

(︀
(𝑘− 1)𝑝+ 1

)︀⌉︀
+ 2,

то для функции 𝑓𝑝 достигается нижняя оценка из теоремы 12:

𝐿𝐵𝐿
(𝑓𝑝) = 2𝐼𝐵𝐿

(𝑓𝑝)− 2 = ⌈log𝑘(𝑑(𝑓𝑝) + 1)⌉ − 2.

Чтобы выполнялись наложенные на параметр 𝑝 ограничения, достаточ-
но, например, положить 𝑝=𝑘𝑚, где𝑚—произвольное натуральное число.

Вопрос о достижимости верхней оценки из теоремы 12 тесно связан
с задачей о нахождении точного значения функции Шеннона сложности
реализации функций 𝑘-значной логики схемами в базисе 𝐵𝐿, определяемой
равенством

𝐿𝐵𝐿
(𝑛) =max𝐿𝐵𝐿

(𝑓),

где максимум берется по всем функциям 𝑘-значной логики 𝑓 от 𝑛 пере-
менных.

Напомним, что в конце предыдущего параграфа введена величина
𝑇 (𝑘, 𝑛), на единицу превосходящая максимально возможный спад у функ-
ций 𝑘-значной логики от 𝑛 переменных. Для значений 𝑇 (𝑘, 𝑛) справедливы
равенства

𝑇 (𝑘, 𝑛) = (𝑘− 1)𝑛−
⌊︁
(𝑘− 1)𝑛

𝑘

⌋︁
+ 1= (𝑘− 2)𝑛+

⌈︁
𝑛

𝑘

⌉︁
+ 1.

Непосредственно из теоремы 12 следует, что

2 ⌈log𝑘 𝑇 (𝑘, 𝑛)⌉ − 1⩽𝐿𝐵𝐿
(𝑛)⩽ 2 ⌈log𝑘 𝑇 (𝑘, 𝑛)⌉+ 1.

Перейдем к уточнению этих оценок.
Обозначим через 𝑈𝑘 множество натуральных чисел 𝑛, удовлетворяю-

щих двум условиям: 1) число 𝑇 (𝑘, 𝑛)− 1 не является степенью числа 𝑘; 2)
остаток от деления 𝑛−1 на 𝑘 не превосходит (𝑘−3)/2.
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Определим функцию 𝜙(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) следующим образом. Зафиксируем
одну произвольную цепь, не содержащую наборы 0𝑛 и (𝑘− 1)𝑛 и имеющую
при таких ограничениях максимально возможную длину, равную (𝑘−1)𝑛−1
(в качестве такой цепи можно взять цепь, состоящую из лексикографически
упорядоченных наборов, начиная с набора (0, . . ., 0, 1) и заканчивая набором
(𝑘− 2, 𝑘− 1, . . ., 𝑘− 1)). На последовательности наборов этой цепи зададим
функцию 𝜙 последовательностью значений

0, 1, . . ., 𝑘− 1, 0, 1, . . ., 𝑘− 1, 0, 1, . . .

На остальных наборах значение функции 𝜙 зададим равенством
𝜙(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = (𝑘 − 1)(1 + 𝑥1 + . . . + 𝑥𝑛) (mod 𝑘). И, наконец, при выпол-
нении условия 𝑛 ∈ 𝑈𝑘 переопределим значение функции 𝜙 на наборе
(𝑘−1, . . ., 𝑘−1), положив его равным 𝑘−1.

Л е м м а 33. Функция 𝑘-значной логики 𝜙(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) обладает сле-
дующими свойствами:

1. Если 𝑛 /∈ 𝑈𝑘, то выполняются соотношения 𝑑(𝜙) = 𝑇 (𝑘, 𝑛) − 1,
𝑇 (𝑘, 𝑛)−2⩽ 𝑑(𝑁𝐿(𝜙))⩽𝑇 (𝑘, 𝑛)−1.

2. Если 𝑛∈𝑈𝑘, то справедливы равенства 𝑑(𝜙)=𝑑(𝑁𝐿(𝜙))=𝑇 (𝑘, 𝑛)−2.
3. При 𝑛⩾ 𝑘 + 1 для каждого 𝑖, 1⩽ 𝑖⩽ 𝑛, найдется цепь 𝐶𝑖 наборов

из 𝐸𝑛
𝑘 , удовлетворяющая условию 𝑑𝐶𝑖

(𝜙; {𝑁𝐿(𝑥𝑖)})=𝑑(𝜙).
4. При 𝑛 ⩾ 𝑘 + 2 для каждого 𝑠, 2 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑛, и любых 𝑖1, . . ., 𝑖𝑠,

1⩽ 𝑖1<. . .<𝑖𝑠⩽𝑛, найдется цепь 𝐶𝑖1...𝑖𝑠 наборов из 𝐸
𝑛
𝑘 , удовлетворяющая

условию 𝑑𝐶𝑖1...𝑖𝑠
(𝜙; {𝑁𝐿(𝑥𝑖1), . . ., 𝑁𝐿(𝑥𝑖𝑠)})⩾𝑑(𝜙)−(𝑠−2)(𝑘−1).

Л е м м а 34. Пусть функция 𝑘-значной логики 𝑓 удовлетворяет
условию

⌈log𝑘(𝑑(𝑁𝐿(𝑓)) + 1)⌉< ⌈log𝑘(𝑑(𝑓) + 1)⌉ .
Тогда выполняется неравенство

𝐿𝐵𝐿
(𝑓)⩽ 2 ⌈log𝑘(𝑑(𝑓) + 1)⌉ .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя очевидное равенство 𝑁𝐿(𝑁𝐿(𝑓))= 𝑓
и применяя для функции 𝑁𝐿(𝑓) верхнюю оценку из теоремы 12, получаем
следующую цепочку неравенств

𝐿𝐵𝐿
(𝑓)⩽𝐿𝐵𝐿

(𝑁𝐿(𝑓)) + 1⩽ 2 ⌈log𝑘(𝑑(𝑁𝐿(𝑓)) + 1)⌉+ 2⩽

⩽ 2(⌈log𝑘(𝑑((𝑓) + 1)⌉ − 1) + 2= 2 ⌈log𝑘(𝑑(𝑓) + 1)⌉ .
Лемма 34 доказана.

Обозначим через 𝑅𝑘 множество натуральных чисел 𝑛, удовлетворяю-
щих условию: число 𝑇 (𝑘, 𝑛)−1 является степенью числа 𝑘.

Отметим, что все числа из множества 𝑅𝑘 не делятся на 𝑘.

Л е м м а 35. Пусть 𝑛 ∈ 𝑅𝑘 и для функции 𝑘-значной логики
𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) справедливо равенство 𝑑(𝑓) = 𝑇 (𝑘, 𝑛) − 1. Тогда выполня-
ется неравенство 𝑑(𝑁𝐿(𝑓))⩽𝑑(𝑓)−1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для всех функций 𝜉(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), имеющих мак-
симально возможный спад среди функций 𝑘-значной логики от 𝑛 перемен-
ных, выполняется неравенство 𝜉(0, . . ., 0)⩾ 𝜉(𝑘− 1, . . ., 𝑘− 1). В случае ко-
гда 𝑛 не делится на 𝑘, это соотношение превращается в строгое неравенство.
Поэтому в этом случае функция𝑁𝐿(𝜉) не может иметь максимальный спад.
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Т е о р е м а 13 [40]. При 𝑘 ⩾ 3 и 𝑛 ⩾ 𝑘 + 2 для функции Шеннона

сложности реализации функций 𝑘-значной логики схемами в базисе 𝐵𝐿

верно равенство

𝐿𝐵𝐿
(𝑛) =

⎧⎨
⎩2 ⌈log𝑘 𝑇 (𝑘, 𝑛)⌉ , если 𝑛 ∈𝑅𝑘;

2 ⌈log𝑘 𝑇 (𝑘, 𝑛)⌉+ 1, если 𝑛 ∈N ∖𝑅𝑘.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Верхняя оценка. В силу теоремы 12 для любого
натурального 𝑛 выполняется неравенство

𝐿𝐵𝐿
(𝑛)⩽ 2 ⌈log𝑘 𝑇 (𝑘, 𝑛)⌉+ 1,

которое дает искомую верхнюю оценку в случае 𝑛 /∈𝑅𝑘.
Пусть теперь 𝑛 ∈ 𝑅𝑘. Для произвольной функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) из 𝑃𝑘

отдельно рассмотрим два случая.
Случай 1∘. Пусть выполняется ⌈log𝑘(𝑑(𝑓) + 1)⌉< ⌈log𝑘 𝑇 (𝑘, 𝑛)⌉ . Тогда,

используя верхнюю оценку теоремы 12, имеем:

𝐿𝐵𝐿
(𝑓)⩽ 2 ⌈log𝑘(𝑑(𝑓) + 1)⌉+ 1⩽ 2 ⌈log𝑘 𝑇 (𝑘, 𝑛)⌉ − 1.

Случай 2∘. Пусть выполняется ⌈log𝑘(𝑑(𝑓) + 1)⌉= ⌈log𝑘 𝑇 (𝑘, 𝑛)⌉ . Тогда,
учитывая, что число 𝑇 (𝑘, 𝑛) − 1 является степенью числа 𝑘, из условия
случая следует равенство 𝑑(𝑓)=𝑇 (𝑛, 𝑘)−1. Далее, в силу леммы 35 выпол-
няется неравенство 𝑑(𝑁𝐿(𝑓))⩽𝑑(𝑓)−1. Следовательно,

⌈log𝑘(𝑑(𝑁𝐿(𝑓)) + 1)⌉⩽ ⌈log𝑘 𝑑(𝑓)⌉= log𝑘(𝑇 (𝑘, 𝑛)− 1)< ⌈log𝑘 𝑇 (𝑘, 𝑛)⌉ .

Используя оценку из случая 1 для функции 𝑁𝐿(𝑓), получаем:

𝐿𝐵𝐿
(𝑓)⩽𝐿𝐵𝐿

(𝑁𝐿(𝑓)) + 1⩽ 2 ⌈log𝑘 𝑇 (𝑘, 𝑛)⌉ .

Нижняя оценка. Рассмотрим введенную выше функцию 𝜙(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈
∈𝑃𝑘. Пусть 𝑆—некоторая минимальная схема для функции 𝜙 в базисе 𝐵𝐿.

Сначала докажем справедливость неравенства

𝐿𝐵𝐿
(𝑆)⩾ 2 ⌈log𝑘 𝑇 (𝑘, 𝑛)⌉+ 𝑙1(𝑆).

Если выполняется неравенство 𝑙0(𝑆)⩾ 1, то в силу лемм 28, 29 и 32
справедливы соотношения

𝐿𝐵𝐿
(𝑆)⩾ 2 ⌈log𝑘(𝑑(𝜙) + 1)⌉ − 1 + 𝑙0(𝑆) + 𝑙1(𝑆)⩾ 2 ⌈log𝑘 𝑇 (𝑘, 𝑛)⌉+ 𝑙1(𝑆).

Теперь считаем, что выполняется равенство 𝑙0(𝑆) = 0. В этом случае
в схеме 𝑆 есть инверторы, на входы которых подаются переменные 𝑥𝑖1 , . . .
. . ., 𝑥𝑖𝑠 , 𝑠 ⩾ 1. Рассмотрим разбиение схемы 𝑆 на подсхемы 𝑆 ′ и 𝑆 ′′, где
подсхема 𝑆 ′ содержит только инверторы, на входы которых подаются входы
схемы (переменные), а подсхема 𝑆 ′′ — все остальные элементы схемы 𝑆.

В силу леммы 33 при 𝑠= 1 найдется цепь 𝐶, такая что выполняется
условие 𝑑𝐶(𝜙; {𝑁𝐿(𝑥𝑖1)}) = 𝑑(𝜙), а при 𝑠⩾ 2 найдется цепь 𝐶, для которой
справедливо неравенство 𝑑𝐶(𝜙; {𝑁𝐿(𝑥𝑖1), . . ., 𝑁𝐿(𝑥𝑖𝑠)})⩾𝑑(𝜙)−(𝑠−2)(𝑘−1).
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Применяя лемму 28 для цепи 𝐶 и системы 𝐺= {𝑁𝐿(𝑥𝑖1), . . ., 𝑁𝐿(𝑥𝑖𝑠)},
в силу равенства 𝐹𝑆′ =𝐺 получаем:

𝐿𝐵𝐿
(𝑆 ′′)− 𝑙0(𝑆

′′)− 𝑙1(𝑆
′′)⩾ 2

⌈︀
log𝑘

(︀
𝑑𝐶(𝜙;𝐺) + 1

)︀⌉︀− 1.

Учитывая, что 𝐿𝐵𝐿
(𝑆)=𝐿𝐵𝐿

(𝑆 ′′)+𝑠, 𝑙1(𝑆)= 𝑙1(𝑆
′′) и 𝑙0(𝑆

′′)⩾1, при 𝑠=1
имеем неравенства

𝐿𝐵𝐿
(𝑆)> 2

⌈︀
log𝑘

(︀
𝑑(𝜙) + 1

)︀⌉︀
+ 𝑙1(𝑆) = 2 ⌈log𝑘 𝑇 (𝑘, 𝑛)⌉+ 𝑙1(𝑆),

а при 𝑠⩾2 выполняются соотношения

𝐿𝐵𝐿
(𝑆)⩾ 𝑠+ 𝑙0(𝑆

′′)− 𝑙1(𝑆
′′) + 2

⌈︀
log𝑘

(︀
𝑑𝐶(𝜙;𝐺) + 1

)︀⌉︀− 1⩾

⩾ 𝑠+ 2
⌈︀
log𝑘

(︀
𝑇 (𝑘, 𝑛)− (𝑠− 2)(𝑘− 1)

)︀⌉︀
+ 𝑙1(𝑆)⩾ 2 ⌈log𝑘 𝑇 (𝑘, 𝑛)⌉+ 𝑙1(𝑆).

Таким образом, в любом случае для схемы 𝑆 выполняется соотношение

𝐿𝐵𝐿
(𝑆)⩾ 2 ⌈log𝑘 𝑇 (𝑘, 𝑛)⌉+ 𝑙1(𝑆).

Заметим, что из этого соотношения в силу очевидного неравенства
𝑙1(𝑆)⩾0 непосредственно следует требуемая нижняя оценка в случае, когда
выполняется условие 𝑛∈𝑅𝑘.

Теперь предполагаем, что выполняется условие 𝑛 /∈ 𝑅𝑘. Тогда число
𝑇 (𝑘, 𝑛)−1 не является степенью числа 𝑘. Следовательно,

⌈log𝑘(𝑇 (𝑘, 𝑛)− 1)⌉= ⌈log𝑘 𝑇 (𝑘, 𝑛)⌉ .
Применяя лемму 33, получаем

⌈log𝑘(𝑑(𝑁𝐿(𝜙)) + 1)⌉⩾ ⌈log𝑘(𝑇 (𝑘, 𝑛)− 1)⌉= ⌈log𝑘 𝑇 (𝑘, 𝑛)⌉ .
Далее рассмотрим два случая.
Случай 1∘. Пусть последний (выходной) элемент схемы 𝑆 — инвертор.

Тогда схема 𝑆0, получающаяся из схемы 𝑆 путем удаления этого инвертора,
является минимальной схемой в базисе 𝐵𝐿 для функции 𝑁𝐿(𝜙). Используя
леммы 28, 29 и 32 и учитывая неравенство 𝑙1(𝑆0)⩾1 (верное ввиду того, что
последним элементом схемы 𝑆0 не может быть инвертор), получаем:

𝐿𝐵𝐿
(𝜙) =𝐿𝐵𝐿

(𝑆) =𝐿𝐵𝐿
(𝑆0) + 1⩾

⩾ 2 ⌈log𝑘(𝑑(𝑁𝐿(𝜙)) + 1)⌉ − 1 + 𝑙1(𝑆0) + 1⩾ 2 ⌈log𝑘 𝑇 (𝑘, 𝑛)⌉+ 1.

Случай 2∘. Пусть последнему элементу схемы 𝑆 приписана монотонная
функция из базиса 𝐵𝐿.

Тогда выполняется неравенство 𝑙1(𝑆)⩾1. Поэтому

𝐿𝐵𝐿
(𝜙) =𝐿𝐵𝐿

(𝑆)⩾ 2 ⌈log𝑘 𝑇 (𝑘, 𝑛)⌉+ 𝑙1(𝑆)⩾ 2 ⌈log𝑘 𝑇 (𝑘, 𝑛)⌉+ 1.

Теорема 13 доказана.

З а м е ч а н и е. Условие 𝑛 ⩾ 𝑘 + 2 из теоремы 13 можно ослабить,
однако совсем обойтись без ограничения на 𝑛 с сохранением справед-
ливости для функции Шеннона 𝐿𝐵𝐿

(𝑛) формулы из теоремы 13 невоз-
можно. Так, при 𝑘 ⩾ 3 справедливы равенства 𝐿𝐵𝐿

(2) = 3 и 𝐿𝐵𝐿
(3) = 3,
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т. е. 𝐿𝐵𝐿
(2) = 2 ⌈log𝑘 𝑇 (𝑘, 2)⌉ − 1 и 𝐿𝐵𝐿

(3) = 2 ⌈log𝑘 𝑇 (𝑘, 3)⌉, при этом мно-
жество 𝑅𝑘 не содержит число 3 ни при каких 𝑘⩾3.

З а м е ч а н и е. Для функции 𝜙(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) при условии 𝑛 /∈𝑅𝑘 верхняя
оценка из теоремы 12 неулучшаема, так как в этом случае верно равенство
𝐿𝐵𝐿

(𝜙)=2 ⌈log𝑘(𝑑(𝜙) + 1)⌉+1, а при условии 𝑛∈𝑅𝑘 выполняется равенство
𝐿𝐵𝐿

(𝜙) = 2 ⌈log𝑘(𝑑(𝜙) + 1)⌉. Последний случай ввиду справедливости для
любого 𝑘, 𝑘⩾ 2, равенства

𝑅𝑘 =
{︁

𝑘

(𝑘− 1)2

(︀
𝑘(𝑘−1)𝑡+𝑘−2 − 𝑘2 + 3𝑘− 3

)︀
+ 𝑘− 1 | 𝑡= 0, 1, 2, . . .

}︁
дает бесконечную серию функций, для которых ни нижняя оценка, ни верх-
няя оценка теоремы 12 не являются точными.

4.4. Сложность в булевом базисе из всех монотонных функций
и отрицания. В предыдущих двух разделах параграфа в теоремах 8, 10
и 12 для сложности произвольной функции 𝑘-значной логики в бесконеч-
ных базисах 𝐵𝑃 и 𝐵𝐿 установлены верхние и нижние оценки сложности,
отличающиеся всего на единицу для базиса 𝐵𝑃 и не более чем на тройку
для базиса 𝐵𝐿. Но установить точное значение сложности для произволь-
ной функции 𝑘-значной логики, к сожалению, не удается в общем случае
ни для базиса 𝐵𝑃 , ни для базиса 𝐵𝐿. Покажем, как это можно сделать для
случая 𝑘=2.

При 𝑘 = 2 функции 𝑘-значной логики 𝑥+ 1 (mod 𝑘) и 𝑘 − 1− 𝑥 «схло-
пываются» в обычное булево отрицание, а бесконечные базисы 𝐵𝑃 и 𝐵𝐿

в этом случае совпадают. И со сложностной точки зрения булев базис 𝐵−,
состоящий из всех монотонных булевых функций и булевого отрицания,
является, условно говоря, базисом 𝐵𝐿, а не базисом 𝐵𝑃 — оценки схемной
сложности в базисе 𝐵𝑃 доказывались при условии 𝑘 ⩾ 3, а в базисе 𝐵𝐿 —
для произвольного 𝑘⩾ 2.

Сначала уточним в случае 𝑘=2 устанавливаемую теоремой 12 нижнюю
оценку и, тем самым, несколько уменьшим разрыв между верхней и нижней
оценками. В некотором смысле следующая лемма является булевым анало-
гом леммы 32 — в многозначном случае обычная сложность почти всегда
не менее удвоенной инверсионной сложности без единицы и исключения
прописаны в лемме 32, а в булевом случае, как сейчас будет показано,
таких исключений нет.

Л е м м а 36. Для любой булевой функции 𝑓 справедливы нера-
венства

2 ⌈log2(𝑑(𝑓) + 1)⌉ − 1⩽𝐿𝐵−
(𝑓)⩽ 2 ⌈log2(𝑑(𝑓) + 1)⌉+ 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Следствие к теореме 12 гарантирует для про-
извольной булевой функции 𝑓 выполнение неравенств

2 ⌈log2(𝑑(𝑓) + 1)⌉ − 2⩽𝐿𝐵−
(𝑓)⩽ 2 ⌈log2(𝑑(𝑓) + 1)⌉+ 1.

Для того, чтобы установить справедливость утверждения леммы, достаточ-
но показать невозможность достижения нижней границы в этих оценках.

Предположим, это возможно, т. е. для некоторой булевой функции 𝑓
выполняется равенство

𝐿𝐵−
(𝑓) = 2 ⌈log2(𝑑(𝑓) + 1)⌉ − 2.
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В силу теоремы 1 это предположение можно переписать так:
𝐿𝐵−

(𝑓) = 2𝐼(𝑓)−2. Последнее равенство при 𝐼(𝑓)⩽ 2 невозможно, поэтому
𝐼(𝑓)⩾ 3.

Пусть минимальная для функции 𝑓 схема 𝑆 над базисом 𝐵− имеет
канонический вид, представленный на рис. 1. В силу леммы 29 истинно
равенство 𝑙0(𝑆)+ 𝑙1(𝑆)+𝜐2(𝑑(𝑓)+1)=0, т. е. в каноническом представлении
схемы 𝑆 подсхемы 𝑆0 и 𝑆𝑟 не содержат элементов. Из отсутствия элементов
в подсхеме 𝑆𝑟 следует, что 𝑡𝑟=1 и элемент 𝑒𝑟1 является выходом схемы 𝑆.

Отдельно рассмотрим два случая в зависимости от того, сколько отри-
цаний в схеме 𝑆 находится до подсхемы 𝑆1, т. е. от значения величины 𝑡1.

Случай 1∘. Пусть выполняется условие 𝑡1 = 1. Тогда в схеме 𝑆 на вход
каждого инвертора, кроме одного, подается выход монотонного элемента,
причем в силу минимальности схемы все эти монотонные элементы раз-
личны. Поэтому

𝐿𝐵−
(𝑓) =𝐿(𝑆)⩾ 2𝐼(𝑆)− 1⩾ 2𝐼(𝑓)− 1 = 2 ⌈log2(𝑑(𝑓) + 1)⌉ − 1,

что противоречит предположению.
Случай 2∘. Пусть выполняется условие 𝑡1 ⩾ 2. Положим 𝑎= 𝐼(𝑆)−𝐼(𝑓).

Тогда, учитывая, что на вход каждого инвертора, кроме 𝑡1 инверторов, по-
дается выход уникального монотонного элемента, получаем

𝐿𝐵−
(𝑓)⩾ 2𝐼(𝑆)− 𝑡1 = 2𝐼(𝑓) + 2𝑎− 𝑡1.

По предположению 𝐿𝐵−
(𝑓)=2𝐼(𝑓)−2. Следовательно,

𝑎⩽ 𝑡1
2
− 1.

Далее, сначала применяем лемму 31, которая в булевом случае превра-
щается в очевидное неравенство |𝑑(𝑓)− 𝑑(𝑓)|⩽ 1. Затем последовательно
для каждого элемента по отдельности, начиная с последнего монотонного
элемента, выход которого подается на вход являющегося выходом схемы
инвертора, применяем лемму 25 и удаляем очередной элемент до тех пор,
пока не останутся только 𝑡1 инверторов, на входы которых подаются вхо-
ды схемы. Учитывая, что использование дополнительного монотонного эле-
мента не увеличивает спад реализуемой на выходах всех элементов схемы
системы функций, получаем:

𝑑(𝑓) + 1⩽ (𝑡1 + 1)2𝐼(𝑆)−𝑡1−1 + 1= (𝑡1 + 1)2𝐼(𝑓)−1 2𝑎−𝑡1 + 1⩽

⩽ 𝑡1 + 1

2(𝑡1/2)+1
2𝐼(𝑓)−1 + 1.

Для любых натуральных 𝑡 и 𝐼 при выполнении условий 𝑡⩾ 2 и 𝐼 ⩾ 3 спра-
ведливо неравенство

𝑡+ 1

2(𝑡/2)+1
2𝐼−1 ⩽ 2𝐼−1 − 1.

Но тогда получаем противоречие:

𝑑(𝑓) + 1⩽ 𝑡1 + 1

2(𝑡1/2)+1
2𝐼(𝑓)−1 + 1⩽ 2𝐼(𝑓)−1 < 𝑑(𝑓) + 1.

Лемма 36 доказана.
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Отметим, что теорема Маркова позволяет записать неравенства из лем-
мы 36 более компактно:

2𝐼(𝑓)− 1⩽𝐿𝐵−
(𝑓)⩽ 2𝐼(𝑓) + 1.

Теперь можно переходить к исследованию возможности установить точ-
ное значение сложности над базисом 𝐵− произвольной булевой функции.
Но сначала отметим несколько фактов, которые затрудняют нахождение
точного значения сложности.

1. Если схема 𝑆 — минимальная относительно меры сложности 𝐿𝐵−
,

то из этого, вообще говоря, не следует, что 𝑆 — минимальная схема от-
носительно меры сложности 𝐼. В качестве простого примера рассмотрим
функцию

𝜙= 𝑥𝑦𝑧.

Для функции 𝜙 выполняются соотношения

𝐼(𝜙) = 1, 𝐿𝐵−
(𝜙) = 3.

Первое равенство очевидно, а второе следует из того, что никакая схема
в базисе 𝐵−, состоящая из не более двух элементов, не может реализовы-
вать функцию 𝜙, так как, с одной стороны, функция 𝜙 не является отри-
цанием монотонной функции, а, с другой стороны, функция 𝜙 не является
монотонной и по переменной 𝑦, и по переменной 𝑧.

При этом функция 𝜙 может быть реализована в базисе 𝐵− схе-
мой из двух инверторов и одного монотонного элемента в соответствии
с формулой

𝜙= 𝜔 (𝑥, 𝑦, 𝑥),

где 𝜔= 𝑥∨ 𝑦𝑧 ∈𝑀.
2. Несколько более сложный пример показывает, что существуют функ-

ции, у которых любая минимальная схема в базисе 𝐵− не является мини-
мальной относительно инверсионной сложности. Положим

𝜓(𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4) = 𝑥1𝑥2𝑦1 ∨ 𝑥1𝑥2𝑦2 ∨ 𝑥1𝑥2𝑦3 ∨ 𝑥1𝑥2𝑦4.

Функция 𝜓(𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4) — это отрицание известной универсальной
функции порядка 2 (или мультиплексора порядка 2). Нетрудно устано-
вить, что

𝑑
(︀
𝜓
)︀
= 2, 𝑑(𝜓) = 3,

причем максимум (по цепям) спада функций 𝜓 и 𝜓 достигается, например,
на двух таких цепях:

𝐶1 = (000000), (001000), (011000), (011100), (111100), (111111);

𝐶2 = (000000), (001000), (101000), (101010), (111010), (111111).

В силу теоремы Маркова верны равенства 𝐼(𝜓) = 𝐼(𝜓) = 2. Кроме того,
из представления

𝜓(𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4) = ℎ(𝑥1, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥2, , 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4),
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где функция

ℎ(𝑧01, 𝑧11, 𝑧02, 𝑧12, 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4) = 𝑧01𝑧02𝑦1 ∨ 𝑧01𝑧12𝑦2 ∨ 𝑧11𝑧02𝑦3 ∨ 𝑧11𝑧12𝑦4
является монотонной, следует, что для функции 𝜓 в базисе 𝐵− можно по-
строить схему, состоящую из трех инверторов и одного монотонного эле-
мента, т. е. 𝐿𝐵−

(𝜓)⩽ 4.
Предположим, что для функции 𝜓 найдется минимальная относительно

меры сложности 𝐿𝐵−
схема 𝑆, содержащая 2 инвертора, т. е. удовлетворяю-

щая условию 𝐼(𝑆)=𝐼(𝜓). В силу минимальности схемы 𝑆 верно неравенство
𝐿𝐵−

(𝑆)⩽ 4. Покажем, что для схемы 𝑆 выполняется хотя бы одно из двух
условий: 𝑙(𝑆0) = 0 или 𝑙(𝑆1) = 0. Действительно, если 𝑙(𝑆0)⩾ 1 и 𝑙(𝑆1)⩾ 1,
то на вход каждого из инверторов подается выход монотонного элемента,
а выходом схемы является еще один монотонный элемент — противоречие
с неравенством 𝐿𝐵−

(𝑆)⩽ 4.
Если выполняется условие 𝑙(𝑆1)=0, то в схеме 𝑆 последний элемент —

инвертор, а на его вход подается функция 𝜓, у которой спад равен 2 и поэто-
му реализующая ее подсхема содержит в силу теоремы Маркова не менее
двух инверторов — противоречие с тем, что в схеме 𝑆 два инвертора.

Если выполняется условие 𝑙0(𝑆)= 0, то один из входов схемы подается
на вход инвертора. Если на вход этого инвертора подается переменная 𝑥1,
то, заменив его на элемент, реализующий константу 1, и подав вместо пере-
менной 𝑥1 на вход схемы константу 0, получим новую схему, содержащую
всего один инвертор, но реализующую функцию, имеющую спад 2 на цепи,
состоящей из первых четырех наборов цепи 𝐶1, — противоречие с теоре-
мой Маркова. Аналогично возникает противоречие и в случаях, если на вход
инвертора подается другая переменная: если это переменная 𝑥2 или пере-
менная 𝑦1, то заменяем отрицание переменной на 0, а саму переменную на 1
и рассматриваем цепь из последних четырех наборов цепи 𝐶1; если это пе-
ременная 𝑦3 или переменная 𝑦4, то заменяем отрицание переменной на 1,
а саму переменную на 0 и рассматриваем цепь из первых четырех наборов
цепи 𝐶1; если это переменная 𝑦2, то заменяем отрицание переменной на 1,
а саму переменную на 0 и рассматриваем цепь из первых четырех наборов
цепи 𝐶2.

Таким образом, для функции 𝜓 любая минимальная относительно меры
сложности 𝐿𝐵−

схема содержит не менее 3 инверторов, а значит, не являет-
ся минимальной относительно инверсионной сложности.

Нахождение точного значения сложности произвольной булевой функ-
ции 𝑓 над базисом 𝐵− в силу неравенств

2 ⌈log2(𝑑(𝑓) + 1)⌉ − 1⩽𝐿𝐵−
(𝑓)⩽ 2 ⌈log2(𝑑(𝑓) + 1)⌉+ 1

можно свести к описанию двух семейств булевых функций: семейства функ-
ций 𝑓 , для которых справедливо равенство

𝐿𝐵−
(𝑓) = 2 ⌈log2(𝑑(𝑓) + 1)⌉ − 1,

и семейства функций 𝑓 , удовлетворяющих неравенству

𝐿𝐵−
(𝑓)⩽ 2 ⌈log2(𝑑(𝑓) + 1)⌉ .
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Прежде чем приступить к описанию этих семейств, дадим дополнитель-
ные определения и сформулируем несколько простых утверждений.

Л е м м а 37. Пусть 𝑆 — минимальная схема в базисе 𝐵− для функ-

ции 𝑓 и ни один вход схемы 𝑆 не подается ни на какой инвертор. Тогда

справедливо неравенство

𝐿𝐵−
(𝑓)⩾ 2𝐼(𝑓).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу минимальности схемы 𝑆 на вход инвер-
тора не может подаваться выход другого инвертора. Кроме того, по усло-
вию, на вход инвертора не может подаваться вход схемы. Следовательно, на
вход каждого инвертора подается выход монотонного элемента, причем из-
за минимальности схемы все такие монотонные элементы реализуют разные
функции и, значит, уникальны. Поэтому

𝐿𝐵−
(𝑓) =𝐿(𝑆)⩾ 2𝐼(𝑆)⩾ 2𝐼(𝑓).

Лемма 37 доказана.
Будем говорить, что булева функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) удовлетворяет гра-

ничному условию, если для этой функции верны следующие утверждения:
1) 𝑓(0, 0, . . ., 0)= 1;
2) 𝑓(1, 1, . . ., 1)= 0;
3) 𝑑(𝑓)=2𝑘 для некоторого натурального 𝑘.
На основании теоремы Маркова сформулируем на языке инверсионной

сложности критерий выполнения булевой функцией граничного условия.

Л е м м а 38. Булева функция 𝑓 удовлетворяет граничному условию

тогда и только тогда, когда выполняется равенство

𝐼
(︀
𝑓
)︀
= 𝐼(𝑓)− 1.

Отметим, что в силу соотношения⃒⃒
𝐼(𝑓)− 𝐼

(︀
𝑓
)︀⃒⃒
⩽ 1

равенство 𝐼
(︀
𝑓
)︀
= 𝐼(𝑓) − 1 в лемме 38 можно заменить на неравенство

𝐼
(︀
𝑓
)︀
< 𝐼(𝑓).
Следующая лемма демонстрирует, что для функции, удовлетворяющей

граничному условию, верхнюю оценку из леммы 36 можно улучшить как
минимум на единицу.

Л е м м а 39. Если булева функция 𝑓 удовлетворяет граничному

условию, то справедливо неравенство 𝐿𝐵−
(𝑓)⩽2𝐼(𝑓).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любой булевой функции в силу верхней
оценки из леммы 36 верны соотношения

𝐿𝐵−
(𝑓)⩽𝐿𝐵−

(𝑓) + 1⩽ 2𝐼(𝑓) + 2.

Применение леммы 38 завершает доказательство леммы 39.
Теперь введем еще одно свойство булевых функций, наличие или отсут-

ствие которого также значительно влияет на возможности усилить верхнюю
оценку из леммы 36.
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Булеву функцию 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) будем называть 𝑢-равномерной по пе-
ременным 𝑥𝑖1 , 𝑥𝑖2 , . . ., 𝑥𝑖𝑝 , 1 ⩽ 𝑖1 < 𝑖2, . . . < 𝑖𝑝 ⩽ 𝑛, если для любого набо-
ра ̃︀𝜎 = (𝜎1, . . ., 𝜎𝑝) ∈ {0, 1}𝑝 функция 𝑓�̃�(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), получающаяся из функ-
ции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) путем подстановки вместо переменных 𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑝 значе-
ний 𝜎1, . . ., 𝜎𝑝 соответственно, удовлетворяет условию

⌈log2(𝑑(𝑓�̃�) + 1)⌉⩽ ⌈log2(𝑑(𝑓) + 1)⌉ − 𝑢.

Будем говорить, что булева функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) является (𝑝, 𝑢)-рав-
номерной, если найдутся такие переменные 𝑥𝑖1 , 𝑥𝑖2 , . . ., 𝑥𝑖𝑝 , 1⩽ 𝑖1<𝑖2<. . .<
< 𝑖𝑝 ⩽ 𝑛, что функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) является 𝑢-равномерной по этим пере-
менным.

Перейдем к описанию семейства булевых функций, удовлетворяющих
условию 𝐿𝐵−

(𝑓)= 2𝐼(𝑓)−1.

Л е м м а 40. Если для булевой функции 𝑓 справедливо равенство

𝐿𝐵−
(𝑓) = 2𝐼(𝑓)− 1

и для функции 𝑓 существует минимальная схема в базисе 𝐵−, в ко-
торой последний элемент — инвертор, то функция 𝑓 удовлетворяет
граничному условию и либо функция 𝑓 — отрицание переменной, либо

функция 𝑓 является (1, 1)-равномерной или (3, 2)-равномерной.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑆 — минимальная схема для функции 𝑓 ,
у которой последний элемент 𝑒 — инвертор. Без ограничения общности
считаем, что это не единственный элемент в схеме, так как в ином слу-
чае утверждение леммы очевидно. Отметим, что тогда в силу нечетности
величины 𝐿(𝑓) верно неравенство 𝐿(𝑆)⩾3.

Итак, на вход элемента 𝑒 подается функция 𝑓 , поэтому

𝐿𝐵−
(𝑓)⩽𝐿𝐵−

(𝑓)− 1 = 2𝐼(𝑓)− 2.

Следовательно, верно равенство 𝐼(𝑓)= 𝐼(𝑓)−1, так как в противном случае
получалось бы противоречие c леммой 36:

𝐿𝐵−
(𝑓)⩽ 2𝐼(𝑓)− 2⩽ 2𝐼(𝑓)− 2 = 2

⌈︀
log2(𝑑(𝑓) + 1)

⌉︀− 2.

Таким образом, в силу леммы 38 функция 𝑓 удовлетворяет граничному
условию.

Обозначим через 𝑡1 количество инверторов в схеме 𝑆, на входы которых
подаются входы схемы. В силу леммы 37 истинно неравенство 𝑡1⩾1.

Положим 𝑎= 𝐼(𝑆)− 𝐼(𝑓). В силу минимальности схемы 𝑆 выходы всех
монотонных элементов подаются на входы инверторов. С другой стороны,
на входы всех инверторов, кроме 𝑡1 первых, подаются выходы монотонных
элементов. Следовательно,

𝐿𝐵−
(𝑆) = 𝑡1 + 2(𝐼(𝑆)− 𝑡1) = 2𝐼(𝑆)− 𝑡1 = 2𝐼(𝑓) + 2𝑎− 𝑡1.

Поэтому, учитывая минимальность схемы 𝑆 и значение величины сложно-
сти функции 𝑓 , получаем равенство

𝑎=
𝑡1 − 1

2
.

Отсюда, в частности, вытекает нечетность величины 𝑡1.
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Далее, применяя необходимое число раз лемму 25, а также лемму 38,
получаем

𝑑(𝑓) + 1⩽ (𝑡1 + 1)2𝐼(𝑆)−𝑡1−1 + 1= (𝑡1 + 1)2𝐼(𝑓)+𝑎−𝑡1−1 + 1=
(𝑡1 + 1) 2𝐼(𝑓)

2(𝑡1+3)/2
+ 1.

Для всех значений 𝑡1, удовлетворяющих условию 𝑡1 ⩾ 5, справедливо
неравенство

(𝑡1 + 1) 2𝐼(𝑓)

2(𝑡1+3)/2
+ 1⩽ 2𝐼(𝑓)−1,

которое приводит к противоречию:

𝑑(𝑓) + 1⩽ 2𝐼(𝑓)−1 < 𝑑(𝑓) + 1.

Таким образом, допустимыми значениями параметра 𝑡1 являются только 1
и 3, при этом значение параметра 𝑎 будет равно 0 или 1 соответственно.

Итак, если для функции 𝑓 , имеющей минимальную схему с послед-
ним элементом инвертором, выполняется равенство 𝐿𝐵−

(𝑓) = 2𝐼(𝑓)− 1, то,
во-первых, функция 𝑓 удовлетворяет граничному условию, а во-вторых, лю-
бая минимальная схема 𝑆 для функции 𝑓 либо содержит в точности 𝐼(𝑓)
инверторов и ровно на один из них подается вход схемы, либо содержит
в точности 𝐼(𝑓) + 1 инвертор и ровно на 3 из них подаются входы схемы.
Подробнее рассмотрим эти два возможных случая.

Случай 1∘. Пусть 𝑆 — минимальная схема для функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),
𝐿𝐵−

(𝑆) = 2𝐼(𝑓)− 1, 𝐼(𝑆) = 𝐼(𝑓), последний элемент схемы 𝑆 — инвертор,
на вход ровно одного инвертора схемы 𝑆 подается вход схемы.

Рассмотрим схему 𝑆 ′, получающуюся из схемы 𝑆 удалением последнего
инвертора, т. е. элемента 𝑒𝑟1 (если рассматривать каноническое представ-
ление схемы 𝑆). Схема 𝑆 ′ реализует функцию 𝑓 . В силу минимальности
схемы 𝑆 справедливы равенства

𝐼(𝑓) = 𝐼(𝑆 ′) = 𝐼(𝑆)− 1 = 𝐼(𝑓)− 1.

В схеме 𝑆 ′ выделим первый инвертор, т. е. элемент 𝑒11. Без ограничения
общности будем считать, что на вход этого инвертора подается перемен-
ная 𝑥1. В свою очередь преобразуем схему 𝑆 ′ в схему 𝑆 ′′, заменив инвер-
тор 𝑒11 на еще один вход схемы, которому припишем новую переменную 𝑦.
Тем самым новая схема 𝑆 ′′ реализует некоторую функцию 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑦),
которая обладает следующими свойствами:

1) 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑥1)= 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),
2) 𝐼(𝑔)⩽ 𝐼(𝑓)−2.
Тогда для любого значения 𝜎, 𝜎∈{0, 1} верны следующие соотношения:

⌈︁
log2(𝑑(𝑓(𝜎, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛)) + 1)

⌉︁
= ⌈log2(𝑑(𝑔(𝜎, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛, 𝜎)) + 1)⌉⩽

⩽ ⌈log2(𝑑(𝑔(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛, 𝑦)) + 1)⌉= 𝐼(𝑔)⩽ 𝐼(𝑓)− 2 = 𝐼(𝑓)− 1.

Значит, функция 𝑓 является 1-равномерной по переменной 𝑥1, а следова-
тельно, (1, 1)-равномерной.
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Случай 2∘. Пусть 𝑆 — минимальная схема для функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),
𝐿𝐵−

(𝑆)=2𝐼(𝑓)−1, 𝐼(𝑆)= 𝐼(𝑓)+1, последний элемент схемы 𝑆 — инвертор,
на вход ровно трех инверторов схемы 𝑆 подаются входы схемы.

Также как и в первом случае рассмотрим схему 𝑆 ′, получающуюся из
схемы 𝑆 удалением последнего инвертора, т. е. элемента 𝑒𝑟1. Схема 𝑆

′ реа-
лизует функцию 𝑓 .

В схеме 𝑆 ′ выделим три инвертора, на входы которых подаются входы
схемы, т. е. выделим элементы 𝑒11, 𝑒12 и 𝑒13. Без ограничения общности бу-
дем считать, что на входы этих инверторов подаются переменные 𝑥1, 𝑥2 и 𝑥3.
В свою очередь, преобразуем схему 𝑆 ′ в схему 𝑆 ′′, заменив инверторы 𝑒11, 𝑒12
и 𝑒13 на три дополнительных входа схемы, которым припишем новые пере-
менные 𝑦1, 𝑦2 и 𝑦3. Тем самым новая схема 𝑆 ′′ реализует некоторую функцию
𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3), которая обладает следующими свойствами:

1) 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)=𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),
2) 𝐼(𝑔)⩽ 𝐼(𝑆 ′′)⩽ 𝐼(𝑆)−4= 𝐼(𝑓)−3.
Тогда для любого набора (𝜎1, 𝜎2, 𝜎3), (𝜎1, 𝜎2, 𝜎3)∈ {0, 1}3 верны следую-

щие соотношения:⌈︁
log2(𝑑(𝑓(𝜎1, 𝜎2, 𝜎3, 𝑥4, . . ., 𝑥𝑛)) + 1)

⌉︁
=

= ⌈log2(𝑑(𝑔(𝜎1, 𝜎2, 𝜎3, 𝑥4, . . ., 𝑥𝑛, 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3)) + 1)⌉⩽
⩽ ⌈log2(𝑑(𝑔(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛, 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3)) + 1)⌉= 𝐼(𝑔)⩽ 𝐼(𝑓)− 3 = 𝐼(𝑓)− 2.

Значит, функция 𝑓 является 2-равномерной по переменным 𝑥1, 𝑥2 и 𝑥3, а сле-
довательно, (3, 2)-равномерной.

Лемма 40 доказана.

Л е м м а 41. Если для булевой функции 𝑓 справедливо равенство

𝐿𝐵−
(𝑓) = 2𝐼(𝑓)− 1

и для функции 𝑓 существует минимальная схема в базисе 𝐵−, в ко-
торой последний элемент — монотонный, то функция 𝑓 является
(2, 2)-равномерной или (4, 3)-равномерной.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑆 — минимальная схема для функции 𝑓 ,
у которой последний элемент — монотонный.

Обозначим через 𝑡1 количество инверторов в схеме 𝑆, на входы которых
подаются входы схемы. В силу леммы 37 истинно неравенство 𝑡1⩾1.

Положим 𝑎= 𝐼(𝑆)− 𝐼(𝑓). В силу минимальности схемы 𝑆 выходы всех
монотонных элементов подаются на входы инверторов. С другой стороны,
на входы всех инверторов, кроме 𝑡1 первых, подаются выходы монотонных
элементов. Следовательно,

𝐿𝐵−
(𝑆) = 𝑡1 + 2(𝐼(𝑆)− 𝑡1) + 1= 2𝐼(𝑆)− 𝑡1 + 1= 2𝐼(𝑓) + 2𝑎− 𝑡1 + 1.

Поэтому, учитывая минимальность схемы 𝑆 и значение величины сложно-
сти функции 𝑓 , получаем равенство

𝑎=
𝑡1
2
− 1.

Отсюда, в частности, вытекает четность величины 𝑡1.
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Далее, применяя необходимое число раз лемму 25, получаем

𝑑(𝑓) + 1⩽ (𝑡1 + 1)2𝐼(𝑆)−𝑡1 = (𝑡1 + 1)2𝐼(𝑓)−1 2𝑎−𝑡1+1 ⩽ 𝑡1 + 1

2𝑡1/2
2𝐼(𝑓)−1.

Отсюда при 𝑡1⩾6 получаем противоречие:

𝑑(𝑓) + 1⩽ 2𝐼(𝑓)−1 < 𝑑(𝑓) + 1.

Таким образом, все значения параметра 𝑡1, отличные от 2 и 4, невозможны.
Осталось рассмотреть случаи 𝑡1 = 2 и 𝑡1 = 4. Отметим, что в этих случаях
значения параметра 𝑎 равны, соответственно, 0 и 1.

Случай 1∘. Пусть 𝑆 — минимальная схема для функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),
𝐿(𝑆) = 2𝐼(𝑓)− 1, 𝐼(𝑆) = 𝐼(𝑓), последний элемент схемы 𝑆 — монотонный
элемент, на вход ровно двух инверторов схемы 𝑆 подаются входы схемы.

В схеме 𝑆 выделим те два инвертора, на входы которых подаются пе-
ременные. Без ограничения общности будем считать, что это переменные
𝑥1 и 𝑥2. Преобразуем схему 𝑆 в схему 𝑆 ′, заменив выделенные инверто-
ры на два дополнительных входа схемы, которым припишем новые пере-
менные 𝑦1, 𝑦2. Тем самым новая схема 𝑆 ′ реализует некоторую функцию
𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑦1, 𝑦2), которая обладает следующими свойствами:

1) 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑥1, 𝑥2)= 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),
2) 𝐼(𝑔)⩽ 𝐼(𝑓)−2.
Тогда для любого набора (𝜎1, 𝜎2), (𝜎1, 𝜎2) ∈ {0, 1}2, верны следующие

соотношения:

⌈log2(𝑑(𝑓(𝜎1, 𝜎2, 𝑥3, . . ., 𝑥𝑛)) + 1)⌉=
= ⌈log2(𝑑(𝑔(𝜎1, 𝜎2, 𝑥3, . . ., 𝑥𝑛, 𝜎1, 𝜎2)) + 1)⌉⩽
⩽ ⌈log2(𝑑(𝑔(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛, 𝑦1, 𝑦2)) + 1)⌉= 𝐼(𝑔)⩽ 𝐼(𝑓)− 2.

Значит, функция 𝑓 является 2-равномерной по переменным 𝑥1 и 𝑥2, а сле-
довательно, (2, 2)-равномерной.

Случай 2∘. Пусть 𝑆 — минимальная схема для функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),
𝐿(𝑆)=2𝐼(𝑓)−1, 𝐼(𝑆)= 𝐼(𝑓)+1, последний элемент схемы 𝑆 — монотонный
элемент, на вход ровно четырех инверторов схемы 𝑆 подаются входы схемы.

В схеме 𝑆 выделим те четыре инвертора, на входы которых подаются
переменные. Без ограничения общности будем считать, что это переменные
𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4. Преобразуем схему 𝑆 в схему 𝑆 ′, заменив выделенные инверто-
ры на четыре дополнительных входа схемы, которым припишем новые пере-
менные 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4. Тем самым новая схема 𝑆 ′ реализует некоторую функ-
цию 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4), которая обладает следующими свойствами:

1) 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)=𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),
2) 𝐼(𝑔)⩽ 𝐼(𝑓)−3.
Тогда для любого двоичного набора (𝜎1, 𝜎2, 𝜎3, 𝜎4) верны следующие со-

отношения:

⌈log2(𝑑(𝑓(𝜎1, 𝜎2, 𝜎3, 𝜎4, 𝑥5, . . ., 𝑥𝑛)) + 1)⌉=
= ⌈log2(𝑑(𝑔(𝜎1, 𝜎2, 𝜎3, 𝜎4, 𝑥5, . . ., 𝑥𝑛, 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3, 𝜎4)) + 1)⌉⩽

⩽ ⌈log2(𝑑(𝑔(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛, 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4)) + 1)⌉= 𝐼(𝑔)⩽ 𝐼(𝑓)− 3.
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Значит, функция 𝑓 является 3-равномерной по переменным 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4,
а следовательно, (4, 3)-равномерной.

Лемма 41 доказана.
Теперь перейдем к доказательству того факта, что необходимые для

справедливости равенства 𝐿𝐵−
(𝑓) = 2𝐼(𝑓)− 1 условия лемм 40 и 41 явля-

ются и достаточными. Основой этого доказательства является следующее
утверждение.

Л е м м а 42. Если булева функция 𝑓 является (𝑝, 𝑢)-равномерной,
то справедливо неравенство 𝐿𝐵−

(𝑓)⩽2𝐼(𝑓)+𝑝+1−2𝑢.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Без ограничения общности будем считать,
что булева функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) является 𝑢-равномерной по перемен-
ным 𝑥1, . . ., 𝑥𝑝. Построим для функции 𝑓 схему в базисе 𝐵− требуемой
сложности.

В силу 𝑢-равномерности функции 𝑓 для любого двоичного набора̃︀𝜎=(𝜎1, . . ., 𝜎𝑝) для функции

𝑓�̃�(𝑥𝑝+1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑓(𝜎1, . . ., 𝜎𝑝, 𝑥𝑝+1, . . ., 𝑥𝑛)

истинно неравенство 𝐼(𝑓�̃�)⩽ 𝐼(𝑓)−𝑢.
Построение схемы, реализующей функцию 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) в базисе 𝐵−,

начнем с того, что для упорядоченной системы

𝑓0...00, 𝑓0...01, 𝑓0...10, . . ., 𝑓1...11,

состоящей из 2𝑝 функций от переменных 𝑥𝑝+1, . . ., 𝑥𝑛, построим схему Í,
реализующую для этой системы 2𝑝-переключатель

𝑔(𝑦0...00, 𝑦0...01, . . ., 𝑦1...11, 𝑥𝑝+1, . . ., 𝑥𝑛),

удовлетворяющий условиям

𝑔(1, 0, . . ., 0, 𝑥𝑝+1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑓0...00(𝑥𝑝+1, . . ., 𝑥𝑛),

𝑔(0, 1, . . ., 0, 𝑥𝑝+1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑓0...01(𝑥𝑝+1, . . ., 𝑥𝑛),

. . .

𝑔(0, 0, . . ., 1, 𝑥𝑝+1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑓1...11(𝑥𝑝+1, . . ., 𝑥𝑛).

В силу леммы 10 схему Í можно построить так, что будет выполняться
неравенство

𝐼(Í)⩽max
�̃�

𝐼(𝑓�̃�)⩽ 𝐼(𝑓)− 𝑢.

Отдельно построим схему Í0 из монотонных элементов, на входы кото-
рой подаются функции 𝑥1, . . ., 𝑥𝑝, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑝 и реализующую все конъюнкции
вида 𝑥𝜎1

1 . . . 𝑥𝜎𝑝

𝑝 .
Теперь, если для каждого из 2𝑝 двоичных наборов (𝜎1, . . ., 𝜎𝑝) конъ-

юнкцию 𝑥𝜎1

1 . . . 𝑥𝜎𝑝

𝑝 , реализованную схемой Í0, подать на вход схемы Í,

которому ранее была приписана переменная 𝑦𝜎1...𝜎𝑝
, то полученная схема ̃︀𝑆

будет реализовывать функцию 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Подсчитаем число инверторов

в схеме ̃︀𝑆: на входы 𝑝 инверторов подаются переменные 𝑥1, . . ., 𝑥𝑝, в подсхе-
ме Í0 нет инверторов, в подсхеме Í не более 𝐼(𝑓)− 𝑢 инверторов. Таким
образом,

𝐼
(︀̃︀𝑆)︀⩽ 𝐼(𝑓) + 𝑝− 𝑢.
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В схеме ̃︀𝑆 выходы некоторых монотонных элементов могут подаваться
на входы монотонных элементов. Преобразуя естественным образом схе-

му ̃︀𝑆 так, чтобы выходы монотонных элементов подавались только на входы
инверторов, получим схему 𝑆, реализующую в базисе 𝐵− функцию 𝑓 и для
которой выполняются соотношения

𝐼(𝑆) = 𝐼
(︀̃︀𝑆)︀,

𝐿(𝑆) = 2(𝐼(𝑆)− 𝑝) + 𝑝+ 1⩽ 2(𝐼(𝑓)− 𝑢) + 𝑝+ 1= 2𝐼(𝑓) + 𝑝+ 1− 2𝑢.

Лемма 42 доказана.
Из леммы 42 следует, что для справедливости равенства 𝐿(𝑓)=2𝐼(𝑓)−1

условия леммы 41 являются не только необходимыми, но и достаточными.
Теперь на основе леммы 42 установим достаточность для выполнения ра-
венства 𝐿𝐵−

(𝑓) = 2𝐼(𝑓) − 1 и условий леммы 40. Для этого можно про-
сто подставить соответствующие параметры равномерности в следующее
утверждение.

Л е м м а 43. Если булева функция 𝑓 удовлетворяет граничному

условию, а функция 𝑓 является (𝑝, 𝑢)-равномерной, то справедливо
неравенство

𝐿𝐵−
(𝑓)⩽ 2𝐼(𝑓) + 𝑝− 2𝑢.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По лемме 38 из того, что функция 𝑓 удовлетво-
ряет граничному условию, следует равенство 𝐼(𝑓)= 𝐼(𝑓)−1. Далее, приме-
няя лемму 42, получаем

𝐿𝐵−
(𝑓)⩽ 2𝐼(𝑓) + 𝑝+ 1− 2𝑢= 2𝐼(𝑓) + 𝑝− 2𝑢− 1.

Для завершения доказательства осталось использовать очевидное неравен-
ство 𝐿𝐵−

(𝑓)⩽𝐿𝐵−
(𝑓)+1.

Лемма 43 доказана.
Перейдем к описанию семейства булевых функций, удовлетворяющих

неравенству 𝐿𝐵−
(𝑓)⩽ 2𝐼(𝑓).

Л е м м а 44. Если для булевой функции 𝑓 выполняется неравенство

𝐿𝐵−
(𝑓)⩽ 2𝐼(𝑓),

то выполняется хотя бы одно из следующих условий:
1) функция 𝑓 удовлетворяет граничному условию;
2) функция 𝑓 является (1, 1)-равномерной;
3) функция 𝑓 является (3, 2)-равномерной;
4) функция 𝑓 является (5, 3)-равномерной;
5) функция 𝑓 является (2, 2)-равномерной, но не удовлетворяет

граничному условию;

6) функция 𝑓 является (4, 3)-равномерной, но не удовлетворяет
граничному условию.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть для функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) справедливо
неравенство 𝐿𝐵−

(𝑓)⩽ 2𝐼(𝑓), а сама функция не удовлетворяет граничному
условию. Пусть 𝑆 — минимальная схема для функции 𝑓 . Рассмотрим два
случая в зависимости от того, к какому типу относится последний (выход-
ной) элемент схемы 𝑆.
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Случай 1∘. Пусть последний элемент схемы 𝑆 — инвертор. Тогда, уда-
лив из схемы 𝑆 этот инвертор, получим схему 𝑆 ′, реализующую функцию 𝑓 .
По условию функция 𝑓 не удовлетворяет граничному условию. Поэтому
в силу леммы 38 верно неравенство 𝐼(𝑓)⩾ 𝐼(𝑓). Из минимальности схемы 𝑆
следует минимальность схемы 𝑆 ′, поэтому 𝐿𝐵−

(𝑓)=𝐿(𝑆 ′).
Покажем, что для функции 𝑓 верно равенство 𝐿𝐵−

(𝑓) = 2𝐼(𝑓)− 1. Дей-
ствительно, в противном случае ввиду леммы 36 выполнялось бы неравен-
ство 𝐿𝐵−

(𝑓)⩾2𝐼(𝑓), которое приводит к противоречию с условием леммы:

𝐿𝐵−
(𝑓) =𝐿(𝑆) =𝐿(𝑆 ′) + 1=𝐿𝐵−

(𝑓) + 1⩾ 2𝐼(𝑓) + 1⩾ 2𝐼(𝑓) + 1.

Отметим, что функция 𝑓 не может удовлетворять граничному условию,
так как в противном случае в cилу леммы 38 верно равенство 𝐼(𝑓)= 𝐼(𝑓)−1
и поэтому ввиду минимальности схем 𝑆 и 𝑆 ′ имеем цепочку равенств

𝐿𝐵−
(𝑓) =𝐿𝐵−

(𝑓) + 1= 2𝐼(𝑓) = 2𝐼(𝑓) + 2,

которая противоречит не только условиям леммы, но даже и верхней оценке
из леммы 36.

Таким образом, для функции 𝑓 верно равенство 𝐿𝐵−
(𝑓) = 2𝐼(𝑓) − 1

и у минимальной для функции 𝑓 схемы 𝑆 ′ последний элемент является мо-
нотонным элементом. Тогда для функции 𝑓 выполняются условия леммы 41.
Поэтому функция 𝑓 является (2, 2)-равномерной или (4, 3)-равномерной.

Случай 2∘. Пусть последний элемент схемы 𝑆 является монотонным
элементом. Из условий леммы, минимальности схемы 𝑆 и леммы 36 следу-
ет, что выполняется одно из двух следующих равенств: 𝐿(𝑆)=2𝐼(𝑓)−1 или
𝐿(𝑆)=2𝐼(𝑓). Отдельно рассмотрим эти два случая.

Случай 2.1∘. Пусть верно равенство 𝐿(𝑆)=2𝐼(𝑓)−1. Тогда выполняются
условия леммы 41. Следовательно, функция 𝑓 является (2, 2)-равномерной
или (4, 3)-равномерной. Если функция 𝑓 является (2, 2)-равномерной, то,
очевидно, она является (3, 2)-равномерной. Аналогично, если функция 𝑓
является (4, 3)-равномерной, то она является (5, 3)-равномерной.

Случай 2.2∘. Пусть верно равенство 𝐿(𝑆) = 2𝐼(𝑓). Обозначим через 𝑡1
количество инверторов схемы 𝑆, на входы которых подаются входы схемы.
Изучим вопрос, чему может быть равно значение 𝑡1.

Положим 𝑎= 𝐼(𝑆)− 𝐼(𝑓). В схеме 𝑆 в силу ее минимальности выходы
всех монотонных элементов подаются на входы инверторов или на выход
схемы. С другой стороны, на входы всех инверторов, кроме 𝑡1 первых, пода-
ются выходы монотонных элементов. Следовательно,

𝐿𝐵−
(𝑆) = 𝑡1 + 2(𝐼(𝑆)− 𝑡1) + 1= 2𝐼(𝑆)− 𝑡1 = 2𝐼(𝑓) + 2𝑎− 𝑡1 + 1.

Поэтому, учитывая минимальность схемы 𝑆 и условия леммы, получаем
равенство

𝑎=
𝑡1 − 1

2
.

Отсюда, в частности, вытекает нечетность величины 𝑡1. Далее, применяя
необходимое число раз лемму 25, получаем

𝑑(𝑓) + 1⩽ (𝑡1 + 1)2𝐼(𝑆)−𝑡1 = (𝑡1 + 1)2𝐼(𝑓)+𝑎−𝑡1 =
(𝑡1 + 1) 2𝐼(𝑓)

2(𝑡1+1)/2
.
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Для всех значений 𝑡1, удовлетворяющих условию 𝑡1 ⩾ 7, справедливо
неравенство

(𝑡1 + 1) 2𝐼(𝑓)

2(𝑡1+1)/2
⩽ 2𝐼(𝑓)−1,

которое приводит к противоречию:

𝑑(𝑓) + 1⩽ 2𝐼(𝑓)−1 < 𝑑(𝑓) + 1.

Таким образом, допустимыми значениями параметра 𝑡1 являются только 1,
3 и 5, при этом значение параметра 𝑎 будет 0, 1 и 2 соответственно.

Итак, в условиях случая 2.2∘ установлено, что для функции 𝑓 некоторая
минимальная схема 𝑆 либо содержит в точности 𝐼(𝑓) инверторов и ровно
на один из них подается выход схемы, либо содержит в точности 𝐼(𝑓) + 1
инвертор и ровно на 3 из них подаются входы схемы, либо содержит в точ-
ности 𝐼(𝑓) + 2 инверторов и ровно на 5 из них подаются входы схемы.
Подробнее рассмотрим эти три возможных случая.

Случай 2.2.1∘. Пусть 𝑆 — минимальная в базисе 𝐵− схема для функ-
ции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝐿(𝑆) = 2𝐼(𝑓), 𝐼(𝑆) = 𝐼(𝑓), последний элемент схемы 𝑆 —
монотонный элемент, на вход ровно одного инвертора схемы 𝑆 подается
вход схемы.

В схеме 𝑆 выделим первый инвертор, т. е. элемент 𝑒11, если рассмат-
ривать каноническое представление схемы 𝑆. Без ограничения общности
будем считать, что на вход этого инвертора подается переменная 𝑥1. Пре-
образуем схему 𝑆 в схему 𝑆 ′, заменив инвертор 𝑒11 на еще один вход схемы,
которому припишем новую переменную 𝑦. Тем самым новая схема 𝑆 ′ реа-
лизует некоторую функцию 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑦), которая обладает следующими
свойствами:

1) 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑥1)= 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),
2) 𝐼(𝑔)⩽ 𝐼(𝑓)−1.
Тогда для любого значения 𝜎, 𝜎∈{0, 1} верны следующие соотношения:

⌈log2(𝑑(𝑓(𝜎, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛)) + 1)⌉= ⌈log2(𝑑(𝑔(𝜎, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛, 𝜎)) + 1)⌉⩽
⩽ ⌈log2(𝑑(𝑔(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛, 𝑦)) + 1)⌉= 𝐼(𝑔)⩽ 𝐼(𝑓)− 1.

Значит, функция 𝑓 является 1-равномерной по переменной 𝑥1, а следова-
тельно, (1, 1)-равномерной.

Случай 2.2.2∘. Пусть 𝑆 — минимальная в базисе 𝐵− схема для функции
𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝐿(𝑆) = 2𝐼(𝑓), 𝐼(𝑆) = 𝐼(𝑓) + 1, последний элемент схемы 𝑆 —
монотонный элемент, на вход ровно трех инверторов схемы 𝑆 подаются
входы схемы.

В схеме 𝑆 выделим те три инвертора, на входы которых подаются пе-
ременные. Без ограничения общности будем считать, что это переменные
𝑥1, 𝑥2 и 𝑥3. Преобразуем схему 𝑆 в схему 𝑆 ′, заменив выделенные инвер-
торы на три дополнительных входа схемы, которым припишем новые пере-
менные 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3. Тем самым новая схема 𝑆 ′ реализует некоторую функцию
𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3), которая обладает следующими свойствами:

1) 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)=𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),
2) 𝐼(𝑔)⩽ 𝐼(𝑓)−2.
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Тогда для любого набора (𝜎1, 𝜎2, 𝜎3), (𝜎1, 𝜎2, 𝜎3)∈ {0, 1}3 верны следую-
щие соотношения:

⌈log2(𝑑(𝑓(𝜎1, 𝜎2, 𝜎3, 𝑥4, . . ., 𝑥𝑛)) + 1)⌉=
= ⌈log2(𝑑(𝑔(𝜎1, 𝜎2, 𝜎3, 𝑥4, . . ., 𝑥𝑛, 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3)) + 1)⌉⩽
⩽ ⌈log2(𝑑(𝑔(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛, 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3)) + 1)⌉= 𝐼(𝑔)⩽ 𝐼(𝑓)− 2.

Значит, функция 𝑓 является 2-равномерной по переменным 𝑥1, 𝑥2 и 𝑥3, а сле-
довательно, (3, 2)-равномерной.

Случай 2.2.3∘. Пусть 𝑆 — минимальная в базисе 𝐵− схема для функции
𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝐿(𝑆) = 2𝐼(𝑓), 𝐼(𝑆) = 𝐼(𝑓) + 2, последний элемент схемы 𝑆 —
монотонный элемент, на вход ровно пяти инверторов схемы 𝑆 подаются
входы схемы.

В схеме 𝑆 выделим те пять инверторов, на входы которых подаются
переменные. Без ограничения общности будем считать, что это перемен-
ные 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5. Преобразуем схему 𝑆 в схему 𝑆 ′, заменив выделенные
инверторы на пять дополнительных входов схемы, которым припишем но-
вые переменные 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4, 𝑦5. Тем самым новая схема 𝑆 ′ реализует неко-
торую функцию 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4, 𝑦5), которая обладает следующими
свойствами:

1) 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5)=𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),
2) 𝐼(𝑔)⩽ 𝐼(𝑓)−3.
Тогда для любого набора (𝜎1, 𝜎2, 𝜎3, 𝜎4, 𝜎5), (𝜎1, 𝜎2, 𝜎3, 𝜎4, 𝜎5) ∈ {0, 1}5

верны следующие соотношения:

⌈log2(𝑑(𝑓(𝜎1, 𝜎2, 𝜎3, 𝜎4, 𝜎5, 𝑥6, . . ., 𝑥𝑛)) + 1)⌉=
= ⌈log2(𝑑(𝑔(𝜎1, 𝜎2, 𝜎3, 𝜎4, 𝜎5, 𝑥6, . . ., 𝑥𝑛, 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3, 𝜎4, 𝜎5)) + 1)⌉⩽

⩽ ⌈log2(𝑑(𝑔(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛, 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4, 𝑦5)) + 1)⌉= 𝐼(𝑔)⩽ 𝐼(𝑓)− 3.

Значит, функция 𝑓 является 3-равномерной по переменным 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5,
а следовательно, (5, 3)-равномерной.

Лемма 44 доказана.
Доказательство того, что для выполнения неравенства 𝐿𝐵−

(𝑓)⩽ 2𝐼(𝑓)
необходимое условие, сформулированное в лемме 44, является и достаточ-
ным, вытекает из лемм 42 и 39, а также следующего утверждения.

Л е м м а 45. Если функция 𝑓 не удовлетворяет граничному усло-
вию, но является (𝑝, 𝑢)-равномерной, то для функции 𝑓 справедливо
неравенство

𝐿𝐵−
(𝑓)⩽ 2𝐼(𝑓) + 𝑝− 2𝑢+ 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как функция 𝑓 не удовлетворяет гранично-
му условию, то по лемме 38 верно соотношение 𝐼(𝑓)⩾𝐼(𝑓). Далее, применяя
лемму 42, получаем

𝐿𝐵−
(𝑓)⩽ 2𝐼(𝑓) + 𝑝+ 1− 2𝑢⩽ 2𝐼(𝑓) + 𝑝− 2𝑢+ 1.

Для завершения доказательства осталось использовать очевидное неравен-
ство 𝐿𝐵−

(𝑓)⩽𝐿𝐵−
(𝑓)+1.

Лемма 45 доказана.
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Таким образом, леммы 36, 40–45 дают полное решение задачи о на-
хождении точного значения сложности произвольной булевой функции при
реализации схемами над изучаемым бесконечным базисом. Объединим ре-
зультаты этих лемм в одну теорему.

Т е о р е м а 14 [49]. Величина сложности реализации произвольной

булевой функции схемами в базисе, состоящим из отрицания и всех

монотонных булевых функций, однозначно определяется из трех сле-

дующих утверждений:

I. Для любой булевой функции 𝑓 справедливы неравенства

2 ⌈log2(𝑑(𝑓) + 1)⌉ − 1⩽𝐿𝐵−
(𝑓)⩽ 2 ⌈log2(𝑑(𝑓) + 1)⌉+ 1.

II. Для булевой функции 𝑓 равенство

𝐿𝐵−
(𝑓) = 2 ⌈log2(𝑑(𝑓) + 1)⌉ − 1

истинно только в двух следующих случаях:

1) функция 𝑓 удовлетворяет граничному условию и либо функ-

ция 𝑓 — отрицание переменной, либо функция 𝑓 является (1, 1)-равно-
мерной или (3, 2)-равномерной;

2) функция 𝑓 является (2, 2)-равномерной или (4, 3)-равномерной.
III. Для булевой функции 𝑓 неравенство

𝐿𝐵−
(𝑓)⩽ 2 ⌈log2(𝑑(𝑓) + 1)⌉

выполняется тогда и только тогда, когда функция 𝑓 удовлетворяет

хотя бы одному из следующих условий:

1) функция 𝑓 удовлетворяет граничному условию;

2) функция 𝑓 является (1, 1)-равномерной;
3) функция 𝑓 является (3, 2)-равномерной;
4) функция 𝑓 является (5, 3)-равномерной;
5) функция 𝑓 является (2, 2)-равномерной, но не удовлетворяет

граничному условию;

6) функция 𝑓 является (4, 3)-равномерной, но не удовлетворяет

граничному условию.

З а м е ч а н и е. В приведенном доказательстве теоремы 14 практически
не используется каноническое представление минимальной схемы в бази-
се 𝐵− (а в доказательстве из [49] совсем не используется), хотя исходное
доказательство существенно на него опиралось.

З а м е ч а н и е. Конструктивность доказательств лемм 39, 42, 43, 45,
верхней оценки теоремы Маркова и леммы о переключателе позволяет
для произвольной булевой функции описать метод построения минималь-
ной схемы в базисе 𝐵−.

§ 5. Немонотонная сложность функций 𝑘-значной логики

Теорема 4 устанавливает точное значение немонотонной сложности для
произвольной функции 𝑘-значной логики над двумя естественными базиса-
ми 𝐵𝑃 =𝑀 ∪{𝑁𝑃 (𝑥)} и 𝐵𝐿 =𝑀 ∪{𝑁𝐿(𝑥)}, где 𝑁𝑃 (𝑥) — отрицание Поста,
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т. е. функция 𝑥+1 (mod 𝑘), а 𝑁𝐿(𝑥)— отрицание Лукасевича, т. е. функции
𝑘− 1− 𝑥:

𝐼𝐵𝑃
(𝑓) = ⌈log2(𝑑(𝑓) + 1)⌉ , 𝐼𝐵𝐿

(𝑓) = ⌈log𝑘(𝑑(𝑓) + 1)⌉ .
В случае произвольного базиса 𝐵 вида 𝐵=𝑀 ∪{𝜔1, . . ., 𝜔𝑝}, 𝜔𝑖∈𝑃𝑘 ∖𝑀

(𝑖= 1, . . ., 𝑝, 𝑝⩾ 1), где функциям из множества 𝑀 приписан нулевой вес,
а функциям 𝜔1, . . ., 𝜔𝑝 — единичный, из результатов работ [36, 95] следу-
ет, что найдется такая константа 𝑐(𝐵), что для любой функции 𝑘-значной
логики 𝑓 выполняются неравенства⌈︀

log𝑢(𝐵)(𝑑(𝑓) + 1)
⌉︀− 𝑐(𝐵)⩽ 𝐼𝐵(𝑓)⩽

⌈︀
log𝑢(𝐵)(𝑑(𝐹 ) + 1)

⌉︀
,

(здесь 𝑢(𝐵) — инверсионная сила базиса 𝐵, характеристика базиса, опре-
деленная в § 3).

Эти оценки далеки от окончательных, так как константа 𝑐(𝐵) может
оказаться сколь угодно большой: для любого заданного значения 𝑁 най-
дется базис 𝐵𝑁 вида 𝑀 ∪ {ℎ𝑁} и функция 𝑔𝑁 , для которых справедливо
неравенство

⌈︀
log𝑢(𝐵)(𝑑(𝑔𝑁)+1)

⌉︀−𝐼𝐵𝑁
(𝑔𝑁)>𝑁.

В булевом случае теорема 3 устанавливает в некотором смысле окон-
чательный результат: для любой булевой функции 𝑓 и любого базиса 𝐵
описанного вида справедливо равенство

𝐼𝐵(𝑓) =
⌈︁
log2

(︁
𝑑(𝑓)

𝐷(𝐵)
+ 1

)︁⌉︁
,

где 𝐷(𝐵)=max{𝑑(𝜔1), . . ., 𝑑(𝜔𝑝)}.
Для случая реализации функций 𝑘-значной логики существенное про-

движение получено в работе [46] (см. также [45]): установлено, что для
любой функции 𝑘-значной логики 𝑓 и для произвольного базиса 𝐵 указан-
ного вида выполняются неравенства⌈︁

log𝑢(𝐵)

(︁
𝑑(𝑓)

𝐷(𝐵)
+1
)︁⌉︁
− (log2 𝑘+ 2)⩽ 𝐼𝐵(𝑓)⩽

⌈︁
log𝑢(𝐵)

(︁
𝑑(𝑓)

𝐷(𝐵)
+1
)︁⌉︁

+ 𝑘3.

Эти оценки усилены в [47].
Основным результатом настоящего параграфа является доказатель-

ство следующих оценок немонотонной сложности функций многознач-
ной логики.

Т е о р е м а 15[48]. Пусть базис 𝐵 имеет вид 𝐵 =𝑀 ∪ {𝜔1, . . ., 𝜔𝑝},
где 𝜔𝑖 ∈𝑃𝑘 ∖𝑀, 𝑖=1, . . ., 𝑝. Тогда для любой функции 𝑘-значной логики 𝑓
справедливы неравенства

log𝑢(𝐵)

(︁
𝑑(𝑓)

𝑑(𝐵)
+ 1

)︁
− 1< 𝐼𝐵(𝑓)< log𝑢(𝐵)

(︁
𝑑(𝑓)

𝑑(𝐵)
+ 1

)︁
+ 3 log2 𝑘+ 3.

5.1. Нижняя оценка. В основе доказательства нижней оценки немо-
нотонной сложности функций 𝑘-значной логики лежат идеи из работы [95],
которые позже были развиты в [46, 48].

Л е м м а 46. Пусть последовательность 𝐴 = (𝑎1, 𝑎2, . . ., 𝑎𝑟) эле-
ментов множества {0, 1, . . ., 𝑘 − 1} для некоторого натурального 𝑙
обладает следующим свойством: для всякой подпоследовательно-
сти (𝑎𝑖1 , 𝑎𝑖2 , . . ., 𝑎𝑖𝑡) последовательности 𝐴, удовлетворяющей условию
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𝑎𝑖1 >𝑎𝑖2 > . . . > 𝑎𝑖𝑡 , выполняется неравенство 𝑡⩽ 𝑙. Тогда последователь-
ность 𝐴 можно разбить на 𝑙 непересекающихся неубывающих подпо-

следовательностей 𝐴1, . . ., 𝐴𝑙. удовлетворяющих следующему свойству:

для любых двух идущих подряд элементов 𝑎𝑖 и 𝑎𝑖+1 последователь-

ности 𝐴, лежащих, соответственно, в подпоследовательностях 𝐴𝑗(𝑖)

и 𝐴𝑗(𝑖+1), в случае выполнения неравенства 𝑗(𝑖)> 𝑗(𝑖+1) должно выпол-
няться и неравенство 𝑎𝑖>𝑎𝑖+1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Проведем индукцию по параметру 𝑙.
Если параметр равен 1, то последовательность 𝐴 не убывает. Следова-

тельно, сама последовательность 𝐴 и является искомым разбиением на 𝑙 по-
следовательностей.

Пусть для всех значений параметра, не превосходящих 𝑙−1, утвержде-
ние леммы справедливо. Докажем его для значения параметра, равного 𝑙.

Если в последовательности 𝐴 не существует подпоследователь-
ности 𝑎𝑖1 , 𝑎𝑖2 , . . ., 𝑎𝑖𝑙 длины в точности 𝑙, удовлетворяющей условию
𝑎𝑖1 > 𝑎𝑖2 > . . . > 𝑎𝑖𝑙 , то достаточно воспользоваться предположением ин-
дукции. Если же хотя бы одна такая подпоследовательность существу-
ет, то выпишем все эти подпоследовательности длины 𝑙 (пусть их будет
𝑝 штук, 𝑝⩾ 1):

𝑎𝑖(1,1), 𝑎𝑖(2,1), . . ., 𝑎𝑖(𝑙,1);

𝑎𝑖(1,2), 𝑎𝑖(2,2), . . ., 𝑎𝑖(𝑙,2);

· · ·
𝑎𝑖(1,𝑝), 𝑎𝑖(2,𝑝), . . ., 𝑎𝑖(𝑙,𝑝).

Отметим следующий важный факт: условие 𝑖(1, 𝑗1)< 𝑖(1, 𝑗2) влечет со-
отношение 𝑎𝑖(1,𝑗1) ⩽ 𝑎𝑖(1,𝑗2). Действительно, если бы было верно неравенство
𝑎𝑖(1,𝑗1)>𝑎𝑖(1,𝑗2), то для подпоследовательности

𝑎𝑖(1,𝑗1), 𝑎𝑖(1,𝑗2), 𝑎𝑖(2,𝑗2), . . ., 𝑎𝑖(𝑙,𝑗2)

длины 𝑙+1 выполнялись бы соотношения

𝑎𝑖(1,𝑗1) > 𝑎𝑖(1,𝑗2) > 𝑎𝑖(2,𝑗2) > . . . > 𝑎𝑖(𝑙,𝑗2),

что противоречит условию леммы.
Теперь в качестве искомой подпоследовательности 𝐴𝑙 возьмем упоря-

доченную по увеличению значения номера (в последовательности 𝐴) после-
довательность элементов множества {𝑎𝑖(1,1), 𝑎𝑖(1,2), . . ., 𝑎𝑖(1,𝑝)}.

Пусть 𝑎𝑖 ∈𝐴𝑙, 𝑎𝑖+1 ̸∈𝐴𝑙. Покажем, что тогда 𝑎𝑖 > 𝑎𝑖+1. Действительно,
по построению элемент 𝑎𝑖 — начало некоторой строго убывающей под-
последовательности длины 𝑙 последовательности 𝐴. Если было бы верно
неравенство 𝑎𝑖 ⩽ 𝑎𝑖+1, то, заменив в этой подпоследовательности элемент 𝑎𝑖
на элемент 𝑎𝑖+1, получили бы строго убывающую подпоследовательность
длины 𝑙, начинающуюся с элемента 𝑎𝑖+1, что противоречит отсутствию эле-
мента 𝑎𝑖+1 в подпоследовательности 𝐴𝑙.

После удаления подпоследовательности 𝐴𝑙 из исходной последователь-
ности 𝐴 для любой подпоследовательности 𝑎𝑖(1), 𝑎𝑖(2), . . ., 𝑎𝑖(𝑡) получившейся
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последовательности, удовлетворяющей соотношениям 𝑎𝑖(1)>𝑎𝑖(2)>. . .>𝑎𝑖(𝑡),
выполняется неравенство 𝑡⩽ 𝑙 − 1. Применение предположения индукции
завершает доказательство леммы.

Л е м м а 47. Пусть схема 𝑆 реализует над базисом 𝐵 функцию
𝑘-значной логики 𝑓 . Тогда справедливо неравенство

𝑑(𝑓)⩽𝐷(𝐵)𝑢(𝐵)
(𝑢(𝐵))𝐼𝐵(𝑆)

− 1

𝑢(𝐵)− 1
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Проведем индукцию по величине 𝐼𝐵(𝑆).
Если 𝐼𝐵(𝑆)=0, то функция 𝑓 монотонна. Следовательно, 𝑑(𝑓)=0.
Пусть для любой схемы 𝑆 ′ над базисом 𝐵, для которой справедливо

соотношение 𝐼𝐵(𝑆
′)⩽𝐼𝐵(𝑆)−1, утверждение леммы выполняется.

В схеме 𝑆 со входами 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛 выделим первую относительно неко-
торой правильной нумерации (т. е. нумерации, при которой на входы эле-
ментов не могут подаваться выходы элементов с бо́льшими номерами) вер-
шину, которой приписана какая-либо функция из множества {𝜔1, . . ., 𝜔𝑝},
Функциональный элемент, соответствующий этой вершине, обозначим че-
рез 𝐸, а функцию из немонотонной части базиса 𝐵, приписанную элемен-
ту 𝐸, обозначим через 𝜔𝐸. Пусть на выходе элемента 𝐸 реализуется функ-
ция ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Преобразуем схему 𝑆, удалив из нее элемент 𝐸, создав
вместо него еще один вход схемы, на который подадим переменную 𝑦. По-
лученная таким перестроением схема 𝑆 ′ реализует функцию 𝑔(𝑦, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),
для которой выполняется соотношение

𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑔
(︀
ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛

)︀
.

Кроме того, справедливо равенство 𝐼𝐵(𝑆
′)= 𝐼𝐵(𝑆)−1.

Пусть цепь

𝐶 = (̃︀𝛼1, ̃︀𝛼2, . . ., ̃︀𝛼𝑟)

имеет падение 𝑑(𝑓).
Рассмотрим последовательность 𝐶 ′ наборов длины 𝑛+1:

(ℎ(̃︀𝛼1), ̃︀𝛼1), . . ., (ℎ(̃︀𝛼𝑟), ̃︀𝛼𝑟).

Последовательность 𝐶 ′, вообще говоря, не является цепью, так как после-
довательность

𝐶ℎ =
(︀
ℎ(̃︀𝛼1), . . ., ℎ(̃︀𝛼𝑟)

)︀
,

вообще говоря, не является неубывающей. Обозначим через 𝑙 наимень-
шее натуральное значение, для которого для всякой подпоследовательности(︀
ℎ(̃︀𝛼𝑖1), ℎ(̃︀𝛼𝑖2), . . ., ℎ(̃︀𝛼𝑖𝑡)

)︀
последовательности 𝐶ℎ, удовлетворяющей усло-

вию ℎ(̃︀𝛼𝑖1)> ℎ(̃︀𝛼𝑖2)> . . . > ℎ(̃︀𝛼𝑖𝑡), выполняется неравенство 𝑡⩽ 𝑙. Отметим,
что выполняются неравенства 𝑙⩽𝑢(𝜔𝐸)⩽𝑢(𝐵).

В соответствии с леммой 46 разобьем последовательность 𝐶ℎ на 𝑙 непе-
ресекающихся неубывающих последовательностей 𝐶ℎ1, . . ., 𝐶ℎ𝑙. Пусть 𝑝 —
минимальное значение среди всех значений индекса 𝑖, для которых элемен-
ты ℎ( ̃︀𝛼𝑖) и ℎ(̃︀𝛼𝑖+1) последовательности 𝐶ℎ лежат в разных подпоследователь-
ностях. Без ограничения общности можно считать, что выполняется нера-
венство ℎ( ̃︀𝛼𝑖)> ℎ(̃︀𝛼𝑖+1) (в ином случае присоединим начальный кусок пер-
вой подпоследовательности ко второй подпоследовательности). Полученное
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разбиение последовательности 𝐶ℎ индуцирует разбиение последовательно-
сти 𝐶 ′ на подпоследовательности 𝐶 ′

1, 𝐶
′
2, . . ., 𝐶

′
𝑙. Каждая из последователь-

ностей наборов 𝐶 ′
𝑗, 𝑗=1, 2, . . ., 𝑙, является цепью наборов длины 𝑛+1.

Отметим, что первые разряды в наборах последовательности 𝐶 ′ умень-
шают свое значение не более 𝑑(ℎ)⩽ 𝑑(𝜔𝐸) раз. Поэтому в силу построения
разбиения последовательности 𝐶 ′ при движении от элемента с номером 𝑝+1
последовательности 𝐶 ′ к ее концу количество переходов от одной подпосле-
довательности к подпоследовательности с меньшим номером не превосходит
величины 𝑑(𝜔𝐸)−1. Следовательно, при движении от начала последователь-
ности 𝐶 ′ к ее концу количество всех переходов от одной подпоследователь-
ности к другой также не превосходит величины 𝑙𝑑(𝜔𝐸).

Из этих соображений вытекает оценка

𝑑(𝑓) = 𝑑𝐶(𝑓)⩽ 𝑑𝐶 ′

1
(𝑔) + 𝑑𝐶 ′

2
(𝑔) + . . .+ 𝑑𝐶 ′

𝑙
(𝑔) + 𝑙𝑑(𝜔𝐸).

По предположению индукции для 𝑖, 𝑖= 1, 2, . . ., 𝑙, выполняются соот-
ношения

𝑑𝐶 ′

𝑖
(𝑔)⩽ 𝑑(𝑔)⩽𝐷(𝐵)𝑢(𝐵)

(𝑢(𝐵))𝐼𝐵(𝑆′)
− 1

𝑢(𝐵)− 1
=𝐷(𝐵)𝑢(𝐵)

(𝑢(𝐵))𝐼𝐵(𝑆)−1
− 1

𝑢(𝐵)− 1
.

Окончательно, учитывая неравенства 𝑙 ⩽ 𝑢(𝜔𝐸)⩽ 𝑢(𝐵), 𝑑(𝜔𝐸)⩽𝐷(𝐵),
получаем:

𝑑(𝑓) = 𝑑𝐶(𝑓)⩽ 𝑑𝐶 ′

1
(𝑔) + 𝑑𝐶 ′

2
(𝑔) + . . .+ 𝑑𝐶 ′

𝑙
(𝑔) + 𝑢(𝐵)𝐷(𝐵)⩽

⩽𝐷(𝐵)𝑢(𝐵)

(︂
𝑢(𝐵)

(𝑢(𝐵))𝐼𝐵(𝑆)−1
− 1

𝑢(𝐵)− 1
+ 1

)︂
=𝐷(𝐵)𝑢(𝐵)

(𝑢(𝐵))𝐼𝐵(𝑆)
− 1

𝑢(𝐵)− 1
.

Лемма 47 доказана.

Л е м м а 48. Для произвольной функции 𝑘-значной логики 𝑓 спра-
ведливо неравенство

𝐼𝐵(𝑓)> log𝑢(𝐵)

(︁
𝑑(𝑓)

𝐷(𝐵)
+ 1

)︁
− log𝑢(𝐵)

𝑢(𝐵)
𝑢(𝐵)− 1

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любой схемы 𝑆, реализующей в базисе 𝐵
функцию 𝑓 , в силу леммы 2 выполняется соотношение

𝑑(𝑓)

𝐷(𝐵)
⩽ (𝑢(𝐵))𝐼𝐵(𝑆)+1

− 𝑢(𝐵)

𝑢(𝐵)− 1
.

Поэтому

𝑑(𝑓)

𝐷(𝐵)
+1⩽ (𝑢(𝐵))𝐼𝐵(𝑓)+1

− 1

𝑢(𝐵)− 1
= (𝑢(𝐵))𝐼𝐵(𝑓) +

(𝑢(𝐵))𝐼𝐵(𝑓)
− 1

𝑢(𝐵)− 1
< (𝑢(𝐵))𝐼𝐵(𝑓) 𝑢(𝐵)

𝑢(𝐵)− 1
.

Логарифмируя, получаем нужное неравенство. Лемма 48 доказана.
Из леммы 48 непосредственно следует нижняя оценка теоремы 15.
5.2. Верхняя оценка. Основой для доказательства верхней оценки

будет соответствующая лемма о переключателе. На этот раз нам потребу-
ется утверждение, аналогичное лемме 10, но справедливое уже для базиса,
содержащего несколько немонотонных функций. Формулировка будет бо-
лее громоздкой, но при этом она позволит не переделывать доказательство
леммы 10. Предварительно дадим некоторые дополнительные определения.
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Пусть базис 𝐵 имеет вид 𝐵=𝑀∪{𝜔1, . . ., 𝜔𝑝}, где 𝜔𝑖∈𝑃𝑘∖𝑀 , 𝑖=1, . . ., 𝑝.
Тогда для фиксированной немонотонной функции 𝜓 из базиса 𝐵 произволь-
ную схему 𝑆 над базисом 𝐵 будем называть 𝜓-правильной, если суще-
ствует такая правильная нумерация всех элементов схемы 𝑆, что среди
всех элементов схемы, которым приписаны немонотонные функции базиса,
наименьший номер имеет элемент, которому приписана функция 𝜓. Будем
также схему считать 𝜓-правильной, если всем элементам схемы приписаны
монотонные функции базиса.

Доказательство следующей леммы почти полностью совпадает с дока-
зательством леммы 10.

Л е м м а 49. Пусть базис 𝐵 вида 𝐵=𝑀∪{𝜔1, . . ., 𝜔𝑝}, где 𝜔𝑖∈𝑃𝑘∖𝑀 ,

𝑖 = 1, . . ., 𝑝, содержит немонотонную функцию 𝜓; пусть для функций

𝑓1, . . ., 𝑓𝑠 и некоторого натурального 𝐴 найдутся 𝜓-правильные схемы
𝑆1, . . ., 𝑆𝑠 над базисом 𝐵, реализующие эти функции и удовлетворяющие
условию 𝐼𝐵(𝑆𝑗)⩽𝐴, 𝑗 =1, . . ., 𝑠. Тогда для упорядоченного набора функ-
ций (𝑓1, . . ., 𝑓𝑠) найдется 𝑠-переключатель 𝑔 и такая реализующая его

𝜓-правильная схема 𝑆 над базисом 𝐵, что выполняется неравенство

𝐼𝐵(𝑆)⩽𝐴.

Л е м м а 50. Пусть 𝑓 ∈𝑃𝑘, 𝜓 ∈𝑃𝑘 ∖𝑀, 𝐵=𝑀 ∪{𝜓}, 𝑑(𝑓)⩽ 𝑑(𝜓)

(𝑘− 1)2
−1.

Тогда

𝐼𝐵(𝑓)⩽ ⌈log2 𝑘⌉.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть функции 𝑓 и 𝜓 зависят от 𝑠 и 𝑡 перемен-

ных соответственно.
Положим

𝜒𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑡) =

⎧⎨
⎩1, если 𝜓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑡)⩾ 𝑖;

0, если 𝜓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑡)< 𝑖,
𝑖= 1, 2, . . ., 𝑘− 1.

Отметим, что если пара
(︁̃︀𝛼, ̃︀𝛽)︁ наборов из 𝐸𝑡

𝑘 является обрывом для

функции 𝜓, то эта пара наборов является обрывом хотя бы для одной из
функций 𝜒𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑡), 𝑖=1, 2, . . ., 𝑘−1. Поэтому справедливо неравенство

𝑑(𝜒1) + 𝑑(𝜒2) + . . .+ 𝑑(𝜒𝑘−1)⩾ 𝑑(𝜓).

Обозначим через 𝜙 функцию из построенного множества {𝜒1, 𝜒2, . . ., 𝜒𝑘−1},
имеющую наибольшее значение спада. Очевидно, что выполняются соот-
ношения

𝑑(𝜙)⩾ 𝑑(𝜓)

𝑘− 1
, 𝐼𝐵(𝜙) = 1.

Положим 𝑞 = ⌈log2 𝑘⌉. Представим исходную функцию 𝑓 = 𝑓(̃︀𝑥) в ви-
де набора из 𝑞 функций 𝑓1(̃︀𝑥), 𝑓2(̃︀𝑥), . . ., 𝑓𝑞(̃︀𝑥) в соответствии с двоичным
представлением:

𝑓 = 𝑓12
𝑞−1 + 𝑓22

𝑞−2 + . . .+ 𝑓𝑞−12
1 + 𝑓𝑞2

0.

Отметим, что для получения функции 𝑓(̃︀𝑥) из функций 𝑓1(̃︀𝑥),
𝑓2(̃︀𝑥), . . ., 𝑓𝑞(̃︀𝑥) достаточно использовать только монотонные функции.
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Теперь докажем, что для каждого 𝑖, 𝑖=1, . . ., 𝑞, истинно неравенство

𝑑(𝑓𝑖)⩽ 2𝑖−1(𝑑(𝑓) + 1).

Это соотношение вытекает из следующего утверждения.
Пусть подпоследовательность идущих подряд элементов максималь-

ной (неуплотняемой) цепи наборов из множества 𝐸𝑠
𝑘 для некоторого

𝑖∈{1, 2, . . ., 𝑞} содержит 2𝑖−1 обрывов для функции 𝑓𝑖. Тогда среди этих 2𝑖−1

обрывов для функции 𝑓𝑖 есть хотя бы один обрыв для функции 𝑓 .
Действительно, пусть это не так, т. е. найдется подпоследовательность

идущих подряд наборов исходной последовательности, в которой для функ-
ции 𝑓𝑖 содержится 2𝑖−1 обрывов, а для функции 𝑓 обрывы отсутствуют.
Тогда в этой подпоследовательности найдется, в свою очередь, подпоследо-

вательность ̃︀𝛽1, ̃︀𝛽2, . . ., ̃︀𝛽2𝑖 , удовлетворяющая условиям:

1) 𝑓𝑖(̃︀𝛽2𝑗−1)=1, 𝑗=1, . . ., 2𝑖−1;

2) 𝑓𝑖(̃︀𝛽2𝑗)=0, 𝑗=1, . . ., 2𝑖−1;

3) 𝑓(̃︀𝛽1)⩽ 𝑓(̃︀𝛽2)⩽ . . .⩽ 𝑓(̃︀𝛽2𝑖).

Так как для любых двух соседних наборов ̃︀𝛽𝑎 и ̃︀𝛽𝑎+1 выполняются со-

отношения 𝑓𝑖(̃︀𝛽𝑎) ̸= 𝑓𝑖(̃︀𝛽𝑎+1) и 𝑓(̃︀𝛽𝑎)⩽ 𝑓(̃︀𝛽𝑎+1), то справедливы неравенства

𝑓(̃︀𝛽𝑎)<𝑓(̃︀𝛽𝑎+1). С учетом этих неравенств получаем также неравенства

𝑓(̃︀𝛽2𝑗−1)⩾ 2𝑞−𝑖 + (𝑗 − 1)2𝑞−𝑖+1, 𝑓(̃︀𝛽2𝑗)⩾ 𝑗2𝑞−𝑖+1, 𝑗 = 1, . . ., 2𝑖−1.

Тем самым при 𝑗=2𝑖−1 получаем неравенство 𝑓(̃︀𝛽2𝑖)⩾2𝑞, что невозможно.
Таким образом, неформально говоря, для любой максимальной цепи

среди любых идущих подряд 2𝑖 обрывов для функции 𝑓𝑖 найдется хотя бы
один обрыв для функции 𝑓 . Поэтому

𝑑(𝑓)⩾
⌊︁
𝑑(𝑓𝑖)

2𝑖−1

⌋︁
>
𝑑(𝑓𝑖)

2𝑖−1
− 1.

Следовательно,
𝑑(𝑓𝑖)< (𝑑(𝑓) + 1)2𝑖−1.

Таким образом, для любого 𝑖, 𝑖= 1, . . ., 𝑞, с учетом условий леммы вы-
полняются неравенства

𝑑(𝑓𝑖)< (𝑑(𝑓) + 1)(𝑘− 1)⩽ 𝑑(𝜓)

𝑘− 1
⩽ 𝑑(𝜙).

Отсюда, в силу того, что и функции 𝑓𝑖, и функция 𝜙 принимают не более
двух значений, имеем:

𝐼𝐵(𝑓𝑖)⩽ 𝐼𝑀∪{𝜙}(𝑓𝑖)⩽ 1, 𝑖= 1, . . ., 𝑞.

Как уже отмечалось, из функций 𝑓𝑖, 𝑖= 1, . . ., 𝑞, можно построить мо-
нотонную формулу для функции 𝑓 , поэтому 𝐼𝐵(𝑓)⩽ 𝑞 = ⌈log2 𝑘⌉. Лемма 50
доказана.

Непосредственно из леммы 50 вытекает следующее утверждение.

Л е м м а 51. Пусть 𝑓 ∈ 𝑃𝑘, 𝜓 ∈ 𝑃𝑘 ∖𝑀, 𝐵 ⊇𝑀 ∪ {𝜓}, 𝐷(𝐵) = 𝑑(𝜓),

𝑑(𝑓)⩽ 𝐷(𝐵)

(𝑘− 1)2
. Тогда для функции 𝑓 найдется 𝜓-правильная схема в ба-

зисе 𝐵, удовлетворяющая условию

𝐼𝐵(𝑆)⩽ ⌈log2 𝑘⌉+ 1.
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Л е м м а 52. Пусть базис 𝐵 имеет вид 𝐵 =𝑀 ∪ {𝜔1, . . ., 𝜔𝑝}, где
𝜔𝑖 ∈ 𝑃𝑘 ∖𝑀 , 𝑖= 1, . . ., 𝑝. Тогда для любой функции 𝑓 найдется немоно-
тонная функция 𝜓 из базиса 𝐵, для которой существует 𝜓-правильная
схема 𝑆, реализующая функцию 𝑓 над базисом 𝐵 и удовлетворяющая
условию

𝐼𝐵(𝑆)⩽

⌈︂
log𝑢(𝐵) max

(︂
(𝑘− 1)2𝑑(𝑓)

𝐷(𝐵)
, 1

)︂⌉︂
+ ⌈log2 𝑘⌉+ 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑢(𝐵) = 𝑠, 𝐷(𝐵) = 𝑡. Выберем в базисе 𝐵
функцию 𝜔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑙), удовлетворяющую условию 𝑢(𝜔) = 𝑠, и функцию 𝜙,
удовлетворяющую условию 𝑑(𝜙) = 𝑡. Положим 𝐵 ′ =𝑀 ∪ {𝜔, 𝜙}. Искомую
𝜓-правильную схему 𝑆 будем строить в базисе 𝐵 ′ и в качестве функции 𝜓
будет выступать либо функция 𝜙, либо функция 𝜔.

Утверждение леммы будем доказывать индукцией по величине

𝑊 (𝑓) =

⌈︂
log𝑠 max

(︂
(𝑘− 1)2𝑑(𝑓)

𝑡
, 1

)︂⌉︂
, 𝑊 (𝑓) = 0, 1, 2, . . .,

причем при 𝑊 (𝑓) = 0 роль функции 𝜓 из формулировки леммы будет вы-
полнять функция 𝜙, а при𝑊 (𝑓)⩾1 — функция 𝜔.

База индукции: 𝑊 (𝑓) = 0. В этом случае выполняется неравенство
𝑑(𝑓) ⩽ 𝑡/(𝑘 − 1)2. Тогда в силу леммы 51 для функции 𝑓 найдется
𝜙-правильная схема 𝑆 над базисом 𝑀 ∪ {𝜙}, а следовательно, и над бази-
сом 𝐵 ′, удовлетворяющая неравенству 𝐼𝐵′(𝑆)⩽⌈log2 𝑘⌉+1.

Шаг индукции. Пусть 𝑊 (𝑓) ⩾ 1 и для любой функции 𝑔, для кото-
рой справедливо соотношение𝑊 (𝑔)⩽𝑊 (𝑓)−1, утверждение, доказываемое
по индукции, выполняется.

Будем считать, что функция 𝑓 зависит от 𝑛 переменных. Обозначим че-
рез 𝑇1 множество 𝑘-значных наборов длины 𝑛, обладающих тем свойством,
что для любой цепи 𝐶 с концом в таком наборе выполняется неравенство
𝑑𝐶(𝑓)⩽ 𝑠𝑊 (𝑓)−1𝑡/(𝑘−1)2, т. е.

𝑇1 = {̃︀𝛼 ∈𝐸𝑛
𝑘 | 𝑑𝐶(𝑓)⩽ 𝑠𝑊 (𝑓)−1𝑡/(𝑘− 1)2 для любой цепи 𝐶 с концом ̃︀𝛼}.

Далее, для 𝑖=2, . . ., 𝑠−1 обозначим через 𝑇𝑖 множество 𝑘-значных на-
боров длины 𝑛, обладающих тем свойством, что для любой цепи 𝐶 наборов
из множества 𝐸𝑛

𝑘 ∖ (𝑇1 ∪ . . . ∪ 𝑇𝑖−1) с концом в таком наборе выполняется
неравенство 𝑑𝐶(𝑓)⩽ 𝑠𝑊 (𝑓)−1𝑡/(𝑘−1)2, т. е.

𝑇𝑖 = {̃︀𝛼 ∈𝐸𝑛
𝑘 ∖ (𝑇1 ∪ . . .∪ 𝑇𝑖−1) | 𝑑𝐶(𝑓)⩽ 𝑠𝑊 (𝑓)−1𝑡/(𝑘− 1)2

для любой цепи 𝐶 с концом ̃︀𝛼, 𝐶 ⊂𝐸𝑛
𝑘 ∖ (𝑇1 ∪ . . .∪ 𝑇𝑖−1)}.

Наконец, положим

𝑇𝑠 =𝐸𝑛
𝑘 ∖ (𝑇1 ∪ . . .∪ 𝑇𝑠−1).

Отметим, что если ̃︀𝛼∈𝑇𝑖 и ̃︀𝛽≺ ̃︀𝛼, то ̃︀𝛽∈𝑇1∪. . .∪𝑇𝑖−1, 𝑖=1, . . ., 𝑠.
Теперь докажем, что для любой цепи 𝐶 наборов из множества 𝑇𝑠 также

выполняется неравенство 𝑑𝐶(𝑓)⩽ 𝑠𝑊 (𝑓)−1𝑡/(𝑘− 1)2. Действительно, предпо-
ложив противное, получаем, что существует цепь 𝐶𝑠 с началом в наборе ̃︀𝛼𝑠,̃︀𝛼𝑠 ∈ 𝑇𝑠, для которой выполняется неравенство 𝑑𝐶𝑠

(𝑓)> 𝑠𝑊 (𝑓)−1𝑡. С другой
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стороны, так как набор ̃︀𝛼𝑠 не лежит в множестве 𝑇𝑠−1, то найдется цепь 𝐶𝑠−1
с началом в наборе ̃︀𝛼𝑠−1, ̃︀𝛼𝑠−1 ∈𝑇𝑠−1, и с концом в наборе ̃︀𝛼𝑠, ̃︀𝛼𝑠 ∈𝑇𝑠, для ко-
торой выполняется неравенство 𝑑𝐶𝑠−1

(𝑓)>𝑠𝑊 (𝑓)−1𝑡/(𝑘−1)2. Аналогично, по-
следовательно для 𝑖 = 𝑠 − 2, . . ., 1 устанавливаем существование цепи 𝐶𝑖

с началом в наборе ̃︀𝛼𝑖, ̃︀𝛼𝑖 ∈ 𝑇𝑖, и с концом в наборе ̃︀𝛼𝑖+1, ̃︀𝛼𝑖+1 ∈ 𝑇𝑖+1, для ко-
торой выполняется неравенство 𝑑𝐶𝑖

(𝑓)>𝑠𝑊 (𝑓)−1𝑡/(𝑘−1)2.
Тогда для цепи 𝐶=𝐶1∪. . .∪𝐶𝑠 справедливы соотношения

𝑑𝐶(𝑓) = 𝑑𝐶1
(𝑓) + . . .+ 𝑑𝐶𝑠

(𝑓)> 𝑠
𝑠𝑊 (𝑓)−1𝑡
(𝑘− 1)2

=
𝑠𝑊 (𝑓)𝑡

(𝑘− 1)2
⩾ 𝑑(𝑓),

что противоречит определению величины 𝑑(𝑓).
Далее для 𝑖=1, . . ., 𝑠 положим

𝑓𝑖(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
0, если (𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛)∈ 𝑇1 ∪ . . .∪ 𝑇𝑖−1;

𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛), если (𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛)∈ 𝑇𝑖;

𝑘− 1, если (𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛)∈ 𝑇𝑖+1 ∪ . . .∪ 𝑇𝑠.

В силу определения функций 𝑓𝑖 выполняются неравенства

𝑑(𝑓𝑖)⩽
𝑠𝑊 (𝑓)−1𝑡
(𝑘− 1)2

, 𝑖= 1, . . ., 𝑠.

Поэтому

𝑊 (𝑓𝑖) =

⌈︂
log𝑠 max

(︂
(𝑘− 1)2𝑑(𝑓𝑖)

𝑡
, 1

)︂⌉︂
⩽
⌈︀
log max

(︀
𝑠𝑊 (𝑓)−1, 1

)︀⌉︀
=𝑊 (𝑓)− 1,

𝑖= 1, . . ., 𝑠.

В силу определения величины 𝑠=𝑢(𝜔) найдется цепь

(𝛽11, . . ., 𝛽1𝑙), (𝛽21, . . ., 𝛽2𝑙), . . ., (𝛽𝑠1, . . ., 𝛽𝑠𝑙),

удовлетворяющая условию

𝜔(𝛽11, . . ., 𝛽1𝑙)>𝜔(𝛽21, . . ., 𝛽2𝑙)> . . . > 𝜔(𝛽𝑠1, . . ., 𝛽𝑠𝑙).

Функции 𝜉1, . . ., 𝜉𝑙 определим равенствами

𝜉𝑗(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝛽𝑖𝑗, 𝑖= 1, . . ., 𝑠, 𝑗 = 1, . . ., 𝑙,

справедливыми для всех наборов (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) из множества 𝑇𝑖.
Далее положим 𝑏𝑖=𝜔(𝛽𝑖1, . . ., 𝛽𝑖𝑙), 𝑖=1, . . ., 𝑠.
Теперь определим функции 𝜆𝑗(𝑥), 𝑗=1, . . ., 𝑘−1:

𝜆𝑗(𝑥) =

⎧⎨
⎩0, если 𝑥< 𝑗;

1, если 𝑥⩾ 𝑗.

И, наконец, введем функции 𝜇𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑖=1, . . ., 𝑠:

𝜇𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) =

⎧⎨
⎩0, если (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈ 𝑇1 ∪ . . .∪ 𝑇𝑖−1;

1, если (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈ 𝑇𝑖 ∪ . . .∪ 𝑇𝑠.

Отметим, что все введенные функции монотонны.
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Теперь рассмотрим упорядоченный набор функций (𝑓1(̃︀𝑥), . . ., 𝑓𝑠(̃︀𝑥)).
Отметим, что выполняются соотношения𝑊 (𝑓𝑖)⩽𝑊 (𝑓)−1, 𝑖=1, . . ., 𝑠.

В случае истинности равенства 𝑊 (𝑓) = 1 для каждой функции 𝑓𝑖,
𝑖=1, . . ., 𝑠, по доказанному найдется 𝜙-правильная схема 𝑆𝑖 над базисом 𝐵

′,
удовлетворяющая неравенству 𝐼𝐵′(𝑆𝑖)⩽𝑊 (𝑓)+⌈log2 𝑘⌉.

При выполнении соотношения 𝑊 (𝑓)⩾ 2 для каждой функции 𝑓𝑖, для
которой верно равенство 𝑊 (𝑓𝑖) =𝑊 (𝑓)− 1, по предположению индукции
найдется 𝜔-правильная схема 𝑆𝑖 над базисом 𝐵 ′, удовлетворяющая нера-
венству 𝐼𝐵′(𝑆𝑖)⩽𝑊 (𝑓) + ⌈log2 𝑘⌉, а для каждой функции 𝑓𝑗, для которой
верно соотношение 𝑊 (𝑓𝑗)⩽𝑊 (𝑓)−2, по предположению индукции выпол-
няется неравенство 𝐼𝐵′(𝑓) ⩽𝑊 (𝑓) + ⌈log2 𝑘⌉ − 1, и следовательно найдет-
ся 𝜔-правильная схема 𝑆𝑗 над базисом 𝐵 ′, удовлетворяющая неравенству
𝐼𝐵′(𝑆𝑗)⩽𝑊 (𝑓)+ ⌈log2 𝑘⌉.

Таким образом, в любом случае выполнены условия леммы 49. При-
меняя эту лемму, получаем, что найдется 𝑠-переключатель 𝑔(𝑧1, . . ., 𝑧𝑠, ̃︀𝑥)
набора функций (𝑓1(̃︀𝑥), . . ., 𝑓𝑠(̃︀𝑥)) и схема 𝑆𝑔, реализующая функцию 𝑔 над
базисом 𝐵 ′ и удовлетворяющая условию 𝐼𝐵′(𝑆𝑔)⩽𝑊 (𝑓)+⌈log2 𝑘⌉.

Перестроим схему 𝑆𝑔, реализующую функцию 𝑔(𝑧1, . . ., 𝑧𝑠, ̃︀𝑥) над ба-
зисом 𝐵 ′, подав на входы, соответствующие переменным 𝑧𝑖, 𝑖 = 1, . . ., 𝑠,
функции

𝑍𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)=min
{︀
𝜆𝑏𝑖

(︀
𝜔(𝜉1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), . . ., 𝜉𝑙(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛))

)︀
, 𝜇𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)

}︀
.

Учитывая, что функция 𝑍𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) обращается в единицу на наборах
из множества 𝑇𝑖, а на остальных наборах равна нулю, получаем, что на
наборах (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) из множества 𝑇𝑖 справедливы равенства

𝑔(𝑍1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), . . ., 𝑍𝑠(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) =

= 𝑓𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),

𝑖=1, . . ., 𝑠.
Для реализации функций 𝑍1, . . ., 𝑍𝑠 помимо использования монотонных

функций потребовалось лишь однократное использование функции 𝜔.
Схема 𝑆 реализует функцию 𝑓 над базисом 𝐵 ′, является 𝜔-правильной

и для нее справедливы соотношения

𝐼𝐵′(𝑆)⩽ 𝐼𝐵′(𝑆𝑔) + 1⩽𝑊 (𝑓) + ⌈log2 𝑘⌉+ 1.

Лемма 52 доказана.

Л е м м а 53. Пусть базис 𝐵 имеет вид 𝐵 =𝑀 ∪ {𝜔1, . . ., 𝜔𝑝}, где
𝜔𝑖 ∈ 𝑃𝑘 ∖𝑀 , 𝑖 = 1, . . ., 𝑝. Тогда для любой функции 𝑘-значной логики 𝑓
справедливо неравенство

𝐼𝐵(𝑓)⩽ log𝑢(𝐵)

(︁
𝑑(𝑓)

𝑑(𝐵)
+ 1

)︁
+ ⌈log2 𝑘⌉+ 2 log𝑢(𝐵)(𝑘− 1) + 2.

Лемма 53 непосредственно следует из леммы 52 и завершает доказа-
тельство верхней оценки теоремы 15.

5.3. Дополнительные замечания о немонотонной сложности
функций многозначной логики. И нижняя и верхняя оценки, сфор-
мулированные в теореме 15, несколько слабее соответствующих оценок из
лемм 48 и 53.
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Во многих случаях из леммы 48 вытекает неравенство

𝐼𝐵(𝑓)⩾
⌈︁
log𝑢(𝐵)

(︁
𝑑(𝑓)

𝑑(𝐵)
+ 1

)︁⌉︁
,

в котором величина в правой части очень похожа на точное значение немо-
нотонной сложности булевых функций, установленное в теореме 3, с той
лишь разницей, что у булевых функций инверсионная сила базиса всегда
равна 2. Однако в случае реализации функций многозначной логики указан-
ная нижняя оценка может как совпадать с величиной немонотонной слож-
ности, так и отличаться от нее с ростом значности логики 𝑘 на величину
порядка log 𝑘.

Например, с одной стороны, для функций 𝑘-значной логики 𝑓 и 𝜙,
𝜙 ̸∈𝑀 , принимающих только два значения, немонотонная сложность функ-
ции 𝑓 в базисе 𝐵1=𝑀∪{𝜙} определяется равенством

𝐼𝐵1
(𝑓) =

⌈︁
log𝑢(𝐵1)

(︁
𝑑(𝑓)
𝑑(𝐵1)

+ 1
)︁⌉︁

,

а с другой стороны, при реализации отрицания Лукасевича 𝑁𝐿 в базисе
𝐵2=𝑀∪{𝑥1+𝑥2+. . .+𝑥𝑚 (mod 2)} справедливо равенство

𝐼𝐵2
(𝑁𝐿) = ⌈log2 𝑘⌉,

в то время как при всех достаточно больших𝑚 верно равенство⌈︁
log𝑢(𝐵2)

(︁
𝑑(𝑓)

𝑑(𝐵2)
+ 1

)︁⌉︁
= 1.

Последний пример также показывает, что в случае реализации функ-
ций многозначной логики немонотонная сложность функции 𝑓 в базисе 𝐵,
вообще говоря, не определяется только параметрами 𝑑(𝑓), 𝐷(𝐵) и 𝑢(𝐵).
Действительно, при достаточно больших значениях 𝑚 при реализации в ба-
зисе 𝐵2 функции 𝑔, принимающей два значения и удовлетворяющей усло-
вию 𝑑(𝑔)=𝑑(𝑁𝐿), истинно равенство 𝐼𝐵2

(𝑔)=1, а следовательно, и равенство
𝐼𝐵2

(𝑓)− 𝐼𝐵2
(𝑔)= ⌈log2 𝑘⌉−1.

При формулировке верхней оценки теоремы 15 на основании оценки
из леммы 53 во главу угла была поставлена компактность формулировки
при некотором огрублении самой оценки. Это связано с тем, что качествен-
ный результат формулировка теоремы предоставляет очень наглядно, а до
окончательного результата, заключающегося в нахождении точного значе-
ния немонотонной сложности каждой функции многозначной логики в про-
извольном базисе описанного вида, еще очень далеко. Последняя задача
представляется очень тяжелой.
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