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� d
e &� �$"�����,
�� p0(x) = 1/2+ �� �%�$� &� ,�3�
�� p0(x) = 1+
�
� 2�� �%���2�� ,����� , "��$��
�$�,� ������������, �
������� + ����
����������	�
 ��
�� AN + $���,��$�,!0a� �!����� e(x) = 1+ �&��� ,�%
e = 〈1, 0, . . . , 0〉t ���
,�$�&� �� ��"
 �������
����� "�����&�,�

]$�� �
$$&
���,
�� x �
� "
�
&���+ �� $�$��&
 3
��$��� �!���� h	j
!%�,���,��.�� ���� �� ���&� ,������ "��.%�
l

{u(n+ 2) = (4 x− 2) u(n+ 1)− u(n), u(0) = 1, u(1) = 2 x− 1}, u(n) = pn(x).

'
����� �"��
����, X � D %�. $�$��&� 3
��$��� �!���� h	j $����

����2
0�$. �� ���� &
����+ ,,�%����� , d
e� ��. N = 6 ��� �&�0� ,�%

X=
1

4

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 1 0 0 0 0

2 2 1 0 0 0

0 1 2 1 0 0

0 0 1 2 1 0

0 0 0 1 2 1

0 0 0 0 1 2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, D=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 2 0 6 0 10

0 0 8 0 16 0

0 0 0 12 0 20

0 0 0 0 16 0

0 0 0 0 0 20

0 0 0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

g��!��!�
 ���� &
���� $�,��(���� �2�,�%�
 %�. �03�� N � �� ���3!��
���&
���
���� '
����
 X k ��� h�
� � , �3a�& $�!2
�j ��
�$"�����,
�/
�
. &
����
 w��3�+ 
$$������,
��
. $ $�$��&� "�����&�, h	j+ 
 $��!��!�

&
����� D $��%!�� �� $,� $�, "�����&�, f�3�(�,
 h$&� d�ej�



�

'
����� "���3�
��,
�� o!���+ F � F−1+ %�. $�$��&� "�����&�, h	j
�
��� $����
 ����2
0�$. �� &
���� ���� �"��
����, , d
e� *� �%�$� &� ��
�� �$"����!�&�

���&�� %�. lnx+ %
��� ,� ,,�%����+ "��,��.�� $�
�! ,�"�$
�� �
�����/
��� ��� �!����� "� $&�a����& "�����&
& f�3�(�,
 �
 �����,
�� (0, 1]l

lnx = −2 ln 2 + 2

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
pn(x). h
j

��$�����! pn(1) = 1+ n ∈ N0+ �� �� h
j $��%!�� ��,�$��� �.% %�. ln 2l

ln 2 =

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
. h�j

]$�� "�%$�
,��� , h
j x = 1/2+ ��+ �
� ����!%�� "��,�����+ "��!2��$. ���
�� �.% h�j+ �
� �
� p2n(1/2) = (−1)n � p2n+1(1/2) = 0�

��$��%�,
������$�� ,���2�� "�% ��
��& $!&&� , h�j .,�.��$. ������&�� 
"��.%�
 �� 4�� ��
2��+ 2�� "�$��%�,
������$�� 2
$��2��� $!&& {s(n)} �.%

h�j .,�.��$. ������&�� "��.%�
 �� n��� �
. ���&
 %�. ��� �&��� ,�%

{(n+ 2) s(n+ 2) = s(n+ 1) + (n+ 1) s(n), s(1) = 1, s(2) = 1/2}.
# ���. ��� �
���$���� !�
,����� ����� ��(
��$.l

s(n) = ln 2 +
1

2
(−1)n

(
Ψ

(
n

2
+

1

2

)
−Ψ

(n
2
+ 1
))

,

, �3a�& $�!2
� .,��� ��(���. �
��� �
���$���� !�
,���� ��,�$��� ��%���
b�& �� &���� $��%.a��$. ������&��� "�$��%�,
������$�� ,������ "�/

�.%�
 ,$��%
 &��!� 3��� "��%$�
,���� $��%.a� $. ��"�� %��3�0 4 ���

$ "�����&�
����&� �����������
&�+ ������� ,�2�$�.0�$. "� ���&!�
&
�� q���!��� h$&�+ �
"��&��+ dyej�

1%�
�� �%�$� &� %
%�& h�
� �
& "��%$�
,�.��$.j 3���� "��$�� 
������&
,�2�$����. ������������, ��"�� %��3�+ ��,�,
������ %��3� 4 ���
+ ��/
���� �3�3a
��$. � �
 ������&��� "�$��%�,
������$�� ,�$(�� "��.%��,�

�!$�� ,���2��
 v .,�.��$. $!&&� $��%.a���$. �.%


v =
∞∑
n=1

d(n), 0 
= d(n) ∈ Q, hpj

� "!$��
d(n+ 1)

d(n)
=
r(n+ 1)

r(n)
,



�

�%� {r(n)} k ��� %�!�� �
3�� �
����
����� h��� �����j ,���2��+ ������ 
&���� 3��� 3���� !%�3��+ 2�& {d(n)}� *� ,$��%
 &���� 3�
�� r(n) = d(n)+ �
�
�
� ����2
������ ���!���
� h��"�
. %��3�j "��!2
��$. "�$�� "��&�����.
"���3�
��,
��. ��,�,
������$���

13���
2�& d(n) = c(n) − c(n − 1)+ �%� {c(n)} k ��� "�$��%�,
������$��
2
$��2��� $!&& �.%
 hpj� b��%
 "�$��%�,
������$�� {c(n)} �&��� �
2
�����
��
2���. c(0) = 0+ c(1) = d(1) � !%�,���,��.�� $��%!0a� ���� �� ���&�l

c(n+ 1) =

(
1 +

r(n+ 1)

r(n)

)
c(n)− r(n+ 1)

r(n)
c(n− 1). hrj

13���
2�& q(n) = c(n+1) , hrj+ ���%
 q(n) → v "�� n → ∞� ���%��
, ��
�� ,���
%�� %�. �.%


d(1)− v = d(1)−
∞∑
n=1

d(n),

"��!2�& �! �� ���� �!0 ���&! hrj %�. 2
$��2��� $!&& c̃(n) ����� �.%
+
�� $ %�!��&� �
2
����&� ��
2���.&�+ ���� c̃(0) = d(1)+ c̃(1) = 0� 13���
2�&
��"��� p(n) = c̃(n+ 1) , hrj� b��%
 "��!2
�& %,� $�
�%
����� ���!�$�� %�.
2�$������ + p(n)+ � ��
&��
���� + q(n)+ ��"�� %��3�+ �����
. "� �"��%���/
��0 $��%��$. � ,���2��� (d(1)− v)/v+ ����

d(1)− v

v
=

∞
K
n=1

a(n)

b(n)
,

�%�

a(n) = −r(n+ 1)

r(n)
, b(n) = 1− a(n).

1���2�� ����� �"��%�����. "�%��%.a�� %��3� �� ��
$$�2�$���� , ��&+
2�� �
& , �
2
����� %
���� 3����$. p(−1) = 1+ q(0) = 1� *� &� ,�2�$�.�&
p(n)/q(n)+ "����&! ��� �%�� � �� ��� *
"��&��+ %�. �.%
 h�j "��!2�& h"�$��
"���3�
��,
��. ��,�,
������$��jl

1− ln 2

ln 2
=

∞
K
n=1

n2

1
=

1

1 +
4

1 +
9

1 +
16

1 + . . .

.

]$�� "�%$�
,��� x = 1/4 , �.% h
j+ �� "��!2�& h"�$�� ��������� "���3/
�
��,
�� j �2��� &�%����� $��%.a� $. �.%l

ln 2 = 2
∞∑
n=1

cos(n arctan(
√
7
3 )))

n
. hyj



�

m
&���&+ 2�� O7G>@ �� &���� ,�2�$���� $!&&! ����� �.%
 �� $�&,�����+
�� 2�$������

g"�
,�%��,�$�� ���&!�� hyj &���� !$�
��,��� "��$��& "���&�&� *!�/
�� "��3
,��� � �� �
�� �� �.%+ !&������� �
 &��&!0 �%����! i+ � �%�
,&�$�� cos $���� sin� b��%
 "��!2��$. $��"���� �.% �!����� − ln(1− x) ,
��2�� x = 3/4 + i

√
7/4+ ���� �
 ��
���� �� ��!�
 $��%�&�$��� ���!2�&

ln 2 + 2 i arctan(
√
7) = 2

∞∑
n=1

(
3 + i

√
7
)n

4n n
. hzj

g��%�&�$�� ����� �.%
+ �
� � �.%
 hyj+ ��
 �� &�%����
. � ,�$�&
 �
/
"�&��
�� $��%�&�$�� �.%
 %�. ���$�
��� γ+ ������ &� �
(�� , d�e h� $&�
�
�%� 
j�

��$��%�,
������$�� 2
$��2��� $!&& {u(n)} �.%
 hyj .,�.��$. �
����
��/
�� � ������&�� "��.%�
 	� 1�
 �&��� ,�%

{(2n+ 6) u(n+ 3) = (5n+ 12) u(n+ 2)− (5n+ 8) u(n+ 1) + (2n+ 2) u(n)}
$ �
2
����&� ��
2���.&� u(0) = 0, u(1) = 3/2, u(2) = 13/8 � %
�� "��/
&�� ��"��,�%�&� ������&�� "�$��%�,
������$�� h���� ���� �� ���&�j
"��.%�
 	 %�. ln 2+ , �� ,��&. �
� &� !�� ��
�&+ 2�� %�. ��� ���$�
���
$!a�$�,!0� ���� ��� ���&� "��.%�
 ��

*�"��,�%�&�$�� ��� "�$��%�,
������$��+ ,"��2�&+ .,�.��$. ��$"���&��/
�
����& �
���&� #&�. %�$�
��2��� ����2�$�,� 2����, �
����
���� "�/
$��%�,
������$��+ &���� "��,�����+ 2�� h"� ��
 �� &���j ���� �
3�� ��
!%�,���,��.�� ���� �� ���&� &���(��� "��.%�
 $ "�����&�
����&� ��/
���������
&� �� ,�(� %
��� $��"����

#��&� $��,
&�+ h�
$������ �
& ��,�$���j "��
 2�� �� $!a�$�,!�� 
���/
���&
+ "��,��.0a��� !$�
��,��� ��"��,�%�&�$�� %
��� ������&�� "�$��/
%�,
������$��+ $��%.a� $. � �������� ���$�
��� h$&� d�-ej�

4��� "��&�� �
��� ������$�� ��&+ 2�� "�$��%�,
������$�� 2
$��2���
$!&& {v(n)} �.%
 hzj .,�.��$. ������&�� "��.%�
 �� 1�
 �&��� ,�%

{4 (n+2) v(n+2) = ((11+i
√
7)+(7+i

√
7)n) v(n+1)−(n+1) (3+i

√
7) v(n)}

$ �
2
����&� ��
2���.&� v(0) = 0, v(1) = 3/2 + i
√
7/2�

b
��& �3�
��&+ �&���$. "��&��+ ���%
 "��.%�� ,�a�$�,���� ������&�� 
"�$��%�,
������$�� &���� !&���(���+ �$�� ,�.�� �� ���� �!0 ��&3��
��0
$ �
�� ��+ �� 2�$�� &��&� ������&�� "�$��%�,
������$��0 $ %�!��&�
�
2
����&� %
���&��

���,�%����� ������&��� "�$��%�,
������$��+ $��%.a��$. � ln 2+ .,�./
0�$. 2
$��0 $�&� $�,
 �
��� "�$��%�,
������$�� + ������� "��!2
��$. ��
�
�������. �!���� ym(x) = xm lnx+ m ∈ N0 "� "�����&
& pn(x)�



�	

4�� $�&� $�,� �!���� .,�.��$. �%��$�,����& h�
 %����& �
&�j "��/
&���&+ ���%
 $"����
���� &���% %
�� ��2��� �
����
����� ������������
�
������� "� $&�a����& "�����&
& f�3�(�,
+ �
2��
. $ ���������� ��/
&��
�

o!����. ym(x) .,�.��$. ��(����& ��
�,� �
%
2�l

x y′m(x)−mym(x) = xm, ym(1) = 0. h�-j

��� ���& "�
,
. 2
$�� h�-j+ xm+ .,�.��$. ��(����& �
�� ��+ �� �%����%�� 
��
�,� �
%
2� $ ��
�,�& !$��,��& y(1) = 1�

g���
$�� 
������&! ��(���. �
��� �
%
2 $"����
����& &���%�& h$&� d�+

ej %�. �
�&����$�� 
""���$�&
��� N ,���&�& &
����! ��,� 2
$�� h�-j+
A = XD−mE+ �%� E k ��� �%���2�
. &
����
� m
��& �
&���& "�$��%�00
$����! &
����� A �
 $����!

〈p0(1), . . . , pN−1(1)〉 = 〈1, 1, . . . , 1〉 .
���!2
�& &
����! Ã+ 
""���$�&��!0a!0 %���������
���� �"��
��� ,
h�-j $ !2���& ��
�,��� !$��,�.�

m
��& 3���& ,����� r = 0 "�
,� 2
$�� � �
&��.�& ��� "�$��%�� ���&���
�
 �%����!+ ���� rN = 1+ %�. 
""���$�&
��� "�
,� 2
$�� ��
�,� �
%
2�+ r̃�
���!2
�& ������������ 
""���$�&
��� �!����� xml

s = Ã−1r̃.

4��&���� ,�����
 s .,�.0�$. �
����
����&� �!����.&� "
�
&���
 m�
'���� "��,�����+ 2�� %�. m ≤ N − 1 �
��������

N∑
k=1

sk pk−1(x)

, ��2��$�� �
,�� xm+ 
 %�. %�!��� m h���3.�
������ �����j ��� �
��������
%
�� 2�3�(�,$�!0 
""���$�&
��0 ��� �!������

�
��� ��(
�& ���%����%�!0 �
%
2!� ��. ����� "�$��%�� ���&��� ,����/
�
 s �
&��.�& �
 ��
�,�� !$��,��+ sN = 0+ � "��&��.�& ��� �� �"��
����
���!2
�&

y = Ã−1s̃,

�%� ,����� y+ ���&���� �������� .,�.0�$. �
����
����&� �!����.&� "
/
�
&���
 m+ %
�� �
�������� �!����� ym(x)l

xm lnx ≈
N∑
k=1

yk pk−1(x), m ∈ N0. h��j



��

'���� "��,�����+ 2�� %�. m = 0 ,����� y $���,��$�,!�� "�$��%�,
����/
��$�� h�j+ ���&� y1 ≈ a0+ �
� �
� a0 ���
����
����+ � ���&� yN + 2�� $,.�
��
$ &���%�& ,�2�$����.� �$� �$�
����� ������������ �
�������. h
j �
��/
%.�$. ��2�� , �
����
���� 
���&������

��. m ∈ N ���&���� ,�����
 yk, k = 1, . . . , N , h��j �
��%.�$. ��2/
�� %�. m + 1 < k ≤ N − 1� b� �$�� ������������ �
�������. �!�����
ym(x)+ ak = yk+1+ .,�.0�$. ���
����
����&� 2�$�
&� h�
,�$.a�&� �� ln 2j
%� ��&��
 k = m ,��02�������+ � "��!2
0�$. �
� �
����
����� "��3��/
����. h�
,�$.a�� �� Nj� �
��� �� ������������ �
�������. .,�.0�$.
�
����
����&� 2�$�
&� � �
��%.�$. ��2�� $"����
����& &���%�& %� ��/
&��
 N − 1� *
"�&��& h$&� �
�%� �j+ 2�� ��� "��
 2�� ��$"���&���
���� 
�
���

����.���+ !�,���%���� ,�(� &���� %��
�
�� "� ��%!����+ �� ,
���$��
��� �� $���� ,����
+ 2��3� �
 ���& �$�
�
,��,
��$.�

*
"��&��+ %�. �!����� x lnx ������������ o!��� �� �
�������. "�
"�����&
& pn(x) �&�0� ,�%

a0 = 1− ln 2, a1 =
3

4
− ln 2, an =

(−1)n

n (n2 − 1)
, 2 ≤ n,


 %�. �!����� x2 ln x ������������ o!��� �&�0� ,�%

a0 =
7

8
−3

2
ln 2, a1 =

2

3
−ln 2, a2 =

25

96
−1

4
ln 2, an =

3 (−1)n+1

n (n2 − 1) (n2 − 4)
, 3 ≤ n.

#��
����
����� ������������+ �
�!&���$.+ &� ,�2�$�.�� $ "�&�a�0
�,
%�
�!��

��$�� ���������� �$$��%�,
��. ,$� "��!2����� ���!���
�� "��%$�
,�.��
���&!�
l

xm ln x = Q(m, x)− xm ln 4− 2 (−1)m 4−m (2m)!

∞∑
n=m+1

(−1)n pn(x) (n−m− 1)!

(n+m)!
, 
���

�%� Q(m, x) k ��� "�����& $��"���m $ �
����
����&� �����������
&�+ ��/
���� h,&�$�� $ −xm ln 4j .,�.��$. $!&&� "��,�� m+1 2����, �
�������.
�!����� ym(x) $ ���
����
����&� �����������
&�� #&��&l

Q(0, x) = 0, Q(1, x) =
3

2
x− 1

4
, Q(2, x) =

25

12
x2 − 3

4
x+

1

32
, . . . .

���
 2�� ����,�$���+ �$�� �� ! "�$��%�,
������$�� "�����&�, Q(m, x)
�
�
./��3� �
����&����$��� 1%�
�� "�$��%�,
������$�� A(n) = Q(n, 1) .,/
�.��$. ������&�� "��.%�
 �l

A(n) =
(60n3 − 112n2 + 51n− 3)A(n− 1)− (n− 1) (6n− 1) (2n− 3)A(n− 2)

4n (2n− 1) (6n− 7)
,



��

$ �
2
����&� ��
2���.&� A(1) = 5/4+ A(2) = 131/96� #&���$. �
��� �
��2��� ��(���� ����� �
���$����� !�
,����.l

A(n) = 2 ln 2− 2
4−n F ([1, 1], [2n+ 2],−1)

2n+ 1
.

�.% h��j %�. %�$�
��2�� 3���(�� m $��%��$. � ,�� ������
 [0, 1]+ �%� "�/
����&� pn(x) �������
����+ �
"��&��+ %�. x = 2� �����&! %�. ���$�
���
ln 2 �&���$. �
3�� ,$� 3���� 3�$��� $��%.a��$. � �� ������&��� "�$��%�/
,
������$�� "��.%�
 	�

�.% h��j $!&&��!��$. , .,��& ,�%� �
� ��+ �
� � �.% hyj $ �$"�����/
,
���& �������&����2�$���� "��%$�
,����. "�����&�, f�3�(�,
� 1%�
��
"��!2���
. ���&!�
 ,�$�&
 ���&��%�
+ � &� �� �"!$�
�&�

*
"�&��&+ 2�� ,$� ������������ , $!&&� , ���&!�� h��j ,�2�$�.0�$.
��2�� , �
����
���� 
���&����� %
���& $"����
����& &���%�& h"�� n <
Nj�

��. �
$ �%�$� $!a�$�,���� ��+ 2�� �
 %����� �
����&����$�� , ������/
�����
� �
�������. �!���� ym(x) = xm lnx "� "�����&
& pn(x) �
3�0%
/
0�$. �
��� , �
�������.� ���� �!���� "� %�!��& $�$��&
& �������
�����
"�����&�, h$&� �
�%� 
j�

��� �
�������� �!���� ym(x) "� $&�a����& "�����&
& n��
�%�
 h$&�
d�ej ,$� ������������ �
������� .,�.0�$. �
����
����&� 2�$�
&� � ,$�
��� �
��%.�$. ��2�� �"�$
���& ,�(� &���%�&+ "��2�& �
��� � , $�&,���/
��& ,�%�� *
"��&��+

a0 =
−1

(m+ 1)2
, a1 =

−3 (m2 − 2)

(m+ 1)2 (m+ 2)2
, a2 =

−5 (m4 − 2m3 − 17m2 − 12m+ 6)

(m+ 1)2 (m+ 2)2 (m+ 3)2
, . . . .

1%�
�� "�� "�%$�
��,�� , ��! "�$��%�,
������$�� ���������� ��
2��� 
m = 0, 1, . . . "��!2
0�$. ������&��� "�$��%�,
������$�� �
����
����� 2�/
$�� �
2��
. $ ��&��
 m+ 1� b� �$�� , ��2��& $���,��$�,�� $ ��&+ �
� ,�%��
$�3. �
�������� h��j � ��� �
2
���� ��������

4�
 �� �
����&����$�� �
3�0%
��$. , �
�������� �!���� ym(x) "� �3/
a�& "�����&
& n
����
 h�
�%� 
j�

	� �)s#1*)nt*u] ��#qn#v]*#w �1n#*1')'# n){]��)

� ���& �
�%��� &� "��,�%�& &
����� X � D+ ���3��%�&�� h� %�$�
��2/
���+ $&� d
ej %�. "�$������. $"����
������ &���%
+ ��
���!0a��� �
�����/
��� ������&��� �!���� , �.%� "� �3a�& "�����&
& n
����
�

*
"�&��&+ 2�� �3a�� "�����&� n
����
+ L(n, a, x)+ �
��,
�&�� �
���
"�����&
&� g����
+ 3��� ,"��,�� ,,�%��� f�3�(�,�& h$&� d��ej� 1�� ��/
�����
���� �
 �����,
�� [0,∞) $ ,�$�& w(x) = xa exp(−x)+ a > −1� ���



��

���& %�$������� ,�$
+ wn+ �"��%��.0� ���&���,�! "�����&�, L(n, a, x)l

1/wn =

∫ ∞

0

xa exp(−x)L2(n, a, x) dx = Γ(n+ 1 + a)/Γ(n+ 1), n ∈ N0.

]$�� �3���
2��� u(n) = L(n, a, x)+ �� u(0) = 1+ u(1) = a + 1 − x+ 
 ����/
��&�
. "�$��%�,
������$�� {u(n)} "��.%�
 � %
��$. ���� �� ���&� 

{(n+ 2) u(n+ 2) = (a+ 3− x+ 2n) u(n+ 1)− (a+ 1 + n) u(n)}. h�	j

]$�� %�. �!����� y(x) �"��%����� �� ������������ o!���kn
����
+

an =

∫ ∞

0

xa exp(−x) y(x)L(n, a, x) dx, n ∈ N0, h�
j

�� �&��& ���&
����� �
�������� �!����� y(x) �
 �����,
�� [0,∞)l

y(x) =

∞∑
n=0

anwn L(n, a, x), h��j

������� h,��3a� ��,��.j $��%��$. � ��� �!����� , $��%��& , ���&� "��/
$��
�$�,
 L2[0,∞) $ ,�$�& w(x)�

g��%�&�$�� ���� �.%�, , ��������� ��2�� ���3!�� ��%������� �$$��%�/
,
��.+ �� , �.%� ������$��� $�!2
�, ��
 �&��� &�$���

]$�� �!����. y(x) ������&�
+ ��+ �
� � %�. %�!��� �������
����� "�/
����&�,+ �� ������������ o!���kn
����
 &���� �������,�� ,�2�$�.��
h"��3�������j $"����
����& &���%�&� ��. ����� %�$�
��2�� "��%c.,���
,$��� %,� &
�����l �"��
���
 X !&������. �
 x+ � D k %�����������,
/
��. "� x+ %� $�,!0a�� , "��$��
�$�,� ������������, o!���hkn
����
jAN +
�%� N k ��� �
�&����$�� 
""���$�&
����

'
����� �"��
����, X � D %�. $�$��&� 3
��$��� �!���� {L(n, a, x)}
!$������ ,�$�&
 "��$�� � �� ���3!0� ���&
���
���� ��. N = 5 ��� �&�0�
,�%

X=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a+ 1 −a− 1 0 0 0

−1 a + 3 −a− 2 0 0

0 −2 a+ 5 −a− 3 0

0 0 −3 a+ 7 −a− 4

0 0 0 −4 a + 9

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦, D=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −1 −1 −1 −1

0 0 −1 −1 −1

0 0 0 −1 −1

0 0 0 0 −1

0 0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦.

|��. ,�,�% ���� ���&!� %�,����� ���&��%��+ ��� ����� "��,��.�&��
m�
. &
����! y(X)+ &� $�
�! �&��& �
����
����� "��3������. ����/

��������, �
�������. h��j+ s = y(X) e+ sn+1 = an wn� b�2�� �
� ��+ �
� ���
%��
��$. , �3a�& $�!2
� h$&� d
ej�



��

*
"��&��+ %�. �!����� y(x) = 1/(1 + x) &
����
 y(X) ,�2�$�.��$.
���&
���� "�%$�
��,�� &
����� X ,&�$�� "���&���� x h$&� d��ej� #&��&

s = (E +X)−1 e, s1 ≈ a0w0 = w0

∫ ∞

0

xa exp(−x)
1 + x

dx = exp(1) Ei(a+ 1, 1),

�%� Ei() k ��� ������
���
. ��$"�����
� ��. a = 0 � N = 10 "��!2
�&

s1 =
139931620

234662231
, s1 − exp(1) Ei(1, 1) ≈ 3.6573 · 10−5,

2�� ����
���� ,�$"����,�%�� 
�
����2�!0 ,���
%�! %�. �,
%�
�!� {
!$$

�03�� �
����
����� �!���� h$&� d�ej�

1�&���& �%�� $,� $�,� �
(��� $"����
������ &���%
+ ������� h�
$������
�
& ��,�$���j �
��� �� ��&�2
��$� , �����
�!���

��$��%�,
������$�� "�����&�, h�	j �"��%����
 ���&
���� %�. �03��
a, x ∈ C� b� �$�� �������
����$�� ���� "�����&�, �� .,�.��$. ���3��%�&� 
%�. ����+ 2��3� ��� &���� $�!���� $�$��&� 3
��$��� �!���� + "�$����/
�! &
����� X � D �
��� �"��%��.0�$. �� ���&
����� $��3�
���� � ��
�$"����!0� $,� $�,� �������
����$���

m
&���&+ 2�� , iNP O7G>@ "�����&� L(n, a, x) ,��3a� �� �"��%����� %�.
a ≤ −1+ ���. , $"�
,�2���� d�	e &���� �
 �� ���&!�� %�. "����,������ a�
b�& �� &���� �
�������. �!���� "� �
��& "�����&
& �&�0� $&�$� � &��!�
����(� "��3���
�� �!����0 , ��������� $"���
����� $�!2
.�� 4�� ,�%��
�� �
�������. h��j+ �%� $&�$� �&�0� �� ������������ an+ 
 ������������
�
�������. anwn� *
"��&��+ %�. N = 10 � a = −10 "��!2����� ,�(�
�
�������� �!����� y(x) = 1/(1+ x) $�,"
%
�� $ �������& �� �.%
 b� ���

, �!�� %� 2���
 x9 ,��02��������

�
���+ ,"��2�&+ &� �$"����!�& h, �$��,��&j ��
%�������� "�����&�
n
����
�

*
"�&��&+ 2�� �
$ ������$!0� �� h��%���j $�!2
�+ ���%
 ����������/
�� �
�������. h��j ������&�� �!����� �
����
���� h���. 3� �
2��
. $
���������� ��&��
j � ,�2�$�.0�$. ��2�� $"����
����& &���%�&� ��. "���/
��&�, n��
�%�
 � f�3�(�,
 �
& !%
��$� �
 �� ��(� �%�� �
�� "��&��+
�"�$
��� , �
�%� �� ��. "�����&�, n
����
 �
��� $�!2
�, 3���(��

�
$$&����& �!����0 y(x) = exp(−x)+ %�. ������ $!a�$�,!�� �
���/
����� "� "�����&
& n
����
+ $��%.a��$. h"� ��
 �� &���j �
 �����,
��
[0, 1]l

exp(−x) =
∞∑
n=0

L(n, a, x)

2n+1+a
, a > −1, x ∈ [0, 1]. h�pj

1%�
�� &���� "��,�����+ 2�� ��� �
�������� �
��� �&��� $&�$� %�. "���/
��&�, h�	j %�. a ≤ −1 �+ ,��&����+ "�� "����,������ a ∈ C %�. ���������



��

x� ��� ���& ������������ o!���kn
����
 h�
j+ �2�,�%��+ �� �"��%������
*
"��&��+ "�$�� ���������� �$$��%�,
��. "��!2
�&l

u(n)|a=−1,x=1 =
L(n, 0, 1)− L(n, 1, 1)

n
, n ∈ N.

��. n = 0 ��� �
,��$�,� "��!2
��$. , "��%��� n → 0� ��$��%�,
������$��
{u(n)|a=−1,x=1}, n ∈ N0 �&��� "����,�%.a!0 �!����0 exp(x/(x− 1))�

��$��%�.. ���&!�
+ ,"��2�&+ .,�.��$. ,�$�&
 2
$���& $�!2
�& ���%�/
$�,
 %�. "�����&�, n
����
l

L(n, a, x) =
(a+ 1 + x)L(n, a+ 1, x)− xL(n, a+ 2, x)

a+ 1 + n
, h�rj

������� &���� �
$$&
���,
�� �
� ���&
����� ���%�$�,� %�. ������&���
"�$��%�,
������$�� h�	j�

�
�������� h�pj h��� ��� 
""���$�&
��.j "��!2
��$. $"����
����& &�/
��%�& $�
�%
����& �3�
��&�

��. �
�&����$�� 
""���$�&
��� N 3���& &
����! A = D + E+ $���/
,��$�,!0a!0 ������&��&! 1�� y′(x) + y(x) = 0+ � �
&��.�& �� "�$��%�00
$����! �
 $����! 〈u(0), u(1), . . . , u(N − 1)〉 |x=0� �
�
&��� a �%�$� "����,���/
�� � m
��& 3���& ,����� "�
,� 2
$�� r = 0 � �
&��.�& ��� "�$��%�� ���/
&��� �
 �
2
����� ��
2���� �!����� exp(−x)+ ���� �
 �%����!� b��%
 ,�����
s = A−1 r %
�� h,��3a� ��,��.+ "��3��������j ��
2���. ������������,
�
�������. h�pj�

1%�
�� &���� "��,�����+ 2�� %�. a = 0, −1, −2, . . . ,$� �
����
�����
������������ �
�������. h�pj+ sn+1, n = 0, 1, . . .+ ,�2�$�.0�$. ��2�� %�.
N > |a|+ n < N �

4��� "��&�� ������$�� �
��� ��&+ 2�� %�. a = 1, 2, . . . ,$� ��������/
���� �
�������. h�pj �
����
����+ �� $"����
���� &���% %
�� ��(� ��
h%�$�
��2�� ����(��j "��3������.�

���,�%�& �a� �%�� "��&��+ ������ h,&�$�� $ "��&���& �� �
�%� 
j �$2��/
"�,
�� �
 %����� �
&� "��&��� ��2���� �
�������. ������&��� �!���� 
���& $"����
����& &���%�&� �
$$&����& �!����0

y(x) = x−a exp(x)Γ(a, x) = exp(x) Ei(1− a, x), Γ(a, x) =

∞∫
x

ta−1 exp(−t) dt,

�%� Γ(a, x) k ��� ��"���
. {
&&
/�!����. � "
�
&��� a ��� ��+ 2�� � ,
"�����&
� n
����
�

o!����. y(x) !%�,���,��.�� "��$��&! 1��

x y′(x)− (x− a) y(x) + 1 = 0 h�yj



��

� �
$��
%�,
��$. , ����(� ��,�$��� �.% h$&� d�	+ hy�zrph�jejl

x−a exp(x)Γ(a, x) =
∞∑
n=0

L(n, a, x)

n+ 1
, a > −1, x > 0. h�zj

�$��,�� �
 a , d�	e+ �2�,�%��+ �
������ %�. ����+ 2��3� $!a�$�,�,
��
������������ o!��� h�
j� 1%�
�� ���&!�
 h�zj $"�
,�%��,
 � %�. a ≤ −1+
"�� x > 0+ �$�� "�% "�����&
&� n
����
 "���&
�� ������&��� "�$��%�,
/
������$�� "�����&�, h�	j� 4�� &���� "��,����� 2�$�����+ �
"��&��+ %�.
x ∈ [0, 1]� ���2�& $��%�&�$�� � �!����� exp(x) Ei(1−a, x) ��& 3�$����+ 2�&
&���(� a < −1�

���
�
�� $��%�&�$�� %�. ���������� x > 0 h�
"��&��+ %�. x = 1j &����
�
� ��+ �
� ��� %��
��$� , h���%�� 
 , d�e+ ��� ���%�� � , d	ej+ "����!.$�
������&��$��0 "�$��%�,
������$�� h�	j�

f��3� �
 �� �
�������� �!����� y(x)+ !%�,���,��.0a� 1�� h�yj+ $"��/
��
����& &���%�&+ �!��� $�$�
,��� &
����!

A = XD −X + aE

� ,����� "�
,� 2
$��+ r = −e� ��� ���& ���
�� &�%����
��� &
����� A

� ,�����
 r %�. !2��
 ��
�,�� !$��,� %��
�� �� �!���+ �
� �
� �
%
2
 h�yj
$���!�.��
 h$&� d
ej�

'
����
 �"��
���
 A �� �
,�$�� �� "
�
&���
 a� ��. N = 5 ��
 �&���
,�%

A=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 0 0 0 0

1 −2 0 0 0

0 2 −3 0 0

0 0 3 −4 0

0 0 0 4 −5

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦.

�
��� �
��%�& ,����� s = A−1 r+ ������ $�%����� ������������ �
�/
������. h�zj+ ���� sn = 1/n+ n = 1, 2, . . . , N �


� {1n1*1'*u] �1gn]�1�)b]nt*1gb# �nw �1*gb)*bu γ

����%� 2�& "��%������ �$"�����,
��� �
(��� $"����
������ &���%
+
"��,�%�& h"����!.$� $�!2
�&j ���� �!0 ���&! ,������ "��.%�
+ �����
.
%
�� , "��%��� ���$�
��! 4 ���
 γ� �!$�� s(0, x) = 0+ s(1, x) = x� �
$$&��/
��& ������&�!0 "�$��%�,
������$�� "�����&�, s(n, x), n = 0, 1, . . .+

{(n+1)2 s(n+1, x)− (2n2+2n+1− nx) s(n, x)+ n (n− x) s(n− 1, x) = 0}.



��

b��%


γ = lim
n→∞

1∫
0

s(n, x) dx. h�-j

�
�!&���$.+ ��� �� �
 ������&��$��+ �����
. �
$ ������$!��+ �
� �
� "���/
��&� s(n, x) �����. "�����������,
��+ $���
��, ������&��$��� *
"�&��&+
2�� ������&��� "�$��%�,
������$�� "��.%�
 �+ $��%.a��$. � γ+ ,��&����+
�� $!a�$�,!��� *� ��� "��
 ������
. "��3��&
�

o��&!�
 h�-j $��%!�� �� ���&!��

lim
n→∞ s(n, x) = xF ([1, 1, 1− x], [2, 2], 1) =

∞∑
n=1

(−1)n+1ζ(n+ 1) xn, x ∈ [0, 1],

�����
. ,�,�%��$. �� ���&!�� h��j , dye h$&� �
��� dzej ��� �� ���&!��
d�	+ h-��	�je� b
��& �3�
��&+ "�$��%�,
������$�� {s(n, x)} �
��� $�%�����
h��.,��j ,$� ��
2���. ζ(n+ 1)+ n ∈ N�

]$�� "�����&� s(n, x) �
$��
%�,
�� , �.%� "�� x = 1+ �� "��%�%!a
.
���&!�
 "��&�� ,�%

xF ([1, 1, 1− x], [2, 2], 1) = 1 +
∞∑
n=1

(1− ζ(n+ 1)) (1− x)n, x ∈ [0, 1].

m
&��.. &���& (1 − x)n �
 ��� 3���&�
����� �
�������� � $�3��
. "�/
%�3��� 2����+ "��!2
�& �03�"����� ���%�$�,�l

ζ(n+ 1) =
∞∑

m=n

(ζ(m+ 1)− 1)C(m, n), n ∈ N,

������� �
"�&��
�� 3���&�
����� "���3�
��,
��� %,!� "�$��%�,
������/
$�� � �����&! &���� $�
�! ,�"�$
�� �3�
���� "���3�
��,
��� � "��!2���
���%�$�,�

ζ(n+ 1)− 1 =

∞∑
m=n

(−1)n+m ζ(m+ 1)C(m, n), n ∈ N,

������� &���� 3��� "��,����� 2�$����� , iNP O7G>@ %�. ��3���(�� n� *�
$��%�&�$�� �%�$� �$�� ������ "� )3��0 ��3� , �3�3a����& $&�$�� h$&� dzej�

b�"��� &� ,����&$. � �!����.& ym(x) = xm lnx+m ∈ N0+ �
$$&�������&
, �
�%� �+ � �
�����& �� "� "�����&
& L(n, a, x)+ a > −1+ 0 < x�

�
�������. �!���� ym(x) "� �������
����& "�����&
& �3�
%
0� �%/
��& �3a�& $,� $�,�&+ ������� "��
 2�� �� �&��� �3c.$����.� ����&�&+ �
/
"��&��+ a = 2+ m = 3+ N = 10 � ,�2�$��&

anwn = wn

∫ ∞

0

xa exp(−x) ym(x)L(n, a, x) dx, n = 0, 1, . . . , N − 1,



��

���� "��,�� N ������������, �
�������. �!����� y3(x) = x3 lnx "� "���/
��&
& n
����
� ���!2�&

{an wn} ∈
[
137− 60 γ, 60 γ − 157,

187

2
− 30 γ,−247

10
+ 6 γ, 1,

1

7
,
1

28
,
1

84
,

1

210
,

1

462

]

, ��2��& $���,��$�,�� $ �
��������& ��� �!����� "� "�����&
& f�3�(�/
,
 , �
�%� �l ���� "��,�� m + 1 ������������, �
�������. �!����� ym(x)
.,�.0�$. ���
����
����&� 2�$�
&�+ �
,�$.a�&� �� γ+ 
 %
��� ��� ,$� �
/
����
�����

1���2�� �� "�����&�, f�3�(�,
 $�$���� , ��&+ 2�� �
& ���
����
����/
$�� �
,�$��� �� ln 2� ��. "�����&�, n��
�%�
 h$&� d�ej "��,��m+1 ������/
������, �
�������. �
��� .,�.0�$. �
����
����&� 2�$�
&� h� �
��%.�$.
��2�� $"����
����& &���%�&j+ �� �� "�%2��.0�$. �
����&����$�.&+ ����/
��� $!a�$�,!0� %�. "�$��%!0a�� ������������, �
�������.�

1%�� �� "���&!a�$�, �
(��� $"����
������ &���%
 $�$���� , ��&+ 2��
�
�������. �!���� "��,�%.�$. "� �%��&! � ��&! �� 
������&!� *
%� ��(�
�
&����� &
����� X � D+ 
 �
��� ,������ �
2
����� � ��
�,�� ��
2��� �
�����&! , ���&!�
� �
�%� � &��%! h�-j � h��j �
&��.�& ��� &
����� �
 ��+
2�� &� "��,��� , �
�%� 	+ � "��!2
�& %�. N = 10

{anwn} ∈
[
1419237671

13970880
,−1698655271

13970880
,
2117781671

27941760
,−2956034471

139708800
, 1,

1

7
,
1

28
,
1

84
,

1

210
,

1

462

]
,

���� "��!2
�& �
����
����� "��3������. %�. ���
����
����� ��������/
����,+ 
 %
��� ,$� ������������ �
��%.�$. ��2�� , �
����
���� 
���&�/
����+ ,��02
. "�$��%�� + aN−1 h2�� ����2
�� ���� $�!2
 �� �
������� "�
"�����&
& f�3�(�,
 � n��
�%�
j�

g�
,����� %,!� "��%�%!a�� �
3��� %
�� �%�� � �� �� �
����
����� "��/
3������� %�. γl

494772889

838252800
− γ ≈ 0.0130273.

#� �
�������. �!����� ym(x) %�. a = 2+ m = 3 � x = 1 "��!2
�& h"��

2�� �&"���2�$��jl

γ = −53

60
− 720

∞∑
n=4

Γ(n− 3)

Γ(n+ 3)
L(n, 2, 1), h��j

���!%
+ "�%$�
,�, ∞ → N − 1 = 9+ "��!2
�& "��3�������+ %
���� , "��%�/
%!a� ���&!���

|��. ,�.,������ �
����&����$�� , �����������
� �
�������. h��j "�/
�!2��� �&"���2�$��+ $"�
,�%��,�$�� ����� �
�������. h�
� � �3a�� �
���/
���� + %
���� ����j &���� 3��� %��
�
�
 ��2�� �
� ��+ �
� %��
��,
�
$�



��

$"�
,�%��,�$�� ���&!� h�zj , ���%�� 
 , d�e� h� "��"����� d	e ��� $�
���+
$���,��$�,����+ h�yj+ ���%�� �j�

1"!$�
. h%�,����� ���&��%���j ,���
%��+ "��!2
�& �
�������� �!��/
��� ym(x) "� �3a�& "�����&
& n
����
+ ������� 
�
����2�� �
��&! �
���/
����0 h��j "� "�����&
& f�3�(�,
l

xm ln x = U(m, x)− γ V (m, x)− (−1)mm! (m+ a)!
∞∑

n=m+1

(n−m− 1)!

(n+ a)!
L(n, a, x), 
���

�%� �
�����
� �"��%���� �
� x! = Γ(x+ 1)+ 
 U(m, x) � V (m, x) k ��� "���/
��&� $��"��� m h�
,�$.a�� �� aj+ ������� ,�2�$�.0�$. "� ���&!�
&l

V (m, x) =

m+1∑
n=1

(
n−1∑
k=0

(−1)k (k +m+ a)!

(n− k − 1)! (k + a)! k!

)
(n− 1)!L(n− 1, a, x) = xm,

�� �$�� %�. V (m, x) "��!2
�& %�,����� ���3�2��� ���%�$�,�� ��. U(m, x)
"��!2
�&

U(m, x) =
m+1∑
n=1

(
n−1∑
k=0

(−1)kH(k +m+ a)(k +m+ a)!

(n− k − 1)! (k + a)! k!

)
(n− 1)!L(n− 1, a, x),

�%� ψ(x+ 1)+ γ = H(x) k ��� �
�&���2�$��� 2�$�� h�"��%������� �� ������
%�. �
�!�
����� xj+ 
 ψ(x) = (lnΓ(x))′ k ��� %��
&&
 �!����.�

*
"��&��+ "�%$�
,�, , ���&!�! h��j ��
2���. m = 0+ a = 0 � x = 1+
"��!2�& "��,!0 �� ���&!� h�zj , d�el

γ = −
∞∑
n=1

L(n, 0, 1)

n
, h�	j


 "�%$�
,�, , h��j ��
2���. m = 3+ a = 2 � x = 1+ "��!2�& ���&!�! h��j�
������&� U(m, x) �
��� �3�
�!0� ������&�!0 "�$��%�,
������$��+ ��/

���
.+ �%�
��+ �
& �� �!��
+ �
� �
� �
$ ������$!0�+ , �$��,��&+ ��
2���.
���� "�����&�, "�� x = 1� 13���
2�& U(m, 1) = u(m)+ ���%


{m (m+ a) u(m) + (2m− 1 + a) (ma− a− 2m+m2) u(m− 1)
+(a2 − a+ 8ma− 3ma2 − 2m+m2 a2 + 8m2 − 9m2 a− 6m3 + 2m3 a+m4)

u(m− 2)− (m− 2) (m+ a− 2)m (m+ a) u(m− 3) = 0, m ≥ 3},
�%�

u(0) = H(a), u(1) = −a (2 + a)H(2 + a) + (1 + a)2H(1 + a),
u(2) = 1

2
(1 + a) (2 + a) (a2 + 3 a+ 1)H(2 + a)− (3 + a) (2 + a)

(a2 + 2 a− 1)H(3 + a) + 1
2 (4 + a) (3 + a) (a2 + a− 1)H(4 + a).



�	

g�
,����� ���&!�+ "��!2����� "� .,�� ���&!�� U(m, 1) � "� ���!�/
������ "�$��%�,
������$�� %�. u(m)+ m ≥ 3+ %
�� �.% ,�$�&
 ���2�,�%���
� �2��� ���&��%��� ���%�$�, %�. �
�&���2�$��� 2�$�� H(a + n) h��� %�.
ψ/�!����� %�. a /∈ N0j� ���,�%�& ��(� �%�� %�. m = 3 � a = 3/2l

75933H

(
13

2

)
− 1337H

(
9

2

)
− 60181H

(
11

2

)
− 26455H

(
15

2

)

−320H

(
3

2

)
+

121240

9
H

(
7

2

)
− 10000

9
H

(
5

2

)
= 0.

b
��& �3�
��&+ �&��& $�&� $�,� �
������� ���$�
��� 4 ���
 , �.%�
�
����
����� 2�$��l

γ = u(m)− (−1)mm! (m+ a)!

∞∑
n=m+1

(n−m− 1)!

(n+ a)!
L(n, a, 1). h�
j

��� m = a = 0 "��!2
�& �
�������� h�	j+ h&�%����
.j $��%�&�$�� ����/
���� !$�
��,���
 , d�e� ��. m, a ∈ N0 ��� �.%� �
���+ �2�,�%��+ $��%.�$.+
"��2�& ��& 3�$����+ 2�& 3���(� "
�
&���m� ��
,%
+ �
%� �&��� , ,�%!+ 2��
��
 $��%�&�$�� %�. 3���(�� m h��� aj 3!%�� "��.,�.��$. %�. ,$� 3���(��
��
2��� ��%��$
 n , h�
j ��/�
 3���(��� &�������. "���% $!&&� �

o��&!�
 h�
j %
�� $�&� $�,� ���� ��� ���& 	/�� "��.%�
+ ������� ,
"��%��� %
0� ���$�
��! γ� ) �&����l %�. ���$���,
���� m � a �3���
2�&

v(0) = u(m),

v(1) = v(0)− (−1)mm!
m+ 1 + a L(m+ 1, a, 1),

v(2) = v(1)− (−1)mm!
(m+ 1 + a) (m+ 2 + a)

L(m+ 2, a, 1).

b��%
 %�. n ≥ 3l

v(n) =
(ma− a+ 2 an+ 4mn− 4n+ 3n2 +m2 − 2m+ 2)

(n+m) (n+m+ a)
v(n− 1)

−(n− 1) (3n+ a+ 2m− 4)
(n+m) (n+m+ a)

v(n− 2) +
(n− 2) (n− 1)

(n+m) (n+m+ a)
v(n− 3).

�
$2�� "� ��� ���&!�� , iNP ��
2������� 3�$����+ 2�& "� �$��%�� ���/
&!�� h�
j� ]$�� "�%$�
,��� , ��� m = a = 0+ �� "��!2�& ���� �!0 ���&!
%�. γ+ "��,�%���!0 , d�e�

*
 ���� � "��,�%��� ��
���� "�$��%�,
%�����$�� v(n) %�. ���������
m � a+ �
$"��������� , "��.%�� !,���2���. $����$�� �� $��%�&�$�� � ���/
$�
��� γ�

m
&���&+ 2�� ���&!�
 h�
j h��� "�$��%�,
������$�� v(n)j %
�� ���$�
��!
γ %�. "����,������ a > −1+ �� ������ ��
 "�$��%�,
������$�� 3!%�� ,��0/
2
�� %�!��� ���
����
����$��� *
"��&��+ %�. a = 2.5 � m = 3 "��!2
�&

γ − v(200) ≈ 4.37463 · 10−9.



��


�� �� ������������������ v(n) ��� a = m = 0� a = 1, m = 0� � a = 0, m = 1�

1�&���&+ 2�� "���2�2�
. $��%�&�$�� , ���&!�� h��j %�. x = 1 &����
3��� !$�
��,���
 $�
�%
����& &
������,
���& $ �$"�����,
���& ��,�$�/
��� ������ %�. ��
2��� "�����&�, n
����
 L(n, a, 1)� ��. "����,������
x > 0 �
�
. $��%�&�$��+ ,��3a� ��,��.+ �� �&��� &�$�
� 1%�
�� ,$��%
 �&���/
$. $��%�&�$�� "� )3��0� *
"��&��+ "�$��%�,
������$�� "�����&�, n
����

h�	j �&��� "����,�%.a!0 �!����0

F (x, z) =
∞∑
n=0

L(n, a, x) zn =
exp(−x z/(1− z))

(1− z)a+1
,

"����&! ,$��%
 F (x, 1) = 0 %�. x > 0+ �$�� , �
2�$�,� ��
2���. �!�����
"���&
�� "��%�� F (x, 1) = limz↗1 F (x, z)�

� �
��02���� ����� �
�%��
 h� $�
���j "��,�%�& �3�a
�!0 _������&�!0`
��"�!0 %��3� %�. h"���3�
��,
��. '}�3�!$
j ���$�
��� γ� ��. ����� ,�$/
"����!�&$. "��$�� (� �� �&�0a��$. ���&!� k h�	j�

13���
2�& L(n, 0, x) = L(n, x)+ β = 1− 1/(4 γ) � ,�$"����!�&$. 
������/
&�& �� �
�%��
 �� b��%
+ $ !2���& ����+ 2�� L(1, 1) = 0+ "��!2
�& �
��������

β =
2L(3, 1)

3L(2, 1) + 2L(3, 1)− 9L(2, 1)L(4, 1)

4L(3, 1) + 3L(4, 1)− 16L(3, 1)L(5, 1)

5L(4, 1) + 4L(5, 1)− 25L(4, 1)L(6, 1)

6L(5, 1) + 5L(6, 1)− . . .

,

�%� �
����&����$�� , 2
$���� 2�$�����.� � ��
&��
���.� �2�,�%���
��. 2
$���� ��
&��
���� + b(n)+ �&��&+ b(1) = −17/6+ b(2) = −109/24+ 


%�. n ≥ 3l

(n+4) (4n2+17n+19) b(n+2) = (8n3+66n2+175n+143) b(n+1)−(n+3) (4n2+25n+40) b(n).



��

��. 2
$���� 2�$������ + a(n)+ �&��&+ a(1) = −4/3+ a(2) = −45/16+ a(3) =
−224/45+ a(4) = −4625/1152+ a(5) = −17/25+ 
 %�. n ≥ 6l

n2 (n+ 2) (6363601n2 − 24819693n+ 21434382) a(n) = −4 (n+ 1) (n− 1) (2323037n4−
24115429n3 + 64350540n2 − 44081587n− 10389721) a(n− 1) + n (27876444n5−
260495690n4 + 717327998n3 − 575849753n2 − 95323599n+ 155084058) a(n− 2)−
4 (n− 1) (6969111n5 − 48003900n4 + 81924028n3 − 36816278n2 − 17768442n+ 10717191)
a(n− 3) + (n− 2) (n− 1)2 (9292148n3 − 12325877n2 − 1610125n+ 2941974) a(n− 4).

m%�$� ��
2���� a(5) ���3��%�&� 3��� �
%
�� "���&!+ 2�� a(1) �� "�%2��.��$.
��& �� �
����&����$�.&+ 2�� a(n)+ n ≥ 2�

m
&���& �
���+ 2�� ��"�
. %��3� %�. β &���� 3��� �
"�$
�
 $ "�&�a�0
"���3�
��,
��. ��,�,
������$�� �
�+ 2�� ,$� �� ���&���� 3!%!� ����&� 2�$/
�
&�+ �3�
�!0a�&� ������&��� "�$��%�,
������$��� 1%�
�� ��� ,�2�$��/
��. ,�$�&
 ���&��%��+ � &� �� �"!$�
�&�

������ ���	
���
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