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УДК 519.21

Зенюк Д. А.
Дискретные динамические системы со случайными запаздываниями

В работе дан развернутый обзор результатов по разностным уравнениям
со случайными аргументами. Порождаемые ими случайные процессы имеют
сильную зависимость от всей предыстории и могут представлять большой ин-
терес как инструмент для моделирования систем, в которых эффект памяти
играет одну из ведущих ролей, например, в эпидемиологии и популяционной
динамике. Хотя все рассмотренные модели являются формально линейными,
многие важные их характеристики все еще неизвестны. Для сравнения также
приведен краткий обзор результатов по случайным блужданиям, в которых
вероятности приращений демонстрируют похожую зависимость от предысто-
рии — в их изучении удалось достичь гораздо большего прогресса.

Ключевые слова : случайные последовательности, эридитарная динами-
ка, немарковские процессы, случайные запаздывания.

Dmitry Alexeyevich Zenyuk
Discrete dynamical systems with random delays

The paper contains a detailed survey of the results on difference equations
with random delays. Processes defined by them are history-dependent and
can be treated as an effective modeling tool in studies of systems with strong
memory, e. g. in epidemiology or population dynamics. All discussed models
have simple linear form, yet many of their characteristics remain unknown.
Random walks with similar history-dependent increment probabilities, of which
a much more detailed description is readily available, are also briefly reviewed.

Key words : random sequences, hereditary dynamics, history-dependent
processes, random delays.
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Введение
Изучение систем, в которых динамика существенным и нетривиальным

образом зависит от всей предыстории системы, уже достаточно давно привле-
кает большой интерес. Насколько можно судить, первую попытку построить
содержательную общую теорию таких систем предпринял Вито Вольтерра [1]
в 1929 г. с позиций современного (на тот момент) функционального анализа:

Явление эредитарности∗ возникает в таких системах, в которых
учитывается не только настоящее положение системы или ее бли-
жайшее будущее положение (т. е. начальные значения парамет-
ров, определяющих состояние системы, а также некоторые про-
изводные по времени), но также все предшествующие положения,
которые занимала данная система [...] Примером может служить
явление упругости, где деформация упругого бруса или кручение
струны зависит не только от природы применяемых сил, но также
от предыдущих деформаций, которым был подвергнут брус или
струна.

В [1] для изучения эридитарных систем предлагалось использовать аппарат
интегро-дифференциальных уравнений. Сам термин «эредитарный» не полу-
чил широкого распространения, и сейчас о подобных системах говорят обыч-
но как об обладающих памятью.

В стохастическом анализе концепция сильной зависимости от предысто-
рии, разумеется, тоже изучалась. Ситуация здесь, однако, несколько более
интересна, поскольку эта зависимость может быть формализована самыми
различными способами. Часто, хотя и не всегда, о случайных процессах та-
кого рода говорят как об обладающих дальними корреляциями (long range
dependence). Однако сам этот термин пока не получил общепризнанного точ-
ного наполнения. Основные подходы к определению дальних корреляций опи-
раются на связь с законами масштабирования, стохастическим самоподоби-
ем и показателем Херста, либо сформулированы в терминах свойств второго
порядка (автоковариационных функций и спектральных плотностей), либо
отсылают к эргодической теории. Другие, более специфические подходы к
этой проблеме, а также подробную библиографию заинтересованный чита-
тель сможет найти в [2].

Примеры стохастических моделей, демонстрирующих нетривиальные даль-
ние корреляции, весьма разнообразны и даже их простое перечисление выхо-
дит за рамки настоящей работы. Отметим, например, случайные блуждания
без самопересечений (self-avoiding walk, SAW ), которые сейчас активно изу-
чаются — хорошее изложение основных результатов в этой области см. в [3].

∗От латинского hērēs «наследник».
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В простейшем случае это случайное блуждание на двухмерной решетке, в
котором блуждающая частица никогда не может занимать положение, кото-
рое ранее уже посещалось. Здесь зависимость от предыстории процесса яв-
ляется неявной и связана с сокращением допустимых будущих состояний по-
сле каждого шага. Несмотря на достаточно простую формулировку, описание
комбинаторных свойств SAW остается все еще нерешенной задачей. Другой
пример — процессы с подкреплением (random processes with reinforcement),
где прошлые состояния уже более явно фигурируют в конструкции. В этих
процессах вероятности перехода между дискретными состояниями зависят от
того, сколько раз такой переход уже случался в прошлом. Подробный обзор
по таким процессам см. в [4].

В настоящей работе будет представлен обзор дискретных стохастических
моделей, в которых зависимость от предыдущих состояний конструктивно
используется для определения будущих состояний. Фактически, речь идет
о разностных уравнениях со случайными лагами, которые в самом общем
случае имеют вид

f(n, xn, xn−1, . . . xn−k, xUn
) = 0,

где Un — неотрицательные целочисленные случайные величины. Пока такие
объекты изучены достаточно слабо. Их можно рассматривать как частный
случай рандомизированных динамических систем, общая теория которых до
некоторой степени построена, см. [5]. Однако, как будет показано далее, эта
общая теория неприменима даже к некоторым простейшим моделям со слу-
чайными лагами, поскольку налагает на рассматриваемые ей динамические
системы весьма сильные ограничения.

Модели с явной зависимостью от предыстории
По всей видимости, наиболее простой моделью с подобным механизмом

памяти является рандомизированная арифметическая прогрессия

Xn+1 = 1 +XUn
, X0 = 0, (1)

где Un — независимые в совокупности случайные величины с равномерны-
ми распределениями на {0, 1, . . . n}. Непосредственно эта конструкция была
впервые рассмотрена в работе [6], хотя более сложная модель (11) к тому мо-
менту была известна уже почти полвека. Легко удостовериться, что подобная
арифметическая прогрессия с произвольным знаменателем, Yn+1 = c + YUn

,
получается из Xn простым мастшабированием Yn = cXn, поэтому достаточ-
но рассмотреть лишь (1). Для иллюстрации на рис. 1 показано несколько
выборочных траекторий такого процесса.
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Рис. 1. Выборочные траектории процесса (1).

Можно легко найти аналитические выражения для двух первых началь-
ных моментов этого случайного процесса. Использованная здесь техника есте-
ственным образом будет возникать и в дальнейшем при анализе более слож-
ных моделей. Пусть mn,k = E

[
Xk

n

]
. Используя свойства условного математи-

ческого ожидания, непосредственно из (1) получим

mn+1,1 = 1 + E
[
E [XUn

|Un = k]
]
=

= 1 +
n∑

k=0

E[Xk]P(Un = k) = 1 +
1

n+ 1

n∑
k=0

mk,1. (2)

Здесь и далее P(A) будет обозначать вероятность события A. Из (2) следует

n(mn,1 − 1) =
n−1∑
k=0

mk,1,

так что после подстановки в (2) получим

mn+1,1 = 1+
1

n+ 1

[
mn,1+n(mn,1−1)

]
= 1+mn,1−

n

n+ 1
= mn,1+

1

n+ 1
. (3)

Решение этого разностного уравнения при n ⩾ 1 имеет вид mn,1 = Hn, где
Hn— гармонические числа. Теперь, возводя (1) в квадрат и используя выра-
жение для mn,1, можно записать разностное уравнение для mn,2:

mn+1,2 = 1 +
2

n+ 1

n∑
k=1

Hk +
1

n+ 1

n∑
k=0

mk,2. (4)
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Используя тот же прием, что и при вычислении математического ожидания,
получим окончательно

mn+1,2 = mn,2 +
1 + 2Hn

n+ 1
.

Решение имеет вид

mn,2 = Hn +H2
n −Hn,2, Hn,2 =

n∑
k=1

1

k2
, n ⩾ 1, (5)

где Hn,2 — обобщенные гармонические числа второго порядка, см., например,
[7, п. 1.2.7]. Здесь были использованы некоторые известные тождества:

n∑
k=1

Hk = (n+ 1) (Hn − 1) ,
n−1∑
k=1

2Hk

k + 1
= H2

n −Hn,2.

Учитывая, что

Hn ∼ lnn+ γ, lim
n→+∞

Hn,2 =
π2

6
,

где γ — постоянная Эйлера—Маскерони, асимптотика первых двух началь-
ных моментов задается степенями логарифма: mn,k = lnk n.

В [8] был получен нетривиальный результат относительно частичных сумм
Xn

∗: процесс

Mn =
Sn − E[Sn]

n
, M1 = 0, Sn =

n∑
k=1

Xk,

является ограниченным (в L2-смысле) мартингалом относительно естествен-
ной фильтрации, порожденной {Xn}. Это означает, в частности, что Mn схо-
дится (почти наверное и в среднеквадратичном смысле) к некоторой случай-
ной величине M с E[M ] = 0 и D[M ] = 2 − π2/6. Точное распределение M
неизвестно, но моделирование показало, что она имеет несимметричное уни-
модальное распределение. Мартингал Mn позволяет указать выражение для
автокорреляционной функции Xn:

Cov[Xn, Xn+m] =
n− 1

n
D[Mn−1] +

D[Xn]

n
.

Можно получить выражение для моментов произвольного порядка k, хотя
оно и не будет полезно на практике при больших k. Для этого рассмотрим
производящую функцию:

Fn(t) = E
[
tXn
]
=

t

n

n−1∑
k=0

Fk(t), F0(t) = 1.

∗Важно учитывать, что там индексация Xn начинается с единицы, а не с нуля, как здесь.
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Отсюда следует, что

Fn+1(t) =
t

n+ 1

(
Fn(t) +

n−1∑
k=0

Fk(t)

)
=

t

n+ 1

(
Fn(t) +

n

t
Fn(t)

)
=

t+ n

n+ 1
Fn(t).

Решение, таким образом, принимает вид

Fn(t) =
n−1∏
k=0

t+ k

k + 1
=

n∏
k=1

t+ k − 1

k
=

t(t+ 1) . . . (t+ n− 1)

n!
=

t(n)

n!
. (6)

Здесь t(n) — восходящий факториал, или полином Похгаммера. Начальные
моменты можно выразить через Fn следующим образом:

E
[
Xk

n

]
=

(
t
∂

∂t

)k

Fn(t)
∣∣∣
t→1−0

.

Впрочем, выражение для производящей функции гораздо более полезно
для отыскания распределения Xn. Действительно, полином в знаменателе (6)
может быть представлен в явном виде с помощью чисел Стирлинга первого
рода, откуда немедленно следует выражение для вероятностей:

t(n) =
n∑

k=0

[
n

k

]
tk, P(Xn = k) =

1

n!

[
n

k

]
, n ⩽ 0, 0 ⩽ k ⩽ n. (7)

Как отмечено в [8], выражение для производящей функции Fn (с индек-
сацией, которая начинается с единицы) можно переписать в виде

Fn+1(t) =
n∏

k=1

(
t

k
+

k − 1

k

)
=

n∏
k=1

fn(t), (8)

что позволяет трактовать величину Xn+1 как сумму
∑n

k=1 Zk независимых в
совокупности случайных величин с распределением Бернулли, для которых
P(Zk = 1) = 1/k. Там же дано нетривиальное объяснение почему процесс Xn

по распределению совпадает с такой суммой. Пусть V1 = max{m :
∑n

k=m Zk =
1}, т.е. это номер последнего успеха в схеме Бернулли из n испытаний. Нетруд-
но показать, что V1 имеет равномерное распределение на {1, . . . n. Тогда в
определении (1) можно заменить Un на V1

∗. Теперь, чтобы вычислить Xn+1

окончательно, необходимо знать значение процесса в момент V1. Рассуждая
аналогичным образом, мы можем ввести величину V2 — номер предпоследне-
го успеха, — которая условно по V1 должна иметь равномерное распределение

∗Напомним, что в [8] индексы начинаются с единицы.
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на {0, . . . V1 − 1}. Значение Xn+1 будет на два больше, чем XV2
. Можно по-

казать, что это эквивалентно определению V2 = max{m :
∑n

k=m Zk = 2}.
Продолжая таким образом строить величины Vj, мы достигнем наконец вы-
полнения условия Vj∗ = 1. Тогда по построению Xn+1 = j∗, т.е. Xn+1 склады-
вается в точности из тех Zk, которые оказались равны единице.

Интересно, что этот же самый результат для распределений можно по-
лучить напрямую, используя комбинаторный анализ, как это было показано
в [9]. Траектории случайного процесса можно описать с помощью дерева, в
котором вершины на n-м ярусе содержат возможные значения Xn. Пути в
этом дереве соответствуют всевозможным способам выбора случайных лагов
Un. На n-м ярусе этого дерева находится n! вершин: действительно, каждая
вершина (n − 1)-го яруса порождает n новых вершин, поскольку любое из
предыдущих значений может быть использовано. Обозначим N(n, k) количе-
ство траекторий, для которых Xn = k. Есть два способа достичь значения k
на n-м шаге. Если значение k могло появиться на (n− 1)-м ярусе дерева, то
мы можем и на n-м ярусе получить его же, выбирая точно тот же самый лаг.
Каждая из этих вершин, лежащих в том же поддереве, порождает новую вер-
шину с тем же значением (на рис. 2 они отмечены зеленым). Таким образом,
всего будет (n− 1)N(n− 1, k) траекторий, достигающих k этим способом. С
другой стороны, можно на (n − 1)-м ярусе достичь значения k − 1, а после
этого, при Un = n − 1, получить k. На рис. 2 такие траектории помечены
красным. Таким образом, должно выполняться

N(n, k) = (n− 1)N(n− 1, k) +N(n− 1, k − 1), N(0, k) = δ0,k,

где δ0,k — символ Кронекера. Известно (см., например, [7, п. 1.2.6]), что это
рекурсивное соотношение задает числа Стирлинга первого рода.

Рис. 2. Дерево траекторий рандомизированной арифметической прогрессии
для первых четырех шагов. Нижние индексы показывают ярус в том же под-
дереве, значение с которого было использовано для получения текущего зна-
чения. Цветовые обозначения см. в тексте.
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Числа Стирлинга первого рода, среди прочего, подсчитывают количество
перестановок длины n, содержащих в точности k циклов (считая и циклы
единичной длины). Используя эту связь, в [9] было найдено уравнение для
производящих функций времени первого достижения:

θk = min{n ⩾ 0: Xn = k}, Ks(t) = E
[
tθs
]
, s ⩾ 0

Ks+1(t) = 1− exp

(
−
∫ t

0

Ks(x)

1− x
dx

)
.

Предельную форму распределения для процесса Xn можно получить как
следствие центральной предельной теоремы с учетом того, что Xn+1 =

∑
k Zk

и для величин Zk выполняется условие Ляпунова: распределение отношения

Xn − lnn√
lnn

сходится к стандартному нормальному закону. Тот же самый результат мож-
но получить и с помощью более тонких предельных теорем для распределе-
ний, которые могут быть выражены в терминах чисел Стирлинга [10].

Укажем несколько очевидных обобщений базовой модели (1). Первое за-
ключается в использовании более сложной детерминированной рекуррентной
зависимости в правой части:

Xn+1 = hn +XUn
, X0 = 0.

Подробного исследования этой модели нет, за исключением краткого упоми-
нания в [9]. Наиболее эффективным инструментом исследования таких про-
цессов является производящая функция

E
[
tXn
]
=

n∏
k=0

1

k + 1
thk+1 +

k

k + 1
thk+1−hk.

Если hn «достаточно хороша», это позволит получить аналитическое выра-
жение, а через него — распределение и выражения для моментов. Другой,
более сложный способ обобщения — положить

Yn+1 = Wn + YUn
, X0 = 0,

где Wn — еще одно семейство независимых в совокупности одинаково распре-
деленных величин, которое не зависит от Un. В [8] этот процесс был введен
под названием возвратного случайного блуждания (reverting random walk),
а в [6] был кратко рассмотрен один простой частный случай этой схемы,
где Wn имели распределение Радемахера (т. е. принимали значения 1 и -1 с
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равными вероятностями). В [8] было показано, что процесс стохастически эк-
вивалентен

∑Xn

k=0W
∗
n , где W ∗

n — независимые случайные величины с тем же
распределением, что и W1. Таким образом, Yn является субординированным
Xn процессом, а производящая функция принимает вид

E
[
tYn
]
=

n∏
k=1

k − 1

k
+

Φ(t)

k
,

где Φ(t) — производящая функция случайной величины W1. В обоих слу-
чаях характерная мультипликативная форма производящей функции позво-
ляет также утверждать, что рассматриваемые процессы стохастически экви-
валентны сумме независимых в совокупности случайных величин с относи-
тельно простыми, но не одинаковыми распределениями (подобно тому, как
это было подробно показано для Xn), и использовать различные варианты
центральной предельной теоремы.

Еще одно направление для всевозможных обобщений рандомизированной
арифметической прогрессии связано с отказом от равномерного распределе-
ния Un в пользу более сложного. Наиболее подробно такой подход изучен в
[8]. Пусть

P(Un = k) =
uk∑n
k=0 uk

= pk, k = 0, 1, . . . n, (9)

где {uk} — некоторая последовательность неотрицательных чисел, причем
все они не могут быть одновременно равны нулю. Главным инструментом для
изучения вновь оказывается производящая функция, которая здесь имеет вид

E
[
tXn
]
=

n∏
k=1

pkt+ qk, qk = 1− pk.

Многие результаты, полученные для случая равномерного распределения Un,
переносятся и на эту более общую конструкцию. Так, частичные суммы Xn

также порождают мартингал, сам Xn может быть представлен в виде суммы
независимых в совокупности бинарных случайных величин и при определен-
ном выборе последовательности {uk} удовлетворяет центральной предельной
теореме. К примеру, в [8] было показано, что это справедливо при uk = kβ с
β ⩾ 1.

Наконец, кратко упомянем еще несколько более специфичных обобщений.
Так, в [6] было предложено рассматривать процесс на двухмерной решетке,
индексированной парами (n,m). А в [8] была предложена модификация про-
цесса, где механизм памяти сам является случайным и управляется некото-
рым процессом восстановления. Инструментарий для исследования этих кон-
струкций не отличается от уже рассмотренного здесь, а качественно новых
эффектов в них не возникает.
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Вполне закономерно наряду с рандомизированной арифметической про-
грессией рассмотреть и геометрическую:

Yn+1 = cYUn
, n ∈ Z+, X0 = 1.

По всей видимости, впервые такая конструкция для c = 2 была введена в
[6]. Если c > 0, то преобразование Xn = logc Yn сводит этот процесс к уже
рассмотренному (1). Если же c < 0, то распределения Yn по-прежнему могут
быть выражены через сопряженный процесс типа (1), порожденный той же
самой последовательностью случайных лагов Un, поскольку P(Yn = ck) =
P(Xn = k) и распределение Xn известно. Для моментов произвольного по-
рядка r, где r натуральное, из определения немедленно следует рекуррентное
соотношение

mn+1,r =
cr

n+ 1

n∑
k=0

mk,r.

Умножим здесь обе части на tn:

+∞∑
n=0

(n+ 1)mn+1,rt
n = cr

+∞∑
n=0

tn
n∑

k=0

mk,r =

= cr
+∞∑
n=0

mn,r

+∞∑
k=n

tk =
cr

1− t

+∞∑
n=0

mn,rt
n. (10)

Если теперь ввести производящую функцию последовательности mn,r при
фиксированном r,

Hr(t) =
+∞∑
n=0

mn,rt
n,

то в силу полученного равенства она должна удовлетворять дифференциаль-
ному уравнению (1− t)H ′

r = crHr с начальным условием Hr(0) = E [Xr
0 ] = 1.

Нетрудно проверить, что решением является

Hr(t) = (1− t)−cr .

Разложив эту функцию в ряд по степеням t, получим аналитическое выра-
жение для моментов через обобщенные биномиальные коэффициенты:

mn,r =
cr(cr + 1) . . . (cr + n− 1)

n!
=

Γ(n+ cr)

n!Γ(cr)
.

Асимптотически абсолютные величины моментов растут как ncr−1 — это сле-
дует из известного соотношения Γ(x+ α) ∼ Γ(x)xα [11, п. 6.1.39].
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Еще одна подробно изученная модель с явной зависимостью от предыс-
тории имеет вид

Xn+1 = Xn +XUn
, X0 = 1. (11)

Здесь пока по-прежнему Un имеет равномерное распределение на {0, . . . n}.
Впервые она была предложена в 1969 г. в работе Станислава Улама и со-
авторов [12] во времена их работы в Лос-Аламосе: там были представлены
результаты моделирования траекторий этого и некоторых других подобных
процессов. Модель заинтересовала Марка Каца, который в том же году вы-
полнил первый теоретический анализ [13], получив выражения для первых
двух начальных моментов и указав их асимптотику. Поэтому, к примеру,
в [9] модель названа сумматором Улама—Каца. Вместе с тем легко видеть,
что можно трактовать (11) как рандомизированную последовательность Фи-
боначчи, где вместо одного из предыдущих значений берется какое-нибудь
случайное из уже имеющихся. Несколько выборочных траекторий этого про-
цесса показаны на рис. 3.

Рис. 3. Выборочные траектории процесса (11). Пунктир — обычная последо-
вательность Фибоначчи. По оси ординат выбран логарифмический масштаб.

Следуя [13], начнем с вычисления первого начального момента, поскольку
его можно найти аналитически. Используя все тот же самый прием с услов-
ным математическим ожиданием, получим

mn+1,1 = mn,1 +
1

n+ 1

n∑
k=0

mk,1, (12)
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откуда следует

mn+2,1 = mn+1,1 +
1

n+ 2

[
mn+1,1 + (n+ 1)(mn+1,1 −mn,1)

]
(n+ 2)mn+2,1 − 2(n+ 2)mn+1,1 + (n+ 1)mn,1 = 0. (13)

Уравнение (13) представляет собой рекуррентное соотношение для полино-
мов Лагерра в точке x = −1 (см., например, [11]). Тот же результат можно
получить несколько более долгим способом, вводя в рассмотрение произво-
дящую функцию последовательности mn,1. Умножая (12) на tn и суммируя
по n, использовав тот же самый прием, что и в (10), получим:

H ′(t) = (tH)′ +
H

1− t
, H(0) = m0,1 = 1.

Его решение имеет вид

H(t) =
e

−t
t−1

1− t
,

в точности совпадая с производящей функцией полиномов Лагерра в точке
x = −1. Таким образом, mn,1 = Ln(−1), что дает асимптотику lnmn,1 ∼ 2

√
n.

Чтобы вычислить второй центральный момент, понадобится ввести вспо-
могательные величины αn = nE

[
XnXUn−1

]
=
∑n−1

k=0 E [XnXk]. Возводя в
квадрат определение (11), получим

mn+1,2 = mn,2 +
2

n+ 1

n∑
k=0

E[XnXUn
] +

1

n+ 1

n∑
k=0

mk,2 = mn,2 +
2

n+ 1
mn,2 +

+
n−1∑
k=0

E[XnXUn
] +

1

n+ 1

n∑
k=0

mk,2 = mn,2 +
2

n+ 1
mn,2 + αn +

1

n+ 1

n∑
k=0

mk,2.

Для αn можно вывести рекуррентное соотношение, которое содержит лишь
αk и mk,2 с k < n. Действительно, подставляя в (11) выражение для αn+1,
получим

αn+1 =
n∑

k=0

E[XnXk] +
n∑

k=0

E[XUn
Xk] = mn,2 +αn +

1

n+ 1

n∑
ℓ=0

n∑
k=0

E[XℓXk] =

= mn,2 + αn +
1

n+ 1

[
n∑

k=0

mk,2 + 2
∑

0⩽k<ℓ⩽n

E[XℓXk]

]
=

= mn,2 + αn +
1

n+ 1

[
n∑

k=0

mk,2 + 2
n∑

k=0

αk

]
.
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Затем анализ становится достаточно громоздким, поэтому приведем лишь
набросок дальнейших выкладок. Вводя, как и ранее, производящие функ-
ции для последовательностей mn,2 и αn, полученные разностные уравнения
можно свести к системе линейных однородных дифференциальных уравне-
ний первого порядка. После серии преобразований, которая включает в себя
переход к новому переменному, будет получено линейное уравнение для вспо-
могательной функции:

d2F

dv2
+

(
−1

4
+

3

2
√
17

1

v
+

1

4v2

)
F = 0, (14)

v =
√
17u, u =

1

1− t
, F (u) =

1√
u
e−5u/2G(u), G(t) =

+∞∑
k=0

mn,2t
n.

Кац в [13] получает асимптотическую оценку для F , отбросив в (14) пренебре-
жимо малые при больших v члены в коэффициенте при F . Но, как отмечено
в [9], уравнение для F представляет собой частный случай уравнения Уит-
такера (см., например, [11, гл. 13]), линейно независимые решения которого
могут быть выражены через функции Куммера. Точное решение весьма гро-
моздко, заинтересованный читатель сможет найти его в [9, стр. 88]. Впрочем,
ведущие члены в асимптотическом разложении этого решения дают тот же
самый результат. Асимптотику для моментов второго порядка можно полу-
чить методом перевала, как это указано в [13], хотя никаких деталей этого

вычисления там не приведено: lnmn,2 ∼
√

2(5 +
√
17)n.

В [9] была также предложена техника, позволяющая определять асимпто-
тические выражения для начальных моментов произвольного порядка, минуя
решение системы уравнений для моментов и вспомогательных величин, со-
держащих суммы ожиданий перекрестных произведений (в случае со вторым
моментом это были величины αn). Для этого вводятся величины

Mn,r(q,p) =
n−1∑
i1=0

n−1∑
i2=0

. . .
n−1∑
i|p|=0

E

Xq
n

|p|∏
k=1

Xpk
ik

 , 1 ⩽ q ⩽ m,

для которых может быть записано рекуррентное по n соотношение. Здесь
p = {p1, . . .} — какое-нибудь разбиение целого числа q −m, а |p| — его дли-
на. Затем, переходя к производящим функциям и упорядочивая их в вектор
h(t) (для удобства индекс r опущен) с помощью некоторой схемы нумерации,
авторы получают систему дифференциальных уравнений

h′(t) = tC1h
′(t) +C2h(t) +

1

1− t
C3h(t),
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где матрицы Ci зависят только от r. Поскольку матрица (I − tC1), где I
— единичная матрица соответствующего размера, обратима, эта система мо-
жет быть приведена к виду h′ = C(t)h. Преобразование f(t) = P(t)h(t), где
матрица P(t) — диагональная с элементами вида (1 − t)ps, с последующей
заменой переменного u = 1/1 − t сводит систему к f ′ = Q(u)f . В [9] было
строго доказано, что при больших u матрица Q(u) стремится к примитив-
ной матрице Q0, так что асимптотическое поведение производящих функций
в итоге определяется ее максимальным собственным числом λ∗

r. На основе
этого была указана асимптотическая оценка lnmn,r ∼ 2λ∗

r

√
n. Определить

общий вид элементов матрицы Q0 весьма трудно, но их можно вычислить
алгоритмически с необходимой точностью — в [9] это было проделано для
небольших r вплоть до 10.

На рис. 4 приведено дерево, позволяющее наглядно показать возможные
траектории случайного процесса (11). Легко видеть, что оно очень похоже
на рис. 2, который описывает рандомизированную арифметическую прогрес-
сию. Сумматор Улама—Каца обнаруживает интересную связь с дискретными
объектами, известными как аддитивные цепи (addition chains). Аддитивная
цепь для числа n — это последовательность натуральных чисел xi, которая
начинается с единицы и заканчивается числом n, такая что каждый элемент
в цепи может быть представлен как сумма двух каких-нибудь предыдущих
элементов (возможно, одного и того же) этой же цепи. Особое место зани-
мают аддитивные цепи Брауэера (Brauer chains, star addition chains), для
которых каждый элемент должен быть суммой непосредственно предыдуще-
го элемента и еще какого-нибудь элемента этой цепи. Изучение аддитивных
цепей представляет собой отдельную и весьма нетривиальную область ис-
следований на стыке комбинаторного анализа и теории чисел. Характерным
примером является задача об оптимальном возведении в степень: нахождение
аддитивной цепи минимальной длины для любого заданного n позволило бы
вычислить xn, затратив наименьшее количество операций умножения. Хотя
на этом направлении был получен ряд интересных результатов, в общем виде
задача остается пока нерешенной. Глядя на рис. 4 легко понять, что траек-
тории случайного процесса в точности соответствуют всевозможным цепям
Брауэра. Отсюда немедленно следует, что для отыскания точного распреде-
ления, P(Xn = k), необходимо уметь подсчитывать количество цепей Брауэра
фиксированной длины n для любого заданного k. Эта задача до сих пор оста-
ется открытой, см. [14, п. C6].

Модель (11) также была обобщена в нескольких различных смыслах. На-
пример, в [15] был рассмотрен более общий случай с постоянными множите-
лем:

Xn+1 = aXn + bXUn
. (15)

Это на первый взгляд несущественное изменение позволяет получить гораз-
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Рис. 4. Дерево траекторий сумматора Улама—Каца для первых четырех ша-
гов. Нижние индексы показывают ярус в том же поддереве, значение с кото-
рого использовалось для получения текущего значения.

до более широкий спектр асимптотических режимов для моментов первого
порядка. Однако результаты, приведенные там, вызывают некоторые вопро-
сы. С помощью приемов, использованных ранее здесь, можно показать, что
точное уравнение для моментов первого порядка имеет вид

mn+2,1 =

(
a+

n+ 1 + b

n+ 2

)
mn+1,1 − a

n+ 1

n+ 2
mn,1.

Формально представим его в виде

m(n+ 2h)− 2m(n+ h) +m(n)

h2
+ A(n)

m(n+ h)−m(n)

h
+B(n)m(n) = 0,

где h = 1. Легко показать, что

A(n) = 2− a− n+ 1 + b

n+ 2
, B(n) = 1− a

2n+ 3

n+ 2
− n+ 1 + b

n+ 2
.

Это представление «подсказывает», как должно выглядеть дифференциаль-
ное уравнение для функции M(n) = mn, если бы n был непрерывным аргу-
ментом. Однако в [15, п. 3.2] дифференциальный аналог дан в совсем другом
виде:

(n+ 1)M ′′ +
(
1 + (1− a)n

)
M ′ + (1− a− b)M = 0,

причем нет никаких пояснений, как было получено это уравнение. По этой
причине указанные там асимптотические представления, полученные уже с
помощью этого дифференциального уравнения, не приводятся здесь. Отме-
тим лишь, что сообщалось о показательной и степенной по n зависимостях.
Для случая a = 1 разностное уравнение для моментов первого порядка мож-
но решить аналитически, поскольку оно приводит к тем же самым полино-
мам Лагерра: mn,1 = Ln(−b) ∼ e2

√
bn. Прямое применение методов из [16], не
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требующее перехода к дифференциальным уравнениям, приводит к следую-
щему: асимптотические решения могут быть представлены в виде рядов

ρni n
αi

+∞∑
s=0

cs,i
ns

, αi =
−bρi

2a− (1 + a)ρi
,

где ρi — различные решения характеристического уравнения

ρ2 − (a+ 1)ρ+ a = 0,

а коэффициенты cs,i определяются формальной подстановкой в исходное урав-
нение. Если решения ρi совпадают, то асимптотические представления ста-
новятся несколько сложнее.

В [15] также была кратко упомянута модель с детерминированной частью
второго порядка по n:

Xn+1 = aXn + bXn−1 + cXUn
.

Используя ту же самую технику сведения к дифференциальному уравнению
(вновь без каких-либо разъяснений), были указаны уже четыре разных ре-
жима в зависимости от соотношения между a и b: экспоненциальный, «мед-
ленный» экспоненциальный (вида ecn

γ с 0 < γ < 1) и степенной.
Как и в случае рандомизированной арифметической прогрессии, для (11)

также рассматривались другие распределения лагов Un. Подробное иссле-
дование этого случая было приведено в [15, 17]. Разностное уравнение для
моментов первого порядка принимает вид

mn,1 = mn−1,1 +
1

Kn

n−1∑
k=0

ukmk,1, P(Un−1 = k) =
uk
Kn

, Kn =
n−1∑
k=0

uk.

Основным инструментом исследования являлось применение уже известной
техники подстановки, которая сводит это уравнение к более простому раз-
ностному уравнению второго порядка, подобно тому, как это было проделано
для (13):

mn+1,1 − 2mn,1 +
Kn

Kn+1
mn−1,1 = 0. (16)

Как отмечено в [17], уравнение (16) представляет собой рекуррентное со-
отношение для значений некоторого семейства приведенных ортогональных
полиномов в точке t = 2. Были рассмотрены степенные, uk = (k + 1)α, и по-
казательные, uk = ck, распределения. Поскольку для анализа использовался
тот же самый не до конца понятный метод сведения к дифференциальным
уравнениям, полученные там асимптотические результаты здесь не приво-
дятся.
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Уже в [12] была рассмотрена еще одна конструкция, которую, следуя
аналогии, можно было бы назвать полностью рандомизированной последо-
вательностью Фибоначчи:

Xn+1 = XUn
+XVn

, X0 = 1. (17)

Здесь используются уже два случайных лага, Un и Vn, которые независимы
друг от друга и имеют равномерные распределения на {0, . . . n− 1}. Уравне-
ние для моментов первого порядка принимает вид

mn,1 =
2

n

n−1∑
k=0

mk,1, mn,1 =
n+ 1

n
mn−1,1.

Легко проверить, что его решение имеет вид mn,1 = n+ 1. В [18] эта модель
была исследована более тщательно (напомним, что там используется схема
индексации, которая начинается с единицы, а не с нуля). Было показано, что
для моментов второго порядка справедливо

lim
n→+∞

mn,2

n2
=

sh π

π
= K.

Ассоциированный с частичными суммами процесс

Mn =
1

n(n− 1)

n∑
k=1

Xn

является мартингалом относительно естественной фильтрации, порождаемой
{Xn}, и сходится (почти наверное и в среднеквадратичном смысле) к слу-
чайной величине M , для которой E[M ] = 1/2 и E[M 2] = K/6. Также в [18]
удалось получить асимптотическое представление для автоковариационной
функции

E[XnXℓ]

n2
→

{
2θK/3 ℓ/n → θ ∈ (0, 1)

K ℓ = n
, ℓ ⩽ n.

Более того, оказалось возможным указать предельный закон распределения
для Xn после масштабирования:

P
(

Xn

nMn
⩽ x

)
=

∫ x

0

te−tdt, P
(
XUn

nMn
⩽ x

)
=

∫ x

0

e−tdt, x ⩾ 0.

В [15] конструкция (17) была обобщена за счет введения постоянных множи-
телей:

Xn+1 = aXUn
+ bXVn

, X0 = 1. (18)
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Уравнение для моментов первого порядка принимает вид

mn,1 =
n+ a+ b− 1

n
mn−1,1,

а его решение имеет асимптотическое представление mn,1 ∼ na+b−1.

Модели с неявной зависимостью от предыстории
Все рассмотренные выше модели содержали единственный стохастиче-

ский механизм, связанный с извлечением из памяти предыдущих значений.
Перейдем теперь к рассмотрению другого класса моделей, где вероятност-
ные эридитарные эффекты уже накладываются на другие источники ран-
домизированного поведения, например, на обычные случайные блуждания.
По всей видимости, наиболее изученной на сегодняшний день является мо-
дель, которая в англоязычной периодике получила название elephant random
walk (ERW)∗. Оригинальная модель была предложена в 2004 г. [19] и имела
следующий вид:

Xn+1 = Xn + ξn+1, n ⩾ 1, X0 = 0, (19)

где ξn — случайные величины, принимающие значения ±1. Именно с ними
связана память: на первом шаге ξ1 = 1 с вероятностью s ∈ [0, 1], а после
этого выбирается случайный лаг Un+1, имеющий равномерное распределение
на {1, . . . n}, и

P(ξn+1 = ξUn+1
) = p, P(ξn+1 = −ξUn+1

) = 1− p, p ∈ (0, 1).

Легко видеть, что случай p = 1/2 здесь соответствует отсутствию памяти, по-
скольку ξn принимает значения ±1 с одинаковой вероятностью и мы получим
самое обычное (с точностью до особенностей первого шага, который, впрочем,
не оказывает влияния на асимптотическое поведение) случайное блуждание.
Спустя десятилетие в [20] была предложена весьма похожая модель, в кото-
рой память была введена несколько более явно:

Xn+1 = Xn + ηn+1, n ⩾ 1, X0 = 0. (20)

Каждый шаг такого блуждания связан с одним из двух событий. В пер-
вом случае, с вероятностью q, разыгрывается обычное случайное блужда-
ние, когда позиция может измениться на единицу с равными вероятностями:
P(ηn+1 = 1) = P(ηn+1 = −1) = 1/2. Во втором же случае наудачу выбирает-
ся и повторяется одно из предыдущих значений ηUn+1

, где Un+1 по-прежнему
∗Название отсылает к популярной в англоязычных странах идиоме «an elephant never forgets».
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случайный лаг с равномерным распределением. Хотя вторая модель изна-
чально позиционировалась как модификация оригинального ERW с другим
поведением, позже в [21] было показано, что две этих модели стохастически
эквивалентны и с точностью до обозначений дают одни и те же результаты.
По этой причине мы сосредоточим внимание лишь на одной из них — первой.

В основе аналитических построений лежит утверждение об условном рас-
пределении приращений ξn:

P(ξn+1 = x|ξ1, . . . ξn) =
1

n

n∑
k=1

1 + αξkx

2
, α = 2p− 1, n ⩾ 1.

Сумма возникает из-за того, что необходимо учесть все возможные способы
выбора случайного лага, а при фиксированных ξk и x выражение под знаком
суммы будет давать либо p, либо 1−p, в чем легко убедиться непосредственно.
Тогда, с учетом того, что из (19) немедленно следует Xn = X0 +

∑
k ξk, для

условного математического ожидания получим

E[ξn+1 = x|ξ1, . . . ξn] = P(ξn+1 = +1|ξ1, . . . ξn)−

− P(ξn+1 = −1|ξ1, . . . ξn) =
α

n
(Xn −X0) .

Отсюда, наконец, для m̊n,1 = E[Xn −X0] получается уравнение

m̊n+1,1 = m̊n,1 + E[ξn+1] = m̊n,1 + E
[
E[ξn+1 = x|ξ1, . . . ξn]

]
=

n− α

n
m̊n,1.

Поскольку m̊1,1 = E[ξ1] = 2s− 1 = β, окончательное решение принимает вид

m̊n,1 = β
Γ(n+ α)

Γ(α + 1)Γ(n)
.

Аналогичные рассуждения для моментов второго порядка m̊n,2 = E
[
(Xn −X0)

2
]

приводят к рекурсивному соотношению

m̊n+1,2 = 1 +
n+ 2α

n
m̊n,2,

решение которого принимает вид

m̊n,2 =
n

2α− 1

[
Γ(n+ 2α)

Γ(n+ 1)Γ(2α)
− 1

]
.

Интересно, что оно не зависит от s, поскольку m̊1,2 = 1. Асимптотическое
поведение m̊n,2 имеет два качественно отличающихся режима: линейный при
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α < 1/2 и степенной с показателем 2α при α > 1/2. В пограничном слу-
чае α = 1 асимптотика является линейно-логарифмической. Уравнения для
центрированных моментов произвольного порядка r также известны [19], но
решения становятся все более громоздкими с ростом r.

Точные распределения процесса неизвестны, но, как указано в [19], можно
легко получить уравнение для характеристических функций:

Qn+1(t) = E
[
eitX̊n

]
= E

[
eitX̊n

{
eit

2n

n∑
k=1

(1 + αξk) +
e−it

2n

n∑
k=1

(1− αξk)

}]
=

= E
[
eitX̊n

{
cos(t) +

α

n
sin(t)X̊n

}]
= cos(t)Qn(t) + sin(t)

α

n

dQn

dt
.

Здесь X̊n = Xn−X0. Из него, в свою очередь, можно получить эволюционное
уравнение для вероятностей P (x, t) = P(X̊t = x), которое после предельного
перехода (детали которого не поясняются) при больших x и t стремится к
линейному уравнению в частных производных

t
∂P

∂t
=

t

2

∂2P

∂x2
− α

∂

∂x
(xP ).

Как и в случае с рассмотренными ранее моделями, здесь обнаруживает-
ся интересная и нетривиальная связь с деревьями, отмеченная в [22]. Будем
для удобства рассматривать сейчас уже конструкцию, предложенную в [20].
Каждый шаг добавляет к дереву одну вершину, которая помечается номером
шага и значением приращения ξn. Последнее предлагается называть спином,
поскольку оно может принимать лишь значения ±1, что напоминает хорошо
известную модель Изинга. Немного модифицируем схему, считая, что слу-
чайный лаг Un разыгрывается на каждом шаге, но с вероятностью 1−q он не
будет использован, поскольку приращение будет выбираться наудачу, а не на
основе прошлого значения. На n-м шаге новая вершина соединяется с верши-
ной, соответствующей шагу Un. Однако, если механизм памяти так и не было
задействован, то это ребро сразу же удаляется из графа. Таким образом, мы
будем получать некоторый случайных лес, состоящий из корневых деревьев
(возможно, вырожденных до единственной вершины). Пример построения
такого дерева по траектории процесса Xn приведен на рис. 5. Важно, что в
этом лесу ребра соединяют только те вершины, которые имеют одинаковый
спин — наличие ребра означает, что было скопировано одно из предыдущих
приращений. Более того, значение Xn в точности совпадает с суммой спинов.
Отсюда становится видна тесная связь этого случайного процесса с задачей
о перколяции ребер (bond percollation) на случайном графе. На основе этого
наблюдения в [22] было показано, как можно получить некоторые статисти-
ческие характеристики перколяционных кластеров на таких случайных де-
ревьях. И если для рассмотренного здесь варианта эти характеристики и так
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были известны, то другие конструкции ERW (например, отмеченная здесь
оригинальная схема из [19]) позволили получить неизвестные ранее точные и
асимптотические выражения для соответствующих перколяционных процес-
сов.

Рис. 5. Выборочная траектория ERW-процесса (слева) и соответствующее
раскрашенное дерево (справа). Удаленные ребра показаны пунктиром.

ERW-процессы изучены весьма тщательно и подробно на сегодняшний
день. По всей видимости, это объясняется тем, что они представляют собой
простейшую наглядную модель аномальной диффузии (подробнее об этом
классе процессов см., например, [23]), которая допускает аналитическое ре-
шение. Не претендуя на исчерпывающий обзор, отметим здесь лишь некото-
рые работы. Множество ссылок вместе с подробным обзором и оригинальны-
ми результатами можно найти в недавней диссертации [24]. Так, в [25] была
исследована связь между оригинальным ERW и урновой схемой Пойя, что
позволяет использовать известные для последней комбинаторные результаты
и предельные теоремы. Основной результат таков: при 0 ⩽ p < 3/4 выполня-
ется

X⌊tn⌋√
n

⇒ Wt, E[Wt] = 0, E[WtWs] =
s

3− 4p

(
t

s

)2p−1

, 0 < s ⩽ t,

где Wt — вещественный гауссовский случайный процесс и сходимость пони-
мается по распределению. Если же 3/4 < p ⩽ 1, то известно, что

X⌊tn⌋

nα
⇒ tαY,

где Y — некоторая случайна величина, распределение которой в общем виде
все еще неизвестно (оно точно не является гауссовским), но для которой най-
дены моменты первых двух порядков. Тот же самый результат был получен
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в [26] с помощью мартингальных методов, что позволило попутно получить
несколько нетривиальных утверждений для частичных сумм ERW-процесса.
Доказан аналог теоремы Донскера, дающий еще более подробные характери-
стики для асимптотического поведения Xn и его аппроксимации гауссовскими
процессами [27]. Там же установлены аналоги закона повторного логарифма.
В [28] была дана оценка скорости сходимости начальных моментов масштаби-
рованных частичных сумм процесса Xn к соответствующим моментам гаус-
совского распределения.

ERW обнаруживают весьма глубокую и интересную связь со многими дру-
гими стохастическими моделями и конструкциями. Помимо уже упомянутой
связи с урновыми процессами Пойя и перколяционными процессами на ран-
домизированных деревьях, они тесно связаны с процессами Юла—Саймона
[29, п. 2], а также позволяют получить ряд нетривиальных и неизвестных
ранее тождеств для гипергеометрических функций [30]. Наконец, упомянем
[31], где была предложена схема для оценки параметра p, управляющего па-
мятью в ERW — насколько можно судить, это первая работа, где процесс
исследован с точки зрения прикладной статистики, что весьма важно для
практического применения этой конструкции. Отметим еще одну интересную
деталь. Одномерный процесс Xn является марковским, т.е. несмотря на, ка-
залось бы, явную зависимость от предыстории, по прошествии достаточного
времени она «забывается», как это свойственно всем марковским процессам.
Нестрого, марковское свойство здесь появляется из-за того, что на самом
деле динамика Xn зависит не от всей предыстории полностью, а лишь от
того, сколько раз в прошлом выбирались приращения со значениями 1 и -1.
Но обобщения процесса на решетки большей размерности всегда являются
немарковскими, подробнее см. [24, гл. 1].

Вариаций ERW было предложено так много, что для обзора потребова-
лась бы отдельная статья. Отметим здесь кратко лишь несколько таких мо-
делей. В [32] базовая модель была дополнена всего одним новым механизмом,
позволяющим блужданию оставаться в текущем положении с вероятностью r.
Если случайный лаг был выбран так, что припоминалось значение с σUn

= 0,
то и ξn = 0. Оказалось, что всего одной этой детали было достаточно, чтобы
получить новый асимптотический режим для дисперсии, когда она растет
как tγ с 0 < γ < 1. Это позволило позиционировать такую конструкцию как
единую качественную модель аномальной диффузии, для которой легко до-
ступно аналитическое решение. Двумерное обобщение этой модели было изу-
чено в [33], построения для процессов на Zd с произвольным d были впервые
приведены в [34]. В [35] распределение возможных приращений случайного
блуждания, ξn, было существенно расширено до класса α-устойчивых распре-
делений — развивая анималистическую традицию, эта модель была названа
shark random swim, впрочем, без всякого объяснения такого выбора. Как и в
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случае ERW, здесь также наблюдается фазовый переход между качественно
различными асимптотическими режимами, который связывает два основных
параметра модели, p и α.

По всей видимости, наиболее общая модель такого типа, допускающая
произвольное распределение приращений, имеет следующий вид. Пусть за-
дано семейство независимых в совокупности и одинаково распределенных
случайных величин ξi, i ⩾ 0. Помимо этого, также задано семейство независи-
мых случайных величин Бернулли ϵi, i ⩾ 1, так что P(ϵi = 1) = p, 0 < p < 1.
Наконец, задано семейство случайных величин Un, n ⩾ 0, имеющих равно-
мерные распределения на {0, . . . n} и тоже независимых в совокупности. Все
три семейства заданы на одном и том же вероятностном пространстве и неза-
висимы друг от друга. Сам случайный процесс конструируется следующим
образом [36]:

σ0 = ξ0, σn = (1− ϵn)ξn + ϵnXUn−1
, Xn =

n∑
k=0

σk. (21)

Центральным результатом является функциональная предельная теорема,
устанавливающая условия сходимости по распределению к гауссовскому про-
цессу: если 0 < p < 1/2 и ξi имеют конечную дисперсию, то

X⌊nt⌋ − ntE[ξ1]√
nD[ξ1]

⇒ B̂t, E[B̂t] = 0, E[B̂tB̂s] =
s

1− 2p

(
t

s

)p

, 0 ⩽ s ⩽ t.

Процесс B̂t получил название броуновского движения со случайным подкреп-
лением (noise reinforced Brownian motion) и является частным случаем еще
более общего класса процессов, который был введен и подробно изучен в [29].
Этот процесс может быть выражен в виде интеграла Ито от обычного бро-
уновского движения Bt:

B̂t = tp
∫ t

0

s−p dBs.

Для критического значения p = 1/2 также известен предельный закон, но
масштабирующий множитель там становится более сложным:

X⌊nt⌋ − ntE[ξ1]√
nt lnnD[ξ1]

⇒ Bt.

В [29] наряду с (21) был рассмотрен альтернативный вариант, использу-
ющий отрицательное подкрепление (в самой работе также был использован
термин contrbalanced random walk), когда при ϵn = 1 предыдущее значение
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выбирается с обратным знаком. Впрочем, это изменение не приводит к каче-
ственному изменению самих результатов. Совсем недавно [37] эта модель бы-
ла расширена переходом к более общему распределению лагов (9), при усло-
вии что последовательность uk имеет регулярную вариацию (regularly varying
sequence) с показателем β ⩾ 0. Основные результаты (закон больших чисел
и предельная теорема для масштабированной версии процесса Xn) содержат
только параметр α = β + 1, от которого зависит в том числе и критическое
значение p.

Описанную выше конструкцию можно усилить в той части, которая ка-
сается явной зависимости от предыстории, за счет изменения вероятностей
лагов, которые уже были выбраны ранее. Такая модель была введена и изу-
чена в [38]. Формально единственное отличие заключается в элементах по-
следовательности uk, которые теперь явно зависят от шага n:

uk(n) = uk(n− 1) + µv, v ⩾ 0, k : Un−1 = k.

Теперь вероятность выбора лага, равного k, возрастает на заданную величину
v всякий раз, когда он выбирается. Было рассмотрено две вариации: в одной
увеличение происходит только в том случае, если на n-м шаге используется
предыстория процесса, т.е. µ = ϵn−1, в другой — всегда, т. е. µ = 1. В самой
работе [38] был рассмотрен случай, когда ξn имели распределение Радемахе-
ра, обобщения на случай произвольных законов пока не публиковались. Как
и ранее, основным результатом является предельная теорема, которая в этом
случае имеет следующий вид (для краткости приводится результат для пер-
вой вариации модели, с поощрением только при припоминании): если p < p∗,
то
X⌊nt⌋√

n
⇒ Wt, E[WtWs] =

s(vp+ 1)

(v + 1)(1− 2(v + 2)p

(
t

s

)κ

+
pv2 + (3p− p2)v2 + v

(v + 1)(vp+ 1)2
s,

где Wt — гауссовский процесс с нулевым математическим ожиданием и ука-
занной автоковариационной функцией, и 0 < s < t. При критическом значе-
нии p = p∗ выполняется

X⌊nt⌋√
nt lnn

⇒
√

p

1− p
Bt,

где Bt — стандартное броуновское движение. Наконец, в суперкритическом
режиме, при p > p∗,

X⌊nt⌋

nκ
⇒ tκY,

где Y — случайная величина, распределение которой не является нормаль-
ным (точный закон распределения неизвестен). Здесь были приняты следу-
ющие обозначения: p∗ = 1/(v+2) и κ = p(v+1)/(vp+1). Помимо этого, раз-
вивая аналогии с отмеченной в [22] связью между ERW и перколяционными



26

процессами на случайных деревьях, можно получить описание аналогичных
процессов перколяции ребер на деревьях с предпочтительным соединением
(preferential attachment), которое возникает из-за поощрения ранее выбирав-
шихся лагов. Пользуясь этой связью, удалось установить целый ряд нетри-
виальных утверждений о вероятностных характеристиках перколяционных
кластеров на таких деревьях.

Аналитический аппарат
На сегодняшний день теория разностных уравнений с произвольным слу-

чайным лагами еще не построена. Наибольшего прогресса удалось достичь в
исследовании линейных уравнений. Так, в [39] рассматривается весьма общая
конструкция вида

xn+1 = Axn +Bxn−r(θnω). (22)
Здесь θ : Ω → Ω — обратимое измеримое сохраняющее меру отображение,
r : Ω → {0} ∪ N — случайная величина, принимающая неотрицательные
целые значения, а (Ω,H,P) — вероятностное пространство. Напомним, что в
силу введенных определений θ должно удовлетворять условиям

∀A ∈ H θ−1A ∈ H, P(θ−1A) = P(A).

Поскольку случайное запаздывание r в общем случае не ограничено, то урав-
нение (22) должно быть дополнено бесконечной последовательностью x =
(. . . x−1, x0), играющей роль начального условия.

Это уравнение порождает случайную динамическую систему на расши-
ренном фазовом пространстве, которая задается отображением

Φ(n, ω) =

{
id n = 0

ϕ(θn−1ω) ◦ . . . ◦ ϕ(ω) n > 0
(23)

Здесь id — тождественное отображение, а ϕ(ω) — отображение сдвига на один
шаг вдоль траектории:

ϕ(ω)x = (. . . , x−1, x0, A(ω)x0 +B(ω)xn−r(ω)), x ∈ Xγ,

где Xγ — пространство всех бесконечных последовательностей с конечной
нормой

∥x∥γ = sup
n∈{0}∪N

e−γn|x−n|.

Такой выбор нормы гарантирует, что последовательность Φ(n, ω)x сходится
к нулю (по n) в Xγ, если и только если самый первый элемент этой последо-
вательности сходится к нулю в R (лемма 3 в [39]) — это позволяет корректно
исследовать асимптотическое поведение системы.
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Ключевым элементом является необходимое и достаточное условие ин-
тегрируемости системы (23), которое в данном случае сводится лишь к су-
ществованию конечного математического ожидания случайного сдвига r. В
этом случае при γ ⩾ 0 для (22) справедлива мультипликативная эргодиче-
ская теорема, согласно которой возможна лишь одна из трех альтернатив:
либо

lim
n→+∞

ln ∥Φ(n, ω)∥γ
n

= −γ,

либо существует конечное количество показателей Ляпунова λ1 > λ2 > . . . λk >
−γ и разложение Оселедеца Xγ = E1(ω)⊕E2(ω)⊕. . .⊕Ek(ω)⊕F (ω) в прямую
сумму линейных подпространств, такие что

lim
n→±∞

ln ∥Φ(n, ω)v∥γ
n

= λj ∀v ∈ Ej(ω) \ {0}, j = 1, . . . k,

либо существует бесконечно много показателей Ляпунова λj > −γ с анало-
гичным разложением в прямую сумму.

Позже этот результат был обобщен на значительно более широкий класс
d-мерных моделей типа (22), в которых A и B уже рассматривались как слу-
чайные вещественные матрицы на том же самом общем вероятностном про-
странстве [40]. В предположении о независимости запаздывания r от матрич-
ных коэффициентов A и B там было получено более общее условие интегри-
руемости, при котором становится справедлива мультипликативная эргоди-
ческая теорема. Весьма интересно, что тут наличие бесконечного количества
показателей Ляпунова уже становится невозможным.

Однако здесь необходимо отметить, что сама форма динамической систе-
мы (22), которая восходит к еще более общей формулировке из [5], несмотря
на свою общность, не допускает изучение даже простейших и вполне есте-
ственно возникающих прикладных моделей со случайным лагом, которые
были рассмотрены ранее. Известно (см., например, [41, гл. V]), что если r1 —
произвольная случайная величина, а θ — сохраняющее меру преобразование,
то последовательность случайных величин {rk}, где rk = r(θkω), является
стационарной в узком смысле. С другой стороны, пусть Un имеют равномер-
ное на {0, . . . n} распределение и независимы в совокупности. Понятно, что
последовательность {Un} не может быть стационарной в узком смысле хотя
бы потому, что носители распределений разные.

Еще один прием для изучения процессов со случайными лагами был пред-
ставлен в [42]. Он сводится к переходу к непрерывному времени за счет под-
чинения процессу Пуассона. Например, для сумматора Улама—Каца непре-
рывная пуассоновская модель строится следующим образом. Пусть T0 = 0, а
Tk, k ⩾ 1 — времена последовательных приращений однородного пуассонов-
ского процесса Nt с интенсивностью λ. Пусть также Uk, k ⩾ 1 — семейство
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независимых в совокупности случайных величин, где Uk имеет равномерное
на (0, Tk) распределение. Тогда составной процесс принимает вид

X0 = 1, Xt =

{
XTk−1

Tk−1 ⩽ t < Tk,

XTk−1
+XUk

t = Tk.

Согласно [42], такой переход позволяет получить уравнения для моментов,
которые проще исследовать, чем в исходной дискретной модели. Было про-
демонстрировано, что при λ = 1 ведущие члены в асимптотических представ-
лениях для моментов первых двух порядков имеют тот же самый вид, что и
в исходной модели. Тем не менее не приведено никаких строгих утверждений
о том, как соотносятся между собой исходный дискретный и субординиро-
ванный непрерывный процессы, в частности, существует ли какая-то связь
между их функциями распределения.

Еще одна группа аналитических методов, которые применяются для дис-
кретных систем со случайными лагами, опирается на непосредственно полу-
чаемые из определения рекуррентные соотношения для моментов или вероят-
ностей. В некоторых случаях эти разностные уравнения могут быть решены
в явном виде, как, например, для сумматора Улама—Каца. В тех же случаях,
когда явное решение недоступно, часто используется переход от разностного
уравнения к дифференциальному с последующим использованием богатого
арсенала методов исследования качественного поведения последних. Здесь,
однако, стоит заметить, что, как хорошо известно в численном анализе, раз-
ностное и дифференциальное уравнения не всегда можно рассматривать как
аналоги друг друга — соответствующий пример был дан еще в [12]. О том,
что переход к дифференциальным уравнениям иногда выполняется весьма
небрежно и безо всяких дополнительных пояснений, мы уже упоминали ра-
нее.

Переход к дифференциальным уравнениям обычно используется для уточ-
нения асимптотического поведения моментов. При этом асимптотическая тео-
рия разностных уравнений уже построена — остается неясным, почему авто-
ры [15, 17] не использовали эти результаты напрямую. Классический резуль-
тат по асимптотике линейных разностных уравнений известен как теорема
Пуанкаре—Перрона (см., например, [43, гл. 8]), однако для его применимости
уравнение должно удовлетворять весьма сильным дополнительным ограни-
чениям на форму коэффициентов. Эти условия можно несколько ослабить
(см. теорему 8.11 в [43]), однако даже в этом виде теорема не дает собственно
асимптотических решений, а лишь указывает пределы, к которым решения
исходного уравнения стремятся, и общий характер этой сходимости.

Более подробное описание асимптотических представлений в виде степен-
ных рядов по n доступно для линейных уравнений второго порядка. Хорошее
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изложение текущего положения дел в этой области исследований можно най-
ти в [44], а также в более поздней работе [16], где систематизированы полу-
ченные ранее результаты, в том числе для случая уравнений с параметром.
Интересно, что основы асимптотической теории для таких уравнений были
заложены Адамсом и Биркгофом еще в начале 30-х годов прошлого столетия.
Однако эти работы были столь сложны и требовали столь высокого уровня
подготовки, что долгое время оставались неизвестны широкому кругу специ-
алистов.

Заключительные замечания
Из приведенного обзора видно, что даже линейные динамические модели

со случайными лагами, такие как, например, (11), не всегда допускают анали-
тическое описание. О конечномерных распределениях, автоковариационных
функциях таких процессов и временах первого достижения для них все еще
ничего не известно. Арсенал методов, которые можно использовать для их
изучения, пока весьма скуден. Еще более трудным представляется изучение
нелинейных моделей такого рода. Рассмотрим для примера квадратичную
модель

Xn+1 = Xn +X2
Un
.

Уравнение для начальных моментов первого порядка здесь примет вид

mn+1,1 = mn,1 +
1

n+ 1
[mn,2 + n(mn,1 −mn−1,1)] .

Для его решения необходимо как-то получить уравнение для mn,2. Возведе-
ние определения в квадрат в этом смысле мало чем поможет, поскольку в
нем появится зависимость от mn,4. Использование комбинаторных аргумен-
тов пока также кажется затруднительным.

Открытым остается также вопрос о возможных приложениях таких мо-
делей. С одной стороны, использование процессов с сильной зависимостью от
предыстории кажется оправданным для изучения многих биологических про-
цессов, где случайное запаздывание возникает естественным образом. Наибо-
лее очевидными примерами представляются популяционные модели, учиты-
вающие случайные вариации времени достижения репродуктивного возраста,
а также эпидемиологические модели, в которых продромальный период счи-
тается случайным. Тем не менее, не удалось найти публикаций, в которых
указанные (или какие-либо другие) биологические процессы изучались бы с
позиций уравнений со случайными запаздываниями. Еще одним возможным
приложением таких моделей являются задачи управления для систем, где
нельзя гарантировать постоянное запаздывание сигналов (как, например, в
современных телекоммуникационных сетях).
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Наконец, отметим здесь приложения к теории алгоритмов. Многие ре-
курсивные алгоритмы, использующие стратегию разделения задачи на более
маленькие экземпляры той же задачи, могут быть формально описаны урав-
нением вида

T (x) = a(x) + T (h(x)),

где a — некоторая детерминированная неотрицательная функция (количе-
ство вычислительного времени, необходимого для разбиения), а h — некото-
рая случайная величина, распределение которой может зависеть от x, такая
что 0 ⩽ h(x) ⩽ x. Здесь x означает размер задачи, а T (x) — вычислительное
время для решения задачи размером x. Строго говоря, рекурсия здесь идет
«задом наперед», от бо́льших x к x = 0 или x = 1. Однако с точки зрения
моделирования это не имеет решающего значения. Если считать, что раз-
мер задачи описывается целыми неотрицательными числами (а обычно это
именно так для алгоритмов, связанных с массивами, списками и графами),
то получим рандомизированную рекурсию типа

Tn = an + TUn
.

В [45] дано несколько конкретных примеров того, какие алгоритмические за-
дачи приводят к подобного рода рандомизированной рекурсии. Среди проче-
го это поиск максимального независимого множества для графа, сортировка
Хоара, подсчет количества случайных перестановок. Там же рассматривается
более общая схема, когда

T (x) = a(x) +
k∑

i=1

T (hi(x)),

причем случайные величины hi необязательно должны быть независимыми,
но должны удовлетворять условию E[T (x)] ⩾

∑
iE[T (yi)] для любой реа-

лизации (y1, . . . yk) случайного вектора (h1(x), . . . hk(x)) при любом x (в ал-
горитмических терминах ожидаемое время работы над всеми частичными
задачами не может быть больше, чем ожидаемое время работы над задачей
целиком). Там же дана нетривиальная верхняя вероятностная оценка для ве-
личин T (x), которая не требует даже точного знания закона распределения
h(x).

Наконец, отметим, что достаточно хорошо изучена более слабая поста-
новка задачи, в которой равенства с дискретными случайно отклоняющи-
мися аргументами понимаются по распределению. Подобные конструкции,
объединенные под общим названием distributional recursion, можно рассмат-
ривать как стохастический аналог абстрактной задачи о неподвижной точке
в произвольном банаховом пространстве. Они естественным образом возни-
кают при изучении случайных процессов фрагментации и агрегации (см. мо-
нографию [46]), а также составляют основу аналитического аппарата теории
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коалесценции (coalescence theory), которая сейчас активно используется для
исследований в области популяционной генетики (доступное введение можно
найти в [47]). Впрочем, нужно понимать, что несмотря на всю схожесть этих
моделей с уравнениями вида (11), равенства по распределению оказались за-
метно легче для изучения — здесь уже получено достаточно много общих
результатов [48], — и пока никак не могут быть использованы для работы с
динамическими системами со случайными запаздываниями.

∗ ∗ ∗

Направлений для дальнейшей работы в этой области достаточно много.
Например, было бы желательно углубить наше понимание поведения полно-
стью линейных моделей произвольного порядка с постоянными коэффициен-
тами, как это было сделано для процессов авторегрессии—скользящего сред-
него (ARMA), которые фактически представляют собой разностные урав-
нения со случайным слагаемым в правой части. Интересно было бы изу-
чить поведение хорошо известных нелинейных дискретных систем (напри-
мер, кусочно-линейного отображения тент или квадратичного логистическо-
го отображения) при введении в них случайных лагов. Наконец, отметим,
что в этом тексте мы всюду говорили именно о запаздываниях, трактуя дис-
кретное переменное n исключительно как время. Однако нет никаких причин
считать, что это единственный допустимый подход — можно рассматривать
подобные модели в контексте процессов со случайными дислокациями.
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