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Компенсация шума численной схемы при больших временных шагах

за счет температурных флуктуаций в атомистической модели магнетика

Атомистическая модель классического магнетика Гейзенберга представ-

ляет собой систему стохастических дифференциальных уравнений Ландау–

Лифшица с источником Ланжевена. Сильное локальное обменное взаимодей-

ствие приводит к появлению схемного шума, существенно ограничивающего

шаг по времени. Схемный шум проявляет себя аналогично температурным флук-

туациям, что делает возможной попытку скомпенсировать его за счет уменьше-

ния температуры. Поправка в температуру рассчитывается на основе второго

уравнения корреляционной магнитодинамики. Такой подход позволяет поднять

шаг интегрирования почти на порядок, сохраняя при этом приемлемый уровень

ошибки.

Ключевые слова: Моделирование магнетиков атом-в-атом, уравнения

корреляционной магнитодинамики
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Compensation of numerical noise at large time steps using temperature

fluctuations in an atomistic spin dynamics

The atomistic model of classical Heisenberg magnetic material is a system of

stochastic differential equations of Landau–Lifshitz with a Langevin source. Strong

local exchange interaction leads to the appearance of numerical noise, which signifi-

cantly limits the time step. Numerical noise manifests itself similarly to temperature

fluctuations, which makes it possible to try to compensate for the noise by reducing the

temperature. The temperature correction is calculated based on the second equation

of correlation magnetodynamics. This approach allows increasing the integration step

by almost an order of magnitude, while maintaining the error level at an acceptable

level.
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1. Введение

Модель классического магнетика Гейзенберга «атом-в-атом», или ASD

(Atomistic Spin Dynamics), играет большую роль в современной физике [1]. Мо-

дель описывает магнетик как совокупность магнитных моментов отдельных

атомов. Каждый магнитный момент имеет постоянный модуль, но, в отличие от

моделей Изинга и Поттса, может быть ориентирован произвольным образом.

Магнитные моменты связаны сильным обменным взаимодействием с ближайши-

ми соседями и находятся под влиянием температурных флуктуаций [2], другие

взаимодействия (анизотропия, внешнее поле, магнитостатика и т.д.) вводятся

по мере необходимости.

В отличие от моделей сплошной среды [3, 4], ASD позволяет явно учи-

тывать строение кристаллической решетки, корректно описывать дефекты и

поверхностные явления. При этом, в отличие от квантовых моделей, ASD име-

ет приемлемую вычислительную сложность для прямых расчетов в областях

размерами до 100 нм, что уже представляет интерес как для статистической фи-

зики [5], так и для прикладных задач по проектированию устройств спинтроники

и магнитной наноэлектроники [6].

Прямые расчеты в рамках ASD сводятся к решению системы стохастиче-

ских дифференциальных уравнений Ландау–Лифшица, и по своей идеологии

напоминают расчеты молекулярной динамики. Наблюдение за эволюцией маг-

нитных моментов отдельных атомов не имеет смысла, интерес представляют в

первую очередь средние величины, средняя намагниченность и энергия системы.

Ситуация значительно усложняется за счет сильного локального обменного вза-

имодействия. Традиционно применяемая модифицированная численная схема

Рунге–Кутты четвертого порядка [7] вносит некоторую ошибку, проявляющу-

юся как дополнительный шум [8], повышающий эффективную температуру

системы, что в итоге приводит к сильному ограничению на временной шаг инте-

грирования. Неоднократные попытки создать специализированную численную

схему с низким уровнем шума [9] пока что не позволили значительно увеличить

шаг.

В данной работе рассматривается возможность компенсации дополнитель-

ного шума со стороны численной схемы за счет уменьшения шума, обуслов-

ленного температурными флуктуациями. Величина поправки вычисляется на
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основе второго уравнения корреляционной магнитодинамики [5, 10], описываю-

щего эволюцию обменной энергии системы.

2. Основные уравнения

Эволюция магнитных моментов отдельных атомов в модели классического

магнетика Гейзенберга описывается системой стохастических дифференциаль-

ных уравнений Ландау–Лифшица [1]:

ṁi = γ
[
mi ×Heff

i

]
− αγ

[
mi ×

[
mi ×Heff

i

]]
+
√
2αγT

[
mi × ξi(t)

]
; (1)

Heff
i = −∇mi

(
W exch +W an +W ext

)
= Hexch

i +Han
i +Hext;

W exch = −1

2

∑
i,j

Jij
(
mi·mj

)
, W an = −K

∑
i

(
nK ·mi

)2
, W ext = −

∑
i

mi·Hext;

Hexch
i =

∑
j

Jijmj, Han
i = 2KnK

(
nK ·mi

)
,

где γ — гиромагнитное соотношение; α — параметр затухания; Heff — эф-

фективное магнитное поле,W — полная энергия системы; T — температура

системы в единицах энергии, ξi(t)— попарно независимые случайные векторы,

составленные из δ-коррелированных случайных источников с нормальным рас-

пределением, единичной дисперсией и нулевым математическим ожиданием;

∇mi — оператор ∇ по магнитному моментуmi; H
exch — поле обменного взаи-

модействия, Jij — обменный интеграл (как правило, отличен от нуля только

для ближайших соседей); Han — поле анизотропии типа легкая ось или легкая

плоскость,K — параметр анизотропии, nK — направление оси анизотропии,

|nK | = 1. Здесь не учитывается диполь–дипольное (магнитостатическое) взаи-
модействие.

Эволюция среднего уровня парных корреляций 〈ηij〉 = 〈mi ·mj〉 для бли-
жайших соседей в физически бесконечно малом объеме может быть описана

вторым уравнением корреляционной магнитодинамики [5, 10]

˙〈η〉
4αγ

= Hext · 〈mη〉+KΨ+ JQ− T 〈η〉, (2)

Ψ = −
〈
mi ·

[
mj ×

[
mj × nK

]](
mj · nK

)〉

Q = −1

2

〈η2〉− 1 +

nb∑
k=1
k 6=i

〈
mi ·

[
mj ×

[
mj ×mk

]]〉 , Q ≥ 0,
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суммирование ведется по всем соседям атома j, кроме атома i. Обменная энергия
выражается через 〈η〉 как

W exch = −nbJ〈η〉
2

,

где nb —зависящее от кристаллической решетки число ближайших соседей. Мы

будем рассматривать примитивную (SC, nb = 6), объемоцентрированную (VCC,

nb = 8) и гранецентрированную (FCC, nb = 12) кубические кристаллические
решетки.

3. Численная схема

Система стохастических дифференциальных уравненийЛандау–Лифшица (1)

решается модифицированным методом Рунге–Кутты четвертого порядка:

Heff := Hexch
i,0 +Hext + 2K(nK ·m0

i )nK ,

ṁ := −γ
[
m0

i ×
(
Heff + αm0

i ×Heff
)]
, m1

i := m0
i +

δt

2
ṁ, δmi := ṁ;

Heff := Hexch
i,1 +Hext + 2K(nK ·m1

i )nK ,

ṁ := −γ
[
m1

i ×
(
Heff + αm1

i ×Heff
)]
, m2

i := m0
i +

δt

2
ṁ, δmi+= ṁ;

Heff := Hexch
i,2 +Hext + 2K(nK ·m2

i )nK ,

ṁ := −γ
[
m2

i ×
(
Heff + αm2

i ×Heff
)]
, m1

i := m0
i + δtṁ, δmi+= ṁ;

Heff := Hexch
i,1 +Hext + 2K(nK ·m1

i )nK ,

ṁ := −γ
[
m1

i ×
(
Heff + αm1

i ×Heff
)]
, m0

i +=
δt

3

(
δmi +

1

2
ṁ

)
,

m0
i :=

m0
i

|m0
i |

	 2
√

δtαγTξi, (3)

где δt — шаг по времени, Heff, ṁ— временные переменные, := — операция

присваивания, ξi — случайный источник с нормальным распределением, еди-

ничной дисперсией и нулевым математическим ожиданием [11,12],m 	 b—

оператор поворота вектораm вокруг оси, задаваемой вектором b на угол b = |b|:

m 	 b ≡ m cos b− [m× b]
sin b

b
+ b(m · b)1− cos b

b2
.

Частота прецессиии магнитного момента γHeff ≈ γJnbJ . Для рассматри-
ваемых кристаллических решеток безразмерный период прецессии составляет

порядка 1
2 ÷ 1, и можно было бы ожидать, что шага δt ≈ 0.05÷ 0.1 достаточно

для получения адекватных результатов. Между тем, как правило, приходится
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вести расчеты с шагом δt ≤ 10−2 — при больших шагах шум численной схемы

вносит ощутимые искажения.

В рассматриваемой системе при больших шагах по времени не возникает

традиционной «разболтки» численной схемы, приводящей в итоге к появлению

значений inf или nan — этому препятствует перенормировка магнитных мо-

ментов в (3). Слишком большие шаги проявляются как разрушение дальнего

порядка (средней намагниченности) и переход ферромагнетика в парамагнит-

ную фазу при температурах ниже критической. При не столь больших шагах

шум численной схемы приводит к уменьшению средней намагниченности 〈m〉
и увеличению энергииW системы, то есть шум численной схемы проявляется

как некоторая добавка к температуре T .
Хотя шум численной схемы δT и температурные флуктуации, задаваемые

термостатом (кристаллической решеткой) температуры T , имеют совершенно
различную природу, можно попытаться скомпенсировать влияние шума числен-

ной схемы за счет уменьшения интенсивности температурных флуктуаций. Зная

мгновенные значения магнитных моментов {mi}l системы на временном шаге

l, можно экономно рассчитать все входящие в (2) моменты многочастичных

функций распределения. Величина ˙〈η〉l может быть рассчитана численно как

˙〈η〉l ≈
〈η〉l − 〈η〉l−1

δt
.

Таким образом, второе уравнение корреляционной магнитодинамики (2) позво-

ляет оценить, какая температура T + δTl должна быть для получения заданной

скорости изменения ˙〈η〉l:

δTl ≈
1

〈η〉 l

[
Hext · 〈mη〉l +KΨl + JQl −

〈η〉l − 〈η〉l−1

4αγδt

]
− T,

откуда скомпенсированная температура T ∗
l , подставлямая в (3) вместо T ,

T ∗
l = T − δTl.

Однако такой «наивный» подход к определению T ∗
l приводит к потере устойчи-

вости и высокочастотным (с периодом 2δt) колебаниям значения T ∗. Одним из

путей решения этой проблемы является применение одностороннего линейного

фильтра

T ∗
l = (1− w)T ∗

l−1 + w(T − δTl), T ∗
0 = T, (4)

где 0 < w ≤ 1
2 — параметр, задающий ширину окна фильтрации: чем w меньше,

тем шире окно.



– 7 –

4. Результаты моделирования

Мы будем рассматривать фрагмент кристалла размерамиNm = 323 ячейки
с периодическими граничными условиями. Начальные условия: однородная

намагниченность вдоль оси z, внешнее поле и анизотропия отсутствуют. Вре-
мя моделирования в зависимости от температуры подбирается таким образом,

чтобы система заведомо успела прийти в состояние равновесия с термостатом.

Для увеличения точности после прихода в состояние равновесия производится

накопление статистики в течение Nsteps100 шагов. В безразмерной системе еди-

ниц параметр затухания α = 0.1, гиромагнитное отношение γ = 1, обменный
интеграл J = 1, шаг по времени δt = 0.005, 0.01, 0.02,...0.32, параметр филь-
трации скомпенсированной температуры w = 0.1. Расчеты проводились при

помощи кода StatASD [13] под управлением RACS (Results and Algorithms

Control System) [14, 15].

Мы будем рассматривать равновесные зависимости модуля средней намаг-

ниченности 〈m〉(T ) и уровня парных корреляций 〈η〉(T ) при включенной/вы-
ключенной поправке (4) к температурному шуму в численной схеме (3) и ском-

пенсированную температуру T ∗. Для сравнения зависимостей 〈m〉(T ) и 〈η〉(T )
при разных шагах по времени мы будем изучать поведение абсолютной ошибки

εδtm(T ) =
∣∣∣〈m〉δt(T )− 〈m〉ref(T )

∣∣∣, εδtη (T ) =
∣∣∣〈η〉δt(T )− 〈η〉ref(T )

∣∣∣,
за референсные зависимости 〈m〉ref(T ),Wref(T ) принимаются решения, получен-
ные при шаге δt = 0.005. Ошибка в рассматриваемой модели имеет сложную
природу: кроме шума численной схемы, вклад в ошибку дает дробовой шум на

уровне 1/
√

NmNsteps ≈ 3÷ 6 · 10−4.

На рисунках 1, 3, 5 приведены равновесные зависимости 〈m〉(T ), 〈η〉(T )
при δt = 0.005 и (T ∗/T )(T ) при различных δt для SC, VCC и FCC решеток.

Видно, что за исключением случаев экстемально большого шага δt = 0.16 в
ферромагнитной фазе для VCC и FCC решеток, когда система находится на

грани потери устойчивости, скомпенсированная температура T ∗ < T , причем
разница T−T ∗ монотонно растет с ростом δt за счет увеличенияшума численной
схемы.

На рисунках 1, 3, 6 приведены зависимости ошибок εδtm(T ), ε
δt
η (T ) получен-

ные при различных шагах времени δt для SC, VCC, FCC решеток с выключенной

(красная линия) и включенной (зеленая линия) поправкой к температуре δT .
Видно, что для SC решетки включение поправки практически не влияет на

ошибку по намагниченности εm и позволяет начиная с шага δt = 0.08 в среднем
по температурному интервалу почти на порядок уменьшить ошибку по энер-

гии εη. Для VCC решетки начиная с шага δt = 0.08 и для FCC начиная с шага

δt = 0.04 включение поправки δT позволяет на полпорядка уменьшить ошибку

εm и почти на порядок уменьшить ошибку εη.



– 8 –
⟨m

⟩,
⟨η
⟩

T

⟨m⟩
⟨η⟩

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 1 2 3 4

T
∗ /
T

T

δ t = 0.02
δ t = 0.04
δ t = 0.08
δ t = 0.16

0.8

0.9

1

0 1 2 3 4

Рис. 1. Равновесные зависимости 〈m〉(T ), 〈η〉(T ) при δt = 0.005 и (T ∗/T )(T )
при различных δt для SC решетки, критическая температура Tc ≈ 1.6
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Рис. 2. Зависимости ошибок εδtm(T ), ε
δt
η (T ) полученные при различных шагах

времени δt для SC решетки с выключенной (красная линия) и включенной

(зеленая линия) поправкой к температуре δT
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времени δt для VCC решетки с выключенной (красная линия) и включенной

(зеленая линия) поправкой к температуре δT
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Рис. 6. Зависимости ошибок εδtm(T ), ε
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η (T ) полученные при различных шагах

времени δt для FCC решетки с выключенной (красная линия) и включенной

(зеленая линия) поправкой к температуре δT
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Во всех случаях уровень ошибок на один–два порядка выше, чем ошибка

уровня 10−4 создаваемая дробовым шумом. Введение поправки δT , как правило,
позволяет поднять шаг интегрирования до 0.08 (и даже 0.16 для SC решетки),

удерживая при этом ошибки εm, εη на уровне порядка 3 · 10−3.

5. Заключение

Идея компенсации регулярного схемного шума за счет уменьшения уров-

ня температурных флуктуаций в системах с источником Ланжевена является

достаточно спорной: эти процессы хотя и проявляют себя схожим образом,

все же имеют совершенно различную природу. Ключевым является вопрос о

вычислениии соответствующих поправок, для классического магнетика Гейзен-

берга здесь неожиданно полезной оказалась корреляционная магнитодинамика.

В данном случае введение поправки в температурные флуктуации позволило

повысить шаг по времени почти на порядок, сохраняя при этом приемлемый уро-

вень ошибок, что можно считать хорошим результатом. Тем не менее возможные

численные артефакты, вносимые такой поправкой, требуют дополнительного

изучения.
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