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%�#./!�� �������� ���� ����!� #��� ��� $���#� � ��&�� ����"
�������!�� �� ���� �� .��� ��� �0���!&� �� ��������� � ���1(�"
!�.���!1/� �� 2!� ���� ����!� ��������� � &�0#! ��!1 �� ��!�� �� ��3
��" !��" ���� ����!1/� ���#. �� ��&�!�!�. ��� ����� �� �   ��� �!3
���!� � ����& ��� � ���.�!��  0� ��244��� �!�� ������, .!� 2!� �! 3
� ���3��0��4&�. ��� ����� �� �����!�� � � ! ����1�#/ ��& !��3
���/ ��&����" ��� �����!� 4#����� $���#��

�������� ��	�
� 4#����� $���#�, ��&��� ��� �����!1 � ( ���,
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+ ��!��� �����. ��� ��.� & ����� �� �� & � & � ! ��/! ���/
��.�&��!1 � ���#������!1� ]���" ���& � ^ 2!� ��. � �� �, � � ��!���"
� ������!�� �� ���� ! �!������ �. � ���0� ��&�� �!�. ���0� ��! 0�!�3
�� ��#0�" ���& � ^ 2!� �����. ��� ��. $���#� ��! ���� ���!���
^ ��!���. ��� � ��� � �&� ����!� ��. ��! ����, ���!�� ��� �
�&�� ! ���� ��0������ ����!���

$���#� �� ������ 2!# ��.#, ���� ��   � �#���/ � &! &!�. ���"
4��&#������ � ��   � ( �� , ��!��� ����� #���� !������ �� & ���&��3
��& ������ ���& _�&� `�ab�

� !� �� &� _�.�� cc � �b 2����!�� �& � ���& ��� !�#/ � ��3
.�&��!1, �� ���&���!�� � � � ��� d-3�� ��2!�&# ��.� ��! ���� � ��
������ ��� ������� �&�" ����� ���" ��! � ��

��� � � $���#��& 2!# ��.# � (��� ��#0� ���� ���! ��, � ���  
244 �!����&� ������&� _�&�, ����& �, `�ab, ����� � ���!�. ���& ��� 
� � ( ��/ $���#� !�#��� ���� .!�3���� �����!1�

e & � & �  ��. $���#� ��3�� �� &# ���� !�� ��!�.����& ���1(�3
0� ����. �!� �#������" _��!��� &���� �"!� � ��! �� ! b, 0� �� ��3
0 !�� �. � ���" ����" & !��   � ( ���, ��!���" � ! ����(�" ���!�3
. ���" � �#�1!!� ��� 2!�& �!��� �0�����#/! !�! 4�!, .!� ���!�. ���
��.�&��!1 2!�" ��.� ��� ��. ��� �&�& $���#��&�

' ��# ! & ��. $���#� �   &! &!�. ���" ���!���� ��3�� �� &#
� �1& �� � �!   �����0� ���� ������� f! ��. �&  ! ���

y′′′(x) + 2 y(x)y′′(x) = 0, y(0) = 0, y′(0) = 0, y′′(0) = s, x ∈ [0,∞), _�b

0� ����!�!# _$���#�b s ��� ��� � ��!1 !�, .!��� y′(x) → 1, x→ +∞�
) ( �� 2!�" �� ��" ��.�, y(x), &� ���� & �������� 	
������

g��& ����� _�b #��� ��� � ���� !��  ����!� ���"� � ��! �!#� 
��!� ./!�� &��0� ��#0� 4��&#�������� h���� �� ��� 2����� �!��,
!� �� ����# � 4#���� " $���#� y(x) � ( �� & �#� ! !�� �/��
4#����� w(x) = a y(a x), a = const ∈ C�

������1�# #��� �� _�b � ��! 0���# &� _.!� �#� ! �. ����� �� ���� �#3
/i 0� ����� ���b, !� � j�����&k ���� ������ 2!�" ��.�, ��#&  !��, � 
&�� ! ��!� � .�� e & � & �  , ������ � ���"�!�� ����� !��0� � ( ���, !� �
4#����� $���#�, ����� �&  ! �&���, �  &# !�� �����i �� &��� �!��
���!�

��3����&�&#, � ���&, �!� ���!�� ���&�� � 2!# ��.# �� � .��!�
&! &!�. ��#/, ��� l� � "�1 _�&� `	ab� � "�1 ���# � �!& !�� �#i �!� �3
�� _��  0� &� ��/b � ���!!�� ���!� $���#� `�am �!�#!�!�� ����! �13



�

�!�, .!� �� �� ��. _�b ����i �&  ! �#��� � ( �� n �����1����� 
� ��.��� ���� �! � ���0� ���, ���#� �����&��!� ��!���0� � ��� �! �n 
!�� �����1����� ��&�!�!�. ���0� ��� � � ���� .���!�, ��!���", ��
&� ��/ � "��, j� ���!��, ������!��k�

o�!� ���!�� � "�� �!!1� $���#� �� � � �1& ���� �!��� 4��&#3
�������, ����� �� .!� �� , ��!��� �� ���������! � ���� & ���� ��3
�� ���! � ", &���� �����!1 ����&�m j� "�1 ���� �0 �!!1/ $���#�
� ���" ���!�� k _�&� `
ab�

���&����, ��!����& &! &!��� #��!�� #�!����!1, ��. &# � "�1 ��
�!��1 �� ����!#/ ���!��# �!!1� $���#� � � ! �� �� �1 ��.��� &�!�����
��� .!� �!& !�&, .!� ���!�� � "�� ������!1/ � ���!��! �1��

��3� ����, $���#� �& ��� � 2!# ��.# �#! &   � �#���� �� 4���3
. ���" ���!�����, !� � �� ���   �� ���!���/, �� ��!���" �� ����� �#3
i �!����� � ( ��� �� 4���. ���� ������ ��"� p�. $���#� ���
��(1 ��.����!1 2!� � ( �� , � � 2!�" ��. " $���#� �� ����� ������3
��� q& � "�1 � `	a �� ����! �1�!�� �#i �!������ � ( ��� ��.� _�b �
� ����1�� �!����

��3�!����, ���#� �����&��!� �! � ���0� ��� 4#����� y(x) � �#� $�3
��#�# ��� � �#� �, !� �� �� ���& ��� ����! �� 3�������&��� ��
�� � � �1/ ��������!1 � ( �� � �� � �� ��#0 �����&��!�, � .!� � "�1
� ���!�� ���&���� e � �1 2! ! ���� ���� !�� �!���!��", � !�& .��� 
� ��� ��.� _�b _�&� `�ab�

+��� �, �����1����� � ��.��� ���� _� ���!��b ������i 0��� ��&�3
!�!�. ���0� ���, .!� �� &� ��/ � "�� � ���#�!�&�, ���& �� !�� �� �� 3
& � f"� � ��� �� ��&� ������i���� ����� � !�� ���� !�� �!���!��"
���!���" _4��&#� f"� �^'���� �, ���� � �� � ���&�1��" 4��& �
!���b�

q � 0��" �#�� � "�� ��&�!�!�. ���" ��� 4#����� $���#� � � ���3
� .���!� �!�� ����!1 � ��! �!#� ������i�&�� _�&� `�ab, �� ���0�
j� ���!��, ������i�&��k _�&� `dab�

' ��# ! &, �� ������ � `ra, ��&�!�!�. ���" ��� 4#����� y(x) � � �3
��� .���!� �����!��, ���. & ����!1  0� �����&��!� � � � � !�� � ��#0�&
�����&��!� �! � ���0� ��� 4#����� y(x) � �#� � e� .!� & !�� $���#�
� ( ��� ���0#������ �� ��� ��. �#! & ��i����� ����.��� ����� 3
��" 4#�����, ��.��� ���� � ���!����������� ����� ��! ���, ���! !
� 2!�" ��. � f!�! & !�� � ( ��� �� ��� ��. !�� ���#.�� ����� 
j& !�� ��0������k�

)�����&��!1, ����. &, !�� ���#� � � ��1, !� �� ��&�!�!�. ��� 
����� ��� 4#����" ^ .� ��� ��&�!�!�. ���0� ��� $���#� ^ ������!3



�

��, ��!�&# .!� �����! �! 4#����� erf()� $���#� � `�a ��.����� �� .� �
��� 0� ���� � `ra ���� � �� !�� .� � 2!�0� ��� � ����& ��� � . !�� 
.� � � ��� ��&�!�!�. ���� ����� ��"� � ��#0�� ���!�, ����& �, �
`
a, &���� �"!� !��1�� 0����" .� � ��&�!�!��� 4#����� $���#� ���
x→ +∞�

p& !�&, .!� $���#� ���0�, .!� ���� �#/i� .� ��  0� ��&�!�!�. 3
���0� ��� &�0#! ��!1 ��.��� �� � ��&�i1/ ! � � 4#����", .!� �����!
� � ��� ��, ��.��� �� �&� h���� 2!� � !�� � `ra ���� ������, .!�
�.��� � !� !1 0� .� � ��� � ����� ��� ������/!�� ���� !���� �� �3
!�, ��!��� � ����/!�� . � � ��� �!�� 2� & �!��� � �� ���1�� 
4#������

p ����/. �� &  ����.��� ���!, ��!��� &� ��!��# &, ��! � � ���� 3
���! � " � 4#����� $���#� ���� ��!�.���� ��.!� ����/.�! �1�� � �! 3
� ���& ��� 4#����� y(x) � �#� �  0� ���"�!��� � �������& ���� ���! 3
� " ��! � ���� ���&�����!1 ���!�. ���0� ������� ��� �! � ���0� ��3
� ����.��&� & !��&� ����!1 �� � ���� .���!� ��� ��� � � ��� ����!�3
!� s� + 2!�& �#!� ��� ���!�0�#! ��� #�� ���� � .�!���!�, � `sa ����!�!
$���#� ��� ��.��� � � 	- � ��!�.��&� ���&��

��.��� �� ����!�!� $���#� s � ���1(�& �, 0���� , ���!�����# 3
&�& .����& � ��!�.��� ������� ���� !�� �!� �1��" � � �1& � !�����13
��" ��. " _�&� `tab� � `�-a &� ��.������ 2!# ����!�!# �� �-- � ��!�.��&�
�����&� � ��&�i1/ � �#���� ��.� _�b � #��� ��/ ������ _�&� `��ab �
���& � �� & ������� ����� ��" _�&� `rab� g��& #��� ��� _�b ��� ��3
��� �&� ��!�&#, .!� ��� �  ������" ��&�!�!�. ���" ��� 4#����� y(x)
� � ���� .���!� ������ !�� �&�& ����!�& �����&�

��#0� � �1& � !�����1�� ��.����! �1�� ��. ^ 2!� ��� � � �� 
!�.��0� ���#� �����&��!� R �! � ���0� ��� 4#����� $���#�� �� ���
��� 2! ����!�! ��� �!� ��(1 � � ����1��&� � ��!�.��&� ���&� _��
�-b, ���. & � � ���0�3���� �����������

� 2!�" �!!1 &� �� ��0 & ����" ������ ��.��� ��� !�.��0� ���#3
� �����&��!� �! � ���0� ��� 4#����� y(x), ��������" � ��&������
� ����1��� ! �����

q�.� _�&� ���� �b &� ����!�#��# & ���� �#�# .��� ���0� ��! 0��3
������ #��� ��� _�b & !���& ! "��������� ����� ��" _'e)b, ��!���
2����� �!� & !��& )#�0 ^�#!! � �0���. ���0� ������� � .�!���!�,
&� �����! 0������� ��.# _�b � ���!���� e��4 � �� x = 50 _� ��3
�� � �#��� ��� �������" � !� � ��s � ��!�.��� �������b � ���!� �����
��. �� ����!�!� $���#� _�-- � ��!�.��� �������b, �"� ��� � `�-a�

f! ���� �#� 'e) ���0�.� !�", ��!��#/ &� �����1����� � `�-a ���



�

��! 0�������� #��� ��� ������ � ��&����" ��� �����!�  0� � ( ���
_�&� !�� `��ab� � �!��.� �! ��#0�� & !����, 'e) ������� ! ��! 0�����!1
#��� �� _�b � � i �!� ���" � ��&�� ����" ����!� � � ����3���� �& �
� � & �����

g#����� y(x), �� ��� �!�� _� �&� ��� b, �&  ! !�� ����� !�.�� � 0�3
��� ��#0 �����&��!�   �! � ���0� ���, ������� ��� � � �(��� ��3
���!����� 0� !� #0��1���, �������0� � 2!�! ��#0� h�� �� ������ !�. �
� ��! � � i �!� ���" ���, x∗ = −R� �� ����� !�.�� � 0���� ��#0
���������, ��2!�&# &� ��#. & x∗�

h!�/�, � .�!���!�, �� �# ! � ���!��! �1���!1 ����� ��� � "�� ���3
!�� �����1������ �! � ���0� ��� ��� ��.��� ��� 4#����� y(x) ��� x > R

� � i �!� ���" ���m !�.� x = R � ���� !�� �����", � ��� &���� ������3
��!1 � �� � �� ��#0 �����&��!� _.!� $���#� � �� ��b�

%�! 0���#� #��� �� _�b � ��&�� ����" ����!�, &���� ��������!1��
���!!�.�� ������ � x∗ ��#!�� � �� ��#0 �����&��!� � ���#.�!1 !& ��3
. ��� 4#����� y(x) � _� ������� b � �0���. ���" !�.���!1/� f!� ���� 
�/! ���&�����!1 ��� � ��!1 ���#�� �����&��!� 4#����� y(x) � � ����13
��� !�.��, ������� � x∗�

)��#� �����&��!� 4#����� y(x) � ��������1��" !�.� x0 ∈ C ��� � 3
�� !�� _������� ���b �� ������# ��(� � ��&�i1/ ���1(�0� _	--^
--b
����. �!� ! "��������� ��244��� �!��   ����� ��� � 2!�" !�.� �

e�.� � � � . ��� � 0���� !� � ����.��� ��#0�� � ��&�� ����" ����3
���!� ��� � �� !�� ������.�� � ���� !�� �#���" �����" !�.��"� e� &��3
�� 0�4�. ��� ��������!1 �/�#/ ���� ����!1 ���!�. ���" 4#����� _� 
!��1�� � 2!�" ��. , �&� `��ab�

h���� 2!�! �0���!& � ! ��(1 _���0� � �1& ����(  b ������� �� 
� �#���" ���� ����!�� ���   #!�.� ��� � ������&� �& !1 ����1�#/ �3
�& !�����/ ��&����" ��� �����!� � ( ��� � ��� �!���!� �����" !�.���

�� ������ � `�-a � `��a, !�#/ ����1�#/ ��& !�����/ � ! ��&�3
!�!�. ��� ����� �� 4#����� � _����i 0�����, � �!����1��"b ��� �!3
���!� ����" ��������" ���� ����!��

h��� ����!� 4#����� $���#� y(x) ���� ����! ������� � `
a ��
j���/� � ��0��4&�. ���&� ������&�k� � ���! `
a ��� �"� � ���
!�� ������ � ��� !�� ������ 0���! �, .!� 2!�! �!� ��� ���
������� !�� � �0���. ��� � .!�, ���&����, ��� � 0� �#i �!�# !  i �
������ ������

� ����" �!!1 _�&� ���� 	b &� ����� & 2!# ����� &# � �� �u����3
 & �! � ���3��0��4&�. ���" ��� � ��� �!���!� !�.�� x∗ _ !�� ��#0��
!��� ���� ����! "b � ����& ��� � ����� �����&��!1 2!�� ����� _�� ��"3



�

� " & � b ������ ���� ����! " � �����& � �!�� 0 ≤ Arg(x) < 2π� e��0�
��� ���� ����/! !�� �������� _�&� `�	ab�

q ��&�i1/ � �#�� �!��" 4��&#�� ��� ��244��� �!�� LF93��� &� ��3
.������ �-- .� ��� 2!�0� ��� � ����& ��� � %����1�#� �� ���  ������ 
�!� ��� 2!�0� ���, &� �����& !�� ��������1��� ��& !�, �����i�� �
����� �� ������ �#���" ���� ����!�, & !���& +1/!��, ���1�#��1 ��3
. ���&� 4#����� ������ ���� ����!�, ���#. ���&� � ��&�i1/ 'e)�

�� ������1 _�&� ���� 
b, LF93��� � !�.� x∗ _� � ��#0�� ���� ����!��b
�����!�� � �1& ���!�� � ������� ! ��.����!1 4#����/ y(x) �� � � ��.�3
! �1��" .�!� ��#!��   ��#0 �����&��!�� � .�!���!�, 2!� � !  i ����
���!� ��� �� �����1���!� �"� ���" �&� ����!�!� $���#��

��  &� �����1�# & ������� ! ����� ��� ��������� _� ���1(�"
!�.���!1/b ��#0�� �� ���� ����! " 4#����� $���#�, .!� � ! ���&��3
���!1 �� ����!1 ������� �� �� � ���� ����! " 4#����� y(x) � �����3
��& ���!   ��&����" ��� �����!��

�� 'e) ��] p*�*v% $�*p%�q* % )*�%�q qoh�%'hqe%

�� ������ � `��a, 'e) ���� !�� � �& ��&�& ��� ��! 0��������
h�� � ��&����� ��� �����!�� � ( ��" h��� f!�! _� �1& � ���� � �3
��"b & !�� ������� ! � ��� ��#. � ��.����!1 � ( ��� � ��! 0���# &��
h�� � !�" � !�.���!1/, ��  ��� �� 4#����� ���� ���� �����

��� ��.� _�b 'e) �!���!�� � �1& ����!�� ��� 2!�0� ����!��& � _�b
� ( �� � ��� 4��&�1��0� �! � ���0� ���m

y(x) =

∞∑

n=0

an x
n _�b

� ��� � & ������� .� ��� e�0� a0 = y(0), a1 = y′(0), a2 = y′′(0)/2,  ���
���� �#/i�� ��244��� �!�� � ( ��� ���#. & � �#�� �!�#/ 4��&#�#

n (n− 1) (n− 2) an = 2

n−1∑

m=2

m (1−m) an−m−1 am, n > 2. _	b

� � & ��� x = 0 �� �1 ^ 2!�, ��#&  !��, ! �#i  j�� &�k, !� �� #��3
� �� _�b �!���&���

+����1�� �& ��� �!��, ��244��� �!� ��� _�b � 2!�" ��. ����0� � 
��.�������1� %��� ���! � " ��! � ���� ��(1 �� ��4����� 2!�0� ���
��� 4#����� $���#� � �#� � f!�! ��� �&  ! ���

y(x) =
x2

2

∞∑

k=0

bk s
k+1 x3 k, _
b



�

0� b0 = 1 �

3n (3n+ 1) (3n+ 2) bn = −
n−1∑

k=0

(3 k + 2) (3 k + 1) bn−k−1 bk, n > 1.

%� �!�#�!#�� ��� _
b � ��. ��"  0� ��244��� �!�� ���# �� �# ! ���
_����(� ��� �!���b ���"�!� 4#����� $���#��

������1�# ��� _
b ����� � & ���" _.!� � 0�� ���� ��!1b, !� ��� �!��3
�! �1��� x ��� �!����!�� �������!�����&� ��2!�&# �� ! �� & ����03
��"& _�&� `�
, L� �		ab !�.� x = −R ���� !�� �����" ��� 4#����� y(x),
0� R ^ 2!� _��� � ��� �!��"b ���#� �����&��!� ��� _
b� * ������1�#
��� _
b 4�!�. ��� �� � � & ���" x3, !� �!�/� �� �# ! �#i �!�����  i 
_�� ��"� " & � b ��#� ���0#������! " � 0���� ��#0 �����&��!� ���
_
b, x±∗ = x∗ exp(±2 π i/3)� f!� !�� ���� ����!� ����#/! �����!������"
!� #0��1���, �������" � ��#0 �����&��!��

��#0�� ���� ����! " # 4#����� $���#� � 0���� ��#0 �����&��!�
��� _
b � !� +� 2!� ��� .!� 2��� ��& �!�1��" 4�!� e�� � ��� �!��,
�����!�� �� ��� _
b � � 0#������ !�.�� � 0���� ��#0 �����&��!��

*�0���!& ���!�� ��� ���� �#�� 'e) �������� ����� � `�-a ��� #��3
� ��� ������ _�&� !�� `��ab� h� � � ����!�� � � �#i �!� ���� ��& � ��"
� ��.# _�b� ���!� ���( & 4#������� ��0� (���!� _��!���" &� ���3
& ���� !�� � `�-ab ��� ���!���� (0 ��! 0���������

p�� ���� ��(� � � 0#�����" !�.� x = x0 _��!��#/ &���� �.�!!1
�#� &b 4#����� y(x), ��.���� & ���!!�.�� ���1(� ����. �!�� N ��243
4��� �!�� ��� _�b �� 4��&#� _	b� '� ���� ���.�� d-^s- ��244��� �!���
��  ����� !�� (0 � � & ���" x !�, .!� ���� ���" .� � �!� �� ����3
� ��� _�b ������ � &(����" !�.���!�, ε�

\��� ���� ���" .� � ����� ��� _�b, aN xN , ���1( �� &��#�/, . & �3
���� !�.���!1 ε, !� (0 � ��!�� � �, !� � x→ x/2� *  ��� |aN 2N xN | < ε,
!� (0 #� ��.�� !��, !� � x→ 2 x�

p� �1, ��#&  !��, ! �&�� j!�.���!1k ����& !�� � �&��� j4#�����3
�� ��0� (���!�k� p��� !��0� 4#������� � ! ���!�#/ ����1 'e)
� ����1��&� ���"�!�&� � ( ���� � .�!���!�, ��� ������� ��� � ���3
��" !�.� _�/��" �������b 'e) �.�� ! ��& �1.!1 (0 ��! 0��������,
��!���" _�� ��� � � ��/b � &�� ! ��!1 & �1( �����" � ��.���� f!�
������� ! ��������!1 ����#/ !�.�#, !� � ����"!� � � " ���!!�.�� ������
� � ��! �� !�.���!� � ( ���� '���&�1��" (0 !�� � ���� � �� 3
�������!1 �����" � ��.��� _��� &, �w�b, �� 2!� ����!� � 0 � ���# !
�(���# � ���0�&& �



�

���� � ��� 4��&#�� !�� �/! ���&�����!1 �� ��!1 ���#� �����3
&��!� 4#����� y(x) ������ _��� � ��� �!��"b ���� ����!� � ��&�i1/ ���3
��� ��(�� ��� 2!�0� �#��� ���.�!!1 ���1( ��244��� �!�� ��� _�b
_	--^
--b�

�#�!1 Rn = 1/|an|1/n, 0� an = [xn] y(x) ^ 2!� n3" ��244��� �! ���
_�b� q�0���� �����. ���" 4��&#� ��(�^*�&� �����" �� � � � ��.��
Rn, n → ∞, � ! ���#� �����&��!� 4��&�1��0� ���� p� �1, �. �����,
� ��.��� an = 0 �� �# ! ��#�!�!1, .!� �!#�1�� ��� ��� _
b�

h�� � � �� ���� 0� �� � � � ��.�� Rn ������ ������ !�. � �� �0���3
. ���&# ����. �!�# ���.�!���� ��244��� �!�� ���� !��, ����i 0�����,
� �1& � !�����1��",  ���0� � � ��� (�&�" ��. " 2��!��������, !�
�� ��244��� �!� �! � ���� ����� ���!�. ���� 4#����" &�0#! � �!� � 3
�� � �1& � �� ����# &� _ ���0� � �!���!�. ���b� ���. ��� &, .!� � .1
�� ! � � .��� ���" � #�!�".����!� ��� ��.��� ��� 2!�� ��244��� �!��,
 � j� ! �&����!���& ��� k, ��!���" ���/� !�� � ��� ��.��� ���� �
������1��" ��4& !�� _�&� `��ab�

� �. �!� ���& � ���1& & ����!�!# s _��!��#/ &� ��&�!�# & ��
���� 
b !�, .!��� ���#� �����&��!� ��� _
b ��� � !�.���!� �� � �,

s = 15.29320820375367569356, _�b

0� &� ��!���� !��1�� �- � ��!�.��� ������� ���� !�.�� _� � ���#0� 3
���b�

f��!��������!1 4#����/ � �#�/ ! ���. ��� ���i , . & � � ���� .��3
�!�� + 4�0� � ���� � �� 0�4�� 4#����� Rn(1/n), ��.��� ���" � !�.� 
x = 0 _�� �b, � !��" � 0�4��, ��.��� ���" � !�.� x = 1 _����b�

�	
� �� 	�
����� ����� �����	�	����� ���� �� � ��!��" x = 0 	 x = 1



�#

� !�.� x = 0 ���#. ��� !���� ������� ! � 0�� 2��!��������!1
4#����/ Rn(t) � �#�/� q� � � 4�0� � ���#. & R ≈ 1.00000005054 �� �
!�.�& �� !����� � ��&�i1/ �!���!��" ������&��1��" 2��!���������

h���� � !�.� x = 1, 0� ���#� �����&��!� !�� �� � �, ������&�3
�1�� 2��!�������� � ��&��� ��� +� � 2!�& ��#. !�� &���� �� ��!1
���#� �����&��!� & !���& ��& �1(�� ����!�� �� ���!!�.�� ���1(�"
������ �

q��� � 4�0� � ���� � � !�� 0�4�� ������, �������/i " ��3
����# {a100, . . . , a400}� p� �1 ���#. & R ≈ 1.00002963, .!� !�� ���� !��
� �1& ����(�& � �#�1!!�&, #.�!���, .!� 2!� ��(1 ������� ��� ��. 3
��� ���#� �����&��!�, ��!��� � ������&� #!�.��!1 ��#0�&� & !��&��
f!�& &� �"& &�� � ���� 
�

� �.�!1/, !���.��" ��!���" ��� ��������� ���� ����! " 4#�����
$���#� ���� !�� 4�0� � �� �,  ��� �������!1�� � ���� ����!�& � j���3
����i " �!�����k�

	� �*)*'\e)%p*x%] )%'*+h�hy �h�\)o+hqe%
g�+�x%% $�*p%�q* �$�%p% hqh$\++hqe%

����!��& � #��� �� _�b �����#/ 4#����/ y(x) = a xr� e�0� ���#3
. ��� &���&� �& /! �! � �� r − 3 � 2 r − 2, ��2!�&#, �� ����0�, .!�
r ^ 2!� &���&�1�� �! � �1 � ����� ��� � ( ���, � ������&�, .!���
r − 3 = 2 r − 2, ��� !�0� .!��� &���&� &�0�� ����!�!1��� e�  �!1 r = −1�

����!��& ! � �1 � #��� �� _�b 4#����/ y(x) = a/x � �"� &, .!�
a = 3/2� e��& �����&, #��� �� _�b �&  ! ������& !��. ��� � & "�!��
� ( ��"

y(x) =
3

2 (x− h)
, h ∈ C. _db

���� ���� &���#����� � �1& ���&��/! ��.��� �� #��� ��� ��3
� !�� ��� � � 0#�����& & !�� ���&#i ��"� q�0���� 2!�&# & !��# �i &
! � �1 � ( ���, ������ � � ( ��/ _db� ��� 2!�& �� & ��� &���� ������!1
h = 0 � ���# ������!���!� � ( ��" �!����! �1�� ����0�� �� x�

����!��& � #��� �� _�b 4#����/ y(x) = 3/2/x+a u(x), 0� a ^ 2!� ! 3
� �1 &��" ��& !�, � ��� ���# & ���#. ��� ���� �� , !� � ������&
 0� � ��� �� a � ���1& & ��� "��" .� �� ���#.�& #��� �� f"� �

x3 u′′′(x) + 3 x2 u′′(x) + 6 u(x) = 0. _rb

h�� �&  ! � ( �� 

u(x) = Ax sin(21/2 ln(x)) + B x cos(21/2 ln(x)) +
C

x2
, _sb



��

0� A,B, C ^ 2!� ��������1�� ����!�!�� +� x �� �1 &�� ! ��!1 � x− h,
!� � � ( �� _sb ��� ���! ���� ��(��" ��& !��

+ !�#��� ��0�!1��, .!� � � ( ��� _sb �� �# ! ������!1 C = 0, !� ��
2!�! .� � ���� !�� .�!1/ ��&�!�!�. ���0� ����� ��� � ( ��� _db,  #
�� ��� h = 0� e��& �����&, ���#. & j��0��4&�. ��#/ ������# �
���/�#k, �"� ��#/ � `
a�

h���� � ( �� _sb � #�����,  ��� !� �# !�� ��.����!1 &��0� .� ��� ��3
��� ���� ��2!�&#, � "�!�#� �!���!��& �����&, ����!��& � #��� �� 
_rb &���& u(x) = xr � ���#.�& ���! ���!�. ��� #��� �� 

r3 − r + 6 = 0,

�� ��!���0� �����& r ∈ {−2, 1± 21/2 i}, ���. & r = −2 �� �# ! ��#�!�!1�
e��& �����&, ���#. & ��� "�#/ ������# � ���/�# � ��� 

u(x) = (Axr +B x−r) x, _tb

0� r =
√−2 �� �1 � ��  � 2!�" �!!1 � e� .!� &� �i & 4�!�. ���

�! � ��� ����� �� ������ ���� ����!��

�����	����� �� �����
���� ���
������ 
����� ������� ���������

	
����� � ���� �� � 
���� ��� !�������� ������� � ���� ���  ��

!������ ���� !� !��������� x  ��"������� ���# �� ���� ��
�� � !��

������� $����� � !��������� xr%

�	�
�
��� ���	� '���� �.�!!1, .!� �������� ���� ����!1 �����!3
�� � �#� , !� � h = 0 � _db� ����!��& � #��� �� _�b _#&��� ��� � x3b
4��&�1�� ����� �� �� &��&# ��& !�# am

y(x) =
3

2 x
+

∞∑

n=1

an un(x) _�-b

� ��� � & ������� .� �� �� ��& !�# a� e�0� 4#����� un(x) #���� !��3
�� ! h��m

x3 u′′′n (x) + 3 x2 u′′n(x) + 6 un(x) = −2 x3
n−1∑

m=1

um(x) u
′′
n−m(x), _��b

!� � &� ���#. & �!���!�#/ ��.# � 0#�����" ! ���� ���&#i ��" ���
#��� ��� f"� � _rb�

��� n = 1 ���#. & � _��b ��������� #��� �� , � ( �� & ��!���0�
���� !�� 4#����� u1(x) = u(x) � _tb� ��2!�&# ���� .�!1 _��b �� ��3
�#�������&# �� ������ ��/ ���� !�� �#&&�" &���&�� �#���0� ���� +�



��

#��� �� _��b ��� "��, ��2!�&# ���!!�.�� � (�!1 � ��������� #��� �� 
f"� � _rb

x3 u′′′(x) + 3 x2 u′′(x) + 6 u(x) = xq, q ∈ C. _��b

���� �� _��b �&  ! .�!�� � ( �� 

u(x) =
xq

q3 − q + 6
,

��!��� �& � �#���, ��/� ��i  � ( �� _tb ���������0� #��� ��� _��b,
��!��� �� �# ! ��#�!�!1, !� �� ��� #� #.! �� � 4#����� u1�

����! �� q �� �1 � &�0#! ��!1 ���!�. ���&� _� �������&�b, !� � ��3
��!1�� �"� ���& ��( �����& ��& �! �� q3− q+6, .!� �� �# ! �� ���
����" .�!� _��b� v�e���

h�#��� _�����1�� 0��&����� b �������, ���#. & ����1�#/ ��& !3
�����/ 4#����� $���#� � ��� �!���!� �/��"   ���� ����!� _�� �1 ��
� �#� bm

y(x) =
3

2 x
+

1

2

∞∑

n=1

x2n−1
n∑

m=0

Vn,mA
n−mBm xr (2m−n). _�	b

)���� �� _�	b �����! �! !� � ��& !���, !� �� x !& �& �� !��
� x − x∗ ��� _#� b ��� �!��" ��� _ i b � ��� �!��" ���� ����!� x∗� �3
�& !�� A � B �����! �! ����� !��" ���� ����!� x∗ � �����!�� �& �! �
� "� h�� !�� ��#�! � �. �!� 4��&�1��� &��� ��& !���, !� � ��3
��� �� _�	b &���� ����!��!1 � #��� �� _�b �� 4��&�1�� � ( �� �
��� � ��!1 ��244��� �!� Vn,m !�, .!� ��� e "��� �� � � & ���& [A,B]
�#� ! �#� & �� �#���0� �������

� ��.��� Vn,m ������ �! ����!�.��&# ���/ Q(r) � �����!�� !��13
�� ���� ��� ��� 2!�& V1,0 = V1,1 = 1 � ���# ��������1���!� ��& !��� A
� B� ��  �&  &

V2,0 = − 13

363
+

5

726
r, V2,1 =

2

15
, V2,2 = − 13

363
− 5

726
r, . . . .

��244��� �! 1/2 � � � �#&&�" � _�	b .��!� ! ���. ���", !� �� � ��3
.��� Vn,m � ����.�1�� ��� � �����1 ��� ��#0�" 4��&� #��� ��� _�b�

��� ��� � � ��� ����!�! Vn,m �& !�&, .!� .� �� ��� _�	b ����/!��
���������&� 4#�����&� ��& !��� A � B �! � �� n� ��2!�&#, �����3
�� 2!� ����� �� � ����� �� & _�-b �� &��&# ��& !�# a, ���#. &
� ( �� #��� ��� _��bm

un(x) =
1

2
x2n−1

n∑

m=0

Vn,mA
n−mBm xr (2m−n), n ∈ N.



��

����!��& 2!� � ( �� � #��� �� _��b � ��� � & ������� .� �� ���
&���&� An−mBm� e�0� _��#��� 0��&����� , �� �. ����� �������b ��3
�#. &

Vn,m = Un,m

n−1∑

j=1

K2∑

k=K1

Jj,k Vn−j,m−k Vj,k, _�
b

0� K1 = max(0, m+ j − n), K2 = min(j,m), Un,m = Pn,m/Qn,m �

Jj,k = j (6− 2 j − 8 k)− 2 + 8 k2 + (4 j − 3) (j − 2 k) r,

Pn,m = 3− (2n− 1) (n2 − 12mn+ 2n+ 12m2)+

(n− 2m) (5n2 + 4mn− 6n+ 1− 4m2) r,
Qn,m = 2 (3n2 − 2n+ 3− 4mn− 4m+ 4m2) (6n2 + 4n+ 1− 8mn+ 8m2)

(3n2 − 6n+ 3− 4mn+ 4m+ 4m2).

��� ����! �1�!� �����&��!� ����� ��� (13) ���!!�.�� ����!1, .!�
����!�!� Vn,m � &�0#! ��!� ���(��& ���!��� %� �� ��� � ��.!� �. �����,
.!� ��� ������ #���!1, !� �� ����" &���& xq � ����" .�!� _��b
� ��!�� � q3 − q + 6,  q ��! !�

e & � & �  4��&�1�� ����! �1�!�� 2!�0� 4�! ! ���. ��� � �1&
������, � &� ���& !��� &'(�)*+, -����*+. �,''/�

�����	����� !� 0��
������ (13) 1��� � � ���� �� � 
���� !��
������� ������� � ��������� (1) �
� �� � �2�� ��
�1 |x|%

�	�
�
��� ���	����� &, .!� |Vn,m| < p/n2 ��� � ��!���" _��� � ��� 3
� � ���"b ����!�!� p�

h!& !�&, .!� ���  ���� 0���! ��, |Vn,m| < p, |Vn,m| < p/n, ���!!�.3
�� ��� �����&��!�, � #� !�� ����!1 �������& &����!,  ���  ���13
�� 0���! ��, |Vn,m| < p/n3 � !���, �������! � � �� �����&�& ! ���. ���&
!�#����!�&�

p& !�& �� ��, .!�K1 �K2 � 4��&#� _�
b &���� ���!1K1 = 0 �K2 = j�
f!� ���� � ! � !�&#, .!� � 4��&#� _�
b ���� �����!�� � ��.��� Vj,k ���
k < 0� +� �� 2!�" � 4��&#� ��� �#���

���� &, .!� |Jj,k| < 6 j2� ���� �� � ����!, ���#. & � �� ��!��m

0 < −4 + 24 j − 40 k2 − 62 j2 + 40 j k + 72 j3 − 96 j2 k + 96 j k2 + 96 j3 k

−160 j2 k2 + 128 j k3 − 64 k4, 1 ≤ j < n, 0 ≤ k ≤ j.

����!��� � � 0� j = a k, ���#. &m

0 < a3− (31 + 48 k + 80 k2) a2

12 k (4 k + 3)
+
(3 + 5 k + 12 k2 + 16 k3) a

3 k2 (4 k + 3)
− 4 + 40 k2 + 64 k4

24 k3 (4 k + 3)
.

e��& �����&, � ������&� ����!1, .!� ���� .�!1 ���� �� 0� � �� �3
�!� � &�� ! �& !1 ���� " a ≥ 1�



��

���� �� &, .!�  ����!� ���" � i �!� ���" ��� �1 2!�0� #��� ��� �& 3
 ! ���

a = 1− 3

4 k
+

5

6 k2
− 9

16 k3
+O(1/k4),

.!� ������ ! �#��#/ �� ��#�
e��& �����&, ���"�� �#&& � 4��&#� _�
b �� ��� !�� �� &��#�/

�� ��# � ��.���"

n−1∑

j=1

j∑

k=0

6p2

(n− j)2
= p2 ((π2 − 6ψ(1, n)) (n+ 1)− 6ψ(n)− 6 γ), _��b

0� ψ() ^ 2!� ����0&& 4#����� � γ ^ 2!� ����!�! f"� ��
h� ��& ! � �1 |Un,m|� ����!��& �/� m = an, 0� 0 ≤ a ≤ 1� e�0�

|Un,m| = 21/2

4 (3− 4 a+ 4 a2)3/2 n3
+ O(1/n4),

���. & &���� ���� ��!1, .!� &���&�1�� ��. �� ��244��� �! �� �1
���!�0 !�� ��� a = 1/2� e� .!�

|Un,m| < 1

8n3
+ O(1/n4), n→ ∞.

��&�����#� 2!# ��&�!�!��# � ��&�!�!���" ����" .�!� _��b, ���#. &
�� ��#

|Vn,m| < p2 π2

8n2
+O(1/n3) < p/n2,

��2!�&# � ������&�
p < 8/π2 ≈ 0.8105694691.

'���� ���� ��!1, .!� ��� p = 8/π2 �� �� |Vn,m| < p/n2 ������� !��
��� �� � Vn,m � ����/. �� & V (1, 0) = V (1, 1) = 1 _. & &���� �� � �� .1b�
v�e���

� ��.��� Vn,m ��.����/!�� ���� ��� '� ��.������ �� �� n = 100� h��
#���/! ��.�! �1�� ���!�  , . & 2!� �� �# ! �� ���#. ���" �&� _0�#��"b
�� ���� +���& �, ��� m = 0, . . . , nm

max(|V10,m| < 1.214× 10−10, max(|V20,m| < 7.537× 10−21,

max(|V50,m| < 2.222× 10−51, max(|V100,m| < 4.211× 10−102.

��2!�&# LF93��� _�	b �����!�� �. �1 ���!�� � ��� �!���!� �"� ���� �&�
������ !�. ��



��


� hqh$z\ ehv�% g�+�x%% $�*p%�q*

h������" � ���� � ������ � ! �� ��# ���#� �����&��!� ��� _
b�
h���� ��. !�.��0� ��� � � ��� ���#� �����&��!� ���� !�� .�!1/
��.� ��������� ���� ����!� 4#����� y(x) � 0����   ��#0 �����3
&��!�� f! ��. � ( !�� � ��&�i1/ ����1��" ��& !������ ��&3
����" ��� �����!� � ��� �!���!� 2!�" ���� ����!�� e�  �!1 &� ��.���� &
����� �� ���� ����!� �& �! � ��& !�&� ����� ��� _�	b ������ 2!�"
���� ����!��

$#� & ������!1 �� ����!�!� $���#�, ��!��#/ &� ��.������ � `�-a ��
�-- � ��!�.��&� �����&� _� ���� ���� � ��&�i1/ 'e) � 2!�" ���! bm

s = 0.66411467243039259787,

0� &� ��!��� & �- � ��!�.��� ������� ���� !�.�� _� � ���#0� ���b�
���& ��� ������ �� ��� ���#� �����&��!� �� ���� � � �����1�#� 
--

��244��� �!�� ��� _
b, ���#. &

R ≈ 2.8450191,

0� &� ��!��� & r � ��!�.��� ������� ���� !�.��, !� �� ����.�� 
������� 2��!�������� �/! ���& ��� !�#/ ��0� (���!1�

p�� ���� ��(� 4#����� y(x) � �#� ,  !�� ��� ����(  ������3
� �� h ≈ −R ��� �#���" ���� ����!�, ���.�! & � ��&�i1/ 'e) !��
!�.�� yk(xk), k = 1, 2, 3, � �i� ���!!�.�� ������ � x = h _� � ��� "
���#�������!�, �&� ��� b, ����& �, x1 = h + 0.1 + 0.1 i, x2 = h + 0.1 i,
x3 = h− 0.1 + 0.1 i�

h0���.�&�� ��� ����& .� ��& ����� ��� _�	b� e�0� ���#.�& ���! &#
!� � #��� ��" ��� ��� � � ��� !� � � ��.��, x∗ = h = −R, A, Bm

3

2 (x1 − h)
+

1

2
(A (x1 − h)−r +B (x1 − h)r) (x1 − h) = y1,

��/�  i �� #��� ��� ��� x2, x3�
������1�# h #� ���& ��� ��� �!��, !� �� 2!�� #��� ��� �/! ��3

� "�#/ ���! &# ��� ��� � � ��� A � B ������� ���� p! & �� � ��.���
#!�.��/!�� & !���& +1/!�� ��� �����" ���! &��

q� �#/i� �������&��� �����1�# ! #� ���1( .� ��� ���, � !���
p� �1 � �1& �#i �!� ���, .!� �.�1�� ������� �� ��� & !�� +1/!�3
� �����1�# !�� � �� ���#i 0� (0� f!�! ���� �� ���!�� �����!��, � &�
���#. & !�.�� ��. ��� x∗, A, B, ���!� !�!�#/i� ����" ���� ����!��

+ �&�& � � , �� !�� ��& !� � ����� ��� &���� �"!� �� ����"
!�.� , ������" � ���� ����!�� +� ��� 2!�0� �#��� �� ���������� LF93���
_�	b,  ��� �����!�� � �!��1 ���!���



��

���� � ��� ��. !� � ���/i " ��4& !�� �� ��s � ��!�.��&� ��3
���&� � � �����1����� & �� � �"� ���� �&� .� ��� ����� ��� _�	b
�������/! ���/.�!1, .!� ����!�!� R,  !�� A � B �"� �� � !�" � 
!�.���!1/, .!� � ����!�! $���#� s, !� � � � & �  . & �-- � ��!�.��&�
�����&��

�������& 2!�" ���� ����!� �#� ��" ��& �� e�0� x0 = −R �

x0 = −2.84501902726131999873954785620739393862040018057565,

A0 = −0.15710675649601491680343952351761570899267544541699
−0.21250837978665832496721050689688832248953141146662 i,

B0 = Ā0.

��� 2!�& � ��.��� |Im(x0)|, |Im(A0 + B0)| � |Re(A0 − B0)| ������ 10−115�
p� �1 � ��  &� �����1�# & ��� �� ��!� �& �!� ��� ≈ , .!��� ���3
. ���#!1, .!� �� ���� � ��� ��4�� �����1���

��� ���� ��� �"� ���� ��. ��" ��.����& y(−2) ��#!�� ��#0 �����3
&��!� 4#����� $���#� ��#&� ������&�m � ��&�i1/ 'e) _� !�.���!1/
10−120b � � ��&�i1/ LF93��� _�	b� ���#. & y(−2) = 1.692014683425158,
���. & ��0� (���!1, !� � �����!1 ��. ��", ���#. ���� 2!�&� ��#&�
������&�, & �1( 1.5×10−115� e�� � ��0� (���!1 ���#. !�� ��� y′(−2)
� y′′(−2)�

���& ��& ! � �1 LF93��� _�	b � �"� ���&� ��& !�&� � !�.� x = 0�
���#. & y(0) = 0, y′(0) = 0 � y′′(0) = s � ��0� (���!1/ & �  10−72�
+��� �, � !�.� x = R, !� � � ����" 0���� ��#0 �����&��!�, LF93��� _�	b
!�� �����!�� � � ! ��. ��� � ��0� (���!1/ & �  10−10�

e�  �!1 ��� _�	b ��� ���� ����!� x0 = −R �����!�� � ��.�! �1��" .�!�
��#0 �����&��!� 4#����� $���#��

������1�# &�� �� �������� &

y(x) → Ry(Rx) _�db

� ���#.�& ��#0� � ( �� #��� ��� _�b, 0� ���#� �����&��!� ��� _
b
� !�.���!� �� �  ����� � f!� � ( �� &� !�� �����. & y(x) � �#� &
�����1���!1 ��  �

+��#/ ����!�!# $���#� ��� 2!�0� � ( ��� &���� ���#.�!1 ��#&�
������&�� ��3� ����, �� �������� _�db � ! s → R3 s, � &� ���#. &
����!�!# _�b� ��3�!����, �� �������� _�db ��� ��� _�	b � ! ���� ���3
�!�!� ��� ���0#������!� ��& � ���1, A0 → A0R

2−r � B0 → B0R
2+rm

x0 = −1,
A0 = −1.82977538343884844627+ 1.10799042143797341408 i,

B0 = Ā0.

_�rb



��

������1�# &�� 2!�&� ����!�!&� � ���.�! & � ��&�i1/ LF93��� _�	b _�
 0� �����������b ���� ��(� � !�.� y(−0.9),  �! & ��������& � ( �� 
� ��&�i1/ 'e) �� �.� �������!� e�0� ���#.�& ��. �� s = y′′(0),
��!��� �!��. !�� �! ��. ��� _�b, ���#. ���0� � � ���&������", & �  
. & � 1.7× 10−113�

+��� �,  i ���� ! �! ���!��! � ��! 0�������� #��� ��� _�b � ��&�3
i1/ 'e) ��, ��� &, x = 50� *��&�!�! 4#����� $���#�, ��!��� ��  
��� � ����1 � ��.���" 1 ≈ y′(50), ! � �1 ����� ��� � ��!1�� � ��.���"
y′(50) ≈ R2 = 8.09413326547� q��� �� �"� ���� ��. ��" � ! ��0� (3
���!1 & �  2× 10−100�

��  &� ���& ��& ������#/ ��( ! ����# ��� ��������� ���� �3
���! " _���&�������"b 4#����� $���#� � �������& ���!   ��&����"
��� �����!��

+����1�� �& ��� �!��,  ����!� ��� ���!, 0� ��#.���1 2!� ���� �3
���!� ^ 2!� `
a� h���� !& �����1������1 & �  244 �!���� ! �����,
. & ! , ��!��� &� ���& �� &� � ���!��, ��2!�&# � `
a � ���� � �� ����3
���!� ���� ����! " _���& �#� ��"b,  �� ��(1 ��!, #����/i� ��
���& ��� ������� �� �

p� �1 &� �����1����� ��  � ��� � � ���" ! �&�� j�������" ���!
��&����" ��� �����!�k, ��!���" &� � �(�� � ��! �!#� � x � ������3
���!1 �� � ��� !��0� ����!�� �!����!�� �. �����",  ��� #. �!1, .!� 4#��3
��� y(x) �&  ! ��0��4&�. ��� � !�� �� � ����" �"� ���" ���� ����!��
��� 2!�& !�� � ���� ����!� ������/!�� � ����& ����& ���! �

+��� & ������� 
� �� ��������� !����1�� � ������� y(x) !#   
&���&�1�#/ .�!1, ��� ��i#/ ������#/ 4��������#/ !�.�#, 0� 
4#����� y(x) ���� !�� �������!��"�

h. �����, �������" ���! ����� !�� ������" ����!1/ ��&� ����" ����3
���!�� ��� 2!�& ����!1 &�� ! �& !1 ��� ��, ��!� �& ��&��� ��� ��3
���!1, �. ����, � �&  ! ������ ��� ����

��� ��������� � ���� !� � ���� ����! " &� �����1����� ������#/
��( ! ����#,  !�� ��4��&��/ �� �� ���& ���& ������� ��� �� �3
��!� `
a� ��  , �� ������1, ����� �� �. � ���" ���� ����!�,  !�� 
��& !�� A � B ����� ��� _�	b �   ��� �!���!� ���#./!�� � ����( "
!�.���!1/ 2��!������� " � ��&�i1/ � ���" ����� e�� _�&� `�dab� e��&
�����&, ���� ����!� 4#����� $���#� j��/!k � �#i �!������ ��#0 ��#3
0� p! & ��& !�� ���� ����!� #!�.��/!�� � ��&�i1/ 'e) � & !��
+1/!��, �� ������ ��( , � !���



��

'� ���.�!�� �� ���� ����! " 4#����� $���#� �� ��#0   �����&�3
�!�� ���� � & � ��� ��!1m

x1 = −1.35821681940048347940+ 0.19657373599841322819 i,

A1 = −1.48679034199329325530+ 3.25523005646407508446 i,
B1 = 36.32190354320512543494− 24.82863034768050658313 i,

_�sb

x2 = −1.63092586348973601179+ 0.31926201278310753935 i,
A2 = −0.43275851473458043519+ 4.94426781436958856873 i,
B2 = 87.54543050273010537300− 28.45943538832630482236 i,

_�tb

x3 = −1.86018084892740113209+ 0.41234917079067864077 i,

A3 = 0.94494699762147560292+ 6.25616403842760930165 i,
B3 = 140.75192643914654149356− 16.91795717755493209310 i,

_�-b

x4 = −2.06185205360135174051+ 0.48909804426574563158 i,
A4 = 2.49626837715661274933+ 7.26328301073652287675 i,

B4 = 192.26574922688193223809+ 5.83101693255901869951 i,

_��b

x5 = −2.24400276428369510418+ 0.55534301394899810777 i,

A5 = 4.14579653054319261168+ 8.01834397426943638115 i,
B5 = 240.65175317144279958164+ 37.04930639907155855254 i,

_��b

�� ���.�!��� !�.�� xn, n = 1, . . . � �! � � ��& � ��� & �����! 
��&�� ����" �������!� _�&� 4�0� �b� �� �������# ��&& !��� {��� ��&3
�� ���� ������ ��� !�.�� x̄n !�� ����/!�� �����&� � � �! � !�& � 
���! ��&����" ��� �����!�� � ���# ������!���!� 4#����� $���#� �!3
����! �1�� ��i ��" � #0�� 2 π/3 � ��&�� ����" �������!� �&  &  i ��
��&�� �! _� ��!�1��& �� �!�.���b ������ !�. ��

h!& !�&, .!� ������!1 ���!#�� �������0� ���! ��&����" ��� ����3
�!� � 4�0� � ^ � �1& � !�����1�� ��.� ]��� !��1��, .!� � ������&
��� � (−∞,−1]� e�� � ������&� ��� ��, �� ����/i� ����� !�.��
x1, x2, . . . � x̄1, x̄2, . . ., �� ��� #� � �#�#! �!� ��&� ���&���

� �/��& ��#. , .�!� ��&�� ����" �������!�, ��"&� ��� ���� ����!�3
&� xn, x̄n, n = 1, . . . � �� ����&�, � &�0#! � ����& ������ �!1 �������3
&# ���!#� +���& �, � ���&���� �����! 0�����!1 h�� _�b ����1 ��� �
(−∞,−1] �� �� ��  . & ≈ −1.7, !� �� ��&��� ��� �����!1 �������3
�# ! � � �0���. ���" &���!#��"�

e�� � 4�0� � ������ � ��#0 �����&��!� ��� _
b � ���� �!��� � �3
��0� �����!� g�0� � ����� �0 ! 0���! �# _�&� `
ab, .!� 2! ���� �!���
���� !�� ��&�!�!�" � ��.�� 2!�� ���0#������! "�



��

�	
� �� $��%�� ��!�	 �&���		 '(�)	&��

�	
� �� �&���		 |y(x)| ��(��� 	 |y′(x)| ��*���� �� *����+ x = 16 exp(i π/4) t− 0.3 i

h���� 2! 0���! �, ��3����&�&#, �!����!�� ���� �����",  ��� ���� �3
!���# � 4�0� � ��#�!�!1 ���� � � ��.��# b i, 0� 0.25 < b < 0.3� + 4�0� 	
������ �� 0�4��� � ��.�� |y(x)| _�� �b � |y′(x)| _����b, ���.�!��� 
� ���&�", �� ����/i " !�.�� x = −0.3 i � x = 16 exp(i π/4)− 0.3 i�

+ � ��& 4�0� 	 � ���&���� �& !�!1, .!� 4#�����, � �&�& � � , �����3



�#

���# !, ���. & � #� ��.��/i "�� .�!�!�"� f!� ����� �� ����0� 4�0� 	�
e�� � 4�0� � �����, .!� ���!���� & ��# j���/�&�k #& �1( !�� �
���!�& �� ��& ��

p& !�&, .!� �� ����!1 ��! 0�������� 'e) !���, .!� !�� ��� 3
� �� 4#����� � ���� ! � !�.���!1 � �#�1!!� '� ���� ���� 2!�! 4�!
��! 0������� & �� !�.�� x = 12 � � i �!� ���" ��� ��#&� �#!�&�m �!
���#. ���0� ��. ��� x = 16 exp(i π/4) − 0.3 i � �! �.� �������!� ) 3
�#�1!!� �����/! � �� � �� �����" !�.���!� _≈ 10−60b�

�� �& /i�&�� �����& !�.�& _�	 (!#�b � #� !�� #�!����!1 ���!�� �3
�� � ��&�i1/ 2��!��������, �!� &�!�� �� ���!���� & ��# ��&� � �#�/
��� � � ��!���&# ��� .��&# ��. ��/� +(� �� ��� �/! 2!� �� � �1�� 
���!���� ������ 0.015, �� � ���1( 0.025�

� �/��& ��#. , ���!�. ��� 4#����� y(x) ^ 4#����� $���#� ^
#�!�� � � �1& ������� h��� ���  ��� #. �!1, .!� �� ����� !�.�� 4��3
&�1�� ���������, !� .!� � ����/. ��, .!� ���� ����� !�.� �
4�0� � _���& � �i�� � ���#����!�b ������ ! ���" ���� ������ !�3
. �, ���0�.��" 4�0� ��

+� ��  ��� 2!� � !�, !� �� ���� ���� ����� !�.� � 4�0� � �&  !
��0��4&�. ��� � !�� �� , !� � ������ ! � ���� .�� .���� ���!�� ��&3
����" ��� �����!�� f!� � � ! � ���&����& �������&��/ 4#����� y(x)
���&3���� ��� .��& ��u �!�&, .!�, �� �( &# &� ��/, ���� !�� �������"
���! ���!���" � ��! 0���# &�" ��.��

���� & ! � �1, .!� � & "�!� ������ !�. � � 4�0� � � ��. ����/!
�� � ���� ����! " 4#����� $���#�� e�  �!1 ���� ���� ����!� ������/!��
� � ��#0�� ���!� ��&����" ��� �����!� 4#����� y(x), .!� &�� ! � �!1
  �!#�!#�# 4��!�1��" _�� # #��� ��� ��3� �3����, �&� `��ab�

��� 2!�0� �� �� &���4����# & ����� �� _�	b !�, .!��� ��� ����
���& ��&� � �����& � �!�� 0 ≤ Arg(x) < 2π� )�  , �� �!& .���1, &�
���& ���� ����� �� _�	b !��1�� � ����" ��� � � ��� " ���#�������!��
��� � � � . ��� ��� � (−∞,−1) # 4#����� xr ���������! ��.��, � ��3
��� �� _�	b � ���& ��&��

f!� ��u���� !�� ! &, .!� � ��&�1/! � � ! 4#����� Arg(x) _��!���
��&��! ���/ �� ���!���/b,   �!1 !��1�� 4#����� arg(x)� ��2!�&# ��( 
��� � (−∞,−1) 4#����� xr ��.���� !�� _�� #&��.��/b �� 4��&#� 

xr = exp(r (ln |x|+ i arg(x))),

 ��� ��� � ^ �� 4��&#� 

xr = exp(r (ln |x|+ i (arg(x) + 2π)).



��

e � �1 ����� �� _�	b ������� ! ��������!1 4#����/ y(x) ��� ��� �
(−∞,−1) ������ �����" !�.�� x = −1� f!� �& �#���, ����. &, !��1�� ���
�������! �1��0� ���!���� ��.��� ��", !� �� 'e) ������� ! 4#����/
��� ��� � � � ����� &�

q #. !�& ������0�, �����! 0���# & #��� �� _�b �! �.� ������3
�! �� !�.�� x = −1 + c, 0� c ^ 2!� ���!!�.�� &�� ����!�!� p! &
��! 0���# & ���!�� .����" �!� ��� �� �#!�&, �� ����/i�& !�.��

−1 + c, −1 + i c, −1− c, −1− i c, −1 + c,

� ��, !��& �����&, �����" �����! ����#0 ���� ����!� ��& � ���1�
�� ������1, ��� 0 < c ≤ 0.09 #� !�� �� �!1 �����" �����! ����#0

�����" !�.�� � ��&�i1/ 'e)� h���� �� & � #� ��. ��� c !�.���!1 ��3
.��� ��� 4#����� �� ����� ��/ _�	b �� ! � !�.� −1− i c� * ��� c = 0.1

#� 'e) � ! �!�� � �!� �� [−1− i c, −1+ c], .!� #���� ! � ������!1
j���/�k�

�	
� �� ,���(	)��	� ���%�+ ��!�	 �&���		 y(x) *�� ��)��)�� (−∞,−1)

+ 4�0� 
 ����� ���� �� ��������� ���� ����!�� �� �!� �� � 4�0� 

^ 2!� 4�0& �!� �#! " ��! 0�������� [−1 − c, −1 − i c] ��� c = 0.09 �
c = 0.1� e�� ���#����!� ^ 2!� ��#0� �����&��!� 4#����� y(x), ���.�!��� 
� !� � !�.�� ^ �� � �!��� h���� !�.� �����!�� � & �! � � � . ��� 2!��



��

���#����! "� l�4�. ��� ������� �� ����� !�� � �1& !�.��&� p! &
��& !�� ����� ��� _�	b � 2!�" �����" !�.� #!�.��/!��, �� 2!� ������
��  � � � �#�1!! ���#. &m

x∗ = −0.99797794911737938494− 0.09289365351459614851 i,
A = −1.40323390626127461021+ 3.19459532227363712719 i,

B = −14827.84231644442854754660− 7123.626150343677269897376 i.

p& !�&, .!� ���#. ��� ��& !�� ����� ��� _�	b � 2!�" ���� ����!�
!�� ��& !���#/! ��&���# ��� �����!1 �   ��� �!���!�, �� � ���
���� ����! " � �������&   ���! � 4�0� ��

���� �!!1� ���� !�� �� �(/i " � � ��� �!! " `ta, `ra � `�-a �����3
i ���� 2!�" ����� & �

������ ���	
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